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Durante los ultimos afios, se ha realizado un estudio amplio del contenido del curso de
geometria para el décimo grado. Un examen del indice de materias de este libro indicara
que hemos seguido fielmente las recomendaciones de la Comision de Matematicas del College
Entrance Examination Board y, también, que el texto titulado Geometria del Grupo de Estudio
de la Matematica Escolar (SMSG) ha tenido considerable influencia en nosotros. Asi, pues,
en la eleccion de los temas tratados, nos guiamos por las ideas aceptadas corrientemente por
€stos y otros grupos.

El reconocimiento inmediato de nuestra inmensa deuda con nuestros colegas del SMSG
nos parece la manera mas sencilla de explicar el espiritu de este libro y el método seguido en
su preparacién. Tuvimos el privilegio de participar en los trabajos del grupo y fuimos estimu-
lados por el detallado y profundo analisis del estilo y método de la ensefianza de las matema-
ticas. Naturalmente, hemos escrito este libro basindonos en nuestro propio criterio, después
de varios afios de trabajo, reflexion y experiencia en los salones de clases del décimo grado.
Nuestras innovaciones son tan numerosas que no podemos reclamar para el libro el respaldo
incondicional del SMSG. Por otra parte, nuestros puntos de vista sobre cosas fundamentales
no han cambiado mucho desde los veranos de 1958, 1959 y 1960; la filosofia del libro del
SMSG sigue siendo tan valida ahora como lo era entonces y consideramos que nuestra tarea
consistia principalmente en mejorar su realizacion.

Las caracteristicas principales del plan general del libro son las siguientes:

(1) Los conceptos de la geometria del espacio se introducen pronto, en el Capitulo 3, y se
utilizan de ahi en adelante. Aparecen no solamente en los capitulos posteriores que tratan
acerca de la geometria del espacio, sino también en los conjuntos de problemas de los capitulos
de la geometria del plano. Por consiguiente, el estudiante ya ha tenido una experiencia intui-
tiva prolongada y variada con la geometria del espacio, cuando volvemos a su estudio siste-
matico en el Capitulo 8.

(2) Los sistemas de coordenadas en una recta se introducen en el Capitulo 2 y el dlgebra se
utiliza libremente de ahi en adelante. Las distancias y los angulcs se miden con niimeros y
los métodos del algebra se utilizan para tratar con ellos. Esto facilita el introducir las coorde-
nadas en el plano, en el Capitulo 13, tan pronto como el estudiante sabe algo acerca del
concepto de semejanza y el teorema de Pitagoras.

(3) La teoria acerca del concepto de area se ensefia corrientemente al final de un curso de
geometria. Aqui, presentamos este tema aproximadamente a mitad del curso, en el Capitulo
11. Hay dos razones para ello. En primer lugar, el concepto de drea debe tratarse lo antes
posible, porque es facil de entender, excepto por su exigencia del empleo de las técnicas
algebraicas. (Estas técnicas deben practicarse, de todos modos.) En segundo lugar, el concepto
es util en el resto del estudio: da una demostracion sencilla del teorema de Pitdgoras (pag. 306)
y una demostracion sencilla del teorema fundamental de la proporcionalidad (pag. 330), del
cual depende la teoria de la semejanza.

it




vi  Prefacio

(4) En casi todos los casos, los conceptos se explican de manera intuitiva, mediante andlisis
informal y generalmente mediante figuras, antes de definirlos formalmente. Véase, por ejem-
plo, la definicién de conjunto convexo en la pagina 63.

(5) Las figuras se utilizan ampliamente en la exposicién y se marcan para que indiquen tanta
informacion como sea posible. Véase la pagina 114, donde se explica el empleo de marcas
para indicar congruencias. Véase, también, la pagina 128, donde est4 explicado el empleo de
los signos de exclamacién en las figuras. Estos se utilizan para denotar conclusiones. Asi, la
figura de la pagina 134 indica el contenido completo del teorema del triangulo isdsceles. Al
final de la pagina 135, hay una figura que expresa, de la misma manera, ¢l reciproco del teo-
rema. La figura central de la pagina 445 nos indica que un angulo inscrito en una semi-
circunferencia es un angulo recto.

(6) Hemos tratado de dar nombres a un gran numero de teoremas, para que se haga mas
facil 1a tarea de recordarlos y de referirse a ellos. Véase, por ejemplo, el teorema de la charnela,
en la pagina 203, y el postulado de la regla, en la pagina 34.

(7) El proposito fundamental del libro es ensefiar a los estudiantes a leer matematica y,
también, a escribir sobre ella. Esta no es una tarea facil. Si los estudiantes han de aprender a
utilizar el lenguaje de las matematicas, conviene proporcionarles los términos y las notaciones
que permitan la significacion rapida y precisa. No se acostumbra hacer esto. Por ejemplo, en
varios libros, el mismo simbolo 4B se utiliza para denotar (a) la recta que contienea Ay a
B, (b) el segmento desde A hasta B, (c) el rayo que parte de 4 y pasa por B, y (d) la distancia
entre A y B. También, es frecuente que en un libro se explique primero la distincién entre un
segmento y una recta y, luego, se ignore esa distincion. Cuando se utiliza el lenguaje tan
descuidadamente, es probable que el alumno concluya que el texto no merece un estudio
serio. Hemos tratado de ganar la atencion cuidadosa del estudiante, siendo consistentes,
claros y precisos.

Deseamos expresar nuestro agradecimiento a los empleados de la compaiia Addison-
Wesley por su trabajo esmerado en la impresion y presentacion de este libro, de acuerdo con
los deseos de los autores.

La edicion del maestro correspondiente a este libro fue preparada por el Sr. Gerhard
Wichura, de la Escuela Superior Wellesley, Wellesley, Massachusetts.

Expresamos nuestra gratitud por el permiso otorgado para reproducir en esta obra ciertas
partes del texto de Geometria del SMSG, propiedad literaria de la Universidad de Yale. Sin
embargo, este permiso no debe interpretarse como un endoso a nuestra obra por parte del
Grupo de Estudio de la Matematica Escolar.

Cambridge, Massachusctts
San Mateo, California
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En esta traduccion, se ha procurado uniformar la terminologia y el lenguaje geométricos
usados corrientemente en Hispanoamérica, tomando como base, Iogicamente, la lengua
general hablada en los paises hispanos. Es natural que las palabras castellanas hayan sufrido
transformaciones y deformaciones al ser utilizadas por pueblos diferentes, pero, no obstante,
debe tratarse de restaurar lo mas posible el sentido y las normas originales del idioma. Asi,
por ejemplo, es frecuente decir unidn de conjuntos, siguiendo trivialmente la frase en
inglés, olvidando que el verbo unir tiene un significado mas fuerte y que lo mas correcto es
decir reunion. Lo mismo sucede al decir que tres o mds puntos son coplanares. Lo correcto
es decir que son coplanarios (como se forma ternario, cuaternario, etc.) Esta terminologia y
otras analogas son las establecidas en los mejores textos matematicos, tanto elementales
como superiores, de las escuelas, institutos y universidades de Espafia y, por ello, previa
consulta con personas competentes, hemos tratado en todo momento de elegir las formas
y los términos mas correctos.

También, hemos decidido utilizar simultaneamente el sistema métrico decimal y el sistema
angloamericano, en beneficio de los estudiantes de habla espafiola que con frecuencia usan
uno u otro en la vida corriente. Por eso, algunos problemas aparecen con datos expresados en
el sistema métrico tinicamente y otros, en cambio, en el sistema angloamericano.

En los textos de Europa, en general, se usa la coma, en vez del punto, para separar la parte
entera de la parte decimal de un numeral escrito en el sistema decimal. Sin embargo, debido
a que en Puerto Rico y algunos otros paises de América se emplea la coma para agrupar de
tres en tres los digitos de la parte entera de un numeral y el punto para separar la parte entera
de la parte decimal, hemos adoptado este tltimo convenio que, por [o demas, dada su escasa
importancia, creemos no impida en modo alguno la comprension del texto.

Finalmente, conviene aclarar que, en el texto, un asterisco (*) frente a un ejercicio
identifica un problema de dificultad moderada y una cruz (*) corresponde a un probiema
suplementario.

Por la competente ayuda prestada, estoy en deuda con varias personas cuyas valiosas
sugerencias y recomendaciones, muchas de ellas incorporadas a la traduccion, facilitaron
grandemente mi labor. Entre ellas, merecen especial mencion el Dr. Tomas Rodriguez
Bachiller y el profesor Eugene A. Francis, de la Universidad de Puerto Rico, el Dr. José Tola
Pasquel, del Perd, y el Dr. Emilio Lluis, de México. A todos elios agradezco muy cordial-
mente su colaboracion.

MARIANO GARCIA
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1-1.. DOS CLASES DE PROBLEMAS

Considérense los siguientes problemas:

(1) Un rectdngulo mide 6 centimetros por
8 centimetros. El drea de su interior se des- 6em.
compone en dos partes, mediante un segmento
rectilineo. Si el drea de una parte es 20
centimetros cuadrados, ¢ cudl es el drea de la
otra parte? y

(2) En un cierto rectdngulo, la suma de su
largo y ancho es 14'unidades. Un segundo rectangulo tiene de largo cinco vecesel largo
del primero y de ancho tres veces el del primero. El perimetro del segundo rectangulo
es 91. ¢ Cudles son las dimensiones del primer rectangulo?

20 cm.2

8 cm.

K
La respuesta al problema 1 puede obtenerse sin mucho esfuerzo. La respucsta es
28 centimetros cuadrados, porque 6: 8 =48 y 48 — 20 = 28. Desde luego, podriu-
mos resolver este problema algebraicamente, si quisiéramos, formulando la ecuucion

*“20+x=6.8 o€

~

y, luego, resolviéndola, para obtener x == 28. Pero esto parece un poco trivial, por
ser innecesario. Es probable que el lector haya resuelto problemas mds dificiles que
éste, mediante la aritmética, antes de estudiar el dlgebra. Y si todas las ecuaciones
algebraicas fueran tan superfluas como la que hemos formulado, ninguna persona
seria se preocuparia por ellas.

El problema 2, sin embargo, es otra cosa. Si designamos con xy y el largoyelancho
del primer rectdngulo, entonces el largo y el ancho del segundo rectdngulo serian
5xy 3y. Por tanto,

Sx + 3y = '921,

porque la suma del largo y del ancho es la mitad del perimetro. Sabemos, también,
que

x+y=14

Esto nos da un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas. Para resolverlo, mulii-
plicamos cada término de la segunda ecuacién por 3, obteniendo

Ix 4+ 3v: 42,
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y» luego, restamos término a término esta ccuacion de la primera. Esto nos da

2x=45%—42=3%=%,

es decir,

En consecuencia,

E|Se facil, ahora, comprobar que nuestra respuesta satisface las condiciones del pro-
ma.
. En cierto modo, estos dos problemas parecen andlogos, perb, en un sentido muy
importante, son bastante diferentes. El primero es lo que llamariamos un problema
de sentido comiin. Es fdcil anticipar cudl debe ser la respuesta y, ademds, es fdcil
con.n.probar que la contestacién prevista es también la correcta. Por ot,ro lado
adivinar la respuesta al segundo probl¢ema es prdcticamente imposible. Para resol-,
verlo, necesitamos saber algo acerca de los métodos matematicos.

Hay casos parecidos en la geometria. Considérense los siguientes enunciados:

(l? Si un tridngulo tiene lados de longitudes 3, 4 y 5, entonces es un triangulo
rectdngulo y tiene un dngulo recto opuesto al lado ‘mayor.

(2) Se da un tridngulo con lados a, by ¢. Si

2
a® + b = c?,

¢l tridngulo es rectdngulo y tiene un dngulo recto opuesto al lado mayor.

90°

El primerp de estos enunciados era conocido de los antiguos egipcios. Lo compro-
hxfmn mediante la experimentacién. El lector puede verificarlo, dibujando un
(riingulo de lados 3-4-5 tan exactamente como le sea posible y, lueg’o midiendo con
un transportador el dngulo opuesto al lado mayor. Deberd tenerse,en cuenta, sin
embargo, que esta clase de comprobacion es aproximada. Supongamos, por ejerr’lplo
quecldngulo es realmente 89 59' 593" (es decir, 89 grados, 59 minutosy5’9i segundos)’
en vez de exactamente 907 07 0”. En este caso, dificilmente podria notarse lza diferenciz;

Don elasen de problenian 3

con un transportador, por muy afilado que esté nuestré lapiz y por cuidadosa que
sea nuestra figura. Sin embargo, el “método egipcio™ es un método de sano sentido
comun para comprobar un hecho experimental.

Los egipcios tenian gran destreza para medir objetos fisicos. Las aristas de In
base de la Gran Piramide de Gizeh tienen cerca de 230 metros de largo y las longitudes
de estas cuatro aristas coinciden, salvo un error de unos dos centimetros. Nadic parece
saber, hoy dia, como los constructores lograron tal grado de exactitud. (Mientras
mds piense el lector sobre este problema, mds dificil le parecerd, probablemente.)

El segundo de los enunciados anteriores éra desconocido para los egipcios: fue
descubierto mucho més tarde, por los griegos. Es imposible comprobar este enun-
ciado medijante la experimentacion, por la sencilla razén de que habria que considerar
una infinidad de casos. Por ejemplo, habria que construir tridngulos y tomar medidas
con un transportador, para todos los casos siguientes: ‘

%

L V2

y asl sucesivamente, sin acabar nunca. Asi, seria inftil la verificacion de nuestro
enunciado general mediante experimentos, ni siquiera en forma aproximada. Por
eso, una persona razonable no quedard convencida de que el segundo enunciado ¢s
cierto en todos los casos, hasta que vea alguna razén logica que implique su certeza
en todos los casos. , )

En realidad, por eso fueron los griegos, y no los egipcios, quienes descubrieron que
nuestro segundo enunciado es cierto. Los egipcios eran muy buenos en todo lo
concerniente a medidas e hicieron unas conjeturas muy ingeniosas, que mds tarde se
verificaron como ciertas. Pero los griegos descubrieron un nuevo método mucho
mds poderoso: ¢l del correcto razonamiento geométrico. Mediante este método,
convirtieron conjeturas plausibles en dory“ocimiento firme y aprendieron algunas cosus

——asombrosas que nadie hubiera creido sin ver su demostracion. De esta manera, los

griegos sentaron las bases de la matemdtica moderna y, por consiguicnte, de la ciencin
moderna en general.
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Conjunto de problemas 1-1

I. Ensdyese el siguiente experimento - Témese un trozo de cordel,
como de 2 metros de largo, y coldquese en el suelo, formando
un lazo con sus extremos sueltos:

Luego, tirese de los extremos del cordel, estrechando el lazo hasta que parezca ser del
tamafio de la cintura. Marquese el cordel donde se cruza consigo mismo y compruébese
el cdleulo, midiendo la cintura con el cordel. Después de hacer esto, Iéanse las observa-
ciones sobre el problema 1, al final de este conjunto de problemas.

2. Una pagina de papel de periddico no es muy gruesa, sélo tiene 0.003 pulgadas de espesor.
Con frecuencia, vemos montones de periodicos. Supdngase que colocamos un pliego
de papel de periodico en el suelo. Luego, colocamos otro pliego sobre el primero;
después, dos pliegos mas; luego, cuatro; y asi sucesivamente, formando un montdn de
periodicos. Cada vez, se afiaden al monton tantos pliegos como ya hay. Después de la
décima vez, el monton tendra, aproximadamente, 3 pulgadas de espesor. Si continuase-
mos hasta afiadir pliegos por quincuagésima vez, (cual seria la altura del monton?

Una de las respueétas de la (a) a la (d), a continuacidn, es la correcta; todo lo que hay
que hacer es elegir o calcular cudl es ésta:

(a) Aproximadamente, la altura de un saldén de clases.

(b) Aproximadamente, la altura de un edificio de cuatro pisos.

(¢} Aproximadamente, la altura de un edificio de cien pisos.

(d) Mas de dos veces la altura de un edificio de cien pisos.

Despuds de elegir, 1éanse las observaciones sobre el problema 2, al final de este conjunto
de problemas.

3. La primera pregunta, a continuacion, puede contestarse por ‘“‘sentido comin”. Dése
solamente la respuesta. La segunda requiere algin proceso aritmético o algebraico para su
resolucion. Muéstrese toda la labor necesaria para encontrarla.

(0) (Cuanto es un sexto de 12?

(b) (Cudnto es un sexto de 5,255,6227

4, Siganse las mismas instrucciones que para el problema 3:

() Un tercio de la distancia entre dos ciudades es 10 kilometros. ¢(Cual es la distancia
entre ellag?

() La distancia entre dos ciudades es 10 millas mas que un tercio de la distancia entre
ellus. & Cudtl es esn distanci ?

Don clanes de problemns L}

i i i lema 3:
+ 5 Siganse las mismas instrucciones que para el prob

) Siun trozo de alambre de 5 centimetros se corta en dos palFes, de manera qut; Ll‘l:lll tl;(?
@ de una parte sea cuatro veces el de la otra, (cudlesla longitud de la parte mas larg

b) Si un trozo de alambre de 5 centimetros s¢ corta en dos partes, tales que cl cuu;lralt;::
© formado doblando una parte tiene cuatro veces el area del cuadrado que sc 101
. . 9
doblando la otra, (cual esla longitud de la parte mas larga?

6- Sl, llldependlenteinente uno de otro, dOS aluIllIIOS lllldell con Cu]dad() el aI\ChO de un
Salon, Inedlante Ieglas’) uno "“de de 1unletda a deIeCha Y el otro de de] eCha a 1un1e[ d“v

. . |
es probable que obtengan distintos resultados. \Ensayes:: esto!
siguientes son explicaciones plausibles de la discrepancia?

(a) Las reglas tienen longitudes diferentes.

i i aa
(b) Los objetos son mas largos (o mas cortos) de izquierda a derecha que de derecha

izquierda. »
ambio de posicion de la regla se acumulan y la suma de

Los errores resultantes del ¢ \ L de '
© enta una diferencia discernible. .

esos pequefios-errores repres

(Q) Un alumno puede haber perdido la cuenta.

it in: ;Sera ci ion cuando
7. Muéstrese que n° — 2n+2=n es cierto st 1= 1. Sera cierta la f:cuz::gl " ”';
. . . . . , n )
n =27 (Sera siempre cierta, es decir, serd cierta para cualquier numero

ati i leyes
8. Upa parte importante del aprendizaje de las matematicas con_sxste en1 rezcr)lr‘l;:\i?;doz
. generales que sugieren propiedades validas. Por ejemplo, una ojeada a los

’

34+ 5=8, 94+5=14, © 11417=28,

es s uh NUMeEro par. {Puede

de dos numeros impar ‘
puede hacernos pensar que la suma e enuestra

el lector pensar en dos nGmeros impares cuya suma sea un
la respuesta que dos atmeros tales no existen?

9. Considérense los siguientes enunciados:
12 =1, 32=9, 52 =125, 72 =49.

) i sctese un enunciado
(a) Tratese de conseguir una ley acerca de numeros impares ¥y redactese u ¢

general a base de esa observacion.

(b) Justifiquese la validez de ese enunciado general.

10. Dividanse 32, 5%y 7% por 4.
(a) (Cuales ¢l resto en cada caso?
(b) (Qué ley general es evidente aqui?

ividir por RNt ie
(¢) (Cudantos enteros impares habria que elevar al cuadrado y dividir pot 4 para K

/ © gar que las divisiones den siempre ¢l mismo resto?
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11. Considérense las siguientes figuras y la ley sugerida:®

12.

unidos: 2

Nimero de Puntos@ @ @ @ @
3 4 5 6

Nimero de regiones
que se forman: 2 4 8 16 2

(a) En el lugar del signo de interrogacion debajo del 6, péngase el niimero que se crea
correcto,

(b) Tracese una .circunferencia y Unanse seis puntos cualesquiera en ella de todas las
maneras ‘posxbles.‘,‘ (Cudntas regiones se forman? ¢Concuerda la respuesta con la
contestacion a la parte (a)?

(c) (,Que nos indica este problema sobre la demostracién de que una generalizacion sea
cierta o falsa ?

Las -51gu.nentes ilusiones &pticas demuestran que no siempre podemos juzgar por las
apariencias:

(a) (Sera CD una continuacion de
AB? Compruébese la respuesta,
mediante una regla. A B C D

e
)IN
1

(b) (Tienen los segmentos XY y YZ
la misma longitud? Comparense
las longitudes, mediante regla o
compas.

(c) (Son MN y PQ segmentos recti-
lineos?

(d) (Qué recta a—la derecha del
rectangulo es la continuacién de
la recta a la izquierda ?

(e) (Cual es mas largo, el segmento
AB o el segmento CD?

*

(OBSERVACIONES SOBRE EL PROBLEMA 1.
de lo que debiera ser. Se podran obtener resultados muy satisfactorios, si se razona de la

manera siguiente: La longitud de una circunferencia es 7 veces el didmetro y  es, aproxima-
damente, igual a 3. Por tanto, el diametro es como un tercio de la longitud de la circun-
ferencia. Por ejemplo, si el tamafio de cintura es 60 centimetros, el didmetro del lazo deberi
ser de unos 20 centimetros. Esto podra parecer increiblemente pequefio, mas, si hemos ana-
lizado el problema matemdticamente, sabremos que nuestro razonamiento es confiuble,

Dow clunen de problemas 7

13, Considérese la expresion n? = 4+ 1. Si hacemos n =1, la expresion es igual o 11,

Para n =2, la expresion es igual a 13. Para n=3, la expresion da cl valor 17. [.os
nameros 11, 13 y 17 son todos numeros primos. (Un numero primo es un namero
natural mayor que uno que sélo es divisible por 1 y por si mismo.) ;Se obtendrd sicmpre
un nimero primo al sustituir # por nimeros naturales en la expresion ?

14. (a) Muéstrese que la expresion

n—n+k
se comporta como
n—n+11
(véase el problema 13) cuando kes 3 6 5.
(b) (Qué regla general sugiere (a)? (Es cierta o falsa?

(c) ¢(Cual es el préximo numero natural & mayor que 11 que podriamos considerur?
:Qué sucede cuando k =417

o

I15. El piloto de un avion de retropropulsién desea hacer un viaje de 1000 kilometros o uni

velocidad media de 1000 kilometros por hora. Si los primeros 800 kildmetros se¢ re:
corren a 800 kilometros por hora, (a qué velocidad debera recorrerse la distancin

restante ?

16. Utilicese una regla para comprobar la exactitud de las medidas de la figura. Si las

medidas son correctas, demuéstrese mediante calculos que la suma de las areas de [as
cuatro partes del rectangulo es mayor que el area del rectangulo. i Extrano!, (no es asi?
(Puede explicarse esto?

Casi todo el mundo escoge un lazo cerca del doble

[iste es uno de 1os muchos easos corrientes en que es preferible tratar ¢l problema en forma
radematica, no importa lo toser gue dsta sea, a dar palos ciegamente.
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ORSERVACIONES SOBRE ) ; 8
oevAC INLS :s'(.m.m, (I | RS)I.ILI-,MA 2. Lste es, también, uno de los muchos €asos corrien-
l\; . quL’ un ana ’m.s matematico nos ayuda a descubrir ciertas propiedades que dificilmente
averiguartamos de otra manera, EJ : : imi
. aspecto de descubrimiento e Ati
' ramos de o n la matemati
predominante y tan Importante como su uso en la resolucion de problemas o e an

Y109 e N e o 1

L(L)lulu que (,dt’ld ver, q::)e anadimos al montén, doblamos el namero de pliegos, después d

§ iY?cc:s, lcndrlum’os 2°" pliegos. Una tabla de potencias de 2, o la aritmética C(;rrier?t 0w

mdicard que tendriamos l,125,899,906,842,624 pliegos. Un poco mas de aritmética noz’ ;Ofl
ira

que ¢l montdn tendria mas de 53 millon i
. . . es de millas de al ; 5 i
distancia entre la Tierra v el Sol. ot esto s, mis de la mitad deta

Aun cuando una persona razonara

. que (d) es la respuesta ¢
dicra cuenta=de que la altura es muc : e i (y7R0te aue no se

ho mayor de lo que parece indicar (d).

1-2.  UN DESARROLLO LOGICO SISTEMATICO DE LA GEOMETRIA

' Sl nos detenemos a pensar, nos daremos cuenta
L:lmxcntos geométricos. Por ejemplo, sabemos co
liguras simples y conocemos Ia relacién pitagéri
Algunas de nuestras nociones son tan evidentes
cxpresarlas con palabras Y,
una de ellas:

de que ya poseemos muchos cono-
mo determinar las dreas de varias
ca para los tridngulos rectdngulos.
. que nunca se nos hubiera ocurrido
menos, considerar por qué son ciertas. La siguiente es

Dos rectas no pueden cortarse en mds de un punto.

. Pero otras., como la relacién pitagérica, no son evidentes en absoluto. En est
libro, organizaremos ordenadamente nuestro conocimiento de Ia eon.q tri esde
manera que los enunciados mds complicados puedan deducirse de los gmzi ; na',ll ;
\(crcmos que .]a geometria estd basada en unos pocos enunciados sencillos S S“—'SCI o
[isto nos sugiere la posibilidad de hacer una lista de lo que sabemos deyg?gmi:s:
)

enoun of en (a que cada eIlUIlCIadO cn la. 1Sta pueda deduClISe € 108 an €riores
. ,
lllthll)lC lcll()”clnnento lOg[C(). .

La verdad es que llevaremos a cabo el si

clones para las ideas geométricas, tan clara ¥ exactamente como podamos y dedu
, -

ciremos los principios de la geometria mediante demostraciones logicas. Llamar
teorentas alos enunciados que demostremos . e

Aungue demostraremos casi todas las afirmaciones que hagamos sobre |
welria, habrif alganas exeepeiones. Los enunci

guiente programa: Enunciaremos definj-

( . a4 geo-
ados mds sencillos y mds fundamentales

Un desarrollo légico sistemitico de la goomotria 9

se ofrecerdn sin demostracion. A éstos los llamaremos postulados. Andlogamenle,
cmplearemos los términos mads sencillos y mds fundamentales de la geometria, sin
intentar definirlos. A éstos los llamaremos términos no definidos.

A primera vista, pareceria mejor definir todos los términos que empleemos y
demostrar toda afirmacién que hagamos. Pero es bastante fdcil ver que eso cs
imposible.

Consideremos, primero, la cuestion de los teoremas. Generalmente, cuando demos-
tramos un teorema, lo hacemos sefialando que se deduce légicamente de otros ya
demostrados. Pero no siempre pueden hacerse ias demostraciones de esa manera.
En particular, no es posible hacer asi la primera demostracion, porque, en este caso,
no hay teoremas demostrados previamente. Pero tenemos que empezar en algln
punto. Esto significa que debemos aceptar algunas afirmaciones sin demostrarlas,
Estas afirmaciones no demostradas son los postulados.

El mismo principio se aplica a las definiciones. La mayoria de las veces, al ofrecer
una definicién de un nuevo término, lo hacemos empleando otros términos ya defi-
nidos. Pero las definiciones no pueden siempre formularse de esa manera. Lin
particular, la primera definicién no puede enunciarse asi, porque, en este caso, no
hay términos definidos con anterioridad. Esto significa que debemos introducir
algunos términos geométricos sin definirlos. Por consiguiente, emplearemos {os mis
sencillos y fundamentales sin intentar definirlos. Estos términos no definidos serin
punto, recta y plano. “l

Los postulados, desde luego, no se fabrican a capricho. (Si asi fuera, ninguna
persona sensata les prestaria importancia.) los postulados describen propiedades
fundamentales del espacio. Andlogamente, las ideas punto, recta y plano estin
sugeridas por objetos reales. Si se hace una marca en una hoja de papel con la punta
de un ldpiz, se obtendrd una representacion bastante fiel de un punto. La representa-
cion serd mejor, cuanto mds afilado sea el ldpiz. El dibujo siempre serd aproximado,
pues la marca tendrd algun drea, mientras que un punto carece de drea. Pero si se
piensa en marcas mds y mds pequeifias, hechas por lépices cada vez mds afilados, se¢
obtendrd una buena idea del término punto en la geometria.

Cuando empleamos la palabra rectu, tenemos siempre en la mente la idea de una
linea recta. Una recta se extiende indefinidamente en ambos sentidos. Por lo regular,
indicaremos esto en las ilustraciones, marcando flechas en los extremos de las
porciones de rectas que dibujemos, asi:

Las puntas de flecha servirdn para recordarnos que la recta no termina en los puntos

/dnndc finaliza ¢l dibujo,
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limplearemos la palabra segmento para una ligura como ésta:

Un cordel fino bien estirado es una buena aproximacion a un segmento. Una cuerda
delgada de piano, tirante, mediante una fuerte tensidn, es una aproximacion aun
mcjor; y asi sucesivamente.

Si s¢ piensa en una superficie perfectamente lisa que se extiende indefinidamente
en todas las direcciones, se tendrd una buena idea de lo que se supone sea un plano.

Debemos tener presente que ninguno de los enunciados anteriores es una definicion.
Son sencillamente explicaciones de las ideas que la gente se imaginaba, cuando se
redactaron los postulados. Al comenzar a demostrar teoremas, la informacién
olrecida en los postulados sera la dnica que tendremos en la mente acerca de los
puntos, las rectas y los planos.

Finaimente, hacemos dos advertencias.

I‘n primer término, hay ciertos limites de lo que la l6gica puede hacer por nosotros.
I logica nos permite comprobar nuestras conjeturas, pero no nos ayuda mucho a
hacerlas. En el estudio de las matemadticas, nunca se llega a la etapa de prescindir de
la ingeniosidad o de la intuicion.

En segundo lugar, los primeros teoremas que demostraremos no van a impresio-
narnos mucho; podria pensarse en por qué no los llamamos postulados, y seguimos
adclante. Esta primera parte, en cualquier caso, serd fdcil; el alumno debe estudiar
¢l texto lo necesario y, luego, hacer los problemas.

Al comienzo del préoximo capitulo, presentamos una corta explicacién de la idea
de conjunto y repasamos brevemente ¢] dlgebra de los nimeros reales, Durante el
curso, utilizaremos los conjuntos y el dlgebra. Estosno constituirdn parte integrante
de nuestro sistema de postulados y teoremas sino que pensaremos en ellos como
cosns con las cuales trabajamos y no sobre las cuales trabajamos. Suponemos que
contamos con cllos desde el principio; algunos de nuestros postulados comprenderdn
nimeros reales y, también, utilizaremos el dlgebra en algunas demostraciones. De
hecho, la geometria y ¢l dlgebra estdn estrechamente reldcionadas y serd mds fdcil
aprender las dos si seflalamos sus relaciones lo antes posible.

Un desarrolle logico aistematico de la goometrin 1]

EucLipes (SicLo III A. pe J. C))

Euclides es, probablemente, el escritor cientifico de mas éxito que jamds vivio. Su famoso
libro, los Elementos, era un tratado de geometria y de teoria de los numeros. .Durante mé-s de
dos mil afios, todo estudiante que aprendia geometria, lo hacia siguiendo el libro -de Euc,hc'lcs.
v durante todo ese tiempo, los Elementos sirvieron de modelo para el razonamlentg l.oglc.o.

Nadie sabe, hoy dia, cuantarde la geometria en los Elementos fue dc.esarrollada originaria-
mente por Euclides. Una parte puede haberse basado en libros, 'anterl.o_res,- y §e S}Jpone que
algunas de las ideas mds importantes de la obra se deben a Eudoxio, quien vivi6 mas 0 menos
en la misma época. En todo caso, de los libros que han llegado hasta nosc)'trps, los Elementos
es el primero que presenta la geometria de una manera organizada y loglca, comenzando
con algunas suposiciones simples y desarrollando los teoremas mediante €l razona-
miento deductivo.

Este ha-sido el método fundamental de Ja matemdtica desde entonces. Es verd'fider'amcntc
extraordinario que fuera descubierto tan temprano y utilizado tan bien. La légica J.ucga el
mismo papel en las matematicas que los experimentos en la fisica.. En la matematica y !u
fisica, puede ocurrirsenos una idea que creemos es correcta. En la fisica, vamos al laboratorio
a ensayarla; en la matematica, pensamos un poco mas e intentamos obtener una demos-
tracién. ‘ ’

Aunque ¢l método de Euclides perdurara, sus postulados y la teoria basada cn' cllos ya no
se utilizan en forma corriente. Con el desarrollo del algebra, el empleo de los ntimieros pura

“medir cosas ha adquirido una importancia fundamental. Esté método no apurece en lon

/

Llementos, ya que en la épocu de Luclides, el algebra cra practicamente desconocida,
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Conjunto de problemas 1-2

1. Un alumno, a quien interesaba conocer el significado de la palabra dimension, la buscé
en un diccionario. Este ofrecia como sinénimo la palabra medida, cuya definicion el
estudiante inmediatamente buscd. Hizo el siguiente esquema:

tamafio

extension 0

largo-dimensién mayor

dimension—medida | o
dimension
tamafio o]
medida

(a) Seiidlese en el esquema una lista circular de tres palabras, cada una de las cuales tiene

a la siguiente como sindénima. (En una lista circular, el primer término sigue al
tltimo.)

(b) Hagase una lista circular que contenga cuatro palabras con esa propiedad.

* 2. Preparar un esquema parecido al del problema 1, comenzando con cualquier palabra del
diccionario.

3. (Qué esta mal en las siguientes ‘‘definiciones” defectuosas?
(a) Un cuadrado es algo que no es redondo.
(b) Una circunferencia es algo que es redondo.
(c) Un tridngulo rectangulo es un tridngulo cuyos dngulos son angulos rectos.
(d) Un tridngulo equilatero es cuando un triangulo tiene tres lados del mismo largo.

(e) Un diametro de una circunferencia es una recta que pasa por el centro de la cir-
cunferencia.

4. Contestar como en el problema 3:

(1) El perimetro de un rectangulo es donde se toma la suma de los largos de sus lados.
(b) La longitud de una circunferencia es cuando se multiplica el diametro por .

/o , . . .

(¢) Una figura plana con cuatro lados es un rectangulo, si sus lados opuestos tienen igual
lonagilud, .

() Un triingulo equilatero es un triangulo con tres lados y tres angulos y cuyos lados
tienen todos el mismo largo y cuyos dngulos tienen todos la misma medida.

(¢) Un tridngulo ¢s cuando tres rectas se intersecan entre si.

Un desarrollo logico sistemiitico de ln geometrin (b

- . . e
+ & [ndicar si cada uno de los siguientes enunciados es clerto o fals i ”
- et H 1COS
(a) Es posible definir cada término geometrico, empleando términos geom tric
a) Es d
o ici Groninos inidos.
(b) ieo: teoremas se demuestran solamente a base de definiciones y términos no deli
Stricas que no pucden
(c) El razonamiento geométrico preciso conduce a verdades geométricas que noy
deducirse de la medicion. -
e as personas
(d) La mejor manera de aprender a demostrar teoremas s observar a otras p h
demostrarlos. . ‘
ibi de deducirse de
(e) Si se estd dispuesto a describir todos los pasos, cada. teorema ;t)uoeremas
postulados ¥ términos no definidos, sin hacer referencia a otros te .

(f) Todo enunciado que parece ser cierto debe tomarse COMO postulado.

i j nte una banda de hierro alrededor de
¢ Supon%amoziqums;alf ?fsil:rlreaaé;ls;ir eiir:?icc?mleda‘ circunferencia de la banda se(;'ia dc.,
Zg?o:rs;zamfme, 40,000 kilometros. Supongamos que se mtercalauc;nl;ab:;a]cr;a an (L)n:;
Atni dicional de hierro de 180 centimetros de largo: dc manera q ; o
‘a'mma li ra a la esfera. La banda ampliada sobresaldria de la esfera y tendr}a un r: :,-
ijgues::nier?te méyor que el radio de la banda original. Aprox1me‘1dar§;n;ee, {,:Li?ir:r(r) dnl Sy:lc

sera el nuevo radio? [Si es necesario, puede suponerse que el ra

6400 kilémetros.]



2-1. CONJUNTOS

2| Conjuntos, nimeros
reales y rectas

Quizds, el alumno nunca haya visto la palabra conjunto empleada en las mate-
mdticas, pero la idea es muy conocida. La familia del alumno es un conjunio de
personas que consiste en el alumno, sus padres y sus hermanas y hermanos (si los
tiene). Estas personas constituyen los miembros del conjunto. La clase de geometria
es un conjunto de personas. Se dice que un miembro de un conjunto pertenece ul
conjunto. Por ejemplo, el alumno pertenece a su familia y a su clase de geometria.
Con frecuencia, llamamos a los miembros de un conjunto sus elementos; en la mate-
madtica, los dos términos significan lo mismo. Se dice que un conjunto contiene a
sus miembros. Por ejemplo, ambas, la familia y la clase de geometria, contienen al
alumno. Si un conjunto contiene todos los elementos de otro conjunto, entonces
decimos que el segundo conjunto es un subconjunto del primero. Por ejemplo, la
clase de geometria es un subconjunto del alumnado de la escuela, y el alumnado
contiene la clase de geometria. Decimos que un subconjunto estd contenido en ¢l
conjunto que lo contiene.

Obsérvese que al definir un subconjunto, permitimos la posibilidad de que éste y
el conjunto que lo contiene sean idénticos. Asi, todo conjunto es un subconjunto de
si mismo.

Cuando decimos que dos conjuntos son iguales, o cuando escribimos la igualdand
A = B entre dos conjuritos' 4 y B, entendemos simplemente que los dos conjuntox
contienen exactamente los mismos elementos. Por ejemplo, supongamos que A ¢
el conjunto de todos los niimeros naturales entre 95 y 1475, y B el conjunto de todoy
los niimeros naturales entre 9% y 14%. Entonces, 4 = B, porque cada uno de los
conjuntos A y B contiene precisamente los numeros 10, 11, 12, 13 y 14. En efecto,
ocurre casi siempre que el mismo conjunto puede describirse de dos maneras difc-
rentes. Por tanto, si las descripciones parecen diferentes, esto no significa que los
conjuntos sean distintos. Algo parecido sucede en el dlgebra. Las expresiones
317 y 39 + 12 parecen diferentes, pero representan el mismo nimero; y esto es lo
que significa el enunciado 3 - 17 = 39 + 12. {

Dos conjuntos se intersecan si hay uno o mas “elementos que pertenecen a ambos.
Por ejemplo, el conjunto de la familia del alumno y el conjunto de su clase de geo-
metria se intersecan, porque el alumno pertenece a los dos. (Con toda probabilidad,
el alumno es la inica persona que pertenece a ambos conjuntos.) La interseccidn de
dos conjuntos es el conjunto de todos los objetos que pertenecen a ambos conjuntos.

Pasando a temas matemadticos, vemos que el conjunto de todos los niimeros positivos
pares es el conjunto cuyos elementos son

2,4,6,8,10,12, 14,16, 18, . ..
El conjunto de todos los multiplos positivos de 3 es el conjunto cuyos elementos son

3,6,9,12,15,18,...

vy s
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La i et o eve « H e :
5., (Esto o o comnty 8 o s s, 0205 lemertos son 6, 12,
En la figura de Ia derecha, cada uno de
los.recténgulos €s un conjunto de puntos y
Su interseccion es un conjunto que contiene = |
€xactamente dos puntos, Andlogamente, cada
una de las regiones rectangulares es un con-
Junto de puntos y su interseccién es la pequefia
region rectangular en el medio de la figura,
En la figura siguiente, cada una de las dos

rectas es un conjunto de puntos y su inter-
seccion contiene exactamente un punto:

En todo este libro, consideraremos
que las rectas y los planos son con-
Jjuntos de puntos. (Si se quiere, puede
considerarse esta afirmacién como
nuestro primer postulado.) De hecho,
fodas las figuras geométricas se con-
siderardn como conjuntos de puntos.
En la figura de la derecha, vemos dos
conjuntos de puntos, cada uno de los
cuales es una region rectangular con-
tenida en un plano. Su interseccién
€s un segmento, contenido en una
recta.

La reunién de dos conjuntos es el conj j
njunto de todos los objetos que peit
a uno de los conjuntos o a los dos, : 1 perfenceen

t

Por 'c_icmplo, en la figura anterior, vemos una region rectangular grande R que es |

reunion de dos regiones rectangulares mds pequefias, 4 y B. El segmentoqve t's ?
cerca del medio de la figura es la interseccion de Ay B. Los puntos de est ente
pertenceen a la reunidn por dos razones. © seemento
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Yara tres o mds conjuntos, la interseccidn y la reunidn se definen de mancra
andloga. Asi, un tridngulo es la reunion de tres conjuntos, cada uno de los cuales
es un segmento. Un rectdngulo es la reunion de cuatro conjuntos, cada uno de los
cuales es un segmento.

A veces, es conveniente utilizar la idea del conjunto vacfo o nulo. El conjunilo
vacio es el conjunto que no contiene miembro alguno. Esta idea puede parecer algo
extrafia al principio, pero, en realidad, es muy parecida a la idea del numero cero,
Asi, las siguientes tres afirmaciones significan exactamente lo mismo:

(1) No hay elefantes blancos en San Juan. #
(2) El nimero de elefantes blancos en San Juan es cero.
(3) El conjunto de los elefantes blancos en San Juan es el conjunto vacio.

Una vez introducida la idea del conjunto vacio, podemos hablar de la interseccion
de dos conjuntos cualesquiera, teniendo en cuenta que la interseccién puede ser cl
conjunto vacio. Por ejemplo, la interseccion del conjunto de todos los nimeros
impares y el conjunto de todos los nimeros pares es el conjunto vacio. En la figura
anlerior, la interseccién del tridngulo y el rectdngulo es el conjunto vacio.

il conjunto vacio se denota por el simbolo (.

Una advertencia: Si comparamos las definiciones de los términos intersecar ¢
interseccién, vemos que podria surgir confusidn en el empleo de los mismos. Cuando
hablamos de la interseccion de dos conjuntos, admitimos la posibilidad de que ésta
sc¢u nula, pero cuando decimos que dos conjuntos se intersecan, siempre entendemos
(ue contienen un elemento comun, por lo menos.

Otra advertencia: La idea del cero y la del conjunto vacio estzi/n estrechamente rela-
cionadas, pero no son la misma cosa. Por ejemplo, la ecuacion

x+3=3

tienc a cero como solucién Unica y, por tanto, el conjunto de las soluciones no es
vacio; el conjunto de las soluciones tiene exactamente un elemento, a saber, 0. Por

otra parte, la ecuacion
x+1=x+2

no tiene soluciones. En consccuencia, el conjunto de las soluciones es 9.

/‘“**—m
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Conjunto de problemas 2-1

1. En cada uno de los siguientes ejercicios, determinar si el conjunto 4 es igual al con-
junto B:

{(a) A es cl conjunto de los nimeros naturales entre 3 y 4>, B es el conjunto cuyos ele-
mentos son 2, 3,4, 5, 6, 7, 8.

(b) A es el conjunto de todos los nombres de mujer que empiezan con la letra J. Besel
conjunto que consta de los nombres Juana, Josefa, Julia, Juliana, Joaquina, Jovita.

(c) A es el conjunto de todos los paises de Centro América cuyos nombres empiezan con
la letra P. B es el conjunto de todos los paises de Centro América que pueden cru-
zarse pasando por un canal.

(d) A4 es el conjunto de todos los estudiantes de la clase de geometria que tienen menos

de 10 afios de edad. B es €l conjunto de los meses del afio cuyos nombres empiezan
con la letra R.

(¢) A es el conjunto de todos los numeros que satisfacen a 1a ecuacion x4+ 7 =12. Bes
el conjunto de todos los niimeros que satisfacen a la ecuacion x? == 25.

(I A es el conjunto de todos los ndmeros que satisfacen a 5x + 8 =8. Besel conjunto
de todos los nimeros que satisfacen a 7(x*+2)—5=09,

2. Sea

w

P=1{2,57,10,14,17, 19}

[Nota: Se lee “Sea P el cenjunto cuyos miembros son 2, 5, 7, 10, 14, 17 y 19”.]
Sca
Q=142,4,6,8,10,12}.

¢Cudl es la interseccion de los conjuntos Py Q? (Cudl es la reunién de los conjuntos
Py Q?

Considérense los siguientes conjuntos:

S, es el conjunto de todos los alumnos de una escuela.
S es el conjunto de todos los varones en el alumnado de la escuela.
S; es el conjunto de todas las nifias en el alumnado de la escuela.
~ S, es el conjunto de todos los miembros del profesorado de la escuela.
S, es el conjunto cuyo finico miembro es un alumno de la escuela.
@) {Qué pares de ‘conjuntos se intersecan?
(b

—

{Qué conjunto es la reunion de S, y S5?
(¢) ({Qué conjunto es la reunion de .S; y S5?
(d) Describir la reunién de S, y Sa. '

(¢) (Cudles de los conjuntos son subconjuntos de §,?

o
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4. En las siguientes figuras, considérense la recta y la cirg:unferencia como dos conjuntos
de puntos. Encadacaso, indicar cual es su interseccion.

P
A O
Q
L L, Ls
(®) ©

5. EBn la siguiente figura, jcual es la interseccion del triangulo ABC Yy el segmento AC?
(Cual es la reunion?

(@)

6. Considérense el conjunto P de todos los nimeros naturales pares y €l conjunto Ide todos
los niimeros naturales impares.

(a) Describir la reunién de P e L.

(b) Describir la interseccion de P e L

7. Considérese un conjunto de tres nifios {4, B, C}. Cualquier subconjunto de este con-
junto se llamara un comité.

(2) Hacer una lista de los subconjuhtos de {4, B, Cl. .

(b) (Cuantos comités de dgs miembros pueden formarse del grupo de los tres. 1Tmf>s?

(c) Mostrar que dos comités cualesquiera nombrados en la respuesta al ejercicio (b) se
intersecan.

(d) ¢Qué significa la palabra “intersecar”?

8. Sea A el conjunto de los pares de numeros (x, ) que satisfacen a la ecuacién 3x +y = 15.
Sea B el conjunto de los pares de numeros (x, ¥) que satisfacen a la ecuacién 2x + y =11,

{Cuél es la interseccién de los conjuntos’ 4 y B?

9. Sea A=1{1,12), 2,9, (3,6), % 3), G, 0)}.
Sea B={(1,9, 27, 3.5, 43,06 1§}
Obsérvese que los elementos de los conjuntos A y B son pares de numeros. |
interseccion de A y #?

Cudl cs la
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10. Sea A el conjunto de todas las soluciones de 5r +- s = 11. Sea B el conjunto de todas las
soluciones de 3r — s = 5. (Cual es la interseccion de 4 y B?

11. Sea A4 el conjunto de todas las soluciones de 7x — y = 28. Sea B el conjunto de todas las
soluciones de 3x -+ 2y = 12. ;Cual es la interseccion de 4 y B?

12. Sea A el conjunto de todas las soluciones de 2m -+ n = 8. Sea B el conjunto de todas las
soluciones de 4m -+ 2n =12, (Cudl es la interseccion de 4 y B?

*@ Considérese el conjunto de todos los niimeros naturales divisibles por 2. Considérese el
- Ny ¢onjunto de todos los numeros naturales divisibles por 3.

(a) Describir la interseccion de los dos conjuntos y hacer una.lista de sus primeros cuatro
miembros.

(b) Escribir una expresion algebraica para representar la interseccion.

(c) Describir la reunion de los dos conjuntos y hacer una lista de sus primeros seis
miembros.

14. Imaginemos un punto A4, en la pizarra o en una hoja de papel. ;Cuantas rectas del plano
de la pizarra o del papel contienen el punto 4? Las rectas que contienen el punto 4

forman un conjunto. Cada recta es un elemento del conjunto. (Cudantos elementos
tiene el conjunto?

(a) Dados dos puntos diferentes A y B, /cuantos elementos hay en el conjunto de todas
las rectas que contienena 4 y a B? Con frecuencia, expresamos esta pregunta de
manera diferente, asi: ;Cuantas rectas pueden trazarse por dos puntos 4 y B?

T
\ '
N

(b) Dados tres puntos, 4, By C, que no estin en una recta, jcuantas rectas hay que
contienen pares de e€sos tres puntos ?

(c) Dados cuatro puntos, 4, B, Cy D, tales que cada tres de ellos no estan en una recta,
(cuantas rectas hay que contengan pares de esos puntos? Si se da un quinto punto

que cumple las mismas condiciones, (cudntas rectas habra que contengan pares de
los cinco puntos?

* (d) En las partes (a), (b) y (¢), se hace la misma pregunta con respecto a diferentes
numeros de puntos. Contestar la pregunta, si se dan # puntos.

16;;‘\~A1 hacer una lista de los subconjuntos de un conjunto dado, se incluyen el conjunto
_mismo y el conjunto vacio como subconjuntos del conjunto dado. Asi, el conjunto
{a, b} tiene los siguientes subconjuntos:

la,b}, {a}, {6}, 0.

Es decir, un conjunto con dos elementos tiene cuatro subconjuntos.
(a) Hacer una lista de los subconjuntos de {a, b, ¢}.

(b) (Cuantos subconjuntos tiene un conjunto de cuatro elementos?
(¢) (Cuintos subconjunt\os tiene un conjunto de cinco elementos ?
() (Cuintos suhcpuium()s tiene un conjunto de n elementos?
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2.2. ORDEN EN LA RECTA NUMERICA

. r kR
1.0$ primeros niimeros que CONOCIMmMos son los ““niimeros naturales”,
1,2,3,4,5,...

| os nameros naturales nunca se acaban, porque dado cualquiera de ellos, siempre
podemos afiadirle 1 para obtener otro. Nos imaginamos los nimeros naturales
como dispuestos en una recta, de izquierda a derecha, en esta forma:

L%

| | | |
1 2 3 4 5.

A la izquierda del 1, colocamos el nimero 0:

! | ) } ) |
1 T

0 1 2 3 4 5 -

.

\

lintonces, colocamos los niimeros enteros negativos, de derecha a izquierda:
&

\ \ 1 | \ ( 1 ( 4

1 |
1 1 I 1 | ! ! !
s 4 -3 —2 #1 0 1 2 3 4 5

Los ntimeros que tenemos hasta ahora sontlos ntimeros enteros (pos'it‘ivos, nega-
livos y cero). Los niimeros naturales son, desde luego, los enteros positivos y, con
frecuencia, nos referimos a ellos mediante ese nombre. '

Obsérvese que hay muchos puntos de la recta que todavia no estdn asocnalldos 2con
nameros. Necesitamos, por lo menos, colocar las fracciones 1, 1, %, —%,. -5 =5 y
asi sucesivamente. Entre dos niimeros enteros cualesquiera, hay una infinidad de
fracciones. Por tanto, en una figura, todo lo que podemos hacer es representar

algunas de ellas, como por ejemplo:

- NIW
— WIN

-
—+- i
B ol

Los ntimeros que hemos mencionado hasta ahora son los niumeros de la ’l“ormu
plg, donde p y ¢ son niimeros enteros y g no es cero. Es,tos se llaman los mungrus
racionales. (Este término no pretende sugerir que los demds numeros no son r’u'/.onu-
bles. Simplemente, se refiere a que los nimeros racionales son razones de nimcros
enteros.) : y

Es evidente que los nimeros racionales no llenan totalmente la recta mlmcrlfu.
Hay muchos nimeros que no pueden expresarse como razones de enteros, !’nr
cjemplo, \/2 no es un nimero racional. Lo mismo ocurre con J3y J5 y. también,
con nGmeros tan “‘especinles’™ como
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Si colocamos todos estos numeros de manera que a cada punto de la recta se le

haya asignado un nimero, entonces tendremos el conjunto completo de los nimeros
reales:

1 r T
Vi 3vi 2
-vio -va -} A% .
1 L (] Ll 1 181l 1 1l 1 1
¥ I 1 LLI LI L it FIT 1] LN F T
e—5 —4 -3 -2 -1 .0 1 2 3 4 5

El alumno debe fijarse en que estos niimeros aparezcan en la figura aproximada-
mente en los sitios que les corresponden.

Los niimeros reales se utilizardn ampliamente en la geometria. De ahora en
adelante, convendrd que pensemos en ellos como dispuestos en una recta.

Un niimero x es menor gue un niimero y, si x estd a la izquierda de y en la recta
numérica, como se muestra a continuacion:

X
A | W
| L

i
v I 717 : -
-3 -2 1 0

Esto se indica escribiendo x < y. Evidentemente, todo niimero negativo estd a la
izquierda de todo numero positivo. Por consiguiente, todo numero negativo es
menor que cualquier namero positivo. Por ejemplo,

~ 1,000,000 < 75,

aunque el namero — 1,000,000 puede, en cierto modo, parecer mds grande.

Las expresiones en las cuales se emplea el signo < se llaman desigualdades. Cual-
quier desigualdad puede escribirse al revés: y > x significa lo mismo que x < y.
Asi, pues, y > x, si y estd a la derecha de x en la recta numérica.

La expresion x < y significa que x<y o x=y. Asi, -2 <1, porque —2< {;
y 2 <2, porque 2 = 2.

En sus estudios de dlgebra, ya el alumno ha aprendido mucho acerca de cémo se
comportan los nimeros reales respecto de la adicién y de la multiplicaciéon, En reali-
dad, el dlgebra puede estudiarse de la misma manera que estudiaremos la geometria
en este curso. Es decir, toda el dlgebra que el alumno sabe puede deducirse de unos
pocos enunciados simples. Sin embargo, es probable que no haya estudiado el
dlgebra de esta manera, pero no tenemos tiempo ahora de volver a estudiar el dlgebra
nucvamente. Por tanto, en este curso, utilizaremos casi toda el dlgebra que el alumno
conoce, sin comentarios especiales.
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i ades s rakees
No obstante, debemos ser cuidadosos con respecto a las desngualdladcs zala:; miq(m
b . . .
i 5 to a su empleo.
a, hay confusion en cuan
cuadradas, pues, con frecuencia, ol : L e
< se llan,la una relacion de ordenacion. Sus propiedades fundamentales

siguientes:

0O-1. Tricotomia

Para todo par de nimeros x, y, unay solamente una de las siguientes condiciones

se cumple: x <y, X =¥, X >y

0-2. Transitividad

Six <yyy <z entonces x <z.

(-3. Propiedad aditiva

Sia<byxsj»,entoncesa+x<b+y.

0-4. Propiedad multiplicativa
Si x < yy a> 0, entonces ax < ay.

Todas las propiedades corrientes de las desigualdades se deducen de las cuatro

i iores.
propiedades anterl o . )  ceales:
Finalmente, necesitaremos la siguiente propiedad de los numero

R-1. Existencia de raices cuadradas
Todo numero positivo tiene por lo menos una raiz cuadrada positiva.

Hay un detaile un poco engafioso en relacion con las ra1ce§1 ;ﬁ:;?:zzte(;g:;doc;
decimos con palabras que x es und raiz cuadrada de a, sencl 22, Dete OO .
que x* = a. Por ejemplo, 2 es una raiz cuadrazda de 4, porqueand; e.s cribim(;s e
bién, una raiz cuadrada de 4, porque (—2)° = 4 Pe:io, ‘;:: g e de o, En
simbolos que X = Ja, esto sign'ﬁce} que x es l'a raiz cual ra O T
consecuencia, las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas, seg

Cierta: —2 es una raiz cuadrada de 4.

Falsa: —2= /4
r/ "
senci i Ja pudi ismo la raiz
El porqué de este convenio es sencillo. Si /a pudiera de,nott:t)l.‘l o]op ::'11 e entr
jti i im @ s
i va. entonces, no tendriamos un § : )
no negativa due e B e i i de la expresién \/ 7 a nada
i olocar un signo mds antes Ge P _ !
la raiz no negativa de 7. El ¢ i
nos conduce, porque un signo mds nunca altera el valor de una expresion \/
v »

/ -
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mos sobre una recta numeérica en la cual los

3. Indicar ¢l orden cn que dispondria e iontes e

nimeros positivos estdn a la derecha del cero, los puntos ©

de los siguientes conjuntos:

@ % 13, 15 (b) 4.1, 4.06, 4.012.
45 s .

8 2. 12
©) —-13, 07, —2.14. d) s, —15,~1%.

fuera negativa, entonces + /7 también fo seria. Por esta razén, convenimos en que
Ja denota siempre la raiz no negativa de a. La raiz no positiva de a es — \/a; y
JO = 0.

Quizds, sea conveniente referirse a las siguientes propiedades al exponer las razones
para algunas afirmaciones que se hagan en razonamientos algebraicos:

Ldad ad V a. 1l . . - 92 I Iy .
Zul S 1 ] 1 1 S 1 S d ()rd acClo ( 3 ]
p ltl a de la lgu ldad 4 Escr]bn‘ ‘OS S1gu ente enunc ados ]ltll Zan(]o oS lmbo O e enacion eS (lcc”' <

>, etc.):
(a) x esun ndmero mayor que 0.
ST .= e (b) yesun numero entre —1Y 2. .
(c) wesun aumero entre —1'Y 2, inclusive.
Propiedad de la igualdad con respecto a la sustraccion e . |
Sia=byc=d entoncesa —c=5b—d. (¢) m es un nUMero negativo.

(f) nesun numero no negativé.
Propiedad multiplicativa de la ignaldad

5. Escribir con pa‘iabras cada uno de los siguientes enunci;lailos :5 s
' 11 < .
: (by m<n. ©)
(@) AB>CD. . ; o e
(d) 2 <k<2.” (e) x <O0.

Sia=byc=d, entonces ac = bd.

igui i n ciertos?
fonfunto & Pmblemas =2 6. (Cuales de los siguientes enunciados sO
4 -

(a) VI6=4. (b) V25 =—5.

. ‘ 64 036 — —0.6. () —V0.04=02.
I. Construir una tabla cuyas columnas tengan los siguientes titulares: “Numeros reales”, (c) —V64 =—8. (d —V0.36= (

“Nuameros racionales”;.“‘Enteros”, “INumeros irracionales”. Debajo del titular “Nu- ) ciados sera cierto que Vi =x?
meros reales”, escribanse los siguientes numeros: 7. ¢Para cuales de los siguientes enun

oV 4, 1 (a) x=3. # (b) x=—3. ) x=0.
75 VIL 002, V4 13 14003, -3, it @t ® x<0.

2 9 1

B ; ; (h) =>0.

ERERE “Vie (g) x=0.

- S 0 1414, \/16, . L

a. marcar intervalos unidad de 1 centimetro y colocar correcta-
Complétese la tabla, colocando cada numero debajo del nombre de cada subconjunto de ,

8. Sobre una recta numéric
lOS nimeros reales a que pertenece.

mente los siguientes nOmeros: ) - .
0. 1, V&, —v4, V9, —V9, V16, —=V125.
b bl 1
| . e . | indi i igui nunciados son
2. Indicar si cada uno de los siguientes enunciados es cierto o falso: . N onde0y o e Sllgme:ttzs(z) o
2 ot i ra algunos r y s solame , S
i do s (C), son ciertos pa .
ciertos para todo r y to
ciertos (N):

E d 2 < :\.
(@) s>r. ) r—s>0. ©) s>1. @ s* <r

(a) Los numeros negativos son numeros reales.
(b) La recta de los nimeros reales tiene al menos un extremo.

(c) --x es un ndmero negativo para todo x.
(d) El punto que corresponde a 7 en la recta de los ntimeros reales esta entre los puntos
correspondientes a Sy 5.

C de Qs numeros rea]eS ‘ . ] . . ] ] ‘ l - . ] . . . ..
l :Q“esponde a 2 e] c“a] es 0 Segu“ as lnSt[ ucciones ¢ plo ema antetlor ¢n los S‘gule“tes e.!el C1C108.
) te un p fito en la recta 1 ¥ \/

i1 b) r>>s>
diferente del punto que corresponde a 1.414. (@) ; > ;‘ g
() Si x es un ndmero negativo, entonces -—x €s un ntimero positivo., © —r<-s. dyr-2<s— 2.
(g) Six>y, entonces x — y > 0.
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2-3. VALOR ABSOLUTO .

El valor absoluto de un niimero x se denota por |x|. El significado del simbolo |x|
se comprende rapidamente, si se examinan algunos ejemplos:

[—2=2, |—95} =95,

=17, |1-JyBI=yB,
y asi sucesivamente. En los ejemplos anteriores, utilizamos las siguientes reglas:

(1) Si x = 0, entonces |x| = x.
(2) Si x <0, entonces |x| es el ntmero positivo correspondiente.

Si un nimero determinado se escribe aritméticamente, es fdcil ver cédmo se escribe
su valor absoluto. Si no hay un signo menos antes del ntimero, no hacemos cambio
alguno. Si hay un signo menos antes del numero, omitimos dicho simbolo para
obtener el valor absoluto.

Pero cuando trabajamos algebraicamente con expresiones como [x], [ — b|, etc.,
es conveniente tener una forma algebraica de la condicidn (2) anterior. Asi, dado un
nimero negativo x, nos interesa tener una manera algebraica de describir el niimero
positivo correspondiente. Si el niimero negativo se denota por x, entonces no pode-
mos “omitir el signo menos™, porque no hay tal signo menos que omitir. Podemos
resolver esta dificultad mediante un sencillo artificio: si x < 0, entonces el nimero
positivo que le corresponde es —x. He aqui algunos ejemplos:

x==2, -x=-(-2)=2

x= -3, —x=—(=3)=3,
y asi sucesivamente.
Ahora, podemos dar una segunda descripcion de [x|, como sigue:

(1) Si x = 0, entonces |x| = x.
(2) Si x <0, entonces |x| = —x.
Esta segunda forma es mds dificil de comprender al principio, pero es mds fdcil de

emplear mds tarde. El alumno debe tratar de aplicarla a varios nimeros hasta que se
convenza de que realmente dice lo que pretendemos.

Valor abrolute

Conjunto de problemas 2-3

n

Evaluar cada uno de los siguientes:

@ [5l. (b) |6l © —|-6l

@) 12| +(=2). @) |2+ -2l ) |8 — 5|

® |58l (M) |5/ —18]. @ |—8—75l
. Indicar cudles de los siguientes enunciados son siempre ciertos:

(@) |—3]=3. () |3[.= 3.

© 17-9=19-"1l (d) ]0*4|=14ﬂ0].

(&) |k| = k para todo nimero real k.

n

(Cuales de los siguientes enunciados son ciertos para todos los valores de las variables?

@) |—nl=—n. (b) |n?| =n?.
© |x—3] =13~ x| (d) la— b| =|b~al.
@ |d+1|=|d[+1.

e

. Completar cada uno de los siguientes enunciados:

(a) Si k >0, entonces |k| =
(b) Si k <0, entonces |k|=
(¢) Si k=0, entonces k| =

braico escrito-a su izquierda:

SIS 1 o 1 2 3
= - 1 & 1 lI II # % e
S S S S A
- T G S G -
<2 -3 -2 -1 4] 1 2 3
t < } t s S -
> = -3 -2 -1 0 1 2 3
Construir graficas para los siguientes enunciados:
(a) x=1. (b) x es un numero negativo.
© x>1. (@ x =0 ) x| =1L
) x| <1 @® Ix|>1. () |x} =0.

. (a) (En qué se diferencia la grafica de x < 0 de la grafica de x < 0?

(b) (En qué se diferencia 1a grafica de |x| =1 de la grafica de [x| < 1?
&) (En qué se diferencin la grifica de —1 < x < 1 de la grafica de jx} <17

i . y , . . N
Cada una de las figuras siguientes es la grafica en‘la recta numerica del enunciadc

o

alge-
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7. Siconsideramos enunciados algebraicos con dos variables x Y ¥, donde x y y son niimeros

rcalcs., podemos construir graficas de dichos enunciados en el plano xy. Por los estudios

.;INCI iores de matemadticas, se recordara que representamos graficamente el conjunto

de todos los pares ordenados (x, ») que hacen cierto el enunciado algebraico. Asi, la
E

grifica de x — y = | se muestra a la izquierda y la grafica de x — Yy <1 se muestra a la‘

derecha.

(a) Trazar la grafica de y = [x]. (b) Trazar la gréfica de y > |x[.

8. Utilizar el ejercicio anterior como una introduccion para este problema:
() Construir la grafica de x| + | y|=1.
(b) Construir la grafica de |x| + vl < 1.

2-4. REGLAS Y UNIDADES DE DISTANCIA

' Sila .distanc‘ia entre dos puntos Py Q no es mayor que un pie, podemos medir dicha
distancia mediante una regla ordinaria:

En la figura, la distancia es de 7 pulgadas. Desde luego, no necesitdbamos, colocar el
punto cero de la regla en P. Lo mismo podiamos haber colocado la regla asi:

NP
O PO

!m este caso, hallamos que la distancia entre Py Q, medida en pulgadas, es 9 £ 2 = 7
iguul que antes. ’ ,

Reglas y unidades de distancin 29

] [ i i { { i { { | U 1
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

L 9 [ 14
| 1 | L )

Muchas reglas tienen un borde marcado en centimetros. Utilizando la escala de
centimetros, podriamos haber colocado la regla como se indica en la figura anterior.
Esto nos daria una distancia aproximada de 18 cm., donde cm. significa centimetros.
. Desde luego, un pie es equivalente a 12 pulgadas, y una yarda es equivalente a
36 pulgadas. Un metro (m.) equivale a cien centimetros. Un milimetro (mm.) es una
milésima de un metro. Por consiguiente, podemos medir la distancia entre Py Q al
menos de estas seis maneras: 180 mm., 18 cm., 0.18 m., 7 pulgadas, v pie, 5% yarda.
Asi, el niimero que obtenemos como una medida de la distancia depende de la unidad
de medida.

.

Conjunto de problemas 2-4A

“N

1. La distancia del punto H al punto X, medida en metros, es 4. Si elegimos el centimetro
como unidad, (qué nimero representara la medida de la distancia entre Hy K?

2. La distancia entre Ky M, medida en pulgadas, es 9. (Qué nimero da la medida en pies
de la distancia entre Ky M?
P Q & T

3. -— >

m\ﬁ

4
(a) Se utilizaron reglas marcadas con varias escalas para medir las distancias PQ, PR,
PT y QT, y se tabularon los resultados. Completar la tabla:

)

Unidad de medida . PO PR PT or

1

J

Pulgada 2
Pie 1
Yarda 18
Centimetro 5.08
Milimetro « ; 50.8
Metro , 0.0762
Cuarta 0.364/4*\
Palma S A . S

(b) (Cual es la razén de PQ a PR? (Y de PQ a PT?

(c) (Cambia la razén de PQ a PT cuando se utilizan diferentes unidades?

(d) (Cudnto mide QR en pulgadas?; (en centimetros?; (y en cuarias?

Ol
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F-S

. Comentar ncerca de las siguientes preguntas:
(@) ¢Por qué tenemos tantas unidades diferentes para medir distancias ?

(b) Supongamos que pudiéramos establecer una sola unidad universal para medir
distancias. ;Qué ventajas ganariamos? ;(Qué desventajas resultarian ?

5. Completar cada uno de los siguientes enunciados con los nimeros apropiados:
' (@) 6 pulgadas = _____ pies — _____vardas.

(b) —___ pulgadas = 74 pies == _____ yardas.

(©) — pulgadas=_____ pies =  yardas.

6. Completar cada uno de los siguientes enunciados con los nameros apropiados:
@2m=___ _cm=___ mm. ’
) __ _ m =50cm. — —_— mm.

(©) —m.=___ cm.=1mm.

A, By C son tres puntos de una recta dispuestos como se muestga en la figura. Calcular
AC, sise da que: .

(@) AB=6cm. y BC =12 cm.
(b) AB =6 metros y BC = 12 metros.
(¢) AB=6Km.y BC=12 Km.

8. A, By Cson tres puntos de una recta dispuestos en el orden que se indica en la ﬁguré\ ;

para ¢l problema anterior. Determinar AC, si se da que:
(a) AB=6piesy BC=12 pulgadas.

(b) AB =6 pulgadas y BC =12 pies.

(¢) AB=6yardasy BC=12 pulgadas.

i

9. Obsérvese que en los problemas 7 y 8 aparecen solamente los nimero . 6y 12. Explicar
por qué en el problema 7 las respuestas a las tres partes son el misnio ndamero, aunque

las unidades son distintas, mientras que en el problema 8 todas las respuestas son
diferentes. -

l.bgicamente hablando, una unidad es tan buena como otra. Sin embargo, utilizar
varins unidades en un mismo problema podria causar dificultades innecesarias.
Elijamos, pues, una unidad y convengamos en utilizar esa unidad en todos nuestros
feoremas. (No importa qué unidad elijamos. Si se prefieren pulgadas, codos o leguas,
estamos en libertad de considerar que son ¢sas las unidades que emplearemos. Todos
nuestros teoremas serdn ciertos para cualesquiera unidades.)

Reglon y unidades do distancia M

M 1 M Q ' "y \
Asi, una vez elijamos una unidad, para cualquier par de puntos P, Q, h‘;l.l?hi l.l.l
nimero que nos diga cudnto dista P de Q. A este niimero le llamamos la distancia

entre Py Q. _ ‘ ’ N
Expondremos esto en forma mds precisa, enunciando un postulado y una defini

cién.

POSTULADO 1. Postulado de la distancia

A cada par de puntos diferentes corresponde un niimero positivo iinico.

Definicién

La distancia entre dos puntos es el numero obtenido mediante. el pqstulado de
la distancia. 8i los puntos son Py @, entonces indicamos la distancia por PQ.

Admitimos la posibilidad de que P = Q, es decir, de que Py Q sean el mismo punté).
En este caso, PQ = 0. La-distancia se define simplemente con relacidén a un par de
puntos y no depende del orden en que se consideren los puntos. En consecuencia,

i ue PQ = QP. . ‘

Slelgnr? raflgtzﬁzlsnzse cllos pr%blegas presentados en ell texto, se utilizan varias unldtac:les;
tales como centimetros, pies, kildmetros, etc. Segln indicamos gnterlorngente, odo
nuestros teoremas serdn aplicables a cualquiera de estas‘ unidades, siempre que
consistentemente se utilice s6lo una unidad cada vez que se aplique un teorema. En otras
palabras, puede hacerse la eleccion que se prefiera, siempre que se mantenga, pero no
podemos cambiar las unidades en medio de un teorema.

£

Conjunto de problemas 2—4B

1. Alberto, Braulio y Carlos midieron, en centimetros, la dist.anc.ita entre dos puntos, Iéle,
marcados en la pizarra. Alberto dijo que PQ = 27, Braulio dijo que I?Q =?27..5P y Car 0:
dijo que PQ =26.75. (Cuantos de los nifios pueden estar enqlo c1e'rft’o. i e(;)tro qué?
(Tenia que ser necesariamente correcta alguna de las res s? Justifiquese .

2. Si la distancia PQ es 135 cm., jcudnto es PQ mei da en metros? (Y medida en kil6-
metros?

3. Sila distancia RS es 15 pies, jcudnto es RS medida en pulgadas? (Y medida en yardas?
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4. Eduardo y Francisco calculaban las distancias entre los mismos puntos 4, B y (.
Eduardo dijo: “Si AB =1, entonces BC =21, Francisco dijo: “Si AB =12, entonces
BC =30". Si-ambos nifios estaban en lo cierto, explicar cdbmo pudieron obtener dife-
rentes numeros para las mismas distancias. (Esta esto de acuerdo con el postulado de
la distancia ?

5. Sila distancia RS es x pies, (cudl es RS medida en pulgadas? (Y medida en yardas?

* '?/6\} La distancia 4B medida en centimetros es 150 unidades mayor que 25 veces la misma
" distancia medida en metros. (Cual es la distancia 4B en metros?

* . 7. El perimetro de un triangulo medido en pulgadas es 10 mas que 10 veces su perimetro

medido en pies. (Cual es el perimetro en pies ?

*4 8. Si la longitud de cada lado de un cuadrado es de 4 metros, entonces su perimetro es de
X 16 metros y su area de 16 metros cuadrados. Puesto que 16 = 16, el enunciado, “El
area de un cuadrado es igual a su perimetro”, es cierto para este cuadrado.

(a) (Sera cierto el enunciado, si los lados de este cuadrado se miden en centimetros?
.Y si se miden en kilometros?

(b) Describir otros dos cuadrados para los cuales el enunciado es cierto.

(c) ¢Qué tienen en comun los tres cuadrados para los cuales es cierto el enunciado ?

* 9, Si un rectangulo mide 6 pies de largo y 4 pies de ancho, el enunciado, “El perimetro del
rectangulo es la suma del doble de Ia medida de la longitud y el doble de la medida del
ancho”, es cierto para este rectangulo.

(a) (Seré cierto el enunciado si la longitud y el ancho se miden en pulgadas? (Y si
se miden en yardas?

(b) (Depende la veracidad de este enunciado de una eleccion especial de los nimeros?
.Y de una eleccion especial de las unidades?

+ 10. El radio de una circunferencia es de 2 metros, la longitud de la circunferencia (C = 2mr)
es de 47 metros y el area del circulo asociado (4 = wr?) es de 47 metros cuadrados.
Entonces, el enunciado, “El area del circulo es igual a la longitud de la circunferencia
asociada”, es cierto en este caso.

(a) ¢(Serd cierto el enunciado si el radio se mide en centimetros?
(b) Describir otras dos circunferencias para las cuales el enunciado es cierto.

(c) (Depende la veracidad del enunciado de una eleccién especial de los nimeros? (Y
de una eleccion especial de las unidades ?

" 11, En los problemas 8, 9 y 10, se observaria que algunos enunciados geométricos son ciertos
para un cierto nimero solamente, no importa qué unidad se utilice. Otros enunciados
son ciertos, no importa qué niimeros o qué unidades se utilicen,

Una regla infinita HH]

entes enunciados es cierto. Luego, indiquese si cadn
las longitudes en una unidad diferente. Indiquese,
s tinicamente si se utiliza el mismo ntimero,

Verificar que cada uno de los sigui
uno sigue siendo valido al medirse .
ademas, qué enunciados siguen siendo valido -
o ¢l mismo conjunto de nimeros, para todas las unidades:

o de un rectangulo de 3 metros de ancho y 4 metros de largo, es 14 metros.

(a) El perimetr : .
o de un cuadrado cada uno de cuyos lados mide 2 pies, es el doblc del

(b) El perimetr
area del cuadrado. -

(c) El perimetro de un triangulo cada uno de cuyo
centimetros.

s lados mide 12 centimetros, cs 30

(d) Un tridngulo cuyos lados miden 3 metros, 4 metros y 5 metros, respectivamente, ¢4
un triangulo rectangulo. (Utilicese la relacién pitagorica.)
(¢) Un tridngulo cuyos lados miden 9 pulgadas, 12 pulgadas

mente, €s un tridngulo rectangulo. .
dio mide 4 pies es igual al doble de la longitud de la

y 15 pulgadas, respectiva-

(N El area de un circulo cuyo ra
circunferencia asociada.

"

2-3. UNA REGLA INFINITA

P

Al comenzar el capitulbf marcamos una escala numérica sobre una recta de ln

.. 4
manera sigulente:

B
4
ki ﬁ‘\ —\/—é l\[|2 1 I7Ir l .
“ et} : - i g A Tt !
+ -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Desde luego, pudimos haber utilizado una escala mds grande:
-3 V2
4 1 A ¢ L L | .
= T 1 | E— T
—2 -1 0 i 2

o una escala mas pequefia:

-3 V2 ™

=t 11 1 11
—4 -3 -2 -1 0 1

adelante; Z que marquemos uni eseala

la escala dada por el postulado de la distancia.

Pero, convengamos en que, de ahoraen
numérica sobre una recta, utilizaremos,

2 1 T
P . Q _,__ R S

| | | |

a:ll 2 1 0 1 2 3
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Ls decir, ¢l punto marcado | deberd estar a una distancia | del punto marcado 0; el
punto marcado ~2 deberd estar a una distancia 2 del punto marcado 0; y asi sucesiva-
mente. En la figura, podemos leer directamente las distancias

OR=1,
0S8 =2,
Or = 3.
Restando, obtenemos
RS=2-1=1,
RT=3-1=2,

PR=1-(-2)=3

En efecto, parece que siempre podemos obtener las distancias, calculando la dife-
rencia entre los nimeros correspondientes. :

Esta afirmacién no es totalmente correcta. Si tomamos los puntos Py R en el
orden inverso, obtenemos la respuesta erronea

RP=_-2_1=_3,

que es el negativo de la respuesta correcta. En efecto, la resta d4 una respuesta nega-
tiva aproximadamente en la mitad de los casos.

Sin embargo, es ficil eliminar esta dificultad: tomamos el yalor absoluto de la
diferencia de los nimeros correspondientes. Cuando hacemos esto, todas nuestras

respuestas correctas siguen siendo correctas y todas nuestras respuestas erroneas se
convierten en correctas. Por ejemplo,

FPR=11~(~2)| = 3| =3,

RP=|-2—1]= |—-3| =3,
como debe -ser.

Vemos, pues, que la distancia entre dos puntos es el valor absoluto de la diferencia
de los nimeros correspondientes.

El razonamiento anterior se hace mds formal resumiéndolo en forma de postulado.

POSTULADO 2. Postulado de fa regla

Podemos establecer una correspondencia entre los puntos de una recta ¥ los néimeros
reales de manera que

(1) a cada punto de la recta corresponde exactamente un mimero real;

(2) a cada niimero real corresponde exactamente un punto de la rectay y

(3) la distancia entre dos puntos cualesquiera es el valor absoluto de la diferencia
de los mimeros correspondientes.

Una regla infinita 3

: 5 pr iona um
Llamamos a éste el postulado de la regla, porque, en efecto, nos }p) ()ﬁf)l'u ,nq‘.m(,;
regla infinita que puede colocarse sobre cualquier recta y, mediante ella, podemos
¢ .
medir la distancia entre dos puntos cualesquiera.

Definiciones |
z

Una correspondencia como la descrita en el postulado de la regla se llﬁma uI|,1

sistema de coordenadas. El numero correspondiente a un punto dado se llama la

coordenada del punto.’

P Q R s T
1 L L 1 L L

—T T T ! ! T

3 -2 -1 0 1 2 3
Por ejemplo, en la figura anterior, la coordenada de P es —2, la coordenada de —.
Q ¢s 0, la coordenada de R es 1, y asi sucesivamente. ’ (:—
§ P (l) f"‘)

—— am— , o
)'( —'Ir o 1 y

Si la coordenada de P es x y la coordenada de Q es y, entonces el postulado dlc In

. i
regla nos dice que 5 4,)\\

PQ =1y —x|.

i Ie
' V4
t <V <fv
* \ L
Conjunto de problemas 2-5 ) A
1 ¢
R Q P N MABCD . ElF GLH4 )
- . S R e ettt —
L _5(—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4.5 6
]—% -V3 -3 3 v2 4 VA

i nto 0
En la figura anterior, se marcé un sistema de coordenadas en una recta, cog el %us 0
en Ay el punto 1 en C. Para hacer mas facil la lectura, se marcaron las coor en; at 2 ¢
’ I . e
corresponden a numeros no enteros un poco mas abajo que las correspondien
enteros. Determinar las distancias siguientes:

(a) AC (b) AD . ©E (d) PR

(e) RI () AN N (2) BH (h) QM

(i) AF t Gy DI &) ND O PF
2. Simplificar: \ y

(a) rG*ZI (b) 12— 6] © |5-10]

(d o5 - (e |0—(=5) () 14~ (—4)

(8 |x| (b |x 0] () |x—(—-x)

( Ix -] x]
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s

;3. Utilizar el postulado de la regla para hallar la distancia entre los pares de puntos con las

coordenadas siguientes:

(@0y38 (b)8yo0 ©0y—8

d —~5y~7 e —%vi ® v2y Vs
(® V3y —V5s () xyy () 2ay —a
@ 0yx

4.;Si se utiliza una regla corriente para medir la distancia entre dos puntos marcados en

/una hoja de papel, /sera necesario colocar el cero de la regla en uno de los puntos?
Expliquese.

5. Supongamos que al medir la distancia entre dos puntos Py @, pensamos en colocar el

fer

7.

cero de la regla en Py leer un nlimero positivo en Q. Indiquese como sera posible todavia
determinar la distancia PQ, si, en lugar de hacer lo que pensamos, colocamos la regla de
manera que P corresponda a } y, ademas,

(a) Q corresponda a un nimero positivo,

(b) Q corresponda a un nimero negativo.

P Q
i 1 -
t t

x y

Escala A —4 -2 "

I I Il
- T 1 T

g o
o4 -

>4r- .

L
1
EscalaB O 1 2 3

En la figura anterior, en las escalas A y B se utilizé 1a misma unidad, pero se marcaron
los nameros de manera diferente.

(a) (Cudles son las coordenadas de R, Py Q en la escala A?

(b) Mostrar cdmo hallar la distancia RQ, utilizando la escala B y utilizando la escala A.
(¢) (Cuadles la distancia PQ en la escala A? (Y enla escala B?

Considérese un sistema de coordenadas sobre una recta. Supongamos que se le afade

3 a la coordenada de cada punto y que esta nueva suma viene a ser el nuevo nimero
asignado a cada punto.

(a) 8ila coordenada original de Pera 5, (cual sera su nueva coordenada? Si la coorde-
nada de Q era —2, (cudl serd su nueva coordenada?

(b) Si dos puntos de la recta tenian las coordenadas a y b, ;cuales seran sus nuevas
coordenadas?

(¢) (Correspondera cada punto de la recta a un nuevo numero? /Correspondera cada
nuevo numero a un punto de la recta? \49

(d) Demostrar que la férmula (.75/
|(Nuevo niimero asignado a un punto) — (Nuevo nimero asignado a otro punto)|
da la distancia entre los dos puntos.

() {Satisface la nueva correspondencia entre puntos y nimeros a cada una de las tres

condiciones del postulado de la regla? (Pucde llamarse a cada nucvo mumero la
coordenada de un punto? (Por qué? .

9,

Una regla infinitn 3

K M N
Escalo A 3 2I ll o-1 * '?l -
- ettt 4 '
Escala B —-2-1 01 2 3 ¢ ‘ »

En la figura anterior, utilizamos la misma unidad en las escalas A y B, pero se marcat on
) . ni
los nimeros de manera diferente. -

(a) (Cuales la coordenada de K en la escala A?

{b) (Cudles son las coordenadas de My Nenla escala B?

(¢) Six=—6, (cual es la coordenada de M en la escala B?

(d) Sila coordenada de N en Ja escala B es 9%1 (cual serd el Ya]or de y?

(¢) ¢(Cudlesla distancia KM? (Y la distancia MN ?

;Cuantos nimeros reales hay? ¢(Coémo lo sabemos? (Dice estp algo ac?rca dell pumerol
d'e puntos de una recta? (Cuantos puntos contiene una recta? (Qué papel juega ¢

postulado de la regla en nuestro razonamiento?
-

.

l : i aungue
I(D En un cierto pais, los pueblos Arroyo, Bonanza y Colinas estan en linea recta, aunql

no necesariamente en €se orden. La distancia de Arroyo a Bonanza es 8 kilometros, ¥
la distancia de Bonanza a Colinag es 14 kilometros.

(a) (Sera posible gecir qué pueblo estd entre los otros dos?’ [,Q;.lé pueblo ’:;iu&?::c, \
los otros dos?™ 0, js, o,{oJ\ G”‘M%* BN A O B - Q no . m\ 3

(b) Utilizar un dibujo para dete\:v‘r‘min'ar la dis@ang;'ft (};:\: Qﬂ%oqu a gg'\h:a%z,ﬁ :ﬂabra mis
de una posibilidad ? ;’\Qi‘f:’%\‘:‘* A" Ry »

(¢) Si sabemos, ademds, que la distancia de Arroyo a Colinas es 6 kilometros, qué
pueblo estara, entonces, entre los otros dos? . { ~

(d) Sila distancia entre Arroyo y Bonanga fuera k kildmetros, 1a.dlstanc_|a enkt‘rler ::;g(r)g/:)
y Colinas m kilometros, y la distancia entre Bonanza y Colinas k -t- m kilo S,
(qué pueblo estaria entre los otros dos?

E. H. K son tres puntos de una recta. Ey Hestana 3 pulgadas de distanciay Hy K

estan a 5 pulgadas de distancia. (De cuantas maneras sera posible disponer los tres
puntos? Explicar mediante un dibujo.

i i ys fijos
* 12. Se asignan tres sistemas distintos de coordenadas a la misma recta. A tres puntos fij

A, B, C de la recta se le asignan las siguientes C or\denadas:
En el sistema 1, la coordenada de‘,;(res "~ 6ylade-Bes e%.
En el sistema 11, las coordenadas de A y Cson —4y — 3, respectivamente.
En el sistema 111, las coordenadas de C" y Bson7y4, respectivamente.

() (Rué punto esti entre los otros dos?

(b) Evaluar AB { AC | ne'.
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2-6. EL POSTULADO DE COLOCACION DE LA
P CAC REGLA
INTERPOSICION, SEGMENTOS Y RAYOS |

' El postulado de la regla nos dice que podemos, sobre cualquier recta, fijar un
sistema de coordenadas marcando una escala numérica. Evidentemente es"[oJ ued

hacerse de muchas maneras diferentes. Por ejemplo, dado un punto cua.’lquier.'::3 Pede
la rccta.x, podemos colocar el cero en P y seguir marcando el resto de la escal :
cualquiera de los dos sentidos, como sigue: n

L I 1 P
1 I T } i } l } i
— ! 1
4 -3 -2 — 1 0 1 P 3 4l
P
i 1 [ ]
A A S B S S
3 2 1 0 -1 -2 -3 -4

Por tz . .
or tanto, si Q es otro punto cualquiera de la recta, podemos marcar la escala de
manera que la coordenada de Q sea positiva, segin se indica a continuacién:

—

4 ! V | T 1 | T

- -3 —2 =1 1 2 x 3 4
a

} i i i i r 1 ' | \

| ! i | i i i i

4 3 x 2 1 o -1 -2 -3 —4

Iin cada caso, se marcé la escala de manera que x > 0.
Hacemos esta observacién mds formal, enuncidndola como un postulado.

POSTULADO 3. El postulado de colocacién de la regla

ﬁ)ados dos puntos Py Q de una recta, se puede escoger el sistema de coordenadas
e manera que la coordenada de P sea cero y la coordenada de Q sea positiva

G quos sabemos lo que significa decir que un punto B estd entre dos puntos 4y C
Significa que los tres puntos estdn en una recta y que estdn colocados de esta manera:

0 de esta otra:

0 9
= ¢
>
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llasta ahora, todo va bicn, No creemos que nadie tenga dificultad alguna en
comprender el significado de la palabra entre, una Vez sc hayan presentado varios
dibujos. Pero, en el Capitulo 1, prometimos que definiriamos todos nuestros términos
geométricos, con la excepcion de punto, recta’y plano. Asi, pues, debemos cumphr
nuestra promesa, dando una definicion matemadtica de entre que conlleve la idea que
tenemos en mente. Esto se hace con facilidad.

Definicién

B estd entre Ay C, si (1) A, By C son puntos distintos de una misma recta, y
(2) AB+BC=AC. / ,

Es f4cil comprobar que esta definicion, en efecto, describe la idea que se trata de
describir. '

Sin embargo, hay un detalle un tanto sutil en la manera de enunciar la definicion.
Consiste en el empleo de la palabra si. Cuando en una definicion se enlazan dos
liusulas mediante la palabra si, las dos cliusulas deben considerarse completamente
cquivalentes. Asi, si sabemos que B estd entre Ay C, podemos concluir que las con-
diciones (1) y (2) se cumplen;’y si sabemos que (1) y (2) se cumplen, podemos concluir
(ue B estd entre 4y C. Este empleo de la palabra si es especial, porque €s diferente
del empleo que se le da en el lenguaje corriente. Tampoco se emplea de ese modo en
los postulados y teoremas. Solamente en definiciones la palabra si significa es equiva-

lente a. ,
4

0

Conjunto de problemas 2-6A ®

1

Yoy
1. Considérese un sistema de coordenadas en una recta. Los puntos Ry S tienen coordeni-
das x y y, respectivamente. Se aplica el postulado de colocacion de la regla, es decir, s¢
altera la escala, de manera que la coordenada de Rsea Oy la coordenada de S sca un
namero positivo. Indicar cual serd ese niimero positivo, si los valores de x y y son los
siguientes:

(@) x=-~3, y=4 ) x=—4, y=—10.

©) x=8, y=-2. @ x=3% y=—4
,

(e) x=1352, y=6.1 ) x=a, y=b

2. A, By C son tres puntos de una recta. AC=BC= 5. La coordenada de Ces By la
coordenada de A es mayor que la coordenada de B. (Cudles son las coordenadas de
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3.4, de ("dsoTj tres puntos de una recta. AC = BC = 10. La coordenada de C es 8yla
coordenada de 4 es ma (Cud
o mayor que la coordenada de B, (Cudles son las coordenadas de

4. M, Ny P son tres puntos de una recta '
, _ « MN=T7, NP=9y pMpP=2
M es 3. Indicar cusles son las coordenadas de N y P, si: g + 1 coordenada de
(a) la coord.nada de M es menor que la de N,
(b) la coordenada de M es mayor que la de N,

5. Supongamos que R, S'y T'son tres
, S puntos de una recta. ;Qué relacié isti
RS, STy RT, si R esta entre Sy 7? @ 1o debe existi entre

6. P, Oy R son tres puntos de una recta. Si PQ=12,PR=7y OR =15, ;qué punto est4
entre los otros dos ? ¢Qué postulado o definicion sirve de }‘undamento a la respuesta ?

7. 1;G" HykK son. tres pl}ntos de una recta. Las coordenadas de G Yy Hson4 y —3, respec-
lvamente. Si H esta entre G YK,y GK=13, {cudles la coordenada de K? ’

8. 4, Ey K son tres puntos de una re 2
Ey ; cta. Las coordenadas de 4 y K son v/2 v — /18
respectivamente. Si 4E = EK, (eudl es la coordenada de E? YoV

9. gli, ’g y ﬁ i:)lll tresb ,pun,tos de una recta y sus coordenadas son q, b Y ¢, respectivamente
— c c _ — a —_— b s . u r P ) b o .
puesta. [, équé punto ests entre los otros dos? Justifiquese 1a res-

10. (Es el siguiente enunciado una definicién de interposicién para los puntos de una recta ?

F, Gy H son puntos distint i i
Py p intos de la misma recta y FG -+ GH = FH, si G esta entre

¢En qué difiere este enunciado de la definicion presentada en el texto?

11. Si 4, By Cson tres puntos de una circunferencia, {puede ‘
decirse qué punto estd entre los otros dos? Comentar A C
esto.

Las dos siguientes afirmaciones son evidentes:

(1) Sean 4, By C tres puntos de una recta, con coordenadas X, yyz:

A B i ] c

X y 2

Si x <y < z, entonces B est4 entre 4y C.

]
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(2) Si A, By C son (res puntos distintos de la misma recta, entonces exactamente

uno de ellos estd entre los otros dos.

A B C
- e, ® P o
B A C
- P— @ Py -
C B
Py T .

En efecto, las dos afirmaciones anteriores pueden demostrarse mediante el postu-
lado de la regla. Sin esta demostracién, pueden considerarse las dos afirmaciones

como postulados.
Ahora, hemos llegado a una etapa en Ja cual necesitamos el siguiente postulado:

POSTULADO 4. Postulado de la recta

Dados dos punitos distintos cualesquiera, hay exactamente una recta que los contiene,

A B

8-

e

La recta que contiene los puntos A4 y B se denota por 4B. Aqui, la raya con dos
puntas de flecha sobre las letras 4 y B se supone que nos recuerde la figura que
utilizamos para representar rectas. La notacidn sugiere que la recta se determina
al nombrar los puntos A y B, y esto es exactamente lo que nos acaba de decir el postu-
lado de la rectal Desde luego, algunas veces, es mds sencillo denotar la recta por

una letra como L, W, u otra cualquiera.
Un segmento de recta se representa asi:

b,

A

-~ [ ———

Una descripcién mds precisa se da mediante las siguientes definiciones:

Definiciones
Para dos puntos cualesquiera 4 y B, el segmento AB es el conjunto de los puntos
Ay B,y de todos los puntos que estdn entre 4 y B. Los puntos 4 y B se llaman
los extremos de AB.
En el simbolo AB, la raya horizontal sobre las letras se supone que nos recucrde

la figura que utilizamos para representar un segmento. Obsérvese que hay una gran
diferencia entre el segmento 4B y la distancia AB. En efecto, son conceptos

completamente diferentes: AB es una figura geométrica, es decir, un conjunto de
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puntos, mientras que AB es un nlmero

que da la medida i cia er
extremos. ida de la distancia entre los

Definicidn

El nimero AB se llama la longitud del segmento AB.

Un rayo es una figura que se representa asi:

A B

Mediante la figura,
sigue indefinidamen
la flecha siempre se

se indica que el rayo empieza en A, pasa por B en linea recta, y
tg en el mismo sentido. En el simbolo para representar un rayo,
dibuja apuntando hacia la derecha, no importa cudl sea el sentido

%% rayo. Por ejemplo, todos los rayos representados a continuacion se denotan por

“A

Habiendo explicado intuitivamente 1o

tbie que es un rayo, procedemos a dar un
definicién matemdtica. , :

Definiciones

Sean 4 y B dos puntos de una recta L. El rayo Z_é es el conjunto de puntos que
es la reunién de (1) el segmento A8 Yy (2) el conjunto de todos los puntos C para
los cuales es cierto que B estd entre 4 y C. El punto 4 se llama el extremo de 2; :

Las dos partes del rayo se representan asi:
(1) (2)
A

A B C

-

Si A4 estd entre B y C en L, entonces los dos

AB vy AC
rayos . “ 1 ;
puestos™: y y tendrdn sentidos

L

Colocaelon de la regla, interposicion, segmentos y rayon 11
Definicién
. . —_—
Si A estd entre By C, entonces ABy AC se llaman rayos opuestos.

Obsérvese que un par de puntos 4 y B determina, por lo menos, seis figuras geo-
métricas y un numero. Las seis figuras geométricas son:

La recta AB - -

El segmento AB ‘ A B
_—

El rayo 4B A B

El rayo opuesto a Z_I)S’ A 8
— )

El rayo BA' A B

s ——
El rayo opuesto a BA /: B

Desde luego, el niimero determinado por A y B es la distancia AB.
Ly

“ Conjunto de problemas 2-6B

mg%

1. A, By C son tres puntos de una recta con coordenadas 7, 3 y 12, respectivamente. ;Qué
punto estd entre los otros dos?

2. P, Q'y R son tres puntos de una recta con coordenadas —5, —v4 y —+/12, respectiva-
mente. ;Qué punto esta entre los otros dos?

3. G, Hy K son tres puntos de una recta. ;Cuales de 10s siguientes enunciados pueden ser
ciertos ?

(a) Kestdentre Gy H,y Hestaentre Gy K.
(b) H esta ehtre Ky G,y Hestaentre Gy K.
(¢) Gestaentre Hy K,y Kestaentre Gy H.
(d) Kestaentre Hy G,y G esta entre Ky H.
(e) Gestaentre Ky H,y G estd entre Hy K.

™

4. Si tres puntos estin en una recta, jcuantos de ellos no estin entre los otros dos?

5. Tres puntos de una recta, R, S, T, tienen coordenadas a, b y a + b, respectivamente;
a >0y a>b. Indicar qué punto estd entre los otros dos, si:

(a) b>0. (hy b0, ©) b=0.

2



44 Conjunton, niimeron realen y recti

6. D, E'y I'son tres puntos que no estin en una recta, (Cudantas rectas determinan?
(Cudles son? )

7. D, E, Fy G son cuatro puntos tales que tres cualesquiera de ellos no estan en una recta.
Cudantas rectas determinan? ;Cudles son?

8. P, Oy Rson tres puntos. (Cudntos segmentos determinan? ;Cudles son? ;Cudantas
rectas determinan ?

> “«>
9. (a) (EsAB=BA? (Por qué?
—_—  —>
(b) (Es AB= BA? (Por qué?
(¢) (Es AB=BA? ;Por qué?

10. (Es AB= AB? ;Por qué? ;Quées AB?
11. (a) Copiar el siguiente parrafo y escribir sobre cada par de letras el simbolo apropiado,

si lo hay: XZ contiene los puntos Yy V, pero XZ no contiene nia Y nia V. V per-
tenece a XZ, peronoasi Y. YZ+ZV=1YV. )

(b) Hacer un dibujo que muestre la posicion relativa de los cuatro puntos nombrados en
la parte (a).

— —>
12. Si RS es opuesto a RT, ;cual de los puntos R, S, T est entre los otros dos ?
. . —> —> «> —>
13. ;Cual es la interseccion de CD y DC? Y lade CDy DC?

14. Si A, By C son tres puntos de una recta tales que AC + BC = AB, cudl es la interseccion
— " —> — —> — —> .
de CBy BA? (De ACy AB? [Ylade CAy CB?
. - . _)
15. (Es el siguiente enunciado una definicion correcta del rayo . AB?
El rayo 4B es el conjunto de todos los puntos D de AB para los cuales no es cierto

el enunciado “A4 estd entre Dy B”.

El siguiente teorema es una consecuencia del postulado de colocacidn de la regla:

T

Teorema 2-1. El teorema de localizacién de puntos

—
Sea AB un Tayoy sea x un numero positivo.. Entonces, existe exactamente un
punto P de AB tal que AP = x.

Demostracion.  Por el postu(l_e_l)do de colocacidn de la regla, podemos elégir un sistema

de coordenadas en la recta AB, de manera que la coordenada de 4 sea iguala Oy la
coordenada de B sea un nimero positivo r.

e o " 1w o o s R —— . et s B e

porque x> 05y AP = | = 0]

Coloeneidn de Tn regln, Interposicién, segmentox y riayos 10

—
nnda es el nimero dado x. Entonces, P cstd en AD,
|x| = x. (Por definicion de valor absoluto, x| m x

. M . v’
amente un punto del rayo tiene coordenada x, solo un

Sea P ¢l punto cuya coorde

cuando x > 0.) Como sol unte
i na distancia x de 4.

punto del rayo estara a u : : o o »
{Obsérvese que esta demostracion es andloga al procedimiento que utilizariamos sl

dibujdramos el rayo en una hoja de papel y localizdramos el p}mto P con una rcgla‘.
(olocariamos el punto cero de la regla en Ay entonces marcariamos el punto corres

pondiente al nimero x en la escala.)

Definicién
Un punto B se llama punto medio de un segmento AC,si Bestaentre Ay Cy
AB = BC.

-~

o+
>e
[--K ]

Al

Teorema 2-2 .
Todo segmento tiene exactamente un punto medio.

Demostracion. Nos interesa obtener un punto que satisfaga las siguientes con-

diciones: AB + BC = AC, AB = BC.

1.as dos ecuaciones nos dicen que

—— ,
un punto B del rayo AC que estd a la

i nte
Por el teorema anterior, hay exactame : '
tiene exactamente un punto medio.

distancia AC/2 de 4. Por consiguiente, AC

Definicion

1

Decimos que el punto medio de un segmento biseca al segmento.

“ .
Conjunto de problemas 2-6C
S TV .

Iin :S‘-’;‘, S, T'y V son punlos distintos. (Sera posible que ST = SV? (Por qué?
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2. Pes un punto de una recta y # es un numero positivo. (Cuantos puntos de la recta estan
o una distancia n de P? (Qué definiciones o teoremas sirven de fundamento a la res-
puesta ?

3. A, By Cson tres puntos de una recta. La coordenada de 4 es 0 y la coordenada de C
es 6. Si Bes el punto medio de AC, (cudl es la coordenada de B?

4. A, By Cson tres puntos de una recta. Las coordenadas de Ay Bson —2y 8, respectiva-
mente. Si C biseca a AB, (cudl es la coordenada de C?

8. La coordenada de B, el punio medio de AC, es 5. Si la coordenada de A4 es mayor que
la coordenada de C, y si BC =9, jcuales son las coordenadas de 4 y C?

- o

6. (Puede definirse el punto medio de una recta?

7. (a) Silas coordenadas de'P y Q son 4 y 10, respectivamente, y M biseca a PQ, icual es
la coordenada de M?

{b) (Qué palabra (o palabras) completa el siguiente enunciado?

Si M es el punto medio de PQ, entonces la coordenada de M es la
las coordenadas de Py Q.

de

8. (Por qué no constituye el siguiente enunciado una definicién del punto medio de un
segmento ?

Un punto B se llama el punto medio de un segmento AC, si AB = BC.

9. (a) Si A, By C son tres puntos distintos y AB + BC = AC, ;cuil es la relacién entre los
tres puntos?

-

(b) Si 4, By C son tres puntos distintos, (podra ser cierto que 4B +- BC > AC? Sino
puede ser cierto, explicar por qué. Si es cierto, (cudl es la relacion entre 4, By C?

d

2-7. CAMBIOS EN LA UNIDAD DE DISTANCIA
¥

Fn Ia seccidn 2-4, explicamos que al tratar problemas de geometria podemos elegir
uni unidad cualquiera de distancia, siempre que en un problema particular utilicemos
consistentemente la unidad elegida. Por otra parte, estamos en libertad de empezar
de nuevo, utilizando una nueva unidad en cualquier momento. ‘

Por ejemplo, supongamos que {a distancia dada por el postulado de i distancia
viene medida en yardas, de manera que para dos puntos cualesguiera, 'y ), el
namero PO es el ndmero de yardas entre Py Q. Si decidimon que ex mejor utilizar
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H : M E l H . ’ .
" eN d 1 'pl Q 1 ] p 3. 9 S1 (PQ) [SC pIOIlUIlCla
[[vh 8 LbCIIlOS mu t‘ 1car t daS as dlStallClaS or S gecir

(PQY =3PQ.
n correcta como la otra. El postulado de la regla atin es

A nucva distancia es ta
" como lo era para la otra.

vitlido para la nueva distancia,

§-z

x 41—

x 3o
~
0

| i I cual
I'n cada recta L, hay un sistema de coordenadas en €

PQ =]y —xl
. do para la nueva distancia,

das que sea apropia L
oordenadas ¢ las coordenadas originales.

ltiplicar por 3 cada una de
3y. Por tanto,

{(*urn obtener un sistema de ¢
Jo (inico que hacemos €S mul
Ani, en la figura, X’ =3xyy =

Iy — x| =13y — 3+

=3|y-—x\ ¥

=3PQ

= (PO,

tn! como debe ser.
e hecho, empezando con dos pl;mtols AL b cualesquier Svidi
nneva distancia de manera que (4B) =1. Lo q

tus distancias originales, es decir,

lesquiera, podemos elegir una
Y e hacen por AB todas

,_PQ
‘linlonccs, ’ AB )
(4BY =75 ="

j e C adas una recta
Parn oblener un sistema de coordenadas en .

que es lo gue desedbuimos,
7




48

que sea apropiado para la nueva distancia (PQ)’, dividimos por 4B todas las coor-

Conjuntos, nimeros reales y rectas

denadas originales. Es decir,

xl . x ’ y
48> 7 4B
Por tanto,
y b
Y == [
AB AB
[y — x|
AB
PQ
AB
=(PQY,
como debe ser.
Conjunto de preblemas 2-7
L A B C D E Fooo
Enla ﬁgu;‘a, siAB==3y AB=BC = CD = DE = EF, entonces AF=15. Si(4B) esla
nueva distancia entre 4 vy B para la cual se empleé AB co i [Cua A
i p mo unidad, ;cuil sera la
2. En‘ el problefna 1: si (4 C) es la distancia entre 4 y C para la cual se emplea 4C como
unidad, ¢cudl sera la distancia (4E)’?; ¢(la distancia (4%)’?; (y la distancia (4B8)"?
3. Considerar los siguientes dos enunciados y, para cada ano, decidir si la validez del

enunciado depende de una eleccién especial de la unidad de distancia: °

(a) Si 4, B, C, D, E'y Fson puntos distintos de una re ;ta tales que AB=BC=CD =

DE = EF, entonces AC = BD = CE'= DF.

(b) Si 4, B, C, D, E'y Fson puntos distintos de 1ina recta tales que AB = BC = CD =
DE == FF, entonces AF es exactamente divisible ;.or 5. (Es decir, AF/5 es un entero.)

(Cual de los enunciados podria considerarse mas “utilizable” ?

0 01 02 O . ..
).2 j 04 05 Oié 0.7 0].8 0;9 1T 1.1 1.2

L
- L 1 I} Il 1 - -

El sistema de coordenadas indicado en la figura funciona cuando la distancia se mide en
mct-ros. Copiar la figura en una hoja de papel y, colocando numerales‘debajo de la recta
indicar un sistema de coordenadas que funcione cuando la distancia se mide en dcclj
metros. Hacer lo mismo si la distancia se mide en centimetros y en medios centimetrons,

ol
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A B M N

0 1AB 2A8 3AB 4A8B 5A8B 6AB

L i 1 L L Il L H 1 oo
- T T T T T T

0 1MN 2MN IMN 4AMN

En la figura, la recta est4 marcada con dos escalas. En la escala superior, se utiliza la
longitud de AB como unidad; en la escala inferior, se utiliza la longitud de MN como
unidad. Obsérvese que 648 = 4MN.

(a) {Cual es larazéon de 4B a MN?

(b) ;Cual es la razon de MN a AB?

(c) {Cuantas veces AB es igual a 3MN?

(d) (Cuantas veces MN es igual a 44B?

(e) Completar la siguiente tabla:

1AB= MN. IMN=___ A4B.
24B = _ MN. 2MN=________AB.
34B= _ MN. JMN=_______AB.
44B=____._ . MN. AMN=__AB.
S4B — “Y_ MmN xMN=_______AB.
6AB=_____ MN.
xAB — MN. v

3

My

* 6. Al excavar en las ruinas de una antigua civilizacién, un grupo de arquedlogos encontro

(rozos de dos reglas viejas marcadas con simbolos numéricos, pero en cada una se utili-
saba una unidad de medida diferente. Los arquedlogos llamaron una de las escalas la
“escala Zeta”, porque en la regla aparecia tallado un simbolo parecido a una “Z”,
Después de experimentar con las dos reglas, determinaron que la longitud de la diagonal
de un cuadrado de lado 1 zeta era la unidad de medida de la otra escala. Asi, pues,
llamaron esta escala la “escala Diag”. Entonces, utilizando la relacion de Pitagoras para
un triangulo rectangulo, supieron que 1 diag = V2 zetas. A continuacion, s¢ presenti
un diagrama de las dos escalas:

-

0 Zetas lH 2 3 4 5 [ 7
} 1 L L L 1
0 Diags 1- 2 3 4 5
'
(a) (Cual es la medida en zetas de un segmento cuya medida en diags es 12; 27, 45

n? e

(b) Hacer una tabla para pasar de diags a zetas, que llegue hasta 10 diags.

{¢) (Cualesla medida en diags de un segmento cuya medida en zetas cs 17; 47 (5T
8 '
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(d) Completar la siguiente tabla para pasar de zetas a diags, hasta 10 zetas.

Numero de zetas | Namero de diags | Aproximacion decimal
1 W2 0.707
2 xfg 1414
3 V2
4

Repaso del capitulo

1. gea ;1 el copjunto de todos los meses del afio cuyos nomﬁres empiezan con la letra J
Sea : ei conj.unto de todos los meses del afio que tienen exactamente 30 dias .
ca C el conjunto de todos los meses del afio cuyos nombres empiezan con la. letra F
(@) ¢Cual es la interseccién de A4 y B? o .
(b) (Cudl es 1a reunién de 4 yC?
(¢) ¢Cual es la interseccién de B y C?

(d) ¢(Es C un subconj j { j
onjunto del g9n1unto A? (Del conjunto B? (Y del conjunto C?

2. (2) (Cual es la interseccién de FD y BE?
(b) ¢Cual es la interseccion de AE y el triangulo FGE? £
(©) ¢Cudl es la reunion de ED y DC?
(d) {Cual es la reunién de BG y BE?

(©) (Cual es la interseccién de 4B
y EG? ’

3. (@) ;Cuantos cuadrados tiene un numero positivo dado ?
(b) (Cudl es el cuadrado de 42
© J,Cuénzas raices cuadradas tiene un nimero positivo dado ?
(d) (Es V4 negativo?

4. Expresar los siguientes nimeros sin el simbolo de valor absoluto:
@) |6 .

) |5—-17 © [5] -7
@ |3 ©) |n| ) |—n|
@) |n+ (—n) () |n| + |—n|

5. (a) Sia <b, entonces a — p es
(b) Si g = b, entonces g — b es
(¢) Sia> b, entonces g — b es

—

Ropano del eapitulo 5l

R Q

- 6. (a) ;Qué ecuacidn define las posiciones rela-

tivas de los puntos P, My Q? M

(b) (En qué cgldiciones seria M el punto
medio de RS? p 3

7. Cuatro puntos A, B, Cy D se disponen a lo largo de una recta de manera que AC > ABy
BD <BC. Hacer un dibujo de los cuatro puntos colocados de la manera indicada.
(Habra mas de un orden posible? Expliquese.

8. G es el conjunto de todos los pares de niimeros enteros x y y cuya suma es 21. Hese
conjunto de todos los pares de nimeros enteros x y y cuya diferencia es 5.

(a) (Pertenecea Gelpar 15y 6?
(b) (Pertenece a H el par 9y 47
(¢) (Cual es la interseccion de Gy H?

P* Q R S T U v w X Y V4
9 <t -+ “+—t—+ $ +—t +—t—
. —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
LY
(a) ;Cual es la coordenada de W? ;Y la de §? /

(b) ;Cual es el nombre del punto cuya coordenada es 0?; (cuya coordenada es —37?;
iy cuya coordenadaes 5?
(¢) Evaluar RT, VZ, TW, TQ, RW, PZ, XS, YQ.

Se da un sistema de coordenadas erifuna recta. La coordenada de 4 es 6, 1a de Bes =2,

lade Ces1,lade Desx,ylade Eesy. '

() ¢(Qué punto tiene que estar entre otros dos puntos, y cuales son éstos?

(b) Evaluar 4B, BC, AD, CE, BEy DE. -

) Six—6> Owy y —(—2) < 0, {en qué orden estan dispuestos los cinco puntos en la
recta? i

10.

1. Se da un sistema de coordenadas en una recta. La coordenada de P es 7 y la coordenada
de Q es —12. (Cuadl es la coordenada de M, si MP = MQ?

12. Indicar si cada uno de los siguientes enunciados es cierto o falso:
(b) % es un numero real.
(d) V8 es un nimero racional.

(a) —35 es un entero.
(¢) 0 es un niimero racional.

= 31
(e) V9 es un entero. ® g ©s un nimero racional.
®) —@ es un numero racional. (h) —x es un numero negativo para todo numero
4 real x.
. 4 . :
i - g © un numero racional.  (§) |x| = x.

12. Si la distancia de 4 a B, medida en centimetros, es k, (cual sera la distancia AB medida
en metros?
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recla cuyas coordenadas x satisfacen la condicion dada:
() x=1. (©) 53=x=0.

14. Sila distancia de P a M, medida en yardas, es ¢, (cuanto es PM, en pulgadas?

15. Los pares de letras en el siguiente parrafo representan o bien numeros, o rectas, o seg- (1) x <3 c-20x>2
mentos de recta o rayos. Copiar el parrafo, colocando los simbolos apropiados. (d) x=>1. (e) x= f—4. ® x= o
, >
AB+ BC = AC. DB contiene los puntos 4 y C, pero DB no contiene ni el punto 4 @ x| <2 ) x| =0.

. . 27 Hacer
ni el punto C. A pertenece a DB, pero C no. 1es e los conjuntos €5 un rayo?; {un punto?; (una recta?; iy un segmento f
{Cudles de 10

Hacer un dibujo que muestre las posiciones relativas de los cuatro puntos, un dibujo de cada una de las figuras.

«> <>
16. Si A4, B, C'y D son puntos distintos tales que AC contiene a By BD contiene a C, /cuales
de los siguientes enunciados tienen que ser ciertos?

«>r
(@) Bestaentre Ay C. (b) BC contiene a 4.

«> <> «> >
(c) AC = BD. (d) ACy BD se intersecan eén By C solamente,

<> «> R — —>
() ADy BC no se intersecan.. (f) AC es opuesto a DB.

¥

' A ‘ <> _ .
( 17. Se da un sistema de coordenadas en AB tal que AB es el conjunto de todos los puntos
cuyas coordenadas x satisfacen la condicidon —5<x<7. La coordenada de 4 es
menor que la coordenada de B.

— —
(@) (Cudlesla coorden_a_()ia del extremo de AB? (Del extremo de BA? ;Y del extremo
del rayo opuesto a BA?

(b) {Cual es la coordenada del punto medio de AB?

@18.

i

(a) Dibujar dos segmentos AB y CD para los cuales la interseccion de ABy CD es el
conjunto vacio, pero la interseccion de AB y CD es exactamente un punto.

(b) Dibujar dos segmentcz_g) ?_Q_(_); RS para los cuales la interseccion de 7’-@ y RS esel
conjunto vacio, pero PQ = RS.

19. La primera numeracion de los puntos de la recta siguiente representa un sistema de
coordenadas. Basandose en el postulado de la regla y en el postulado de colocacion de

la regla, determinar cuales de las numeraciones dadas en (a) a (€) no representan sistemas
de coordenadas.

-4 -3 -2 -}

@@ -4 3 2 1
b -6 =5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
(© 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
0

5

S OfF
N
w
IS
3]
ok

@ 10 ~9 -8 -7 —6 —5 —4 -3 —2 -1
@ S5 4 3 2 1 0o 1 2 3 4




3 |Rectas, planos
y separacion

3-1. INTRODUCCION

En ¢l capitulo anterior, habldbamos sdlo acerca de rectas y la medida de distancias.
e hecho, habldbamos acerca de las rectas individualmente, sin estudiar ninguna
relocion entre ellas. Empezaremos ahora el estudio de las rectas y los planos en el
enpacio. Recordemos que nuestros términos fundamentales no definidos son punto,
recta y plano; las rectas y los planos son conjuntos de puntos.

Definicién
El conjunto de todos los puntos se llama espacio. .

Iin la siguiente seccion, explicaremos alguhos de los términos que habremos de
utilizar en el estudio de las rectas y los planos y enunciaremos algunos principios
fundamentales referentes a ellos. La mayor parte de estos principios se enunciardn
COMmo postulados;‘otros como teoremas. En un cgpitulo posterior, veremos que
{fodos los teoremas de este capitulo pueden demostrarse a base de los postulados.
I’ero, aqui, no nos ocuparemos de las demostraciones, €xcepto en un caso muy fHcil.
Todo lo que nos proponemos por el momento es puntualizar algunos principios
fundamentales y aprender-a dibujar representaciones de figuras en el espacio.

(onjunto de problemas 3-1

|Nota: Cuando se estudian relaciones entre puntos, rectas y planos en el espacio tridi-
mensional, a menudo, es conveniente utilizar hojas de cartulina para representar planos, y
un lipiz para representar una recta.}

1. Manténgase un brazo extendido hacia el frente. Considérense un punto 4 en la punta
del dedo indice, y un punto B en la esquina superior derecha del frente del salon. (Cudn-
tas rectas contienen a los puntos 4 y B? (Qué postulado justifica la respuesta ?

i

Témese un libro o una lamina de cartén duro. (Sepodra mantenerel libro en una posicion
fija, si se coloca sobre las puntas de dos lapices? (Cudl es el numero minimo de lapices
necesario para sostenerlo en esa forma?

(=
K

(Pueden estar tres puntos en una sola recta? ;Tendran tres puntos que estar en una sola
recta? '

b

Sea la esquina deyun escritorio, representacion de un punto P, el conmutador de la luz
en la pared, representacion de un punto @ y una esquina del salon, representacién de
un punto R. (Habra un plano que contenga los puntos P, Q y R?

F

17 ]

(Cudl es el niimero r.[nimo de puntos necesario para determinar un plano? (Serd cierto
que tres puntos sicmipre determinan un plano?
.

55
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6. En el esquema de una tienda de campafia,
(qué segmentos de recta hay que imaginar
a fin de completar el dibujo? ;Cual es la
interseccién de los planos que contienen
los dos lados de la tienda ?

7. La tienda representada por el esquema de
la derecha tiene piso cuadrado. ;Qué seg-
mentos de recta completaran el dibujo de Ia
tienda ?

8. Manténganse dos lipices-juntos por sus puntas afiladas entre los dedos pulgar ¢ indice.
Si los lapices representan dos rectas que se intersecan, /cudntos planos contienen estas
dos rectas?

. ¢Cual de los dos siguientes dibujos constituye una mejor representacion de un libro?
¢Cbémo habria que sostener un libro para que se viera como en el esquema (a)?; jy como
en el esquema (b)?

@ o)

10. Se hizo una marca en el medio de una tabla de 4 metros de largo, es decir, se hizo la
marca a 2 metros de cualquiera de los extremos de la tabla. Una persona aserro la tabla
exactamente por la marca; no obstante, ninguno de los dos trozos resultantes midio
2'metros de largo. Atn mas, la suma de las longitudes de los dos trozos no resulto igual
que la longitud original de la tabla completa. ;Como puede explicarse esto?

3-2. RECTAS, PLANOS Y REPRESENTACIONES

El dibujo de la izquierda en la pégina 57 es una representacion de una pirdmide '

triangular. Los segmentos AB, AC, AD, BC, BD y CD se llaman las aristas. Obsér-
vese que la arista BD se representé mediante una recta de trazos; esto se debe a que
la arista quedaria oculta si la pirdmide fuera sélida. Si la figura se dibujara como se
muestra a la derecha, pareceria un conjunto de puntos en un mismo plano.

Los puntos 4, E, B, Cy F estdn todos en un mismo plano, a saber, el plano que
contiene Ja cara superior delantera de la pirdmide. Los puntos de un tal conjunto se
dicen coplanarios. Desde luego, los puntos 4, B, Cy D no son coplanario'i._)

Los puntos 4, E'y B estdn todos en una misma recta, a saber, la recta AB. Tales
puntos se dice que son colineales o que estdn alineados. Desde luego, los puntos 4, B

Rectas, planos y representaciones L1

y (' no estdn alineados. Andlogamente, 4, F'y C estdn alineados, pero, 4, Fy G no
lo estdn.
Alwra, presentaremos estas ideas mds formalmente.

Definicién

l.os puntos de un conjunto estdn alineados o son colineales, si hay una recta
que los contiene*a todos.

Dofinicién

1.0s puntos de un conjunto son coplanarios, si hay un plano que los contienc
a todos.

| Pregunta: En la figura anterior de la izquierda, los puntos E, Fy G no estén en
uni sola cara de la pirdmide. (Podria deducirse que E, Fy G no son coplangrlos il

PPara emplear la geometria a base del esquema descrito en e'l Capitulo 1, pecesnamos
postulados que expresen el significado real de nuestros términos no definidos: punto,
recta 'y plano. Para las rectas, ya lo hemos hecho. El postulado de lg regla constituye
wnn buena descripciéon de como se ven las rectas cuando se las mira una por una.
I'nmbién, en el enunciado del postulado 4 en la pdgina 41, hemos dicho que dos
puntos cualesquiers determinan una recta.

POSTULADO 4. El postulado de la recta
\‘A [
Dados dos puntos distintos cualesquiera, hay exactamente una recta que los contiene,

Ahora, queremos enunciar postulados que describan los planos y el espacio. El
primer paso consiste en un postulado que garantiza la existencia en nuestra geometria
de liguras del tipo representado al comienzo de esta seccidn.

POSTULADO 5

(a) Todo plano contiene al menos tres puntos que no estdn alineadosf
(b) El espacio contiene al menos cuatro puntos que no estdn en un plano.
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Esto es simplemente otra manera de decir que los planos son amplios y que el
espacio no es llano.

Finalmente, observamos que el postulado de la recta da alguna informacidn acerca
de la interseccion de rectas.

Teorema 3-1

Si dos rectas diferentes se intersecan, su interseccidén contiene un punto sola-
mente.

Demostracién. Si ‘dos rectas diferentes se intersecaran en dos puntos diferentes
Py Q, entonces habria dos rectas que contienen a los puntos Py Q. Pero, el postu-
lado de la recta nos dice que esto no puede suceder.

De ahora en adelante, siempre que hablemos de dos rectas, o dos planos, entendere-
mos que las rectas o los planos son distintos. Es decir, cuando hablamos de dos
cosas, entenderemos siempre que son, en realidad, dos cosas distintas. Pero, si deci-
mos simpiemente que Py Q son puntos, se admite la posibilidad de que P = Q.

Conjunto de problemas 3-2

1. Mediante la inspeccion del siguiente dibujo de una figura tridimensional, decidir si los
puntos de los conjuntos indicados a continuacion (1) estan alineados, (2) no estin
alineados, pero son coplanarios, o (3) no son coplanarios:

P
(@) {4,B,C, D}

(b) {4, D, B}.
(© {P, D, O} c
(@ {P, B, C}.

(e) {4, B,C, Q}. \‘»

Q
2. (Cuantas rectas pueden contener un punto dado?; (dos puntos dados?; ;y tres puntos
dados cualesquiera ? ‘

4

3. Datos: P y Q son puntos distintos. La recta L, contienca Py a Q. Larecta L, contiene
aPyaqQ.

{Qué podemos asegurar acerca de L, y L, 7 ;Qué postulado o teorema justifica Ia con-
clusién?
4. Datos: L, y L, son rectas distintas. El punto Pestien L, y en L,. El punto Q esta en

LiyenlL,.

{Qué podemos asegurar acerca de Py Q7 {Qué postulado o teorema justifica la conclu-
sion?

b1

Rectas, planos y representaciones (eontinuncién)

8. Fnunciar una definicion precisa de un conjunto de puntos no alineados.

6. Indicar cuantas rectas pueden dibujarse pasando por pares de los puntos distintos
A, B, Cy D,si:

(a) A, By Cestan alineados;

(b) cada tres puntos no estan alineados;

(¢) los puntos no son coplanarios.
; 7
7. Dada una recta L, (cuadntos planos en el espacio pueden contenerla?

#. Construir un modelo de la figura en el problema 1, utilizando palillos y cola.

3-3. RECTAS, PLANOS Y REPRESENTACIONES [CONTINUACION]

It siguiente postulado describe la condicién de “lfaneza”™ de los planos:
1 st

POSTULADO 6

r i ' cta estd en el mismo
Si dos puntos de una.recta estan en un planpz entonces la re

plano. ”

Il siguiente teorema describe la interseccion de las rectas y los planos:

Teorema 3-2

Si una recta interseca a un plano que no la contiene, entonces la interseccion

contiene un solo punto.

que el teorema 3-2 no ofrece informacion nueva, pues

(M4s adelante, veremos o

se deduce del postulado 6 de la misma manera que el teorema 3-1 se de
tulado 4.)

VN
\P

Y
\

) _ —

En la figura, vemos una recta L que interseca a un plano E de la rgagcrr‘ztc?::;|ixl\‘?lxr§;;

¢l teorema 3-2. Veremos varias figuras como ésta; tales ﬁgu‘ra's 'e e .‘:m‘“. l”“ ¢

cuidadosamente a fin de aprender a dibujarlas. Desde luego, Z{).‘Lm.'r:]p)r:.\c.m;lm m
recta, dibujamos primero un segmento de la recta y, luego, dibujamos p s
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Nechas en los extremos del mismo para indicar que la recta contintia indefinidamente.
Por lo regular, se indica un plano mediante un rectdngulo dibujado en el plano.
Cuando miramos un rectdngulo oblicuamente, como se supone que lo hagamos en
I5| ligura anterior, el rectdngulo parece un paralelogramo. Andlogamente, una circun-
I‘crcncia, vista en perspectiva, parece una elipse, como se indica a continuacién, en la
ligura de la izquierda. Si nuestros ojos estuvieran en el plano del rectangulo, éste
s¢ veria simplemente como un segmento, segun indica la figura de la derecha, y el
dibujo seria correcto desde el punto de vista de la légica, pero no seria instructivo.

Ll postulado 4 nos dijo que dos puntos determinan una recta, Para determinar
un plano, se necesitan trés puntos no alineados.

POSTULADO 7. El postulado del plano

Tres puntos cualesquiera estdin al menos en un Plano, y tres puntos cualesquiera
no alineados estdn exactamente en un. plano, ‘

Mds brevemente, fres puntos cualesquiera son coplanarios, y tres puntos cualesquiera
no alineados determinan un plano.

Teorema 3-3

Dada una recta y un punto fuera
de ella, hay exactamente un
plano que contiene a ambos.

Teorema 3-4

m

. L]
Dadas dos rectas que se inter-

secan, hay exactamente un plano

que las contiene. b

Finalmente, enunciamos el siguiente postulado:
POSTULADO 8

Si dos.planos diferentes se intersecan, su interseccion es una recta,

Rectas, planos y representaciones (continnacion) ol

Quizds, parezca que habremos de continuar enunciando postulados indelinida-
menle, para describir nuestras ideas intuitivas acerca del espacio. Sin embargo,
resultard que no es necesario hacer esto. En este libro, estudiaremos la geometria del
espacio basdndonos en sélo veinticuatro enunciados fundamentales. Todo lo demds
puede deducirse de estos enunciados y, en este texto, aprenderemos como hacerlo.

No debemos considerar veinticuatro enunciados como un nlimero grande de
dutos fundamentales. En realidad, es tan pequefio que hace la geometria completa-
mente distinta de una ciencia como, por ejemplo, la biologia. En la biologia, veinti-
cuatro datos no nos llevarian a ninguna parte; para obtener los miles de otros datos
(Jue se¢ necesitan saber, tenemos que trabajar en el laboratorio, examinando plantas y
animales reales. En vez de un laboratorio, la geometria emplea el razonamiento
ldpico, comenzando con un nimero muy pequefio de datos fundamentales.

Conjunto de problemas 3—3

1. (Cudntos planos pueden contener un punto dado?; ;dos puntos dados?; (y tres puntos
dados? -

2. Kn un piso liso, a veces cojeara una mesa de cuatro patas, mientras que una de tres patas
siempre estard firme. Expliquese.

). iQué postulado ilustra la figura de la derecha? >
. 4
R A ________ _/// E2\
4. « npletar el enunciado: Dos rectas diferentes pueden intersecarse en_.____ | v

; planos diferentes pueden intersecarse en

<>
Dato: El plano E contiene los puntos R y T. (Qué puede concluirse acerca de RT?
(Qué postulado o teorema justifica la respuesta? Dibujese una figura para ilustrar este
ejercicio.

»

6. Dibujese un plano E, utilizando un paralelogramo para indicar el mismo. Dibujese un
segmento de recta que esté en el plano E. Dibujese un segmento de recta que interseque
al plano E en un solo punto, pero que no interseque al otro segmento.

«> , .
7. Si AB y el plano F tienen los puntos comunes K y M, (qué puede concluirse acerca de
>
ABYy F? (Por qué?

8. Una recta puede é‘enotarse mediante dos de sus puntos. (Cuantos puntos de un plano
ticnen que emplearse para denotar ¢l plano?

9. Se da que los puntos 4, By Cestan en el plano E'y que los puntos 4, By C estdn en el
plano F. (Se podra concluir que £y Fson un mismo plano? Expliquese.
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10. Datos: L, y L, son dos rectas distintas. L, cstd en el plano E. L, esti en el plano F.

11.

15

L,y L, se intersecan en el punto P. El punto Q, distinto de P,estien L, yen F. El
punto R, distinto de P, esta en L, yenE,

¢Qué puede concluirse acerca del plano FE'y del plano F? ¢Qué postulados o teoremas
justifican la respuesta ?

Examinese la figura de la derecha, de un
solido rectangular, hasta darse cuenta de
como se dibujé para que se viera como una
figura tridimensional, Entonces, ciérrese e
el libro y dibtijese de memoria una figura
comoésta. Practiquese hasta obtener resul- g

tados satisfactorios. Al” B

. Después de completar el problema 11, dibtjese una figura de un cubo.

- La figura que es la reunion de todos los seg- A

mentos cuyos extremos son cuatro puntos
no coplanarios, se llama piramide triangular,
o tetraedro. Los cuatro puntos son los
vértices del tetraedro.

(a) Redactar una definicién de una arista B D
de un tetraedro.

(b) (Cudntas aristas tiene el tetraedro ? ({Cudles son ? c
(¢) (Habra algunos pares de aristas que no se intersequen?

(d) Una cara es una regién triangular determinada por tres vértices cualesquiera.
Nombrense las cuatro caras. (Habra algunos pares de caras que no se intersequen ?

La figura de la derecha representa una
piramide cuadrada cuya base, un cuadrado,
S€ supone que esté mdas cercana al lector.
Nombrar los planos que determinan sus
vértices. (Deberan indicarse siete planos.)

Considérense las siguientes definiciones:

El espacio M es un conjunto cuyos tinicos elementos son <uatvo puntos no copla-
narios 4, B, C y D. Una recta es un par de puntos cualesc uiera que pertenecen
al espacio M. Un plano es una terna de puntos cualesquiera pertenecientes al
espacio M.

Mediante un examen cuidadoso de todos los pares y las ternas de puntos, muéstrese que
¢l espacio M satisface a los postulados 4, 5, 6, 7 y 8, y a los teoremas 3-1,3-2,3-3y 34,
Un sistema tal se [lama una geometria de cuatro puntos.

4Que postulado se incluyé en el texto, que nos asegura que el espacio corriente contiene
una infinidad de puntos?

Conjuntos convexos 63

3-4. CONJUNTOS CONVEXOS

Un conjunto de puntos se llama convexo, si nunca hay que sallr.del conjunto para
tomar un atajo. Por ejemplo, los conjuntos indicados a continuacidén son convexos:

\A/

Q
.'\‘
Q
('ada uno de estos conjuntos es una region completa del plano, no sunplemepte la
frontera. En cada uno de ellos, siempre se puede pasar de un Punto.P cualqu.lera a
ofro punto Q cualquiera, moviéndose a lo largo de una recta, sin salir del conjunto.

I'xaminense los ejemplos presentados anteriormente.
Por otra parte, ninguno de los siguientes conjuntos es convexo:

N

K>
Iemos indicado por qué no lo son, dando ejemplos de pares de puntos Py Q, que

no pueden unirse mediante segmentos que estén totalment-e en el cc?njunto. o
Lnunciamos todo esto en una forma matemdtica mejor, mediante la siguiente

dehinicion: t

Definicién
Un conjunto 4 se llama convexo, si para cada dos puntos Py Q del conjunto,
todo el segmento PQ estd en A.

Los conjuntos acerca de los cuales hemos
¢stado hablando hasta ahora son “‘pequefios”,
pero un conjunto convexo puede ser muy
extenso. Por ejemploy todo plano es un con-
junto convexo; y una tecta de un plano divide
a} pland’en dos conjuntos, cada uno de los
cuales es convexo y se extiende indefinida-
mente. Estos dos conjuntos, H, y H,, se llaman semiplanos o lados de la recta L,
y L se llama la arista o el borde de cada uno de ellos.
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Los semiplanos son convexos, porque si dos puntos estdn al mismo lado de la
recta, el segmento que los une nunca cruza la recta.

&

Por otra parte, si Ty U son puntos en lados opuestos de la recta, el segmento 70U
siempre interseca a la recta.

Ahora, resumimos las observaciones anteriores en un postulado y algunas defini-
ciones.

S

POSTULADO 9. El postulado de separacién del plano '

Se da una recta y un plano que la contiene. Los puntos del plano que no eswun cn
la recta forman dos conjuntos tales que

(1 ) cada uno de los conjuntos es convexo, y

( 2) si P estd en uno de los conjuntos y Q en el otro, entonces el segmento PO .

interseca a la recta.

Definiciones

Dada una recta L y un plano E que la contiene, los dos conjuntos determinados
por el postulado de separacion del plano se llaman semiplanos o lados de L, y L
se llama la arista o el borde de cada uno de ellos. Si P estd en uno de los semi-
planos y Q estden el otro, entonces decimos que Py Q estdn a lados opuestos de L.

El postulado nos dice dos cosas acerca del modo que una recta separa al plano en
dos semiplanos:

(1) Si dos puntos estdn en el mismo semiplano, entonces el segmento que los une
estd en el mismo semiplano y, por tanto, nunca interseca a la recta.

(2) Si dos puntos estdn en semiplanos opuestos, entonces el segmento que une los
dos puntos siempre interseca a la recta.

Mientras que una recta tiene solamente dos lados en un plano dado, toda recta
tiene una infinidad de lados en el espacio. En la siguiente figura, se presentan cinco
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de I infinidad de semiplanos en el L
espucio que tienen la recta L como /H4 |

nrista. Hs Ha
[
| Pregunta: (Habrd alguna diferen- F H,
vin entre los siguientes dos enuncia- ’
dos? / Q
() Py Q estdn en lados distintos ,// ,/.
de L. h"‘~\\\ /’/"//P
(2) Py Q estdn en lados opuestos V \
de 1]

tn plano separa al espacio exactamente del mismo modo que una recta separa a
un plano.

~s Y .

- o/
Ry A
T s ;
l.os dos conjuntos en que un plano separamal espacio se llaman semiespacios, o
lados del plano. En la figura anterior, estos lados son H, (encima del plano) y H,
(dehajo del plano). Cada uno de los dos semiespacios es convexo. Si R estd en uno
de cllos y S estd en el otro, el segmento RS siempre interseca al plano.

Nucvamente, resumimos lo que hemos dicho, mediante un postulado y algunas
definiciones.

POSTULADO 10. El postulado de separacion del espacio
Los puntos del espacio que no estdn en un plano dado forman dos conjuntos tales
que
(1 ) cada uno de los conjuntos es convexo, y

(2) si P estd en uno de los conjuntos y Q estd en el otro, entonces el segmento PQ
interseca al plano.

Definiciones ¢

Los dos conjuntos determinados por el postulado de separacion del espacio se
llaman semiespacios, y el plano dado se llama la cara de cada uno de ellos.

Obsérvese que mientras toda recta en el espacio es la arista de una infiniddd de
semiplanos, todo plano en ¢l espacio es cara de solamente dos semiespacios.
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Conjunto de problemas 3—4

[Nota: Al resolver los problemas de este conjunto, utilicese el conocimiento intuitivo en los
€asos en que no se aplica nuestra estructura axiomatica.]

1. El alumno debera estar preparado para analizar las siguientes preguntas oralmente:
(a) (Es una recta un conjunto convexo? Expliquese.
(b) (Es convexo un conjunto que consiste solamente en dos puntos? (Por qué?

(c) Sile quitamos un punto a una recta, ;formaran los puntos restantes un conjunto
convexo? '

(d) (Es una circunferencia un conjunto convexo ?
(e) (Es el interior de una circunferencia un conjunto convexo?
(f ) {Es una superficie esférica un conjunto convexo ?
(2) (Es convexo el espacio encerrado por una superficie esférica ?
(h) (Separa un punto a un plano?; jal espacio?; ¢y a una recta?
- (i) ¢Separa un rayo a un plano? Y una recta, (lo sepafa? Y un segmento?

(3) (Pueden d.os rectas en un' plano stararlo en dos regiones?; /en tres regiones?; {en
Cuatro regiones ?; ;y en cinco regiones ?

2. Todo punto de AB est4 contenido en el con-
Junto K. ;Quiere decir eso que K es un con-
junto convexo? Expliquese.

3. (Es todo plano un conjunto convexo ? Expliquese. ;Qué postulado es indispensable en
la explicacién ?

4. (Cudles de las regiones marcadas con le- A
tras maytisculas son conjuntos convexos ?

S. Si le quitamos un punto a un plano, jsera convexo el conjunto resultante?

6. Los interiores, C'y D, de las dos circunferencias sonr
cada uno un conjunto convexo.

(a) ¢Serd su interseccién un conjunto convexo ? ’
(b) ¢Sera su reunién un conjunto convexo ?

7. Si L es una recta en el plano E, jsera convexo el conjunto de todos los puntos de F que
estdn a un lado de L?

.

-
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. Dibujar un cuadrildtero (unn Agura con cuatro lados) plano cuyo interior sca convexo,

Dibujar uno cuyo interior no sea convexo. .
!

9. ;Scrad convexo el conjunto que consiste en todos los puntos de una superficie esférica y
todos los puntos en el interior de la superficie esférica?

10. ;Es un toro (una figura que tiene la forma de una rosquilla) un conjunto convexo?

11. Dibujar dos semiplanos que tengan una arista comin y que sean coplanarios. Dibujar
dos que tengan una arista comun, pero que no sean coplanarios.

12. Dibujar dos semiplanos que sean coplanarios, pero que no tengan una arista comun.

13. 11, y H, son dos semiplanos que estan contenidos en un plano. ‘Indicar si la reunion de
11,y H, es todo el plano cuando ‘

(a) H; y H, tienen la misma arista. Expliquese.
(b) la arista de H, interseca a la arista de H, exactamente en un punto. Expliquese.
U "
t4. (a) (En cuantos conjuntos separa a una recta, un punto de ella? ;Qué nombre podria
darsele a cada uno de estos conjuntos?

(b) Utilizando la terminologia desarrollada en la parte (a), redictese un enunciado de
separacion de la recta parecido a los postulados 9 y 10. )

15. (En qué difiere un rayo de una semirrecta ?

16. (Podran tres rectas en un plano separarlo en tres regiones ?; jen cuatro regiones?; ;en
cinco regiones?; (en seis regiones?; (y en siete regiones ?

17. (En cuintos conjuntos separan al espacio dos planos que se intersecan? ;Y dos planos
paralelos?

I8. (Cual es el nimero mayor de conjuntos en que tres planos distintos pueden separar al
espacio? (Y el nimero menor?

19. ;Es el siguiente enunciado cierto o falso? La reunion de dos conjuntos convexos cuales-
quiera, que tienen al menos dos puntos comunes, es un conjunto convexo. Justifiquese
la respuesta.

20. Redactar una explicacion rigurosa de por qué es cierto’el siguiente enunciado: La
interseccion de dos conjuntos convexos cualesquiera, que tienen al menos dos puntos
comunes, es un conjunto convexo. [Sugerencia: Sean P y  dos puntos comuncs
cualesquiera. (Qué conjuntos deben contener a PO7

21. Dibujar cualquier cuerpo geométrico limitado por superficies planas, tal que el conjunto
de puntos del interior de la figura no sea convexo,
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3-5. LOS SIETE PUENTES DE KONIGSBERG
. Qulzas,uel alumno piense que no hay nada complicado en relacién con la idea de
uzar calles, puentes, _etc.; pero, en efecto, hay un problema famoso en matemadticas
qui tra_ta acerca d? lg idea de cruzar y apenas contiene alguna otra idea.
a ciudad de Konigsberg estd en la costa del mar Bdltico, en la desembocadura del

rio P i i i
. regel.. En el rio, hay dos islas comunicadas entre si y con las mdrgenes del rio
mediante siete puentes, como se ilustra a continuacion:

Las i
L rf)ersogals que paseaban alrededor de las islas descubrieron que si partian de la
gen sur del rio, no podian proyectar su paseo de manera que se cruzara cada uno

de los puentes e
xactamente una vez. Parecia i j
. que tenia que dejar
puente, por lo menos: : Jar de cruzarse un

L=

o cruzarse alguno de los puentes dos veces:

T

L: i i
o a gente e;t'aba convencida de que no podia cruzarse cada puente exactamente una
! \ p(;rlo nadie estaba seguro de ello. Finalmente, en el afio 1735, alguien propuso
¢l problema al gran matemadtico suizo, Leonhard Euler. Euler descubrié que los

I’ Sca < (2 B X3 d y p [R111¢
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Primero, considéresc lu isla del este:

P
/

—

Hay tres puentes que conducen a ella. Puesto que se partié de la orilla sur, como
requiere el problema, debié haberse partido de un punto fuera de la isla del este.
Como se hace cada uno de los tres cruces exactamente una vez, s termina en la isla
del este. (Andlogamente, si las luces estdn apagadas 'y se le da al conmutador tres
veces, las luces estardn encendidas.)

Ahora, consideremos la isla del oeste:

E B Y
-» 1
!

Ifay cinco puentes que conducen a ella, y cinco es un nGmero impar. Por tanto,
como se partié de un lugar fuera de 1a isla del oeste, deberd terminarse en la isla del
ocste. (Esto es andlogo a darle al conmutador de la luz cinco veces: si la luz estaba
apagada al comienzo, estara encendida al final.)

Pero esto significa que el “Paseo de Konigsberg” es imposible, porque no se puede
(erminar en dos lugares al mismo tiempo.

La solucion de Euler a este problema fue un suceso muy importante en la historia
de la matemdtica, porque constituyé la primera vez que alguien resolvia este tipo
de problema. Obsérvese que si se dibujara el mapa de las islas en una hoja de caucho,
podria estirarse el caucho de cualquier manera que S€ quisiera, sin que s¢ altere el

problema.

'~

Partiendo del andlisis de Euler del “Paseo de Konigsberg”, se desarrollé una rama
completa de la matemdtica, llamada topologia combinatérica, que se ocupa de pro-
blemas de esta clase. ‘ :

Incidentalmente, si se quiere encontrar la ciudad de Konigsberg en el mapa, habrd
que buscarla en un mapa antiguo. La ciudad estd en la Unidn Soviética y sc ha

cambiaco el nombre por el de Kaliningrado. Nadie se ha ocupado de cambiarle el
nombre al problema.
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Repaso del capitnlo 71

Repaso del capitulo

1. (a) Los puntos de un conjunto estan alineados, si

(b) Los puntos de un conjunto son coplanarios,si

(¢) (Pueden estar alineados 4 puntos?
(d) (Tendran que estar alineados 2 puntos?
(¢) (Tendran que estar alineados 4 puntos?
(f) (Pueden estar alineados » puntos?
(g) (Tendran que ser coplanarios 4 puntos ?
(h) (Pueden ser coplanarios n puntos?

2. Indicar si es cierto cada uno de los siguientes enunciados. Expliquese:
(a) Si 3 puntos estan alineados, entonces son coplanarios.

(b Si 3 puntos son coplanarios, entonces estan alineados.
3. Comentar el siguiente enunciado: «“E] tablero de 1a mesa es un plano”.

4. Estudiese la figura tridimensional (en la cual 4, B, Cy Dson coplanarios), y contéstense
las signientes preguntas:

(a) (Bstan E, D _y&,.F alineados? 4
(b) (Son E,C,By F coplanarios?

(¢) (Se intersecan ACy BD?

(d) Se intersecan AC y DF?

) (SonE, By F coplanarios?

(f) (Son F, B,Gy D coplanarios?

. LEONHARD EULER (1707-1783)

'La so_lucic’)n de Euler al problema de los siete puentes de Konigsberg era tipica de su saber
e ingenio. Aqtes de su época, a nadie se le habia ocurrido que este tipo de problema pertenecia’
a_la ma.temétxca. Desde entonces, la matematica ha crecido rapidamente y en muchas direc-
c:ongs insospechadas. El analisis de Euler al problema de los puentes de Konigsberg fue
el primer paso hacia una nueva rama de la matemética que ahora se conoce con el nombre

. de topologia, la cual ha llegado a su mayor desarrolio en el siglo veinte y aun sigue creciendo

'Eyler no sélo era muy inteligente, sino también muy perseverante; produjo trabajoé
originales en la maternatica en tal cantidad que muy dificilmente se ha igua;.lado. La coleccion
de sus trabajos llena-mas de sesenta voliimenes grandes. A la edad de veintiocho afios, perdid
la vista de un ojo y, a los cincuenta, quedo casi totalmente ciego. Pero su memoria er; asom-
brosa; sabia de memoria toda la Eneida de Virgilio y siempre habia podido efectuar cdlculos

Zomphgsdos mentalmente. Asi, pudo seguir trabajando de la misma manera durante el resto
e su vida.

§. Hacer una lista de todas las condiciones que hemos estudiado, que determinan un plano.
Por ejemplo, “Una recta y un punto fuera de la recta determinan un plano” (Teorema

3-3).
6. (Cuantos planos contendran tres puntos dados, si no todos estan en la misma recta 7

7. Larecta L, inter&ca al plano E en P, pero, no estd en E. Larecta L, cstd en el plano £,
pero no contiene al punto P. (Sera posible que L, interseque a L,? Expliquese.

<>
8. Dos planos E y F se intersecan en 4B. Cada uno de los puntos Py Q estd en los planos
Ey F. {Tendrin que estur en AB los puntos Py Q7 Expliquese.
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9. Indicar si los siguientes enunciados son ciertos o falsos:

10.

11.

12.

13

14.

15.

16.

(a) El espacio tridimensional contiene, por lo menos, cuatro puntos.
(b) Todo semiplano contiene su arista.

(© Un rayo separa a un plano.

(d) Todo plz no separa al espacio en dos conjuntos convexos.

(e) Si la recta L separa al plano E en loi_semiplanos H, y H,, y si P es un punto de
H,y Q es un punto de H., entonces PQ interseca’a L.

(f) Dos semiplanos cualesquiera son coplancrios.

{Cudles de las regiones marcadas con letras
mayusculas son conjuntos convexos ?

{Qué propiedad comin tienen los semiplanos y los semiespacios ?
Redactar una definicién de un conjunto convexo.

¢Es la reunion de dos semiplanos siempre un plano ?
Expliquese.

¢Podra alguna vez ser un plano?

Completar los siguientes enunciados acerca de Ia figura de la derecha:

En la figura, E separa al
espacio en ____ H, y . A

Sabemos que 4 y estan al
mismo lado del , puesto que
no interseca al plano £, Tam- B

bién, B y D estin
de E, puesto que
Podemos

demostrar que AC
, mostrando que A y

estan del plano E.

Dibujese una recta L que separe al plano en dos semiplanos. Denétense los planos por
H,y H,. Elijanse dos puntos, D v K, de H, y un punto F de H,.

(a) (Cual es la interseccion de DK v L? (Por qué?

(b) (Cudl es la interseccién de KFy L? (Por qué?

Cada uno de los planos E, F y G de la
figura interseca a los otros dos, como se
indica. (En cudantas regiones convexas
separan al espacio ?

|

Repaso del capitulo (i

I7. En cste problema, el alumno “‘gana”, si puede cruzar cada uno ‘de los segmentos de la
figura exactamente una vez, sin levantar el lapiz del pap-el. Copiense las ﬁgurai en ‘utlu
hoja de papel y tratese de descubrir en cuales dos de las c.mco ﬁgure}‘s c?s po?,lt;le ganar”,
{Habra una manera de construir figuras con las cuales siempre se “pierda”?

(@ (b) ©

G @

t I8, De las tres figuras presentadas a continuacion, dos pueden dibujarse sin tener q}1e levantar
¢l 1apiz del papel o volver a pasar por encima de algin segmeqto fie recta, mientras qu'e7
resulta imposible hacerlo con la tercera. (Cuales dos pued.en dibujarse de’: etsta manera ?
Tratese de reproducir cada figura en una hoja de papel, sin levafltar’ e} lapiz o pasar de
nuevo por encima de algin segmento. (Habra una manera mas facil de llegar a una

conclusion?




4+ 1. DEFINICIONES FUNDAMENTALES

Un dngulo es una figura como una de éstas:

|

Definiciones

Si dos rayos tienen el mismo origen o
extremo, pero no estdn en la misma recta,
entonces su reunion es un dngulo. Los
dos rayos se llaman los lados del dngulo
y ¢l extremo comun se llama el vértice. A - C

Si los rayos son AB y AC entonces el dngulo se indica con /£ BAC ocon /L. CAB.

s indiferente qué lado se nombre primero. Mds atin, no importa qué punto s¢
nombra en cada uno de los dos lados. El dngulo en la figura siguiente, a la izquierda,
puede designarse por /. BAC, /. DAE, [ BAE, y asi sucesivamente. Para abreviar,
podemos escribir sencillamente £ A, si conocemos los lados a que nos referimos.

A c £
lin figuras como la anterior, a la derecha, podemos escribir niimeros y letras dentro
de los dngulos; asi, por ejemplo, podemos escribir /.1 por £ BAC, [Lapor /. CAD,
y usi sucesivamente.

Los lados de un dngulo son rayos y no segmentos. Por tanto, la figura s1gu1ente,
a ln izquierda, no es un dngulo:

C A c

Desde luego, la figura determina un dngulo, como se indica a la derecha. (De la misma

manera, un segmento deferming una recta sin ser una recta.)
~

kis3
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Un tridngulo es una figura como una de las siguientes:

Definiciones

SiAd, B C son tres puntos cualesquiera no alineados, entonces la reunién de los
segmentos AB, AC y BC se llama un tridngulo, y se indica con AABC. Los
puntos 4, By C se llaman vértices, y los segmentos AB, AC y BC se llaman
lados. Todo tridngulo AABC determina tres dngulos: /. BAC, . ABCy / ACB.
A é&stos los llamamos los dngulos del AABC. Si estd claro a qué triangulo nos
referimos, frecuentemente podemos designarlos por £ 4, /£ By £ C.

Se notard que cuando dibujamos un tridngulo, no necesariamente hemos dibujado
sus dngulos. Lo mismo que una escuela no contiene a sus graduados, asi, un tridangulo
no contiene sus propios dngulos. Si queremos dibujar los dngulos, debemos pro-
longar los lados y utilizar flechas, como se indica en la figura siguiente, a la izquierda.
Generalmente, no hay necesidad de hacer esto, porque sabemos claramente cuéles
deben ser los dngulos.

Q
* Interior
Pe
Exterior ) c
® ’
- °
Q, ;,l' Exterior . Q3
V4

El interior y €l exterior de un dngulo son como se indica en la figura anterior, a la

derecha.

Definiciones o

Sea / BAC un éngulo en el plano E£. Un pu(p_io P estd en el interior del /. BAC,
si(hDPy B eE:c)én del mismo lado de la recta AC, y (2) Py C estdn del mismo lado

de la recta AB. El exterior del [/ BAC es el conjunto de todos los puntos de E
que no cstdn en el dngulo y que tampoco estdn en su interior.

Definiciones fundamentales 11

Debe examinarse esta delinicion, compardndola con la figura, para asegurarnos de
que dice realmente lo que tenemos en mente. Por ejemplo, P estd cn ¢l interior,
porque satisface a ambas condiciones (1) y (2). @, no estd en el interior, pues satisluce
n (1), pero no a (2). Q, no esta en el interior, porque no satisface ni a (1) ni a (2).
(7, satisface a (2), pero no a (1).

Se notard que hemos definido el -
interior de un dngulo como la inter- ' C H
weecion de dos semiplanos. Uno de -
ellos estd del l?db de AC que con- T
ticne a By eliotro del lado de 4B )
que contiene a,C. ’

IR
i

T

A

Exterior Exterior

P

Exterior

Definiciones

Un punto estd en el interior de un tridngulo, si estd en el interior de cada uno
de los dngulos del tridngulo.y Un punto estd en el exterior de un tridngulo, si
estd en el plano del tridngulo, pero no estd en el tridngulo o en su interiof.

Debe examinarse esta definicion, compardndola con la figura, como anterior-
mente, para ase%urarnos de que dice realmente lo qué pretendemos. (Si exigimos
solamente que un punto esté en el interior de dos de los dngulos, en vez de los tres,
Jseria esto suficiente para describir el interior?) Las definiciones son mds ficiles de
uprender si las examinamos de esa manera. De hecho, cuando no las recordamos,
¢s por haber tratado dc aprenderlas de memoria, sin pararnos a considerar hasta
qué punto-expresan las ideas que se supone deben exy&ar.

- —_
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En ocasiones, utilizaremos el simbolismo X-¥-Z para indicar que “Y esta
entre X'y Z”, como en el problema 21 de la pagina 79,

Conjunto de problemas 4-1

1. Completar la siguiente definicion:

de dos

Un angulo es la que tienen el mismo

estan en la misma

, pero que no

. Completar la siguiente definicién:

Un tridngulo es la de los tres

que unen, dos a dos, tres puntos

. En la figura, los puntos K, Py H estin
alineados. Nombrar los cinco angulos.

- Se da el AABC. ;Son AC y 4B los lados del / 42 Expliquese.

. {Cudntos éngulos’ estan determinados por \/
la figura de la derecha? Nombrarlos.
(Cudntos de ellos seria posible nombrar
utilizando solamente la letra del vértice?

D B

A

. ¢Pueden dos angulos de un tridngulo tener un lado comun? Expliquese.

A

. {Cuantos angulos hay en esta figura? (Hay
mas de seis.)

. (Es cierto el siguiente enunciado? El AABC es la reuniéon del £/ CAB y el / CBA
LPor qué? o

. {Qué puntos de la figura estan en

(a) el interior del /. CBA4? e
(b) el exterior del / EBC?
(©) el interior del / ABD? D

(d) el interior del £ ABQ?

e

(R

.

20.

Definiciones fundamentoalos 79

. LLista el vértice de un dngulo en ¢l interior del angulo?; (en su exterior?

JIin cudntas regiones separa un triangulo al plano del triangulo?

. {Fn cuantas regiones separan los angulos de un triangulo al plano del tridngulo?

. Nombrar todos los tridngulos de la figura siguiente, a la izquierda: (Hay mas de cuatro.)

A

-

{C'udntos triangulos hay en la figura anterior, a la derecha ? (Una manera facil de abordar
¢l problema es escribir PRHM DK vy, luego, escribir todas las posibles combinaciones de
tres letras y cotejar cada combinacidn con la figura.)

. {Sera el interior de un angulo un conjunto convexo? (Y el exterior?

L0

. {Serd un tridngulo un conjunto convexo?
. {Seré el interior de un tridngulo un conjunto convexo? (Y el exterior?

. Sc dael AABC y el punto P en el interior del / A4 y, también, en el interior del / C.

. Qué se puede concluir acerca de P?

(a) (Podra un punto estar en el exterior de un triangulo y, también, en el interior de un
angulo del triangulo ? Tlustrar la respuesta.

(b) (Podra un punto estar en el exterior de un tridngulo, pero no en el interior de ninguno
de los angulos del tridngulo ? Tlustrar la respuesta.

Se dael AABC y unpunto P. Py A estan del mismo lado de EE' Py Bestan del mismo
lado de ZZ‘

(a) (Esta P en el interior del / ACB?

(b) (Esta P en el interior del AACB?

. Se da el AABCy, ademas, A-D-B, B-E-C, C-D-Fy D-G-E.

(a) (Estd G eﬁ”el interior o en el exterior del AABC?

(b} Interseca BG a AC?

(¢) Gy Festan en lados opuestos de

(d) (Coémo podemos estar seguros de la respuesta a la pyte (a)?

N //
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4-2. ALGUNAS OBSERVACIONES ACERCA DE LOS ANGULOS . MEDIDA ANGULAR

Segun los hemos definido en este capitulo, los dngulos son simplemente conjuntos

; AM como medimos segmentos con una regla, medimos los dngulos con un trans-
de puntos. Por ejemplo:

pottador,

A c

Es indiferente el orden en que se nombran los lados de un dngulo.

Esta es la forma mds sencilla de la definicién de un dngulo. Es la idea que necesita-
mos para los propoésitos de este curso. Mds adelante, sin embargo, en el estudio de la
trigonometria, la definicion de dngulo aparecerd en una forma diferente. En la
trigonometria, importa qué lado del dngulo se nombre primero:

W

"l nimero de grados de un dngulo se llama su medida. Si hay r grados en el L PQR,
#ulonces escribimos
m/{ POR=r. 3

Lado inicial - e lny marcas del transportador, vemos que
A C :
ZCAB £BAC é m/. CAD = 30, m/ CAF = 90,
Esto es, enla trlgonometrla distinguimos entre el / CAB Yy el LBAC Enel £ CAB, f m/ CAE = 45, m/ CAG = 100,

AC es el lado inicial y AB es el lado terminal. En el / BAC, AB es el lado inicial y

—_—
AC es el lado terminal. Angulos como éstos se llamzr. dngulos orientados. Cuando
utilizamos dngulos orientados, permitimos los “dngulo. cero” y los “dngulos llanos”.

A B C c A B
£ BAC £ BAC

y ani sucesivamente,

Ne notard que no necesitamos emplear el 51gno para grados cuando escribimos
A0, 45, y asi sucesivamente, porque la letra m se encarga de ello: m/ POR es el
mimero de grados en el £ PQR.

1De la misma manera que hallamos distancias mediante sustraccion, utilizando una
1egln, podemos emplear la sustraccién para hallar las medidas de los dngulos. Por
#jomplo, tenemos que m/ DAE = 15, porque 15=45—30=m/ CAE —m/ CAD.
f*or ¢l mismo artificio, tenemos

En este curso, los dngulos orientados no se emplenrdn, porque no se necesitan en
la geometria elemental. Por ejemplo, los dngulos de un tridngulo jamds son dngulos
cero ni dngulos llanos y no hay modo
razonable alguno de decidir qué
orientacidon deben tener. Para asig-
narles orientacion, tendriamos que
proceder al azar, y estas orienta-
ciones de los dngulos no tendrian
utilidad para nosotros, porque no

-estarian relacionadas con los proble-
mas que tratdsemos.

m/.GAD = 100 — 30 = 70.

Se notard que 180 no es la medida de ninglin dngulo en la figura. (No existe un
" dngulo £ BAC, pogrque AB y AC son colineales.) Sin embargo, podemos todavia restar
do 180, para obtener
~ m /[ BAI = 180 — 150 = 30,

m/ BAH = 180 — 130 = 50,

y asf sucesivamente.
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Los siguientes postulados resumen los principios acerca de los transportadores
que hemos estado utilizando. En las figuras que ilustran estos principios, escribimos

o] (o] ’ b
I’ 8§,y asl sucesivamente, para recordar que esos nimeros son las medidas de los
dngulos en grados.

POSTULADO 11. El postulado de la medida de angulos B
A cada dngulo [ BAC le corresponde un
niimero real entre 0 y 180, :
N rO
Definiciones m £BAC=r.
. C

A

El niimero dado por el postulado de la medida de dngulos se llama la medida
del £ BAC, y se escribe m /. BAC.

Siempre que lo deseemos, pode-
mos construir un dngulo con cual- it
quier medida entre 0 y 180. Claro H
estd, si comenzamos con un rayo en A\
el planoyel niimero r, podemos cons- e A - -
truir el dngulo en cualquiera de los I ’
lados de la recta que contiene al rayo. Hy
Asi, tenemos las condiciones para el )
siguiente postulado: .

POSTULADO 12. El postulado de la construccién del angulo

—_
Sea AB un rayo de la arista del
_semiplano H. Para cada mimero
r entre 0_y) 180, hay exactamente H
un rayo AP, con P en H, tal que r
m/ PAB =,

A B

Podemos calcular medidas de dngulos por adicién y por sustraccion, utilizando
cl siguiente postulado:

POSTULADO 13. Ei postulado de la adicién de angulos

Si D estd en el interior del [ BAC,
entonces m/ BAC=m/ BAD +m/ DAC.

, A
De ahi, obtenemos m /. CAD = m¢ CAB — m/ DAB.

Medida angular 33

Dos dngulos forman un par lineal, si son como éstos:

I'ara ser mds precisos, tenemos la siguiente definicién:

Definicién
Si ABy AD son rayos opuestos, y AC es otro rayo cualquiera, entonces / BAC
y £.CAD forman un par lineal.
La siguiente definicién trata simplemente de medida angular; no dice nada acerca
de ¢6mo son los dngulos:

Dofinicién
Si la suma de las medidas de dos
dngulos es 180, entonces decimos
que los dngulos son suplementarios,
y que cada uno es el suplemento del : -
otro. o & rs=180. L
Los dngulos pueden, sin embargo, formar un par lineal y, en ese caso, son siempre
suplementarios. ‘

POSTULADO 14. El postulado del suplemento

Si dos dngulos forman un par lineal, entonces son suplementarios.

Para abreviar, podemos referirnos a estos postulados como PMA, PCA, PAA y
PS. Estas son, naturalmente, abreviaturas del postulado de la medida de dngulos,
del postulado de la construccion del dngulo, del postulado de la adicion de dngulos
y del postulado del suplemento. ‘

Se recordard que, al tratar la medida de distancias, encontramos que podiamos
emplear cualquier unidad. Si decidimos cambiar la unidad de distancia, entonces
simplemente multiplicamos todas las distancias por un cierto namero, y todos los
postulados para la disfancia continian siendo vdlidos. Esto no es cierto, sinembargo,
pura la medida angular, porque el postulado del suplemento determina la unidad.
lin virtud de nuestra definicion de dngulos suplementarios, el postulado 14 nos dice
que si dos dngulos forman un par lineal, -entonces la suma de sus medidas es 180.
tista condicién deja de ser vilida si duplicamos la medida de cada dngulo, o ‘si divi-
dimos la medida de cada 4ngulo por 2. A ‘
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Conjunto de problemas 4-3
LSim/A=63ymy/B= 117, entonces / 4 y /B son "7/‘
2. Sienla figura, m/ QPS = 41 Yym/QPM =37

justifica la conclusién ? > douales m/ MPS?  ;Qué postulado
}
Y
X V4
P
J w

3. Se da la figura, con Y, P, W alineados ym/ XPY =m/ ZPY.
(a) Nombrar dos pares lineales.

(b) Nombrar tres conjuntos de Angulos suplementarios

4. Se da que A-K-Fy D no es un punto de ;1—1)7
(@) LAKDy /FKD forman
(b) m/ AKD + m/ FKD —

¢Qué postulado es esencial para la respuesta ?

. o

< >
5. l?n la figura, GH y PQ se cortan, formando cuatro N Q
angulos. \
(a) Si b =52, jcudl es el valor de 2 < AL
(b) Si @ =110, cudles son los valores de b, cyd? d°/ < A o
% P
g

Utilizando l1a figura, evaluar cada uno de los siguientes:
(@ m/ APC, (b) m/EPD. . (¢) m/GPA,
(d) m/ DPB. (e) m/ FPC.

- (f) my APB + m/ BPE.
(h) m/z APC+ m s CPH.
() mLFPH - my 1P,

(8) m/ HPG + m / FPC.
() m/FPA~myppa. > A"

f

/

Medidu angular 5

/
!

7. Ulilizar el transportador para evaluar cada uno de los siguientes:

(0) m/ RPS. (b) m/ VPR

() m/VPS. (d) m/ TPR. ;

(¢) m/ XPR. (t) m/ XPY. h

(8) m/ WPS. (h) m/ XPW. A

(i) m/ XPS. () m/ TPR+m/SPW. ~y — p

K. Con préctica, se podra aprender a calcular con bastante precision el tamafio de los
dngulos, sin necesidad de utilizar un transportador. En los ejercicios a continuacion,
no debe emplearse un transp&grtador para decidir cuales de los dngulos de la figura tienen
las medidas anotadas. Aparear los 4ngulos a la derecha con las medidas indicadas en la
columna de la izquierda. \

*

(0) 80 < x < 95.
(b) 55 <x <70. 4,
() 40 <x <60.
(d) 90 < x < 105.
() 20 < x < 45.
() 110 <x < 125.

9. I'mpleando una regla y un transportador, construir angulos que tengan las medidas
angulares 30, 60, 15, 90, 100 y 135. :ﬁ

10. Utilizando solamente una regla, y no un transportador, trazar anguios cuyas medidas
scan, aproximadamente, 10, 30, 45, 60, 90, 120,135, 150. Debera utilizarse el transpor-
tador, después, para comprobar las figuras.

—>

1i. Sobre la arista de un semiplano, tomar los puntos M, K, A_t_;ﬂ que M-A-K. Dibujar AT
tal que m/TAK =35. En el mismo semiplano, tomar 4V tal que m/ MAV =85.
Medir /. TAV con un transportador. (Concuerda el resultado con un calculo correcto?

12, Iin la figura plana, H
(@) m/CAB+m/ DAC=m/ _?__.
by m/EAD+m/ DAC=m/ _*__.
(c) m/ EAD —h,{t[_DAB=mL LI A )
() ML EAC ~m/ DAC=m/ _1__. ) -~
13, Determinar la medida del suplemento del angulo cuya medida es:
() 80. () 48, © 144 (d) 25, .
(¢) m Gy wu itk (g) 180 n7/' (h) 90 - n,

/
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Angulos y tridingulos
En la figura, & P &
(@ m/SPR+m/QPO=m/
=m/ RSP

(©) m/POQ + m/POS =

(© m/ROQ =180 ~m/ _ 1 __
) so+o0Q=_1_

Si dos angulos suplementarios tienen medidas iguales, ;cudl es la medida de cada angulo?

Si la medida de un 4ngulo es tres veces la medida de su suplemento, ;cuil es la medida
del angulo?

La medida de un 4ngulo es 24 mis que la medida de su suplemento. Hallar la medida
de cada angulo.

Dos veces la medida de un dngulo es 30 menos que cinco veces la medida de su suple- 4

mento. (Cual es la medida del 4ngulo?
Si en un plano, m/ BAD =65y m/ DAC = 32, (cudnto es m/ CAB?

> > -
Se da Ia figura, con MN y PQ, que se intersecan en A. (En qué postulados o definiciones
se fundamenta cada uno de los siguientes enunciados ?

(@) LPAMYy [/ QAM forman un par lineal. . M

(b) LPAMY / QAM son suplementarlos A
© m Z_PAM-i— m/ QAM = 180,723
(D) m/ QAM 4+ m/ QAN = 180. / P N

Si m/ABC+m/DBC=180 y m/MAS+ m/NAS = 180,

m/ NAS, iqué podemos concluir? ;Por qué?

™ PROBLEMA OPTATIVO

{Por qué es cierto el siguiente enunciado ? A

Si una recta L corta a dos lados del AABC en los
puntos Dy E (siendo D y E diferentes de 4, By 0), L E
entonces L no corta al tercer lado.

[Sugerencia: Refiérase a la seccion 3—4 y demuéstrese que
By C estan del mismo lado de L.] B C

(sera m/ ABC +-
m/ DBC =m/MAS + m/NAS? ;Por qué? Si, también, decimos que m/ DBC = |

Augulos rectos, perpendicularidad, ngulon congruentos a7

4-4. ANGULOS RECTOS, PERPENDICULARIDAD, ANGULOS CONGRUENTES

Definicién

Si los dngulos de un par lineal .
ticnen la misma medida, entonces
cada uno de ellos se llama un dngulo _
recto,

-

lin este caso, tenemos r + r = 180, por el postulado del suplemento. Por tanto,
podemos escribir igualmente la siguiente definicidon de dngulo recto:

Deofinicién B
90°

Un dngulo recto es un dngulo cuya
medida es 90.

Dofiniciones

Si A—l)i y ZZ‘ forman -un dngulo recto, entonces se llaman perpendiculares, y
¢scribimos .

> —_—
AB L AC.

}

A,

Limpleamos el mismo término y la misma notacidn para rectas y segmentos;
asi, pues, si el L BAC es un dngulo recto, escribimos

<> - — . —> -
AB 1L AC, AB 1 AC, AB 1 AC,

y asi sucesivamente, para cualquier combinacion de rectas, rayos o segmentos.

Definiciones

entonces los dngulos se llaman
el complemento del otro. Un
Un dngulo con medida mayor

Si la suma de las medidas de dos dngulos es 90,
complementarios y cada uno de ellos se llama
dngulo con medida menor que 90 se llama agudo.
que 90 se llama obtuso.
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Definicién

Dos dngulos con la misma medida se llaman
dngulos congruentes.

Asi, £ ABCy / DEF son congruentes, si

m/ ABC =m/ DEF

¥, en este caso, escribimos

L ABC = / DEF.

El simbolo = se lee “‘es congruente con”’.

E F e
Se notard que la igualdad m/ 4BC = m/ DEFy la congruencia / ABC =~ L DEF

(sion equlvaleptes, pues significan exactamente la misma cosa. Podemos sustituir uno
e los enunciados por el otro siempre que queramos.

Conjunto de problemas 4-4A

1. En este proble‘ma, los segmeptos que parecen ser perpendiculares deben considerarse
como perpendiculares. Identificar los pares de segmentos perpendiculares
que un par no es perpendicular, explicar por qué. .

(@ P ) R © R
Q
X
Q R , S

Si se cree

p Q
@ Q © ° s, ) P
P /\ >< g \ 3
; <
R Q Q
2. En Ia figura, los 4ngulos tienen las medidas indicadas, ¢ F
. (a) Nombrar un par de 4ngulos complementarios. KNgo* 45°
(b) (Qué postulado permite asegurar que 60°

m/{ DAG = 1057

Angulow recton, perpendicularidad, angulos congruentes 19

Y. Se da la figura, con ¢l vértice M del dngulo recto 2~ SMT en /T[E y msITMB 50,
(1) Nombrar un par de rayos perpendiculares, si hay alguno.
(b) Nombrar un par de angulos complementarios, si lo hay. A S
(¢) Nombrar un par de angulos congruentes, si hay alguno.

(d) Nombrar un par de dngulos suplementarios, si lo hay. M

4. El punto A4 es el extremo de los dos rayos perpendiculares ;Z} y ;_C)‘ D esta en el interior
del £ BAC y E es un punto del exterior del / BAC, tal que :r].)) 1 Z—E

(a) Nombrar un par de angulos complementarios, si hay alguno.

(b) Nombrar un. par de dngulos suplementarios, si lo hay. .

(¢) Nombrar un par de angulos congruentes, si hay alguno.

A
%, Completar cada uno de los siguientes enunciados para que resulten ciertos:
(W) Sim/MPS =39y m/THN =39, entonces / MPS es /. THN.
(b) El suplemento de un angulo agudo es un angulo

(¢) 'El complemento de uri“éngulo agudo es un angulo
() Si LADK ~ / BEH, las medidas de los angulos son

6. Si la medida de un angulo es dos veces la medida de su complemento, (cual es la medida
de cada angulo? K]

¥

7. Decterminar la medida del complemento del dngulo cuya medida es:
(a) 20 (b) 68 (c) 46.5 (d)n (€) 90 —n (f)y 45 { n

8. (Cudl es la-medida de un 4ngulo, si se sabe que la medida de su suplemento es 39 mas
que dos veces la medida de su complemento?

Iis (dcil darse cuenta de que los siguientes teoremas son ciertos, una vez recordemos
vlaramente el significado de las palabras empleadas:

Teorema 4-1

.
Si dos dngulos son complementarios, entonces ambos son agudos.

]
Teorema 4-2

Todo dngulo es congruente consigo mismo.



.+ escribir otras demostraciones.

.« €i6n en la demostracidn, estamos obligados a dar una razdn.
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Teorema 4-3

Dos dngulos rectos cualesquiera son congruentes.

Teorema 44

Si dos dngulos son a la vez congruentes y suplementarios, entonces cada uno
de ellos es un dngulo recto.

. [Sugerencia: Si son congruentes, tienen la misma medida r. Demostrar que r
tiene que ser 90.]

Teorema 4-5

Los suplementos de dngulos congruentes son congruentes.

VA

De otro modo: Si (l_) LA= /B, (2) LAy £C son suplementarios, y (3) LBy
£ D son suplementarios, entonces (4) £ C 2 £/ D.

Demostracién. Sea r = m/ A, como se indica en la figura anterior. Presentames
el resto de la demostracidn en un estilo tal que pueda utilizarse como patron para

AFIRMACIONES RAZONES
1. r4+m/ C=180. LAy £.C son suplementarios.
2. r=m/B LAz [ B.
3. r+msD=180. L By £ D son suplementarios.
4. m/C=180—r. Afirmacién 1.
5. m, . D=180~—r. Afirmacién 3.
6. m C=m/( Dy Afirmaciones 4 y 5.
LC= /[ D.

’Tlene \’/ent,aj‘as el est.llo de doble columna para escribir demostraciones. Si se hace
asl, es mds facil organizar el trabajo y recordar que siempre que hacemos una afirma-

Se notard que antes de comenzar la demostracidén de este teorema, lo enunciamos
de otra manera. Este es un artificio que serd muy til en el futuro. Siempre que

Augulons rectos, perpendicularidad,
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podamos, enunciaremos ¢l teorema con palabras, empleando muy poca notacion,

si hubiera alguna. Entonces, los teoremas serdn faciles de leer y de recordar, Enel

nuevo enunciado, introducimos la notacién que serd utilizada en la demostracion.
la figura empleada en esta demostracién presenta un caso muy especial: dos

dngulos pueden ser suplementarios sin estar alineados en

tal forma que parezca

evidente que son suplementarios. Los dngulos suplementarios podrian verse asi:

r+s=180°.
A

Cieneralmente, una figura es sélo una ilustracion de un teorema o problema.

No debemos creer que las figuras dadas en este libro son,
correctas. -

\

Teorema 4-6

en cada caso, las unicas

Los complementos de dngulos congruentes son congruentes.

ey

l.a demostracion es muy parecida a la del teorema 4-5

/<
B

y el alumno deberd estar

dispuesto a hacerla él mismo. De hecho, debe hacerla. La figura anterior le ayudara.

Il alumno deber4 ofrecer su propia redaccién del teorema.
Cuando dos rectas se intersecan, forman
cuatro 4ngulos. En la figura, 21y L3 se
Hlaman dngulos opuestos por el vértice y
L2y L4 sellaman dngulos opuestos por el 3
vértice. Esto es:

Definicidon

Dos dngulos son opuestos por el vértice, si sus lados forman dos pares de rayos

opuestos.

En la figura, parece que los pares de dngulos opuestos pqlr
en efecto, ése es siempre el caso, como se demuestra en ¢l

/

/
/

el vértice son congrucntes;
siguiente tcorema:
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Teorema 4-7. Teorema de los dngulos opuestos por el vértice

Los dngulos opuestos por el vértice son congruentes.

Demostracion. Sabemos que £ 1y /2 son opuestos por el 'vértice; esto es,
—_ —> . —_— —> :
(1) AC y AE son rayos opuestos, al igual que 4By AD. Por tanto,
(2) L1y £3 forman un par lineal, al igual que 22y L 3.
(3) L3=/,3.

(4) L1y L2 son suplementos de dngulos congruentes. Por el teorema 4-5, esto !
implica que

6 L1z=r2

Teorema 4-8

Si dos rectas que se cortan forman un dngulo recto, entonces forman cuatro
angulos rectos.

Demostracién. En la figura, el cuadrado pequefio en el vértice del £ 1 indica que Georce Davio Birkiorr (1884-1944)
£.1 es un dngulo recto. Esto es un dato. Debemos demostrar que 2, /3y /4
son angulos rectos. Los pasos fundamentales son los siguientes: (Debe justificarse
cada afirmacién.)

_ G. D. Birkhoff fue uno de los matematicos mas habiles y fecundos de su generacion.

(1) £.3 es un dngulo recto.
Escribio ciento noventa memorias en varios campos de la matematica pura y aplicada. Sus

2 i 2 1 . iy e B

(2) £2y L1 son suplementarios. 4 obras constituyen tres volimenes grandes. También, escribio varios libros acerca de la
(3) m£2 + 90 = 180. matematica y la teoria de la relatividad.

p 3 4 Los postulados para la geometria utilizados en este libro son modificaciones del conjunto

(4) L2 es un dngulo recto. : - ‘o da te ar: LO8

! de postulados de Birkhoff. Durante varios siglos, el concepto de medida, tanto para scgmentos

como para é.ngul(g‘s, ha sido una idea central en geometria. Los postulados de Birkhoff
introducen este concepto desde el principio; describen los métodos que todo el mundo emplea.
Asl, aun cuando los postulados de Birkhoff no estan entre sus grandes contribuciones al
conocimiento matemdtico, eflos, no obstante, contribuyeron grandemente & un entendimiento
mejor de la geometrfa, !

(5) L4 es un dngulo recto.

Las afirmaciones 1 y 5 estdn basadas en un teorema. La justificacion de la afirma-
cion 2 es un postulado. Las afirmaciones 3 y 4 estdn basadas en definiciones.
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Conjunto de problemas 44B

1. LABC= /DEH y /ABC es el suplemento del / DEH. {Qué coniclusién resulta?
{Qué postulado, definicién o teorema justifica esa conclision ?

2. Si el /M es el suplemento del /K, el /Peselsuplementodel 20,y Z.Q% / M,iqué -
se deduce acerca de /Ky £ P? (Qué enunciado justifica la conclusion?

3. Si /PAMy / MAJ son complementarios y / KAJ
y /MAJ son complementarios, (por qué es
LKA~ / PAM?

4. (a) Si dos rectas se cortan, {cuantos pares de angulos opuestos por el vértice se forman ?
(b) Si la medida de uno de los angulos en la parte (a) es 62, ;cudl es la medida de cada
uno de los otros angulos?

(¢) Silos cuatro angulos de la parte (a) son congruentes, ;cuéal es la medida de cada uno?

5. En la figura, tres rectas se cortan en €l mismo punto.
Sedaquea=85ye=230. Hallar b,¢,dy f.

6. Si uno de un par de angulos opuestos por el vértice tiene medida x, escribir férmulas
para las medidas de los otros tres angulos que se forman.

7. Demostrar el teorema 4-3.

8. Demostrar el teorema 4—4.

9 "
9. Se da la recta AB, separando a dos semiplanos H, y H,. P es un punio de-H, tal que
m/ PAB=30. Si Q es un punto de H, tal que / QAB =~ / PAB, ¢ntolices B esta en el
—

— del LJPAQY mM/PAQ~=_____ . Si TQ es opuesto a AP, entonces
/PABes ________ /QABym/QAB= .

10. En el semiplano H, EZ y EE son rayos opuestos,

. [ABG~ /KBG y (/KBDx~ /DBE. Hallar
m/ GBD. [Sugerencia: Sean m/ABG=x y
m/ DBE =y.]

oy
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11. Ein la figura, ¢l plano. E interseca al plano
I'en AB. GH Ly KM, ambas en el plano F,
inlersecan a 4B en P.

A {\/
(n) Nombrar dos pares de dngulos opuestos por el vértice.
(h) NOEIB;’?_E_&QS pares de angulos suplementarios. .
(¢) Si GH | AB, nombrar dos pares de angulos complementarios.

(2. 1n la figura, AB, QR, GH y KM se inter-
P "' : <> «>
sccanen P, QRestaen E,y GHy KM
estian en F. ABes la interseccion de los
planos E-y F. '

(2) (Cuales dos 4ngulos son suplemen- 1
tarios del L APG? AR

(b) (Cuales dos angulos son suplemen- A j HM\
tarios del / HPM?

(¢) Si L BPRz /LKPG, {qué otros angu-
jos tienen que ser congruentes ?

(M) Si ZRPG esun angulo recto, {qué otros angulos tienen que ser rectos?

\ R

4-5. TEOREMAS ENUNCIADOS A BASE DE HIPOTESIS Y CONCLUSION
4 .

‘Todo teorema es una afirmacion de que si una cierta cosa es verdadera, entonces
olra cosa es también verdadera. Por ejemplo, el teorema 4-8 dic? que si dos rectas
yue se eortan forman un dngulo recto, entonces forn.lan cuatro dngulos rectos. La
purle si de un teorema se llama la hipétesis; enuncia lo que se supone. La parte
entonces se llama la conclusién; enuncia lo que hay que demostrar. Podemos expresar
¢l tcorema 4-8 de la manera siguiente:

Teorema 4-8
Hipétesis: L,y L, forman un 4ngulo recto.
/ Conclusién: L, y L, forman cuatro dangulos rectos.
Andlogamente, podemos escribir el teorema 4-3 como sigue:
9,

4

Teorema 4-3

Hipotesis: [ Ay [ Bson dngulos rectos.
Conclusion: [ A= LB
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Los postulados son como los teoremas, excepto que no van a ser demostrados,
La mayor parte de ellos pueden ponerse en la forma si. . . entonces, al igual que los

teoremas. Por ejemplo, el postulado de la adicién de dngulos puede redactarse como
sigue:

POSTULADO 13. Postulado de Ia adicién de angulos

Hipdtesis: D estd en el interior del /| BAC.
Conclusién: m/ BAC =m /. BAD + m [ DAC.

En algunos casos, la forma de hipétesis-conclusién no es natural o til. Por ejem-

plo, si queremos decir que el espacio contiene cuatro puntos no coplanarios, no
habria ventaja alguna en expresarlo asi:

Hipétesis: S es el espacio.

Conclusién: S contiene cuatro puntos no coplanarios.

No es necesario, desde luego, que todos los teoremas se enuncien en la forma de
hip6tesis-conclusién. No importa en qué forma esté redactado el teorema, debe
estar claro qué es lo que se da o se supone y lo que se va a demostrar. En la mayoria
de los casos, sin embargo, debemos estar dispuestos a enunciar un teorema en la
forma de hipétesis-conclusién, porque, de lo contrario, lo que probablemente ocurre
s que no entendemos exactamente lo que dice el teorema.

Conjunto de problemas 4-5

1. Identificar la hipétesis y la conclusién en cada uno de los siguientes enunciados:
(a) Si dos dngulos son complementarios, entonces cada uno es agudo.
(b) Sia=byb—=c, entonces a = c.
(¢) Sia=>b, entonces a+c =5 4 c.

(d) Si dos dngulos son a la vez congruentes y suplementarios, entonces cada uno de ellos
es un angulo recto.

(e) Si las dimensiones de un rectingulo son a y b, entonces su 4rea es ab.
(f) Si dos planos se cortan, entonces su interseccion es una recta.

2. Escribir cada uno de los siguientes enunciados en la forma si . . . entonces: )
(2) Los suplementos de dngulos congruentes son congruentes.
(b) El area de un triangulo de altura a y base b es }ab.
(©) La interseccién de dos planos es una recta,
(d) Tres puntos cualesquiera no alineados estin exactamente en un plano.
() Dos angulos que forman un par lineal son suplementarios. ‘
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4-6. REDACCION DE DEMOSTRACIONES SENCILLAS

Muy pronto, la redaccién de demostraciones constituird un:el, gran parte de nulestrn
irabajo. Conviene, pues, tener mds prdctica en la‘ redaccu')n de demostracmngs
fitciles, antes de abordar las mds dificiles en el sigulenjce capitulo. Pro?ab!emcnlc,
fn mcjor forma de indicar como deben ser las demostraciones es poner mds ejemp‘l()g.
I'n los ejemplos y problemas, podra suponerse que las figuras estan en un mismo
plano, a menos que se indique lo contrario.

Fjemplo 1

Datos: AABC 'y AABD, como en la
figura de la derecha, con vl_DvABg
[.DBAYy { CAD =~/ CBD.

4
Demostrar: /. CAB =~ /. CBA. Sy
. ¢ -

LY .r
~ Demostracion

AFIRMACIONES RAzonEs

. m/ DAB= mL_DBA: Dato.
2. m/{ CAD=m/ CBD. ‘ Dato.

V. m/L DAB+m/ CAD Propiedad aditiva de la igualdad.
=m/. DBA +&mL CBD.

4. m/ CAB=m/ CBA.
[/ CAB= / CBA.

r Postulado de la adicion de dngulos.
‘ Definicidon de congruencia de dngulos.

Ijemplo 2

* g
M K
Datos: Los puntos 4, B, C, D, *
como en la figura de la derecha,
con AD = CB.
Demostrar: AC = DB. £ > £ B

Demostracion

/AFIRMACIONES RAZONES
Il. AC+ CD = AD. Definicion de estar entre.
2. CD+ DB#CB. Definicién de estar entre.
3. AD=CB. , Dato.
4, AC+CD=CD+ DB. Sustitucion, en las afirmaciones 1, 2 y 3.
5. AC= DB. Propiedad dela igualdad con respecto a lu

sustraccion, |

/
/
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Ejemplo 3

Datos: Los rayos ZE’, ZE’ y ZB, con C en el

Nedacelon do demostrnciones sencillax

4. Copiar y completar la demostracion:

Dato: La figura, con / PMN 2 /PNM.

Demostrar: / CMP ~ / DNP,

Demostracion

AFIRMACIONES

interior del L BAD, y con >
MLBAC+m; CAD =90, .~ c
L
Demostrar: Z—é 1 ZB i —
A B e
Demostracién
AFIRMACIONES Razongs
mL BAC +m/ CAD = 90, Dato. T

ML BAC +m/ CAD = m/ BAD.
m/ BAD = 90,
L BAD es un dngulo recto.

Postulado de Ia adicién de dngulos.

Afirmaciones 1 y 2,

RAZONES

9%

I. £/ CMP es el suplemento del / PMN.

2. /DNPes_______.
3.
4. L CMP= [/ DNP,

8. Copiar y desarrollar una demostracién:

Datos: La figura, con

suplementarios.

Dato.

Definicién de dngulo recto.

4B 1 4D.

Definicién de rayos perpendiculares.

Conjunto de problemas 4-6

1. Copiar lo siguiente y completar la demostracion:
Datos: m/ 4 = 38, m/B=252.
Demostrar: / A4 es el complemento del / B.

Demostracion
AFIRMACIONES

RAzongs
-

Lm/a=__ Dato.
2. m/B=

3. mszA+ m/B=____ |

4. £ Aesel complemento del / B,

2. Copiar y desarrollar una demos-
. traciéon;
Dato: La figura, con PQ = RS,
Demostrar: PR = 0s.

3. Copiar y desarrollar una demos-
tracién: ‘
Datos: La figura, con c

m/ CAB = m/ CBA,
m/ DAB=m/ DBA.
Demostrar: m/ CAD == m/ CBD. A 8

/ DBCz~ / ECB.

Demostrar: L ABC = / ACB.

6. Copiar y determinar las razones:

<> <> <>
Datos: AB, CD y EF se cortanen K;
a=c. ‘
Demostrar: b=c.
w &

AFIRMACIONES

Demostracion

RAZONES

Dos angulos que forman un par lineal son

<> <>
|. ABy EF se cortan en K.

N

opuestos por el vértice.
. LAKE = / BKF.
a=».

a=¢,

oA

b=c.

. Copiar y desarrollar una demostracion:

Datos: La/ﬁgura, con / ABC =~ / ACB.

Demostrar: L;BF; LECG.

. Copiar y demostrar:

—r >
Datos: AD | FBy / BAC =~ / DAE.
Demostrar: /L DAC 3 L FAE.

. LAKE y (/BKF son Aangulos

-

\
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Repaso del capitulo

En los problemas del 1 al 15, completar cada una de las afirmaciones dadas:

1. A todo dngulo corresponde un nimero real entre Y ,quesellama la
medida del angulo.

2. El instrumento utilizado para medir angulos es el

3. Sila suma de las medidas de dos angulos es 90, entonces cada angulo es el del
otro.

4. Un angulo cuya medida es menor que 90 se llama
5. Un dngulo cuya medida es mayor que 90 se llama

6. Dos angulos formados por la reunién de dos rayos opuestos y un tercer rayo, los tres con
el mismo extremo, se llaman un

7. Los angulos que tienen medidas iguales se llaman angulos
8. Dos dngulos que son complementarios tienen quesercadauyno ___ ‘.
9. Si dos 4ngulos son congruentes, sus suplementos son

10. Dos dngulos a la vez congruentes y suplementarios son cada uno

i
11. Todo tridngulo tiene lados y . angulos; un triangulo contiene sus
, Pero no contiene sus

12, La suma de las medidas de dos angulos complementarios es ____: la suma de las
medidas de dos dngulos suplementarios es

13. La suma de las medidas de dos 4ngulos s siempre menor que 180, y la suma
de las medidas de dos angulos _______ es siempre menor que

14. Si los lados de dos 4ngulos son rayos opuestos, los dngulos se llaman

) <>
15. Un punto M esta en el interior del LGHK,si My _______ estan al mismo lado de HK
ysSiMy ______ estdn al mismo lado de
Los problemas del 16 al 25 se refieren a la figura de la parte superior de la pagina siguiente.
(Los puntos que parecen alineados, estan alineados.)

16. (Cuéntos tridngulos hay en la figura ?

17. (Es m/ BFC =m / BFD?

n

20.

a.

12

PAN

4.

15,

N,

0.

Repaso del eapitulo 101

. iBs £ BFC = / BFD? . E
. (s ZFDB = /EDC? G 4
Nombrar el angulo suplementario del / ABF. A \
m,AGB+m/BGF=_" _. c
m/GFC+m/DFE=_-1__ Figura para los problemas del 16 al 25

Nombrar un conjunto de dngulos opuestos por el vértice.
Si / GBF es complementario del / FBE, entonces GB y BE tienen que ser

L Cuantos angulos estdn indicados en la figura?

. La medida de un 4ngulo es cinco veces la medida de su complemento. Hallar la medida

e cada dangulo.

&‘ .
1.2 medida del suplemento de un angulo es cinco veces la medida del complemento del
mismo angulo. Hallar la medida del dngulo.

LBs la suma de las medidas. de dos angulos siempre igual a la medida de otro angulo?
Expliquese.

] A‘ B
3
—_ —_— > — ’
Se da la figura, con GA opuesto a GEy GB | GC. Completar
la demostracion de que / AGB es complementario del /£ EGC. G
Ey C
Demostracién v
AFIRMACIONES ‘ RAZONES

JE—
. 674 es opuesto a GE.

1
2. /. AGB es el suplemento del / BGE. Postulado del suplemento.
3. m/ AGB+ m/ BGE = 180.
—
4. GB ) GC.
5. m/ BFC =+ 90. Definicion de perpendicularidad y de

angulo recto.

6. m/ BGE = m{éEGC + 90.

7. m/ AGB + m/ EGC -+ 90 = 180. Sustitucion de la afirmacion 6 en la
afirmacion 3.

8, mLAGB -+ m/EGC =90.
9. £ AGBesel complemento del £ EGC. |
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. —_ > <>
30. ABy AC son rayos opuestos; los puntos E, Fy H estan al mismo lado de AB; los puntos
“«>

31.

32.

33.

34,

3s.

36

—  —>
37. Datos: La figura, con BE | ACy /ABG~ / CBD.

E y H estan na lados opuestos de BF; los puntos 4 y H estin al mismo lado de BF
BF 1 AC BE 1 BH m/ FBE = 20. Dibujar la figura y hallar:

(a) m/ EBA. (b) m/ FBH. (c) m/ EBC.

¢Habrd un punto en el plano de un tridngulo que no esté ni en el exterior ni en el interior
del triangulo, ni tampoco en el interior o exterior de cualesquiera de los angulos del
triangulo ?

Se da el AABC y el punto P eg_f.l mismo plano. Py A estdn del mismo lado de BE‘
Py B estan del mismo lado de AC.

(@) ¢En el interior de qué 4ngulo esta el punto P?

(b) (Tiene que estar P en el interior del AABC?

Sisedaque /aes complementario del /y, / b es complementario del Lx,Y /x> /Yy,
¢{qué postulado o teorema se utilizaria para demostrar que La =~ /b?

¢(Es el siguiente enunciado~cierto? Si PQ y RS se intersecan en O, entonces / POR ~
£ QO0S. "

4

Datos: En el plano E, AB CD PQ y RS se

intersecan en O, y CD 1 AB Completar la demos-
tracion de que :

bt+g+d=a.

Demostl;ﬁ;l_sién: Aplicando dos veces el PAA, tenemos que m/ COB = b +c+d. Pero,

como CD _____, m/COB=a. Por tanto, a = Ademas, /POR y
son angulos ; luego, ¢ = . Sustituyendo ¢ por g, concluimos
que

¢Es correcta la siguiente redaccién del postulado de la construccion de angulos? __}

Dado el rayo RS y un nimero k entre 0 y 180, existe exactamente un rayo RP tal
que m/ SRP =k, '

A B c

G D
Demostrar: / GBE & / DBE. E
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Demostrar que /1 x /4.
/A
/
7/

W, Si, en la figura, /b= /¢, demostrar que Jazx /d.

8. Sc da la figura, con /2y /3 suplementarios.

[3,]
/
L

40, Enla recta L se tiene A-B-C. Los puntos D y E estan en lados opuestos de L tal que, al
trazar BD y BE resulta / CBD ~ / CBE. Demostrar que
m/ ABD =m /[ ABE.
N . |
41. Jaime y Jorge deseaban escribir el siguiente enunciado en la forma si. .. entonces:
“Dos rectas que se intersecan se cortan exactamente en un punto”.

Jorge escribio: ““Si P es un punto, entonces L, y L, se cortan exactamente en P”. Jaime

A . e
escribié: “L, y L, se cortan exactamente en un punto, si se intersecan y son diterentes™,
(Lo hizo bien Jaime? ;Y Jorge?

- - o s . . .
t 42, Si 04, 5-1)3 y OC son tres rayos distintos en el plano, tales que ningtin par de ellos son
opuestos, (sera cada uno de los siguientes enunciados cierto o falso?

(n) m/  AOB+ m/ BOC=m/ AOC.
(by my AOB+ m/BOC+ m/ A0C =360.

. “ . é “
o &ADD+ m LBDL."_’: 360 - V’)“«’-A“W
t 4V, (Podria el interior de un tridngulo definirse como la mterseccnon de tres semlplanos'>
lixpliquese. Si el punto X es cualquier punto en el interior del AABC, escribase una
definicion del interior del AABC. (Refiérase a la definicion del interior de un angulo en
la seccidn 4-1.)

t 44, (Esta el interior del AABC completamente determinado por la interseccion dc los
interiores de dos cualesquiera de sus angulos? Ilistrese esto y formulese una definicién.
(Es ésta equivalente a la definicién anterior?

VZADC = 180

¥ 48 |ixplicar por qué es cierto el siguiente enunciado: Si la recta
I.corta al AABC enun punto D tal que A-D-B, y L no corta
a BC, entonces L tiene que cortar a ACen un punto E tal! que

A-E-C, /

¥
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5 | Congruencias 1. BL CONGEPTO DE coNGRUENTA
Iin el lenguaje corriente, diriamos que dos figuras geométricas son congruentes

#l licnen exactamente la misma forma y el mismo tamafio. Por ejemplo, los tres
tridngulos representados a continuacidn son congruentes:

A C G

Pt 0w

Una manera de describir la situacion es decir que uno cualquiera de estos triangulos
_uede colocarse sobre cualquier otro de manera que coincida con €l exactamente.
Asi, para ilustrar lo que entendemos al decir que dos tridngulos son congruentes,
lebemos explicar qué puntos han de superponerse dos a dos. Por ejemplo, para
llevar el AABC sobre el ADFE, debemos colocar A4 sobre E, B sobre F, y C sobre D.
Pademos escribir asi los pares de vértices correspondientes:

A< E,
B—F,
Ce D, ;5

ot

te

s . . ., #
Para describir la congruencia del primer tridngulo y el tercero, debemos aparear
los vértices de esta manera:
AeG,

B—H,

C<—>I.\

+C'6mo apareariamos los vértices para describir la congruencia del segundo tridngulo
con ¢l tercero?

Un apareamiento como cualquiera de los descritos se llama una correspondencia
hiunlvoca entre los vértices de los dos tridngulos. Si los tridngulos coinciden al aparear
log vértices de la manera descrita, entonces la correspondencia biunivoca se llama
una congruencia entre los dos tridngulos. Por ejemplo, las correspondencias que
‘ ncubamos de presentar son congruencias. Por otra parte, si escribimos

~ AeF,
B« D,

CeE,
i | 105
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obtenemps una correspondencia biunivoca, pero no una congruencia, pues los tridn-
gulo.s primero y segundo no pueden hacerse coincidir mediante este apareamiento
particular. Esta correspondencia da lugar a muchas dificultades, AB es demasiado
~~Lorto para que pueda coincidir con FD, 4AC es demasiado largo para que d
coincidir con FE, y asi sucesivamente. PAIR Gue pueda

Todavia podemos escribir mds brevemente estas correspondencias. Por ejemplo
,

la correspondencia
A—E,

B« F,
Co D,
que ofrecimos como primer ejemplo, puede escribirse en una sola linea asi:
ABC < EFD,

Agm debe sobrentenderse que la primera letra de la izquierda corresponde a la
primera letra de la derecha, {a ssegunda corresponde a la segunda, y la tercera corres-
ponde a la tercera, segiin se indica a continuacién:

LB(‘ if

Jaul l p . y

e

C < D G H

Para mostrar cémo la una puede colocarse so

bre la otra, debemos a érti
como s , parear los vertlg¢s

Ao F,
BoE,
CeH,
DG, *

SR

PSR
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Vatn correspondencia es una congruencia; esto es, las figuras pueden hacerse coincidir
M los vértices s¢ aparean en la forma dada. Abreviadamente, esta congrucncia
puede escribirse en una sola linea asi:

ABCD < FEHG.

No obscrvard que no importa el orden en que se escriban las parejas de puntos. Pudi-
mos haber escrito nuestra lista de parejas de este modo:

Doqd,
! B+~ E,
Ce H,
A F;

y pudimos también haber descrito nuestra correspondencia biunivoca en una sola

lnea, asi:
DBCA < GEHF.

Todo lo que importa es saber qué puntos se aparean entre si.
s posible que dos figuras sean congruentes de mds de una manera. Aqui, la

vorrespondencia
ABC < FDE
o8 una congruencia, y la correspondencia

ABC « FED

ox una congruencia diferente entre las mismas

dos figuras.
Lividentemente, el AABC coincide consigo mismo. Si convenimos en aparear

cuda vértice consigo mismo, tendremos la congruencia

B C

ABC <> ABC.

l'sta se lama la congruencia identidad. Sin embargo, hay otra manera de aparear los
vérlices de este tridngulo. Podemos emplear la correspondencia

ABC < ACB.

: »
Mecdiante esta correspondencia, la figura se hace coincidir con ella misma, pero sc
intercambian los vértices By C. Esto no es posible en modo alguno para todos los
(ridngulos; vale solamente cuando dos lados del tridngulo, al menos, tienen la misma

longitud.
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Conjunto de problemas 5-1

Y. Obsérvense las figuras a continuacién. Escribanse tantas congruencias como puedan
determinarse entre esas figuras. Deberan encontrarse seis congruencias. (Sc¢ puede
prescindir de la congruencia identidad en todas las figuras, pero deberd incluirse la
congruencia, diferente de la congruencia identidad, entre un tridngulo y ¢ mismo, si

En algunos de los ejercicios de este conjunto de problemas, el lector ha de determinar con-
gruencias por simple inspeccién. Dicho de otro modo: Las correspondencias que parecen ser
congruencias, al medir las figuras con cierto cuidado, se supone que son congruencias. (No
hay truco alguno en el modo de dibujar las figuras.)

1. ;Cuales de los siguientes pares de figuras son congruentes ?

c 2
(@ i j ,i (b)
& y Y b

© | @

e

4. Scguir las instrucciones del problema 3 para las figuras a continuacion:

E- s
F K :
* ’ A
B C R . L J
T

1
4 Z y ,
2. (Cudles de las signientes figuras no tienen una con la cual aparearse ? ; x o8
u
M
(a) (b) (©) (d) ; N H
§ ; v W
~ G

A

, . (a) ¢(Es una figura congruente consigo misma? ‘i £ i

(b) Si dos figuras son cada una de ellas congruentes con una tercera, (seran congrucnies
entre si? oi‘f '

O] ‘ Q)

)
(
—

[

" ;
)

; (¢) (Son congruéntes los lados de un cuadrado?

te) (f (® (h) (d) (Son congruentes los lados de un rectangulo?
‘ ' (c) z,Soﬁ congruentes dos caras opuestas de un cubo?
A( (f) {Son congruentes dos caras adyacentes de un cubo?
)\ :
J

(2) iSon congruentes dos caras opuestas de un bloque rectangular, tal como un ladrillo?
() (Son congruentes dos caras adyacentes de un ladrilto?
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* 10, ;Cuales de las siguientes figuras planas pueden coincidir con otras? Para cada par do
cllas, indiquese qué movimicnlos (dar una vuelta en el espacio a una de las figuras, o
deslizarla, o girarla en el plano) son necesarios para que las figuras coincidan:

6. Los tridngulos en cada uno de los siguientes pares de figuras son congruentes. Escribanse
las congruencias para cada par. (La primera es AED < BEC.)

SR Y

@ A A b s R @ (b) © T ]
/\/\ e i
A E 8 P T U Q L1 L[ |
© P " 7 ' E
i > N @ 7 ¢ @ [ © )
. K /
M .
o ’ A B . l l J
@ I ® /A\ ~# |, ;Cuéles de estas figuras tridimensionales son congruentes?
/]\ D E @ -~ (b) (©)
é K H \/
S F .
‘ A [ -
(2 W z (h) N ‘ ’ L
P R Y N . A
M : () © 0
X Y F > ; A S g

=

#1 12, Supongamos que el friso ornamental de la figura se extiende indefinidamente en ambas
direcciones, como es €l caso de una recta. Consideremos una traslacion horizontal del
friso que transformaria cada pestafia en la pestafia siguiente del mismo lado de la recta.
Podriamos decir que este movimiento da una congruencia del friso consigo mismo.

e LSS S LSS
NN NN N NN

(a) Describanse movimientos de tipo diferente que den congruencias del friso consigo
mismo. (Cuéntas de esas congruencias hay?

7. (En qué condiciones serian congruentes los siguientes pares de figuras?
(a) Dos segmentos. (b) Dos rectas. (¢) Dos angulos.
(d) Dos circunferencias. (e¢) Dos cuadrados. (f) Dos triangulos.

"+ 8. La figura a continuacion es una estrella de cinco puntas ABCDE. Escribanse todas las

congruencias que admite la estrella consigo misma, comenzando con ABCDE « ABCDE.

A

(b) Describanse dos tipos de movimientos que den congruencias del friso a continuacion
comnsigo mismo:

C D

++ 9, Eltridngulo ABC es equilatero; es decir, AB = BC = AC. Escribanse todas las congruen-

cias posibles del triangulo consigo mismo, comenzando con la congruencia identidad
ABC «+ ABC. (Fay mas de cuatro.)
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5-2, CONGRUENCIA DE TRIANGULOS.

En la seccién anterior, dimos una explicacion intuitiva de lo que es una congruencia.
Veamos ahora algunas definiciones, con el propdsito de tratar la idea matemadtica-
mente.

En el caso de dngulos y segmentos, es facil expresar exactamente lo que queremos
decir. 4
Definiciones

Dos dngulos son congruentes, si tienen la misma medida. Dos segmentos son
congruentes, si tienen la misma longitud.

Desde luego, la primera de estas definiciones es una repeticiéon de la que se dio en
la seccién 4-4.

Teorema 5-1

Todo segmento es congruente consigo mismo.

La demostracion es evidente, porque un segmento tiene su misma longitud. En
demostraciones futuras, nos referiremos a este teorema mediante la frase congruencia
idéntica.

De la misma manera que escribimos / A = / B para indicar que /. Ay /B son
congruentes, escribimos

AB =~ CD,
para indicar que AB y CD son congruentes. Asi,
AB~CD significa que AB = CD,
y LA~ [ B  significa que m/f A=m/B.

Cada una de las igualdades de la derecha es una igualdad entre nimeros. Cada una
de las congruencias de la izquierda es una congruencia entre figuras geométricas.
No escribiremos = entre dos nombres de figuras geométricas, a menos «ue queramos
decir que las figuras son exactamente una misma,

se presenta a la derecha. Aqui, es correcto
escribir que

L. BAC = [/ FEAD,

porque /L BAC y [ EAD son, no solamente
congruentes, sino exactamente el mismo dngulo.
De manera andloga, AB y BA son siempre el
mismo segmento y, por eso, es correcto escribir, no solamente AB = BA, sino tam-
bién 4B = BA.

A./ . -

me
N4

.,
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(‘'onsideremos ahora una correspondencia

ABC « DEF A

b F
entro los vértices de dos tridngulos AA4ABC y

ADLF. Esto automdticamente nos da una correspondencia entre los lados de los

o trisingulos: .
AB + DE,
AC < DF,
BC <~ EF,
yllnmhién nos da una correspondencia entre los dngulos de los dos tridngulos:
/[ A< (D,
LB+ LE,
L Ce LF.

Podemos ahora enunciar la definicion de una congruencia entre dos tridngulos,

Deatlnicion

Sca
ABC « DEF

una correspondencia entre los vértices de dos tridngulos. Si los pares de lados
correspondientes son congruentes, y los pares de dngulos correspondientes son
congruentes, entonces la correspondencia ABC <> DEF se llama una congruencia
entre los dos tridngulos.

Cuando escribimos AABC = ADEF, queremos decir que la correspondencia
ANBC & DEF es una congruencia. Esta es una taquigrafia muy eficiente, pues una
il expresién como AA4BC = ADEF nos dice a la vez seis cosas, a saber:

AB ~ DE, 0 AB = DE,
AC=DF, o  AC=DF,
BC ~ EF, o BC = EF,
LAz /D, o mlA=m/ D,
/ B~ t E, 0 m/B=m/E,
LC= LF, o ml C=m/[F.
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En cada una de las seis lineas anteriores, la congruencia de la izquierda significa lo
mismo que la igualdad de la derecha. Podemos, por tanto, utilizar una u otra notacién,

segin nos convenga. Generalmente, escribiremos AB = DE en vez de AB =~ DE, }

porque es mas facil de escribir. Por la misma razon, corrientemente escribiremos

L A=/ Denvezde m/ A=/ mD. Con frecuencia, nos referiremos a las seis partes
de la definicion anterior mediante el enunciado: “Partes correspondientes de triangulos

congruentes son congruentes.”

En las figuras, a veces conviene indicar congruencias entre segmentos y dngulos
del modo siguiente:

En este caso, las seis congruencias indicadas por las marcas nos dicen que
AABC = ADEF.

En la figura a continuacion, las marcas nos dicen menos:

B E
Aé% ;C D/(/\XF |

En efecto, es bastante fdcil darse cuenta de que esos dos tridngulos no son congruentes

mediante correspondencia alguna.

En algunos casos, aun con informacién parcial solamente, podremos deducir que
una correspondencia es una congruencia.

A o C F o D

En la correspondencia ABC < DEF, se da que los tres pares de lados correspon-
dientes $on congruentes y dos de los tres pares de dngulos correspondientes son con-
gruentes. Evidentemente, debe ser cierto que L C=x . F vy, por tanto, AABC =
ADEF. En efecto, deberiamos poder llegar a la misma conclusidon aiin con menos

Congruencin de triingulos ns

informacién. En la parte final del siguiente conjunto de problemas, el ul.umn'n
descubrird las condiciones en las cuales puede conciuirse que una conjespondf:ncm
entre dos tridngulos es una congruencia. Las propiedades de estas relaciones no son
dificiles de imaginar, segin se verd mds adelante.

Definiciones |
Un lado de un tridngulo se dice estar comprendido por los dngulos cuyos vértices
son los extremos del segmento.

Un dngulo de un tridngulo se dice estar comprendido por los lados del tridngulo
que estdn en los lados del angulo.

Por ejemplo, en el A4ABC anterior, AC esté_iomglﬁndido por los dngulos 2.4y
[.Cyyel L Aestd comprendido por los lados 4By AC.

u# " .
Conjunto de problemas 5-2
1. Si AABE ~ A DCF, complétense los siguientes enunciadc?s
con los simbolos que faltan: La correspondencia
A ____ <> _D CF es una congruencia. ‘ A a
¢ B~ DC F
LA LD. ABx~ DC
/B X AE~ DE
LEx xe& . BE~ CE
C D

2. Se da que AMQP =~ ANQP. Hacer una lista de los seis
pares de partes corréspondientes congruentes de estos dos

i e =G A e
triangulos. LKA Fg N MEINY Y o) N
¢ £0SKQ s =n

Y

, P
xP .‘-}q,P’ ’5@5 QP

3. Para cada una de las congruencias indicadas-a continuacioén, hacer una lista de los scis
pares de partes correspondientes congruentes:

(a) ARQF = AABX. Puede utilizarse una figura, si se desea.
(b) AFHW = AMRK. No debe utilizarse una figura.
(©) AAZW & ABWZ. No dobo utilizarse una figura.
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4. Escribir la congruencia para dos tridngulos, determinada por los siguientes seis pares de
partes congruentes:

. , AK= BW; /A= /B
A AT Z MR KT = WR: /K LW
' | AT ~BR; (T /R

5. (@) En el AAB_C_,_ icual es el dngulo comprendido por los
lados BCy AR?

(b) (Cudl es el lado comprendido por los angulos / A y
/. C? ‘

(¢) (Qué lados comprenden el / C?

(d) ¢(Qué angulos comprenden el lado BC?

6. Cor.lsi.dérese el AGHK. Sin dibujar una figura, ;puede descubrirse un método facil para
decidir qué lados y qué angulos son lados comprendidos y dngulos comprendidos ?

(a) ¢(Estd el / H comprendido por los lados GH y HK?

(b) (Esté el lado GK comprendido por los dngulos /Gy / K?
(©) (Cual es el angulo comprendido por GH y GK?

(d) (Cuadl es el lado comprendido por /Gy /H?

[Nota: En los problemas del 7 al 13, deben utilizarse un transportador y una regla para
construir los dngulos y segmentos. |
2 ~ <

7. Construir el ARST, en el cual RS = 2k em., RT=1}cm.y m/ R =235,

8. Construir el AABC, en el cual AB==2 pulgadas, m/ 4 =45 y m/ B=60. Sise cons-
truyen varios triangulos con las medidas dadas, ¢qué caracteristica comiin tendrin todos

esos triangulos ?

9. Construir el AMNP, en el cual MN =3 cm., NP =2 cm. y PM =3} cm. Quizés, sea -
necesario utilizar un compas para completar la construccion.
): W -
10. Utilizando solamente una regla, constriyase un triangulo cualquiera que no tenga dos

lados congruentes. Luego, constriyase un segundo triangulo congruente con el primero
y describanse los pasos efectuados. (Existe mds de una manera de obtener el segundo
triangulo del primero? ;Cuantas de las seis partes del primer tridangulo se utilizaron para
construir el segundo tridngulo? ;Cual es el niimero minimo de partes congrucnics nece-
sario para asegurar que los dos triangulos $on congruentes ?

f

Congruencin de ridngulos 117

14, Constrairel AABC, en ¢l cual m/ A =40, AC = 3 pulgadas y CB =2 pulgadas, Luego,
vonstruir €l ADEF, en el cual m/ D =40, DF =3 pulgadas y FFL: 2 pulgadas.
JDeberan ser congruentes los tridngulos AABCy ADEF?

Iin ¢l problema 8, debid concluirse que todos los tridngulos cuyas partes tienen las medidas
dadas son congruentes, esto es, todas las partes correspondientes son congruentes.
('uando sucede esto, decimos que las tres partes dadas determinan un triangulo. En el
problema 11, deben haberse hallado dos tridngulos que no son congruentes, pero gue
ticnen las medidas dadas. En el problema 7, ;se determina un tridngulo o mas de uno?
LY enel problema 9? (Serd posible asignar medidas a 4ngulos o segmentos de tal modo
(ue ningun tridngulo esté determinado ? ‘

L KN

¢ 'onstruir el tridngulo determinado por cada conjunto de medidas dadas a continuacion.
Si la informacion determina dos tridngulos, construir ambos. Si pueden construirse mas
d¢ dos triangulos, o no puede construirse ninguno, explicar por qué.

) m/M =30, MO=2, m/0O=90.
-

(h) m/B=55, AB=5 BC=3. | I
(©) m/G=35 GH=6, HI=A4.

W) AB=5, BC=3, AC=4. s

{(¢) m/M=80, MO=2 m/0=120.

() DE=8, EF=3, DF=A4,

(0) DE=4, DF=8, m/D =60.
(hy m/A=170, m/B=60, m/C=>50.
. () Los triangulos A4ABCy A DEF no se intersecan y M ¢s un punto entre By C. ;Cudl

de los dos simbolos == o = corresponde colocar en cada uno de los espacios en
blanco para completar un enunciado que tenga sentido y que posiblemente sea cierto ?

() AABC _=__ ADEF. ™) /E_=_JF

(i) m/B_=_m/E. ~i)  LABM _=_ /ABC.
(iii) BC _=— FF. (vii) m/ABM _= _ m/ DEF.
(iv) 4B_=__ DE (viii) AB _=__ DE.

(b) ;Qué espacio en blanco se pudo llenar con cualguiera de los dos simbolos?

(¢) Si AB hubiera sido el mismo segmento que DE, pero C:fuera un punto diferenie de
F, (en qué caso se cambiaria & por= ?

Se da el triangulo AABC. Si

-
-
=

AABC = ABAC y AABC = NACB,

Lqué conclusion se puede obtener acerca del AABC? (Como se demostraria que I
conclusion es valido ?
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* 16. Se da PC ] KM con K-P-M. Los Illgltos Ay Bestan del mismo lado de KM que C, pero ;

<>
A 'y B estan en lados opuestos de PC. A estd del mismo lado de PC que K. AACP ~
ABCP. Demostrar que / KPA~ / MPB.

s S,

Sin duda, el alumno habrd descubierto que hay por lo menos tres casos en los
vinles podemos concluir que una correspondencia entre dos tridngulos es una con-
Wi vencia. ‘

In ¢l primer caso, ABC «» DEF se llama una correspondencia LAL; con esto,
yueremos decir que dos lados y el dngulo comprendido del primer tridngulo son
rongruentes con las partes correspondientes del segundo tridngulo. (“LAL” repre-
st ‘‘lado-dngulo-lado™.) En este caso, se deduce que AABC =~ ADEF.

* 17, Si
AABC~ ADEF 'y  ADEF=~ AGHK,

¢qué conclusion se puede obtener acerca de los tridngulos AABC y AGHK? (C6émo
se demostraria que la conclusion es valida? Enunciese un teorema que generalice esta ‘
situacién.

PROBLEMA OPTATIVO .

[

A - - C LAL D " F
Una relacién de equivalencia se define como una relacién * entre los elementos de un

_ conjunto, que tiene las siguientes propiedades: I'n ¢l segundo caso, ABC « DEF se llama una correspondencia ALA; con esto,

i ~ yueremos decir que dos dngulos y el lado comprendido del primer tridngulo son
vongruentes con las partes correspondientes del segundo tridngulo. (““ALA” repre-
wen(n “dngulo-lado-dngulo”.) En este caso, también, se deduce que A4BC = ADEF.

Si a, b, ¢ son elementos cualesquiera del conjunto, entonces N "
@) axa. (Reflexiva) ‘ :1
(i) Si axb, entonces b*a. (Simétrica) '
(iii) Siaxby b*c, entonces ax* c. (Transitiva)
Al aplicar esta definicién a una relacion particular, debe remplazarse el asterisco () por
la relacién. Por ejemplo, considérese la relacién “tiene el mismo lugar de nacimiento

que”, definida en el conjunto de todos los nifios nacidos en el Hospital San Antonio.
Tendriamos:

A ‘ ¢ A p F

(i) a tiene el mismo lugar de nacimiento que a. ’ Vinalmente, en el tercer caso, ABC « DEF se llama una correspondencia LLL;
von esto, queremos desir que los tres lados del primer tridngulo son congruentes con
lox ludos correspondientes del segundo tridngulo. (“LLL” representa ‘lado-lado-
lndo".) Aqui, debemos tener A4BC = ADEF.

(i) Si a tiene el mismo lugar de nacimiento que b, entonces b tiene el mismo lugar
de nacimiento que a.

(i) Si a tiene el mismo lugar de nacimiento que b y b tiene el mismo lugar de

nacimijento que ¢, entonces a tiene el mismo lugar de nacimiento que c. -~ B
1

‘Como todas las afirmaciones anteriores son ciertas, decimos que la relacién es una rela-
cion de equivalencia.

i

{

. !
. » ., . . -

(a) Demostrar que la congruencia de triangulos es una relacion de equivalencia. Debe 1
explicarse por qué cada una de las tres afirmaciones es cierta. En la explicacion, puede

utilizarse el problema 17, '

i L

A )(‘m C LLL D I F\

. . . - . lHacemos oficiales estas observaciones en los siguientes postulados: /{\
(b) Elegir un conjunto apropiado para cada una de las siguientes relaciones y, luego, »

determinar cuales son relaciones de equivalencia:

“ 5 e - ., POSTULADO 15. El postulado LAL
es menor que”, “es igual a”, “es el reciproco de”, “es condiscipulo de”, “es un

residente del mismo pueblo que”, “es mds alto que”, “es mas rapido que™, “‘es tan
’

i 7 orrespondencia LLAL ¢s una congruenciu
hamedo como”, Toda corresp g
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POSTULADO 16. El postulado ALA

Toda correspondencia ALA es una congruencia.

POSTULADO 17. El postulado LLI
Toda correspondencia LLL es una congruencia.

La mayor parte de las veces, aplicaremos esos postulados a correspondenciag
entre dos tridngulos diferentes. Hemos visto, sin embargo, que en algunos casos
podemos establecer una correspondencia de un tridngulo consigo mismo, y los tres

postulados anteriores valen en esos casos. Asi, pues, una correspondencia LAL!
podria ilustrarse de este modo:

B E
A " C D F

ANABC == ADEF. !

o posiblemente como se indica en la figura de la dere-
cha. Aqui, las marcas nos dicen que 4BC <> ACB es
una correspondencia LAL. Podemos, entonces, apli-,
car el postulado LAL y concluir que AABC =~ AACB.

e e

B
AABC = AACB.

Advertencia: {No hay tal cosa como un postulado LLA!

B . E
Y .
A C D F

En la figura anterior, 4BC «> DEF es una ‘“correspondencia LLA”; dos lados y
un dngulo no comprendido del AABC son congruentes con las partes correspons

dientes del ADEF. Pero la correspondencia, evidentemente, no es una congrucncia
{
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de hecho, DF es demasiado largo, (. E es demasiado grande y £ F es demasindo
pequefio.

Desde luego, si los dngulos correspondientes son congruentes, simplemente se
Jeduce que los dos tridngulos tienen la misma forma; pero no necesariamente tienen
ol mismo tamarno.

f

i

Los tridngulos relacionados en esa forma se llaman semejantes.
Iin lo sucesivo, nos referiremos a nuestros tres postulados de congruencia mediante
lus abreviaturas LAL, ALA y LLL.

Conjunto de problemas 5-3

I. En cada par de triangulos dibujados a continuacidn, si las marcas semejantes indican
partes congruentes, ¢qué tridngulos son congruentes en virtud del postulado LAL?

&

(c) )

(@ : (h)
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2. Para cada par de tridngulos dibujados a continuacién, si las marcas semejantes indican

partes congruentes, citar el postulado de congruencia (LAL, ALA, LLL), si lo hay, que
demostraria la congruencia de los triangulos:

N A A

© : %)
Aﬁ\

© ®)

i

<

o

.

5-4. REDACCION DE DEMOSTRACIONES

(8 L))

¥

A estas alturas, ya el alumno cuenta con suficiente informacién fundamental para
poder redactar verdaderas demostraciones geométricas. De ahora en adelante, la

. redaccién de demostraciones constituird una parte muy importante de este curso,

parte que confiamos sea también del agrado del alumno.
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Veamos un par de ejemplos para indicar lo que se hace para encontrar una demos-
{rucién y, luego, redactarla.
Kfjemplo 1

Si dos segmentos se bisecan, entonces los segmentos que unen los extremos de los
negmentos dados son congruentes.

Al empezar a tratar un problema como éste, se debe, primero, dibujar una figura
y ponerle letras, empleando una mayudscula para cada vértice. Entonces, se enuncian
ln hipGtesis y la conclusion en términos de las letras de la figura.

/

Dato: AR y BH se bisecan en F.

Demostrar: AB =~ RH.

.
"B

Sc indican, con marcas en la figura, las partes congruentes dadas.

lLuego, se divide la pdgina en dos columnas, como de costumbre, y se escriben
mis encabezamientos, “Afirmaciones™ y “Razones”.

'Todo esto de nada nos servird, desde luego, a menos que se nos ocurra una demos-
trucidn para redactarla. 4

Como nuestra finalidad es demostrar que dos segmentos son congruentes, debemos
recordar lo que sabemos acerca de segmentos congruentes. Las marcas en la figura
indican que FB = FH, y esto es cierto, en virtud de la definicién de punto medio.
Por la misma razén, AF = RF. Si se quiere demostrar que AB =~ RH, lo mejor es
demostrar que son partes correspondientes de tridngulos congruentes. Para ello, se
necesita establecer una correspondencia entre los tridngulos de la figura y, luego,
demostrar que se tiene una correspondencia LAL, una correspondencia ALA o una
correspondencia LLL. Por la figura, parece que esta correspondencia debiera ser

AFB <> RFH.

Dos pares de lados son congruentes, porque
AF~RF 'y FB~FH.

LY qué hay de los dngulos comprendidos? Si también son congruentes, entonces

podemos aplicar el postulndo LAL. Y son congruentes, pues son dngulos opuestos
por el vértice. Por tanto, en virtud del postulado LAL. nuestra correspondencia es

//_\
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una congruencia. Los lados AB y RH son lados correspondientes y, por tanto, son
congruentes. Esto es lo que desedbamos demostrar.
Escrita ahora en la forma de doble columna, nuestra demostracién resultaria asi:

Puesto que ya ¢l alumno debe tener idea de como se procede, ofrecemos un
segundo ejemplo, en forma incompleta. El problema consistird en Henar los espacios
en blanco, de manera que se logre una demostracion.

_— H

Dato: ARy BH se bisecan en F. i .

Ijemplo 2
Demostrar: AB =~ RH. —

A ; . R ' Datos: AH=FH, [ AHB= [/ FHB.
T F L]
Demostrar: [ A= [ F.
B A
Demostracion
AFIRMACIONES RAZONES
Demostracion | AH ~ FH.~ " Dato.
AFIRMACIONES RAZONES ‘ TP 7

2. LAHB=x [ FHB. V/)J«HJOW
1 ARy BH se bisecan. Dato. \. HB~HB Todo segmento es congruente consigo
2. AF=RF. Definicién de ““bisecar™. mlsmC;L j/ A
3. FB=FH. Definicién de “bisecar”. | 1. samBx= ATHD: - pordk s ﬂdzm oM
4. [ AFB=~ / RFH. . Los dngulos opuestos por el vértice son | 5. LAz LF ) ?VW C‘n%P

‘ congruentes. X COW
5. AAFB=~ ARFH. Postulado LAL. !
6. ABxRH. Definicién de congruencia de tridn- " } f
los. L
o ito de problemas 3—4A
Es’ga demostracién' es sencillamente una muestra de como se podria presentar el § 1. Copiar el Sigu"iente problema en una hoja de papel y llenar la informacion que falta:
trabajo. Hay un limite en cuanto al “tipo” que esperamos vaya a tener la forma de : . w b
. r . . . . E R b
una demostracion. Por ejemplo, en los pasos 2 y 3 anteriores, hemos indicado con- ° : c
gruencias de segmentos, escribiendo Dato: La figura, con
CD | ABy AD = BD.
AF=RF y FB=FH. CD LAByAD=
Pudimos igualmente haber escrito . Demostrar: AADC = ABDC. A7 T &
AF~RF 'y FBxFH, Demostracién
. . - CIONES RAZONES
porque, en cada caso, la congruencia de segmentos y el enunciado deTa/lgualdad de - AFIRMACH
sus longitudes significan lo mismo. | \. AD ~ BD. Dato.
También, tenemos bastante libertad de eleccion para decidir cudntos detalles se 2_?’5 | 4B. TLE S raMEnTo ﬁsg(?k’btcdk}‘t-
mglulrén en una demostfacmg. ‘A medida que el alumno adquiera mds conoci- 3. /ADC= /BDC. Definicion de perpendicularidad y de angulo recto,
mientos y practica, podrd escribir demostraciones con menos detalles. El maestro i e ) ente Consigo Mismo.)
deberd decidir cudndo el alumno esté listo para hacer esto y cudntos detalles podrdn 4. CD=CD. | ldentidad (Todo segmento es congruente £O Mismo,
‘ omitirse. | s aapcz bRe. b JAL
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Copiar el siguiente problema en una hoja de papel y llenar la informacién que falta:
Rt P x v

Datos: AMKp y 2XYZ tales que /M /7, ;
£ MKPz LYXZy MK = XY.

i AL —
Demostrar: PK 2 ZX.

M K z
Demostracién
AFIRMACIONES : RAZONES
1. /M= Z_Y 7){ APE e
MK=XY. Hu'ﬁl}wﬂ%
Z. -
/MKP~ LYX YN
2 AMK_P ~ r‘ / -
3 L/i =~ _’ﬁ Partes correspondientes de tridngulos congruentes son
congruentes.
D
3. Enla figura, AEinterseca 2 BD en C, tal que AC = DC .
y BC = EC. Demostrar que LA = /D, copiando la S
siguiente demostracion ¥ supliendo las razones que B
faltan: A (
Demostracién
A FIRMACIONE RAZONES
1. AC= pcC. Dato. _,
O culr ¢ frus Lo
2. LACB~ /DCE ((), ; 0
4. AACB ~ ADCE -/ A £
5. LA>~ /D. Partes correspondientes de tridngulos congruentes son
congruentes. ’

[Nota: Aun cuando!0s enunciados 2 y 4 son muy parecidos, uno se refiere a angulos y el
otro a triangulos. Esto debera tomarse en consideracién al presentar las razones corres-

pondientes.]

En la figura de 2 derecha, AB=CD y m/x=m/}y.
Demostrar que m/ACB = mLDAC. A b

Redacciéon de demostraciones ur

5. Copiar el siguiente problema y completar la demos-
tracién de que si,_en la figura, GK=HK y M es el
punto medio de GH, entonces /G~ / H. u ] u
h= gK=HK O L
' Demostracion
AFIRMACIONES RAZONES
1. GK = HK.
2. M es el punto medio de GH. Dato.
3. . . Definiciéon de punto medio.
;4. A Identidad.
5. AGMK = AHMK. LLL | |
6. Yt a”ﬂ&u\ﬂﬁ w’\ﬁ@?u\ tzﬁl@ ce.
\ ﬂhurg)log W*UU‘ w:
K
6. Demostrar que si en el AGHK, GK == HK y G-M-H
tal que LGKM =~ / HKM, entonces M es el punto
medio de GH.
3 G M H
N L
7. Demostrar que si los segmentos AE y DF se bisecan en P, entonces APDA ~ APFE.
(Debera construirse una figura.)
— <>
8. Datos: Un segmento RS y los puntos Ty U en lados opuestos de RS tales que TR = UR,
TS =USy UR<US.
Demostrar: m/_Z‘ =m/U. D C DC;EC‘H
: . G H L OZXC
9. Datos: DG=CH, /D=~ /C, Ayl B
4G DK, BH | CK.  Shacw
A B =5 .
Demostrar: AD = BC. : A GYE 4 Bic
10. Datos: Los puntos A, C D y E estan alineados con A-E-D y A-D-C. B es un punto
que no esta en AC tal que AB=CB, EB= DBy AE = CD.
Demostrar: /L ABE~ / DBC.
o, Se sabe que BQ biseca a P4 en R, pero BQ # PA. By Q estan en lados opuestos de
PA S y C son puntos en PR y 4R, respectivamente, tales que RS = RC, BC | PA
y QSJ_ PA. También, /BAR=~ / QPR. Demostrar que PA biseca a BQ y que
L ABC =~ ./ PQS. a
' 12, Se dael AHRE,con RIl  RL. Lospuntos My K estan en los lados del / HRE de tal

manera que R-#H-M y R-F-K. IEM y HK se intersecanen 7. / HRT & / ERT. Demos-
trar que AMTH 3 AKTL,
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Después de haber terminado una demostracién, a menudo se encontrard que la
figura puede hacerse mds instructiva colocando marcas adicionales en ella.

La figura anterior ilustra el ejemplo 1y su demostracién. Las marcas en AF y i FR
indican que la congruencia AF =~ FR es un dato. Igualmente, las marcas en FH y
FB indican que FH = FB es un dato. Las marcas en el / AFBy en el / RFH, con
signos de exclamacién, indican que la congruencia / AFB & / RFH se dedujo. /Y

las marcas en 4B y RH indican que 4B = RH se dedujo.
Andlogamente, las marcas en la figura de la derecha
nos indican los datos y lo que se dedujo en el ejemplo 2.

De igual manera, nuestros tres postulados de congruencia, LAL, ALA y LLL,

justifican los signos de exclamacion en las siguientes figuras:

LAL

ALA

LLL
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Iin general, es una buena idea marcar las figuras de tal forma que puedan indicar la
mayor informacidn posible. A veces, podemos dibujar una figura que es un cuadro
completo de un teorema. Por ejemplo, las siguientes figuras son cuadros de teoremas
estudiados en el Capitulo 4. Cudles son esos teoremas?

Im
3

i

Ud error frecuente al redactar demostraciones es que el alumno supone ser cierto
precisamente aquello que trata de demostrar. Otro error corriente es el de presentar
como una razon en la demostracion de un teorema, otro teorema que es en realidad
una consecuencia del principio que se trata de demostrar. Este tipo de razonamiento
constituye lo que llamamos circulo vicioso y carece de valor como argumentacion
logica.

Un ejemplo partlcularmente desacertado de circulo vicioso es el que utiliza el
e (n(,ma que se va a demostrar como una razdén en una de las etapas de la “demos-~
{racion”

Conjunto de prohlémas 5-4B 4 R

I. lLas figuras a continuacion estan marcadas de tal manera que indican la hipotesis y la
conclusion, Escribir, para cada una, los datos y lo que hay que demostrar.

(b

(b




¥
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3. Copiar el siguiente problema y completar la demos-
tracidon: Se da la figura, con AC = BC, DC = EC, G es
el punto medio de DC, H es el punto medio de EC,
/. ACE =~ /. BCD, Demostrar que AG = BH.

Demostracion
AFIRMACIONES RAZONES

1. AC= BC.
2. DC=EC. .

Geselpuntomediode DC, ______

es el )
3. DG=GC=34DC. Definicién de punto medio.
4. EH=HC =}EC. .
5. GC=HC. Pasos 2, 3 y 4 y sustitucion.
6. m/ACE =m/ BCD. Dato y definicién de congruencia de angulos.
7. m/ACG+ m/GCH = Postulado de la adicion de angulos y

m/BCH+ m/ GCH. en el paso 6.

8. m/GCH=m/GCH.
9. m/ ACG =m/ BCH,

Principio de la igualdad respecto de la sus-
traccion.

10. AAGC = ABHC. Pasos 1, 5 y 9 y el postulado

11. AG = BH.

4. En la figura de la derecha, si AE=BC, AD=BD Yy

A B
DE = DC, demostrar que /E> /. C.
5. En la misma figura, si AE=BC, AD=BDy /EAD >
£.CBD, demostrar que /. BDE =~ / ADC. b
E C

6. En la figura anterior, si AE=BC, AD=BD y /Ex
£ C, (se podra demosirar que ED = CD? Si se puede,
hagase la demostracion. Si no se puede, expliquese por
qué.

Figura para los problemas 4,
5,6, 7

7. En la figura anterior, si /E~ LC,ED=CDy /BDE = / ADC, /se podra demostrar
que AE = BC? Si se puede, hdgase la demostracion. Si no se puede, expliquese por
queé.

—_— >
8. Datos: La figura de la d_er_echa, con AB ] MK, y B el
punto medio de MK,
Demostrar: £x & Zy. M B K o

| ]

1.

2.

(RN

18.

16.

. Enla misma figura, si / EAB ~ / DCB, / EBA =~

131

ion de de

R 1

At

—
. Se sabe que el rayo ,_475 biseca a BK en R tal que AB = AK. Demostrar que AE | BK.

]
F
Iin la figura de la derecha, CF = CM, /1= £2

y 3z L4 c
Demostrar que /5% £6.

>l
o

N -
D
S~

2

}

Se sabe que PQ y RS se intersecan en 7, con P-T-Q'y R-T-S, tal que RT = QT,
PR | RSy SO 1 PQ. Demostrar que /P = /S. s

Demostrar que si, en la figura, PS = QS, PV = . o
OVy sx= Ly, entonces SV L PQ.

’/<X7 %

En Ia figura de la derecha, si AB=CB,
/MAEx /NCD y AE=CD, demostrar que
AABE ~ ACBD.

.

M A B c N

(DBCy [Ex= /D, [se podra demostrar que
NABE x~ ACBD? Expliquese.

~

Figura para los problemas 13,
14, 15

o

En la misma figura anterior, si AB= CB, m/MAE=m/NCD y m/ ABD =
m/. CBE, (se podra demostrar que BE = BD? Si la respuesta es afirmativa, desarrollar
una demostracion.

igui izqut D son puntos no coplanarios,
En la figura siguiente de la izquierda, se sabe que . 4, B, Cyl
y que B, Cy Destanen el plano E. Si 4B | BC, AB | BDy BC = BD, demostrar que

AC = AD.

r—a

* 17. En la figura anterior de la devecha, si /ABP >~ (. CBP, BP _LZT’ y BP | CP,demostrar

que AB = CB.
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5-5. BISECTRIZ DE UN ANGULO

Las marcas en la figura de la derecha indi- D
—
can que AD biseca al /. BAC.

A C

e
En la siguiente figura, 4D’ no biseca al / BAC, porque “sefiala en el sentido
contrario”.

Asi, llegamos a la siguiente definicion:
Definicién

Si D estd en ¢ el interior del £/ BAC,y L. BAD = ([ DAC, entonces AD biseca al
L BAC,y AD se Nlama la bisectriz del /. BAC.

Teorema 5-2 :
Todo dngulo tiene exactamente una bisectriz.

Demostracion: (1) En la figura siguiente de la izquierda, témense B y C en los lados
del £ 4, de manera que AB = AC. Sea D el punto medio de BC. Entonces, A DB «»
ADC es una correspondencia LLL. Por el postulado LLL, AADB =~ AADC. Por
tanto, / BAD = [ CAD, pues son dngulos correspondientes. Luego, / A tiene una
bisectriz.

(2) Supongamos que AD biseca al £ BAC, como se indica en la figura anterior
de la derecha. Sea r =m/ DAC. Entonces, r = m/ DAB, porque estos dngulos son
congruentes. Por el postulado 13, r + r = mLBAC ¥, asi, r=4m/ BAC. Pero,
también, sabemos que D estd del mismo lado de AC que B. ((Por qué?) En virtud
del postulado de la construccion del dngulo, existe solamente un rayo “que estd en el

lado debido de AC” y que “da un dngulo con la medida correcta”.

-~
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 Lonjunto de probleman 5-5

Decidir si los siguientes enunciados son ciertos o falsos y explicar la respuesta:
() La bisectriz de un angulo esta enteramente en el interior del dngulo.
() La bisectriz de un angulo forma dos angulos agudos con los lados del angulo.

— P
Sc sabe que AP biseca al /L BAC y que AC = AB. A
Demostrar que PC = PB,
A B
: \
$j/( '

<>
. l.os puntos A y B estan en lados opuestos de C7Y,

C estda en el interior del /AXB, y C-X-Y. Si
—>
/. AXY ~ / BXY, demostrar que XC biseca al / AXB.

. Sc sabe que dos angulos forman un par lineal. Demostrar que sus bisectrices son perpen-

diculares.

«r <> «> . ) — E
. Datos: AD, BE y CF se intersecan en K, y KC . \K

E—Y
biseca al / DKB. Demostrar: KF biseca al / AKE. F

> <> ) .
. MN y PQ se intersecan en O, con M-O-N'y P-0-Q. Sy T son puntos en el interior del

, —
L. QON, tales que £TO0Qx LTON y £SOQ = LSON. OR biseca al LPOM.
Demostrar que R, S'y T estan alineados.

Enla ﬁgura dela derecha los planos Ey Fse 1ntersecan

en la recta AB PK estd en el plano Fy corta a AB en
D, PA=PB, /PAB >~ ZPBA y D es el punto medio

de AB. Demostrar que PK biseca al / APB.

. En la figura de la derecha, P, B, Dy C son puntos

en el plano E, y A no estd en el plano E. AABC
y APBC son 1sosce1es con AB = ACy PB = PC,

respe: tlvin_lente Si AI) biseen al £ BAC, demos- b p
trar que PD biseca al £ Bl




0
*
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5-6. TRIANGULOS ISOSCELES Y EQUILATEROS

Al final de la seccién 5-1, mencionamos la bosibilidad de aparear los vértice§ de un
tridngulo AABC en el cual por lo menos dos lados son de igual longitud. Este es,
efectivamente, el caso con el cual trabajamos en el primer teorema de congruencia.

Teorema 5-3. El teorema del tridngulo isésceles

Si dos lados de un tridngulo son congruentes, entonces
los dngulos opuestos a estos lados son congruentes,

O de otro modo:
[ Bz= L C

Se da el AABC. Si AB =~ AC, entonces

Demostracion: Considérese la correspondencia
ABC < ACB
del AABC consigo mismo. En esta correspondencia, tenemos que
ZEHRK/‘& @U <
AC — AB,
LA/ A
Esta es una correspondencia LAL y, en virtud del postulado LAL, se tiene que

AABC = AACB,

esto es, la correspondencia ABC <> ACB es una congruencia. Por la definicién de
congruencia de tridngulos, todos los pares de partes correspondientes son congruentes
Por tanto, £ B & / C, porque estos dngulos son partes correspondientes.

Veremos ahora cdmo resultaria la demostracion en la forma de dos columnas i

Se utiliza la misma figura anterior.

Demostracion
AFIRMACIONES RAZONES
1. ABx AC. Dato. .
2, LA= /A Congruencia idéntica.
3. AABC= NACB. Pasos 1 y 2y LAL. ‘
4, B~/ C. Definicion de congruencia de tridngulos. it

|

i
¥
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Definiciones

Un tridngulo con dos lados congruentes se llama isdsceles. El otro lado es la
base. Los dos dngulos asociados con la base son dngulos en la base. El dngulo
opuesto a la base es el dngulo en el vértice.

Utilizando estos términos, podemos enunciar el teorema 5-3 de la s1gu1ente manera:
"Los dngulos en la base de un tridngulo isdsceles son congruentes”.

‘ Definiciones

’

Un tridngulo con sus tres lados congruentes se llama equildtero.

Un tridngulo para el cual dos lados cualesquiera no son congruentes se llama
escaleno.

Un tridngulo es equidngulo, si sus tres dngulos son congruentes.
B fdd

Ultilizando los términos equildtero y equidngulo, enunciamos ahora un teorema que
we deduce facilmente del teorema 5-3. Llamaremos a este teorema el corolario 5-3.1.
UIn corolario es un teorema que se deduce ficilmente de otro teorema.

Corolario 5-3.1
» ¥

Todo tridngulo equildtero es equidngulo.

De otro modo: Se da el AABC. Si BC = AC.= AB, en-
tonces L A=~/ B~/ C.

ki

Para demostrar el corolario, aplicamos el teorema 5-3 dos veces. Los detalles se
dejan al alumno.

El siguiente teorema se parece al teorema 5-3, pero, en realidad, es diferente.
Una ojeada al teorema enunciado de otro modo demuestra esto con bastante claridad.
Obsérvese también la diferencia en las marcas de las figuras.

Teorema 5-4

Si dos angulos de un tridngulo son congruentes, entonces los
lados opuestos a estos angulos son congruentes.

De otro modo: Se dacl AABC, Si LB £ C, entonces AB = AC.
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Demostracion: Como LB / C,BC~CBy /.C L B, la correspondencia
ABC & ACB
es una correspondencia ALA. Por tanto, es una congruencia y se tiene
AABC = AACB.

Luego, 4B = AC, porque los lados correspondientes son congruentes.

Corolario 5-4.1
Todo tridngulo equidngulo es equildtero.

Se podrd redactar el teorema de otro modo y
desarrollar una demostracién.

Conjunto de problemas 5-6

(a) La bisectriz de un 4ngulo es un

(i) segmento. (ii) rayo.

(iii) plano.

(b) Un triangulo equilatero

(i) es is6sceles. (ii) es escaleno. (iii) no es isosceles.

(¢} Un corolario es

(1) una definicion. ‘(ii) un postulado. (iii) un teorema.

(d) Si dos angulos de un tridngulo son congruentes, podemos concluir que el tridangulo v
tiene dos lados congruentes, en virtud de f

(i) una definicién. (ii) un corolario. (iii) un teorema.

2. En la figura de la derecha, el APRS es isosceles, con PR = PS.
Demostrar que /x =~ /y.

3. Enla figura de la derecha, si / m =~ /n, demostrar que - -
el AGHK es isosceles. - - -~

0.

10,

12

. kn la misma figura, si /PMN~ /PNM y
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. Datos: La figura plana ADBC',con AD BDy AC = BC. ¢
Demostrar: /L CAD x £ CBD.
A B
. Datos: La figura plana 4 DBC, con AC = BCy ./ CAD ~
/.CBD. Demostrar: AD = BD. ’ o
. 4

En los problemas 4 y 5, -jser4 necesario especificar en la Figura para los problemas

hipotesis que la figura estd en un plano? - Expliquese: 4.5.6
. K
. Demostrar el corolario 5-4.1:
Todo triangulo equiangulo es equilatero.
. Se da la figura de la derecha con las marcas indicadas. . .
Demostrar que el AMNK es isdsceles. M P Q' N

. Se da el AABC en el cual la correspondencia 4 BC < ACB es una congruencia. Podemos

concluir que el A4BC es

(a) escaleno. (b) isosceles. (c) equilatero.

Sedael A4ABCenel cual,la*;:orrespondencia ABC < CAB es una congruencia. Podemos
concluir que el AABC es
(c) equilatero.

(a) escaleno. (b‘) isosceles.

. Demostrar que la bisectriz del 4ngulo opuesto a la base de un tridngulo isdsceles bisccu

y es perpendicular a la base.

| C

En la figura, AC=BC, /A~ Ly, y /B~ /X b £
Demostrar que el ACDE es isosceles.

<«~>
. En un plano, los puntos Cy D estan en lados opuestos de AB de tal modo que el A4BC

¢s un tridngulo equilatero y el AABD es un tridngulo equidngulo. Demostrar que
LCx /D 7

. Se sabe que en la figura de la derecha, PO MO,

PO 1 NOy MQ = NQ. Demostrar que el AMNP
es isdsceles. ‘ !

demostrar  que

LMPQ = L NPQ,
/ PNQ.

L PMQ > '
Figura para los problemas 14y 16
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5-7. TRIANGULOS PARCIALMENTE SUPERPUESTOS. EMPLEO DE LA
FIGURA PARA OBTENER INFORMACION

Con frecuencia, necesitamos trabajar con tridngulos que no aparecen completa-
mente separados en las figuras, sino que en parte estdn superpuestos. Asi ocurre
con el AAFM y el AFAH en la figura de la derecha.

Para evitar confusiones y equivocaciones al tratar estos R

casos, es muy importante escribir las congruencias correcta- i

mente: L
AAFM = AFAH.

A F

Comprobamos primero que la correspondencia - 4FM « FAH es realmente una
congruencia y, luego, nos referimos a la congruencia AAFM =~ AFAH cuando
deseamos concluir que dos lados correspondientes (o dos dngulos correspondientes)
son congruentes. Considerando sélo la congruencia AAFM ~ AFAH, sin mirar la
figura, sabemos que "

AF = FA,

FM = AH, AM = FH,

porque son lados correspondientes en la correspondencia

A F M - F A

* X

Esta manera de abordar el problema es mds confiable que volver la cabeza para dar
una mirada de soslayo a la figura con la esperanza de que no nos confundir4.
Consideremos un caso en que esta situacién surge al demostrar un teorema.

Datos: HA=HF; HM = HQ. H

Demostrar: FM= AQ.

A F

Una manera corriente de demostrar que dos segmentos son congruentes es la de
mostrar que son lados correspondientes de tridngulos congruentes. Si este método puede
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utilizarse con éxito aqui, entonces, debemos primeramente indicar los tridngulos que
contienen a FM y a AQ. Son éstos el AHMFyel AHQA, que coinciden parcialmente.
I:l problema ahora consiste en demostrar que los dos tridngulos son congruentes. La
demostracién, escrita en forma de doble columna, se da a continuacién:

Demostracion
AFIRMACIONES RAzoNES
I.” HA =HF. Dato.
2. LH~ /[ H. Un dngulo es congruente consigo
/ mismo.

HM=HQ. {Por qué?
4. ‘AHMF~ AHQA. (Por qué?

FM =A40Q. (Por qué?

Una demostracién estrictamente 1dgica no debe depender de una figura, sino ser
consecuencia de los postulados, las definiciones y los teoremas ya establecidos. Pero
los gedmetras suelen utilizar figuras libremente como taquigrafia para explicar en
primer lugar en qué consistia el problema. Con este espiritu fue como enunciamos
¢l ejemplo 1 al comienzo de la seccién 5-4 de la siguiente manera:

Datos: AR y BH se bisecan en F.
_— H
Demostrar: AB >~ RH.

.. B .
Explicamos luego que todo el teorema podria ser expresado mediante marcas adi-
cionales en la figura, sin emplear una sola palabra, como se indica a continuacién:

Si prescindiéramos de una figura, tendriamos que volver a enunciar el ejemplo |
en la siguiente forma:
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Ejempl, Y .
Jemplo 1 Conjunto de problemas 5-7

.

Sean 4, B, F, H'y R cinco puntos no alineados en un plano. Si (1) F estd entre

Ay R, (2) Festdentre By H, (3) AF = FRy (4) BF = FH, entonces (5) AB = RH. {. En la figura, RV=ST, RO=SPy / VRQ ~ /TSP.

Completar la demostracion de que QV = PT.
. . . . R P Q S
Mediante el empleo de figuras, las primeras dos redacciones del ejemplo son
seguramente mds fdciles de leer que la tercera y son igualmente exactas, una vez Demostracion
que se entienda el modo de utilizar las figuras como una taquigrafia. Utilizaremos AFIRMACIONES RAZONES
figuras para indicar la colinealidad de puntos, el orden de los puntos en una recta, la
localizacién de un punto en el interior de un 4ngulo y, en general, las posiciones . RV =ST.
relativas de puntos, rectas y planos. Por otra parte, a base de figuras no debe inferirse 2. /VRQ= /TSP
congruencia de segmentos, o de dngulos, sencillamente porque se ven asi. Para ¥ , 3. } Dato.
obtener esta clase de informacién mediante una figura, debemos marcarla en la 4 ARQV
forma usual. 5' =
N B 2. En la siguiente ﬁgurzl_fle la izquierda, si KG| GH, LH L GH y LKHG > /LGH,
' demostrar que"KH ~ LG.
h C
G H
D E
A C ) F K L A B
E
3. En la figura anterior de la derecha, AC=BC y /CAEx~ /CBD. Demostrar que
_ AACE = ABCD. ‘ .
Por ejemplo, la figura de la derecha nos dice que DE = EF, pero la figura de la
izqui’erda no nos dice que 4B =~ BC, aun cuando una medicién cuidadosa sugiere 4. En la figura, AC = BC, DC=EC y AD— BE.
que éste debiera ser el caso. Completar la demostracion de que
LACE >~ / BCD.
A D E" B
f 1 Demostracion
AFIRMACIONES RazoNEs
' 1. AC=BC. W Datos.
- DC =EC.
2. AD = BE.
] . 3. DE= DE. .
C B D c B D . .. .
4, AD + DE = BE+ DE. Propiedad aditiva de la igualdad.
5. AE=BD. Definicién de “estar entre” y paso 4.
: . o . — 6.
Andlogamente, la figura anterior de la izquierda nos dice que AB L CD, pero no ]
- asi la figura de la derecha. 7. LACE= £ BCD. T
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5. En la figura, PM = QN, PS=QR y MR= NS.
Demostrar que

LPSN 2~ / QRM. My

6. Enla figura de la derecha, si AF =BG, /A~ /By AE =
BD, demostrar que EF = DG.

P
s
R\/ "
Q
C
F G
* 7. En la figura de la derecha, si /A~ /B, AD=BE y
£/ ADG = / BEF, demostrar que / CFE =~ / CGD. ’
A D E 8
Figura para los problemas 6 y 7

* 8. En la siguiente figura de la izquierda, AD = BC, AC=BD, AK=BN y AG = BH
Demostrar que KG = NH. .

A K N B
v

N N

D C

9. Se da la figura plana anterior de la derecha, con w = x y y = z. Demostrar que RV = ST.

10. Se sabe que en la figura de la derecha, /x>~ /yy
/Zm= /n Demostrar que AC = BC.

* 11. En la misma figura, si DF=EFy /x /y, demos-
trar que el AAFB es isdsceles.

* 12. Si, en la misma figura anterior, AC = BCy DC = EC,
demostrar que DF = EF.

Figura para losproblemas 10,11y 12

P
™ 13. En la figura de la derecha, si MK = MQ, ML =MP
y KL = QP, hallar el angulo congruente conel / KML K
y justificar la respuesta.
M Lo

* 14, Si, en la misma figura, MK=MQ, /K=~ /0, ?

PM | MKy LM | MQ, demostrar que /L~ /P Figura para los problomas 13y 14
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18, Lin los lados del £ A, se toman los puntos By C de tal modo que 45 +AC, Una recta

por B es perpendicular a AC en D. Analogamente, una recta por C es perpendiculur
a ABen E. Si AD = AE, demostrar que BD = CE.

f6. larecta L es_gerpggc_licular a XYy biseca a XYenS. Los puntos Ry T son los puntos
medios de XS y YS, respectivamente. Los puntos Ay B se toman en L en lados
opuestos de XY de tal modo que AX =BY y AT = BR. Demostrar que 4S = BS.

A K D

17. Sc da la figura de la derecha. Demostrar que si /D M
/ DKMy KM = CM = TM, entonces AD = BC.

48. Iin la figura de la derecha, B, Dy H estan en el plano E,
pero Ay C no estan en el plano E. Si AB| BD,
(D | HD, AB=HDy CD = BD, demostrar que AD =

HC.

19. (1) Demostrar que si, en la siguiente figura de la
derecha, X es el punto medio de MN, MZ = NY
y XZ= XY, entonces / Y= LZ. ,
(b) ¢(Sera necesario que M, N, X, Yy Z sean copla-
narios?

-

¢ 0. (a) En la misma figura, si M, N, X, Y y Z son copla-

narios, X es el punto medio de MN, LM~ /Ny M ” N
/MXY = /NXZ, demostrar que /Y = LZ.

(b) ;Sera necesario que M, N, X, Y y Z sean coplana-
rios? Expliguese.

Figura para los problemas
19y 20

5-8. CUADRILATEROS, CUADRADOS Y RECTANGULOS

Un cuadrilatero es una figura plana de cuatro lados. Algunos ejemplos son:

B
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Una figura como la siguiente de la izquierda #o es un cuadrildtero:

C B

A D

Ademas, los lados de un cuadrildtero no deben cruzarse uno al otro. La figura
anterior de la derecha no es un cuadrildtero.

Las siguientes definiciones estdn enunciadas de tal forma que incluyen solamente
los casos que deseamos incluir: '

Definiciones

Sean A4, B, C'y D cuatro puntos coplanarios. Si tres cualesquiera de ellos no
estén alineados, y los segmentos 4B, BC, CD y DA se intersecan solamente en
sus extremos, entonces la reunién de los cuatro segmentos se llama cuadrildtero.
Los cuatro segmentos se laman lados, y los puntos
A, B, Cy D se llaman vértices. Los angulos /. DAB,
LABC, [ BCD y [ CDA se llaman dngulos del
cuadrildtero, y pueden indicarse brevemente por A
LA, LB (Cy (LD

8

8
Si los cuatro dngulos del cuadrildtero son dngulos |
rectos, entonces el cuadrildtero se llama rectdngulo.
]
A

Si los cuatro'dngulos son dngulos rectos y los cuatro
lados son congruentes, entonces el cuadrildtero es un
cuadrado.

3

El cuadrildtero mismo sé indica por [J4BCD.
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Cundriliteros, condrados y rectingnlos

. A
lin la figura de la derecha, las marcas nos dicen

[ ue AD es una mediana del AABC. Esto puede
. enunciarse formalmente como sigue:

Dafinicion B j D c

Una mediana de un tridngulo es un segmento cuyos extremos son un vértice
del tridngulo y el punto medio del lado opuesto.

Todo tridngulo tiene tres medianas, una para cada vértice.

A . . "m’%

| as marcas en la figura de la derecha indican que
Al ¢s la bisectriz de un dngulo del AABC.

™
™m
(9}

. Dofinicién .
P
Un segmento es una bisectriz de un 4ngulo de un tridngulo, si (1.) estd en el rayo
que biseca al dngulo del tridgngulo, y (2) sus extremos son el vértice de ese dngulo
y un punto del lado opuesto.

K]
k {onjunto de problemas 5—)8‘

(. Construir un tridngulo escaleno grande. Construir sus tres medianas y las bisectrices

de los tres angulos. “ c
1. Datos: AABC, con la mediana AD perpendicular al
lado BC. D

Demostrar: AD biseca al /. BAC y el AABC es
isosceles.

3. Demostrar que la mediana correspondiente a la base de un tridangulo isoésceles es perpen-

dicular a la base y biseca al angulo opuesto a la base. " R o

4. Se sabe que (JMOPQ es un cuadrado con R punto medio de
MQ. Demostrar que el AROP es isosceles.




146 Congruencias
Problemas suplementarios 147

S. En el [IGKHM, /G y / H son angulos rectos, GK=MH y GH MK. Los puntos

G y H estan en lados opuestos de MK Demostrar que CIGKHM es un rectangulo. ’WH!LEMA OPTATIVO C
D E {n) Sobre la base de los teoremas demostrados hasta b
nhora, ¢se podra demostrar que si AC MP,
HCx NP y la mediana AD x la mediana MQ, A 8
6. En el (JABCD, AC1 BD en F, AC=BDy FD = A ¢ entonces A4BC =~ AMNP? Si se puede, hacerlo. .
FC. Demostrar que AACD =~ ABDC. Si no se puede, explicar por qué.
Q

() Sobre la base de los teoremas demostra_d_os hasta
ahora, (se podra demostrar que si AC = MP,
8 ' ABx MN y la mediana 4D =~ la mediana MQ, M N

entonces AABC =~ AMNP? Si se puede, hacerlo.
7. Demostrar que las medianas correspondientes a los lados congruentes de un triangulo

isdsceles son congruentes.

. ) ’ D
‘Problemas suplementarios
8. Demostrar que en un tridngulo isGsceles, las bisectrices de los dngulos en la base son F 1. Datos: DC=BCy A C
congruentes. - ok
§ DK = BK.
| B_Q ¢ Y Demostrar: AD = AB. .

9. El JABCD es un cuadrado y P, Q, Ry S son los puntos medios . Al
de 4B, BC, CD y DA, respectivamente. Demostrar que P R i 2. Dados dos tridngulos congruentes, la mediana de un lado de uno de los tridngulos es
LPQR=> /PSR. congruente con la mediana del lado correspondiente del otro.
A s D P
—> — ). En la figura de la derecha, si MQ = PQ = PR = NR, m
10. El [J4BFH es un cuadrado, X es un punto en AH, y Y es un punto en BF tal que ) r demostrar que el AMNP es isosceles.

AX = BY. Demostrar que 4Y = BX. - 5
. Se da el ARST, con S-X-T de modo que SX = SR. Q es un punto tal que R-Q-T'y SQ
biseca al £ RS7. Dibujar QX. (Qué dngulo es congruente con el / R? Demostrar la

congruencia.

B
8. En la figura de la derecha, XW =2Y, AX=BYy - , W
AZ = BW. (Qué angulo es congruente con el LA" v
Demostrar la congruencia. Z
A

6. Se da la siguiente figura de la izquierda, en la cual OS y RT se bisecan en P. Demostrar
que AP = BP.

&

—_ — ‘ —>
11. AP biseca al / BAC. D es un punto en 4B, y E es un punto en AC tal que AD = AE,
Demostrar que PD = PE,

. ey
* 12. Se da la figura de la derecha, con KM bisecando
a ambos LHKG y /HSG. Demostrar que

KMJ_HG

* 13. En la figura de la derecha, si XU = XV'y

Ll = f2= /3> /4,

demostrar que

7. En la figura anterior de la derecha, si AB=AC, AD=AE y /x= /¥y, entonces

L5= /6y [T=x=/8. \
AG = AH,

/
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8. Demostrar que la bisectriz de cada angulo de un tridngulo equilatero es una mediana del
triangulo,

9. (a) En la figura de la derecha, AD = BC, AB=DC D M C
y MN biseca a AC en K. (Biseca ACa MN? Jus-
tificar la respuesta.

(b) (Tienen que ser todos los puntos de la figura copla-
narios ?

10. (a) En la figura de la derecha, NK = MLy MK = NL.
Demostrar que / MNK = / NML.

(b) (Tienen que intersecarse KM y NL?

11. Datos: La figura de la derecha, con AB =ACy
LRCB>~ /TBC.
Demostrar: RC = BT.

A T C

12. Se dan dos triangulos congruentes. Demostrar que la bisectriz de un angulo de uno de
los tridangulos es congruente con la bisectriz del angulo correspondiente del otro.

13. En la figura de la derecha, 4, Py C estin en el plano
E,y Ry S estan en lados opuestos de E. Si AP ] RS,
RP = SPy RC = SC, demostrar que

(a) 61-5_[_ FS',
(b) LACR~ [/ ACS.

<> — «>
14. En AB, se tiene A-C-B'y CD | AB. El punto P estd en el interigg_)del LACD y el {
punto Q estd en el interior del / BCD tal que / PCA~ £/ QCB. Si CD | PQ, entonces

PC = QC.

15. Si AP y BC se bisecan en N, y AC y BQ se bisecan en K, demostrar que PC = QC.

- ‘
16. Se da el AABC, con AB=BC. Sea D un punto en el lado de 4B opuestoa C

<>
tal que el AABD es equilatero. Sea E un punto en el lado de BC opuesto a A4 tal que el

ABCE es equilatero. Demostrar que AE = CD.
A D

17. Se da el (JABCD como en la figura, con AB=DCy AD = "

BC. Demostrar que AC y BD s bisecan. B ¢

. lin la figura de la derecha, los puntos G y B trisecan a MR,

. Completar la.demostracion de Euclides para el teorema: Los
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y los puntos G y P trisecan a AC. Si AG = BG, demostrar
que /R /£C. [Nota: Trisecar significa dividir en tres
partes congruentes.]

. Redactar una definicién cuidadosa de lo que significa “C y D trisecan a 4B

<> . . —_— > —>
. Si XY es perpendicular a cada uno de tres rayos diferentes XA, XB, XC,y XA = XB -

XC, demostrar que AY = BY = CY.

M
. —
. Datos: El AKVL es isosceles, con KV =LV, y MP con-
tiene la mediana VP del AKVL. ‘ s R
Demostrar: ST = RT.
K P L

. (a) Si ABy CD se bisecan en K, demostrar que AC == BD y que AD = BC.

(b) Sitambién EFes bisecado en K, ¢se podran hallar seis pares de segmentoscongruentes,
ninguno de los cuales contiene a- K?

(¢) Si EF no estd en el mismo plano con AB y CD, ;como afectaria esto a las conclu-
siones en la parte (b)? Tratese de imaginar la figura, o hagase un croquis o un
modelo de ella. '

— —>
. Sedael /BAC tal que AB==AC; Restaen ABy T esta en AC de tal modo que RC ==

TB. Con esta informacion, (se podra demostrar-que AR = AT? Si se puede, hacerlo. Si
no se puede, explicar por qué.

Q
. Los tridngulos APAB y AQAB estan en planos
diferentes, pero tienen el lado comun A4B. _Si 5
APAB~ NQAB y X es cualquier punto en AB, 2
entonces / XPQ = / XQP. i \ %

dngulos en la base de un tridngulo isésceles son congruentes.
Datos: ABAC, con AB= AC.

Demostrar: ZACB & L ABC.
[Sugerencia: Primerumente, tomese un punto E tal que A-B-£

y un punto Fal que 4 C 8y A1 AL Dibujense BF y CE.]

"
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10. Demostrar que si ¢l AABC es equilatero, entonces AABC = ACAB x AACS.

Repaso del capitulo

1. Indicar si cada uno de los siguientes enunciados es cierto o falso:

(a) Sienla correspondencia ABC«— KLM, ACx KM, AB~KLy /A~ /K, éntonces 1
la correspondencia es una congruencia. :

(b) Si AC = BD, podemos concluir que o bien A =By C=D,0 A=Dy B=_C.

(c) Dos triangulos son congruentes, si los tres angulos de un tridngulo son congruentes ]
con los tres dngulos del otro. :

(d) Sienel ADEF, m/ D=m/E=m/F, entonces ¢l ADEF es equilatero.
(e) Una mediana de un tridngulo biseca a un angulo del triangulo.

(f) Si AXYZ~ ABAC, entonces / X = / A.

(g) Enel AABC,si /A~ /C, entonces AB = AC.

(h) Si AXYZ >~ AZXY, entonces el AXYZ es equilatero.

(i) Dos triangulos son congruentes, si dos lados y un angulo de uno son congruentes
con dos lados y un 4ngulo del otro.

(j) No hay un triangulo A4BC en el cual /A =/ B.

(1. lscribir una hipétesis y una conclusion para la
figura de la derecha, tal como esta marcada.

A

12. Pscribir el teorema que nos sugiere la siguiente figura de la izquierda:

C

A D B
2. Definir “segmentos congruentes”. o .
1), Fn la figura plana anterior de la derecha, AC = BC y AK = BK. Hacer una lista de

todas las conclusiones que se deducen. (Se deberd demostrar cada una.)

3. Definir “bisectriz de un angulo™.

. v 4 o
4. Definir “bisectriz de un angulo dé€ un triangulo”. ¥ (4. En el tridngulo isésceles APQR, la bisectriz de un .
' angulo en la base,. £ Q, interseca al lado opuesto en S.
- Si i i 4 A i . T es un punto en la base PQ tal que ST=pPT. SV

s. Corr.\E)letar. Si la bisectriz de un dngulo de un tridngulo es también una mediana, entonces biseca al / PST. Demostrar que /. TSV = /RQS. LLL -

el tridngulo es

£
6. Completar: Un cuadrilatero que tiene cuatro &ngulos rectos se llama ‘ A
o . ,
jje g . lanarios
) , . J E@ ¢ |8, En la figura de la derecha, A, B, Cy D son.no cop <> R

7. Cc;’mpleta;:. En el ﬁPRQ, el /O estd comprendido por y por y °¢ y AB= AC= AD—BC=BD=CD. Oy R son 1os .

Py &R eomprenden ——— puntos medios de A_g__ y AD, respectivamente, y P es 5

cualquier punto en AB. Demostrar que el APQR es 5

8. Se dan los triangulos A4BCy APQR, cada uno de los cuales tiene dos lados de longi- isosceles.

tud 7 y un angulo cuya medida es 40. ;Son congruentes los tridngulos? Expliquese. v

8
%4 16. Sea L la arista de dos semiplanos, H, y H,. Ay Bson dos puntos de L, M es un punto
' en H,, y Res un punto en H, tal que / MABZz / RABy AM = AR.
- AR bi isdsceles.

9. Si, en la figura, AB = AC y AR biseca al /£ BAC, demostrar A R - (a) Demostrar que €l A]l/I_I_QB es isosce

ave | (b) ¢Sera necesario q'ic MR corte a L?

(@) RB=RC, (¢) (Requiere la respucsta a la parte (a) que H, y H sean coplanarios ?

——
(b) AR contiene la bisectriz del /£ BRC. c

¥




6 IUn examen mas
preciso de la
demostracion

6-1. COMO FUNCIONA UN SISTEMA DEDUCTIVO

Iin el Capitulo [, tratamos de explicar en términos generales como se desarrollaria
nuestro estudio de la geometria. Después de la experiencia adquirida desde entonces,
deberd ser mds fdcil entender la explicacion.

La idea de conjunto, los métodos del dlgebra y el proceso de razonamiento 16gico
won cosas con las cuales hemos estado trabajando. Sin embargo, sobre lo que hemos
tratado es justamente la geometria misma. Empezamos con puntol recta y plano
como términos no definidos y, hasta ahora, hemos utilizado diecisiete postulados.
Iin algunos casos, los nuevus términos se definieron a base de los postulados. (Por
cjemplo, se definid la distancia PQ como el niimero positivo dado por el postulado
de la distancia.) En otros casos, las definiciones se han fundado solamente en los
{¢rminos no definidos. (Por ejemplo, un conjunto de puntos es de puntos alineados,
i todos sus puntos estdn en una misma linea recta.) Pero en todo momento, cons-
truimos las definiciones mediante términos que eran, de alguna manera, conocidos
con anterioridad. A estas alturas, hemos amontonado definiciones sobre definiciones

7 . . I4
con tanta frecuencia que nuestra lista es muy larga; y, de hecho, ésta es una de las

razones principales. por las cuales, desde el principio, tenemos que mantener claros
los procedimientos.

Andlogamente, todas las afirmaciones que hacemos acerca de la geometria se
basan, en Gltimo término, en los postulados. Hasta ahora, a veces hemos demostrado
icoremas deducidos directamente de los postulados, y otras veces hemos basado
nuestras demostraciones sobre teoremas ya demostrados. Pero en cada caso, In
cadena de razonamientos se origina en los postulados.

En este momento, quizds parezca una buena idea leer nuevamente la segunda
mitad dél Capitulo 1. Se entenderd mejor ahora que la primera vez. Es mucho mds
l{icil mirar hacia atrds y entender lo que se ha hecho, que entender una explicacién de
lo que se va a hacer.

6-2. DEMOSTRACIONES INDIRECTAS

En el Capitulo 1, sefialamos que la mejor manera de aprender acerca del razo-
namiento légico es practicindolo. En general, esto es cierto. Pero hay un tipo de
demostracion que requiere estudio especial. En el teorema 3-1, utilizamos o que
se¢ llama una demostracion indirecta. El teorema y su demostracién eran los
siguientes:

Teorema 3-1

Si dos rectas diferentes se intersecan, su intersecciéon contiene un punio sola-
mente,

153
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Demostracion:  Si dos rectas se intersecaran en dos puntos diferentes P y Q, entonces
habria dos rectas conteniendo los puntos Py Q. El postulado de la recta nos dice
que esto no puede ocurrir.

Probablemente, el alumno ya habrd visto emplear este tipo de razonamiento.
Quizds, conoce la demostracién de que ./ 2 es un nimero irracional, que también es
una demostracién indirecta. De cualquier modo, seguramente habrd oido afirma-
ciones de este tipo en la conversacién corriente. Las siguientes dos observaciones
son ejemplos de demostraciones indirectas:

Ejemplo 1

“No debe estar lioviendo afuera.

Si estuviera lloviendo, entonces esas personas que entran por la puerta
estarian mojadas, pero no lo estdn”’.

Ejemplo 2

“Hoy no debe ser el dia del juego de futbol.

Si se estuviera celebrando el juego hoy, entonces el estadio ya estaria lleno
de gente, pero los dnicos que estamos aqui somos nosotros dos”

En cada caso, el que habla quiere demostrar que una cierta premisa es cierta.
Comienza su demostracién suponiendo que la premisa es falsa; entonces, observa
que esto conduce a una conclusion que contradice un dato conocido. En el primer
caso, el que habla empieza suponiendo que estd lloviendo; esto conduce a la conclu-
sion de que las personas que entran por la puerta estarian mojadas, lo cual contradice
el dato conocido de que no estdn mojadas. De modo parecido, en el segundo caso,
el que habla empieza suponiendo que el juego de fitbol va a celebrarse hoy; y esto
conduce a una contradiccion con el dato conocido de que en el estadio hay dos
personas solamente.

En la demostracién del teorema 3-1, empezamos suponiendo que algin par de
rectas diferentes se intersecan en dos puntos diferentes. Esto contradice el postulado
de la recta. Por tanto, el supuesto es errdneo, y esto significa que el teorema es
correcto.

Con frecuencia, nuestras demostraciones indirectas en la geometria serdn tan
cortas y sencillas como ésta; equivaldrdn sencillamente a observaciones de sentido
comun. Pero esas observaciones de sentido comin son parte del ABC del razo-
namiento matemdtico y seria muy dificil trabajar sin ellas.
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Conjunto de problemax 6-2

1. Para fines de argumentacion, acéptese cada una de las siguientes hipdtesis y ofrézcase
después un final 16gico para cada conclusion:

(1) Hipdtesis: A todos los nifios les gusta jugar al futbol. Mi hermano tiene catorce
afios.

Conclusién: A mi hermano .

(b) Hipdtesis: Solamente las personas descuidadas cometen errores. Nunca soy
descuidado.

Conclusion: Yo

(¢) Hipdtesis: Juan siempre se rie cuando dice un chiste. Juan esta diciendo un chiste.

Conclusion: Juan

(d) Hipdtesis: En cualquier tridngulo isdsceles, los angulos en la base son congruentes.
Enel AABC, AC = BC.

Conclusion:

2. (Cuales de las siguientes argumentaciones son ejemplos de razonamiento indirecto?

(a) La températura afuera debe estar por debajo de 0°C. Si la temperatura no estuviera
por debajo de 0°C, los cristales de la ventana no tendrian una capa de hielo. Pero
tienen una capa de hielo. Por tanto, la temperatura debe estar por debajo de 0°C.

(b) Tiene que ser la hora del almuerzo. Si no fuera la hora del almuerzo, no tendrin
hambre. Sin embargo, 'tengo mucha hambre. Por tanto, tiene que ser la hora del
almuerzo. #

(c) El concierto@debe haber terminado. El publico abandona la sala de conciertos sola-
mente cuando el concierto ya ha terminado. El publico estd abandonando la sala
de conciertos.. Por tanto, el concierto ha terminado.

. Debe ser mas tarde de las 4 P.M. Si no fuera mas tarde de las 4 P.M., estaria oyendo el
ruido de los obreros trabajando en la construccion. No oigo ruido alguno.

-

En este ejemplo de demostracion indirecta, sefialense:
(a) la afirmacion que se va a demostrar,

(b) el supuesto que se hace,

(¢) la conclusién que resulta del supuesto, y

(d) el dato conocido que contradice a (c).

L

La Sra. Atiles comprd un juego de utensilios de cocina anunciado como hecho de acero
inoxidable. Después de utilizarlo durante unas cuantas semanas, noté que algunos de
los utensilios empezaban a oxidarse. Decidid, pues, que el juego no era de acero
inoxidable y lo devolvié para reembolso.

Siganse las instrucciones para el problema 3.
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5. Demostrar que la bisectriz de un angulo cualquiera de un tridngulo escaleno no puede
ser perpendicular al lado opuesto.

6. Demostrar que un tridngulo escaleno no tiene ningun par de dngulos congruentes.
7. {Qué conclusiones pueden deducirse de las siguientes hipotesis, en las cuales p, ¢ y r
representan diferentes enunciados?
Si p es cierto, entonces ¢ es cierto.
Si g es cierto, entonces r es cierto.
El enunciado p es cierto.
8. ;Qué conclusiones pueden deducirse de las siguientes hipotesis, en las cuales p, g v r
representan diferentes enunciados ? "
Si p es cierto, entonces g es cierto.
Si r es cierto, entonces s no es cierto.
Si g es cierto, entonces s es cierto.
- El enunciado p es cierto.
¢Se utiliza razonamiento indirecto en algiin momento? Expliquese.

9. Si K es azul, entonces M es rojo.
Si K es verde, entonces M es amarillo.
Si M es rojo, entonces J es azul.
(a) K es azul; por tanto, M es yJes

(b) M es amarillo. (Serd posible deducir una conclusion referente a K? Si lo es, ;qué
conclusion se puede deducir?

(¢) J no es azul. (Serd posible deducir una conclusién referente a K? Si lo es, jqué
conclusion se puede deducir?
10. (Qué conclusion se deduce de la siguiente informacion ?

(a) A nadie se le permite ingresar en el club de natacién, a menos que sepa tocar el
flautin.

(b) Ninguna tortuga puede tocar el flautin.

(¢) A nadie se le permite usar pantalones cortos rayados en la piscina del club, a menos
que sea miembro del club de natacion.

(d) Yo siempre uso pantalones cortos rayados en la piscina del club.

[Sugerencia: Conviértase cada enunciado a la forma *si ... entonces™ y preséntese el
razonamiento como en los problemas 7 y 8. Por ejemplo, sea p “alguien es un miembro
del club de natacion”, etc.]

11. (Qué conclusion se deduce de las siguientes hipdtesis ?
Los leones domesticados tienen dientes afilados.
Los leones que comen gente nunca se enferman.
Los leones que nunca comen gente tienen dientes mellados.
Mi ledn domesticado tiene pulmonia.

¢Se utiliza razonamiento indirecto? Expliquese.
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6-3. TEOREMAS SOBRE RECTAS Y PLANOS

Ahora, resulta {4cil demostrar los otros teoremas del Capitulo 3. Por conveniencia,
presentamos nuevamente los postulados que sirven de base a las demostraciones.

POSTULADO 4. Postulado de la recta

Dados dos puntos diferentes cualesquiera, hay exactamente una recta gue los
contiene.

POSTULADO 5

(@) Todo plano contiene al menos tres puntos que no estdn alineados.
(b): El espacio contiene al menos cuatro puntos que no estin en un plano.

, POSTULADO 6

Si dos puntos«de una recta estin en un plano, entonces la recta estd en el mismo
plano.

POSTULADO 7. Postulado del plano
a8
Tres puntos cualesquiera estdn al menos en un plano, y tres puntos cualesquiera no
alineados estdn exactamente en un plano, ‘ﬁ

Ahora, demostraremos el siguiente teorema:
\
) E

Teorema 3-2 .
- Q ’

Si una recta interseca a un plano que no il £

la contiene, entonces la 1nterseccmn con- s/
tiene un solo punto.

Demostracién: Se nos dan una recta L y un plano E. Por hip6tesis, tenemos:

(1) L interseca a E en un punto P, por lo menos, y

(2) E no contiene a L.

Presentaremos una demostracion indirecta y, por tanto, comenzamos suponiendo
que

(3) L interseca a E en alglin otro punto Q.

Debemos mostrar que (3) conduce a una contradiccién con un dato conocido, y
asi es: Si Py Q estdn en E, entonces se deduce, por el postulado 6, que L estd en F.
listo contradice a (2). Por tanto, (3) es falso. En consecuencia, el teorema 3-2 e

cierto.
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Desde luego, la figura para esta demostracién es algo rara. Indicamos un punto
O, sencillamente para recordar la notacién de la demostraciéon. La demostracién
misma muestra que tal punto no puede existir. En efecto, las figuras para las demos-
traciones indirectas siempre tienen un aspecto extrafio, por la excelente razén que
describen situaciones imposibles. Si hubiéramos hecho una figura para el teorema
3-1, se hubiera visto peor atn:

P Q

e ' N

Esta es una figura de una situacién imposible, en la cual dos rectas se intersecan en
dos puntos diferentes.

Teorema 3-3 E

Dada una recta y un punto fuera de ella,
hay exactamente un plano que contiene
a ambos.

Sean L la recta daday P el punto dado. Para demostrar el teorema, tenemos que
verificar dos cosas:

(1) Hay un plano E que contiene a Py a L.
(2) Hay solamente un plano E que contiene a Py a L.

Los enunciados (1) y (2), considerados juntos, nos dicen que hay exactamente un
plano que contiene a Py a L.

Demostracion de (1):  Sean Q y R dos puntos cualesquiera de L. P ir el postulado 7,
hay un plano E que contiene a P, a Q y a R. Por el postulado 6, ¥ contiene a I.
‘ wAsi, E contienea PyalL.

Demostracion de (2): Esta demostracion serd indirecta. Supongamos que hay otro
plano E’ que contiene a Py a L. Entonces, E’ contiene a P,a Q y a R. :
Pero P, 0 y R no son puntos alineados, pues L es la tnica recta que contiene a
0Oy a R (¢por qué?), y L no contiene a P.
Asi, tenemos dos planos diferentes E y E” por los puntos no alineados P, Q y R.
Esto contradice el postulado 7.
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Obsérvese que este teorema y su demostracion se dividen de manera natural en
dos partes. Esto ilustra la distincién entre existencia y unicidad. La primera mitad
deo la demostracién nos da la existencia de un plano E que contiene a Py a L. La
segunda mitad nos asegura la unicidad del plano que contiene a P y a L. Cuando
demostramos la existencia, demostramos que hay a/ menos un objeto de una cierta
clase. Cuando demostramos la unicidad, demostramos que hay a lo sumo uno.
Si ocurre que podemos demostrar ambas, entonces sabemos que hay exacta-
mente uno.

Sin embargo, la existencia y la unicidad no siempre van juntas, de ningiin modo;
cn muchos casos, podemos tener una sin tener la otra y, a menudo, no tenemos nin-
guna de las dos. Por ejemplo, para las pulgas de un perro vagabundo, generalmente
podemos demostrar la existencia pero no la unicidad. (Es muy afortunado el perro
que realmente tiene una sola pulga.) Andlogamente, si x es un nimero racional,
cntonces existen dos enteros p y ¢q tales que

SR

Pero estos enteros no son tinicos, porque también tenemos

A

2p 3p
%3

-
4

y asi sucesivamente. Para la hija mayor de una cierta familia, es evidente que tenemos

unicidad, pero no necesariamente existencia; en algunas familias, todos los nifios son

varones. Para los puntos comunes a dos segmentos diferentes, no tenemos necesaria-

mente existencia o unicidad; la intersecciéon puede contener un segmento completo,

0 exactamente un punto, 0 ninguno:

La frase “uno y sélo uno” se utiliza con frecuencia en vez de ‘“‘exactamente uno”
para recalcar el doble valor de la afirmacion.

El siguiente teorema se divide en dos partes, de la misma manera que el an-
terior:
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Teorema 3-4

Dadas dos rectas que se intersecan, hay exactamente un plano que las contiene.

Se nos dan las rectas L, y L,, que se intersecan en el punto P. Debemos demostrar

dos cosas:

¢)) Existencia. Hay un plano F que contiene a L, y a L,.
(2) Unicidad. Hay un solo plano E que contiene a L, y a L,.

Presentamos las demostraciones en forma de doble columna.

Demostracion de (1)

AFIRMACIONES

RAZONES

1. L, contiene unpunto Q diferente de P.
2. QnoestdenL,.
3. Hay un plano E que contienea Q y a

Lz-

4, E contiene a L,.

Demostracion de (2)

AFIRMACIONES

Por el postulado de la regla, toda recta
contiene una infinidad de puntos.

Por el teorema 3-1, L, interseca a L,
solo en P.

Teorema 3-3.
Por el postulado 6, puesto que E contiene

aPyad(Q.

RAZoONES

5. Supongamos que otro plano E’ con-
tenea L, yalL,.

E’ contiene a Q.

Cada uno de los planos £y E’ con-
tienea Qyal,

8. Eesel tnico plano que contiene a L,
yal,.

Obsérve§e que la demostracion de (2) nos da un ejemplo a seguir para presentar
dcmos-tracxones indirectas en la forma de doble columna. Estrictamente, la frase
“Comienzo de la demostracidn indirecta” no es una “razén’’; es, sencillimente, una
explicacién de lo que teniamos en la mente al escribir el paso 5. ,

Comienzo de la demostracién indirecta.

Qestden L.
Pasos 3,4, 5y 6.

El paso 7 contradice el teorema 3-3.

1
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Conjunto de problemas 6-3

19,1

. Como se indica en la figura de la derecha, los puntos

Indicar qué teorema puede expresarse asi: “Dos rectas que se intersecan determinan un
plano™.

. Si las tres rectas de la figura de la izquierda, a continuaci6n, no estan todas en el mismo

plano, ;cuantos planos determinan? Nombrese cada plano, indicando las rectas que lo
determinan.

. En la figura anterior de la derecha, cada tres rayos no estan en el mismo plano. (Cuéntos

planos determinan? Denotar cada plano mediante los puntos que lo determinan.

. {Qué postulado o teorema presentado en la seccion 6-3 asegura la unicidad de un punto

del cual no se puede asegurar existencia ?
*p

Ay Bestan en el plano E, y el punto P estd por encima

il_e_)l plano E. (Qué postulado o teorema asegura que

AB est4 contenida en E? En la figura, hay implicito

un segundo plano. Nombrarlo. (Cuél es su inter-

seccion con E? Siun cuarto punto, Q, estd por debajo del plano E, pero no esta en la
misma recta que Py A o que Py B, nombrar los planos que quedan determinados.
Dibujese la figura. i

. Explicar el empleo de la frase “uno y solamente uno”.

. Supongamos que se quiere demostrar que en un plano, y por un punto dado de una recta

dada, pasa a lo sumo una recta perpendicular a la recta dada. (Se demostraria existencia
o unicidad? Si la demostracion es indirecta, (qué supuesto se haria para comenzar el
razonamiento ?

6—4. PERPENDICULARES

Utilizando una regla y un transportador,

¢s facil dibujar la perpendicular a una recta
dada en un punto dado de ella. Simple-
mente, marcamos un dngulo de 90°, como
en la figura, con el vértice en el punto dado
P, uno de los lados, P—))(, sobre la recta
dada L y el otro lado en uno de los semi-

g

planos determinados por L. La perpendicular tiene que ser \inica, porque en el

(runsportador hay unn soln marca para indicar 90°.

&
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Ahora, describiremos esta situacion mediante un teorema, y lo demostraremos a

base de nuestros postulados.

Teorema 6-1

En un plano dado, y por un punto dado de una recta dada, pasa una y solamente |

una recta perpendicular a la recta dada.

De otro modo: Sea F un plano, sea L una recta en E, y sea P un punto de L. Entonces, °

(1) hay una recta M en E tal que M contienea Py M L L;y
(2) hay una sola recta M de esa clase.

Demostracion de (1): Sea H uno de los dos semiplanos de E determinados por L,y
sea X un punto cualquiera de L, diferente de P. (V. la figura anterior.) Por el
—

postulado de la construccig’)n del dngulo, hay un rayo PY, con Y en H, tal que
m/l YPX =90, Sea M=PY. Entonces, M L Len P.

Demostracion de (2):  Ahora, supongamos que ambas M, y M, son perpendiculares
a L en P. Demostraremos que M; = M,.

Y1 Yz
H
90 ° 9 O o
P
l;‘“ X
LAY
/oA

LN

— —

M,y M, contienen los rayos PY, y PY,,con Y, y Y, en H. Por la definicién de
“perpendicular” y el teorema 4-8, los dos dngulos . Y,PXy .LY,PX son dngulos
rectos, como se indica en la figura. Por el postulado de la construccién del dngulo,

—> —
esto significa que PY,; y PY, son el mismo rayo. Como M, y M, tienen mds de un
punto comun, no pueden ser rectas diferentes. Por tanto, M, = M,.

)

Obsérvese que para demostrar la unicidad de las perpendiculares a L en P, tenemos
que restringirnos a un plano dado. En el espacio, toda recta tiene una infinidad de
perpendiculares en cada uno de sus puntos. Asi, en una carreta, cada rayo de la rueda
es perpendicular al eje.

Las marcas en la siguiente figura indican que L es la mediatriz de AR:

Deafinicién L

o ln recta perpendicular al segmento en su punto
medio. —
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Iin un plano dado, la mediatriz de un segmento

Pa) 1]
wé

Todo segmento AB tiene un punto medio C,y solamente uno; y por C, pasa una
>

rectn, y solamente una, perpendicular a AB. Por tanto, la mediatriz existe y es Gnica.

1l siguiente teorema da otra descripcién de la mediatriz:

Teorema 6-2. El teorema de la mediatriz
La mediatriz de un segmento en un plano, es el conjunto de todos los puntos
del plano que equidistan de los extremos del segmento.

® R .P
e otro modo: Sea L la mediatriz de AB en el ,/' R
wuno E. Entonces, il \\
|
II( »\\
' \
(1) si Pestden L, f’A =PB,y // \\)
(2) si PA = PB, entonces P estd en L. A ! c | B
}L

®

(ste es un ejemplo de lo que se llama un teorema de caracterizacion. P_ara carac-
{erizar un conjunto de puntos, enunciamos una condicién tal que (1) la satisfacen los
puntos del conjunto dado, y (2) no 1:a_s_atisfacen otrqs puntos. En este caso, €l con-
junto de puntos es la mediatriz de 4B, y la C9nd1016n es PA = PB. Por tanto, al
‘expresar el teorema de otro modo, éste se divide naturalmente en dos partes y lo
mismo ocurre con la demostracion.

Demostracion de (1):  Sea C el punto medio de AB,y L
sen P un punto cnalquiera de L. Si P = C, entonces €s p
evidente que PA = PB. Supongamos, pues, que Pes

diferente de C, de manera que P no estd en AB. Tenemos

PC = PC, por identidad; L PCA = [ PCB, porque am- .
hos son angulos tectos; y CA = CB, porque C es el
punto medio. Por LAL, tenemos que APCA = APCB.
As, PA = PB.
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Demostracion de (2): Se nos dice que J_'; estd en el
plano E, y que PA = PB. Si P estd en 4B, entonces
P = C, porque _A_IZtiene un punto medio solamente.
Si P no estd en AB, sea L' la re/ctaf’—()f. Entonces,
PC=PC, CA=CB y PA=PB. (Por qué?)
Por LLL, tenemos

APCA = APCB, A

L/

como anteriormente. En consecuencia, por defini- e
. cién, / PCB es un dngulo recto y, en virtud de esto, L' 1. AB en C. Por el teorema

6-1, las perpendiculares son Gnicas. Luego, L' = L. De modo que P estd en L, como |

queriamos demostrar.

Corolario 6-2.1

Se dan un segmento AB y una recta L en el mismo plano. Si dos puntos de L
equidistan de 4 y de B, entonces L es la mediatriz de 48.

Demostracién: Por el teorema 6-2, L contiene dos puntos de la mediatriz de :ﬂ_ﬁ v

Como dos puntos determinan una recta, esto significa que L es la mediatriz de 4B..

Hemos encontrado que, en realidad, no hubo dificultad al construir la perpendicus ‘

lar a una recta que pasa por un punto de la recta: simplemente, marcamos un dangulo i
de 90°. Si el punto no estd en la recta, la construccién requiere otra idea.

Se nos dan una recta L, y un punto P, fuera de L. Queremos construir una recta .
por P, perpendicular a L. (Desde luego, estamos trabajando en un plano E que con-

tieneaLyaP.) 7
Sean Q v R dos puntos cualesquiera de L. Para obtener la perpendicular, primero:
—_— >

trazamos el rayo QP y medimos el / POR. Entonces, dibujamos un rayo QS, con
S del lado de L opuesto a P, como se indica en la figura, de manera que 1

LSQR= LPOR.
S

1. L contiene dos puntos, Qy R.
—>
2. Hay un rayo QS, con S del lado de | ? -

—
3. HayunpuntoTde QStalque 7Q = | ?

4. Ty P estdn a lados opuestos de L.
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(/Qué postulado permite esto?) Luego, marcamos un punto T en 53‘ tal que 7'Q ==
Q. Entonces, TP interseca a L en un punto U. ((Por qué?) Ahora, QU = QU
LPQU= fTQU,y TQ = PQ. En consecuencia, por LAL, APQU = ATQU, y los"
m_lgulos [/ PUQy L TUQ son rectos. Por tanto, ﬁ)’ L L, y hemos trazado la perpen-
dicular a L que pasa por P. ’ P

. rCon est‘e apa11s1s como base, se debe estar capacitado para completar la demostra-
cton del siguiente teorema mediante la forma de doble columna:

Teorema 6-3

ld)esde un punto externo dado, hay al menos una recta perf)endicular a una recta
ada.

De otro modo: Sea L una recta, y sea P un punto fuera de L. Entonces, hay una
recta que es perpendicular a L y contiene a P.

Demostracion

AFIRMACIONES %  RAZONES

El postulado de la regla.

L opuesto a P, tal que L SQOR=
/. POR.
PQ.

Py § estdan a lados opuestos de L, y S
y T estdn al mismo lado de L

TP interseca a L en un punto U. ?
APQU = ATQU. ?
7. L PUQ es un dngulo recto. ?
FULL ?
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Esta demostracidn, en la forma que la presentamos, no admite la posibilidad de
que % = U. Cuando elegimos el punto Q al azar en la recta L, es posible que ocurra
que PO L L. Pero, desde luego, si esto ocurre, nada habrd que demostrar, porque
ya tenemos nuestra perpendicular, a saber, la recta };_Q>

Asl, existe la perpendicular a una recta desde un punto externo. Ahora, demos-
traremos que la perpendicular es #nica.

Teorema 64

Desde un punto externo dado, hay a lo sumo una recta perpendicular a una recta
dada. -

Demostracion: La demostracién es indirecta, -
~como la mayoria de las demostraciones de uni-
" cidad. Supongamos que L; y L, son dos rectas
distintas que pasan por P, cada una de ellas
perpendicular a L. Sean A y B los puntos donde
LiyL, inte_riecan a L. Sea Q el punto del rayo
opuesto a AP, para el cual AQ = AP. (Esto es
posible, en virtud del teorema de localizacion de” @

puntos.) Por LAL, tenemos L

1 B

Ly

APAB = AQAB.

(No parece asi en la figura, pero recordemos que la figura es una representacién
de una situacién imposible; nuestra tarea, en la demostracidén, es mostrar que la
situacion representada es imposible.)

Por tanto, / PBA =~ [ QBA, porque son angulos correspondientes. Luego,
BQ 1 L en B. Por consiguiente, hay dos rectas L, y BQ que son perpendiculares a
L en B. Esto contradice el teorema 6-1, el cual afirma que en un plano dado, y por
un punto dado de una recta dada en el plano, pasa una y solamente una recta perpen-

dicular a la recta dada. Por tanto, nuestro supuesto de que habia dos perpendiculares

a L porP, es falso.

Corolario 6-4.1
Ningln tridngulo tiene dos dngulos rectos.

Demostracion: En el AABC, si ambos £ A4 y . B fueran
dngulos rectos, entonces habria dos perpendiculares desde C a

AB. Por el teorema 6-4, esto es imposible,

A
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Definiciones

Un tridngulo rectdngulo es un tridngulo uno de cuyos dngulos es recto. El lado
opuesto al dngulo recto se llama hipotenusa, y los otros dos lados son los
catetos.

Desde luego, el corolario anterior es el que nos permite referirnos al dngulo recto
dc¢ un tridngulo rectdngulo.
Conjunto de problemas 6-4

— —_—>
1. Si, en un plano M, el punto A esta e(t_l_)la rectal, AT | Ly AQ | L, {a qué conclusién se
>
puede llegar en relacion con AQ y AT? (Por qué?

2. (Qué teorema nos dice que el vértice opuesto a la base de un tridngulo isosceles estd
en la mediatriz de la base?

/

g

3. En la figura de la derecha, L es la mediatriz de AB.
Si los segmentos tienen las longitudes indicadas,
hallar x, y y z.

> )
4. Si D es el punto medio de BCy AD | BC, demos-
trar que el AABC es isdsceles. No deben utilizarse
triangulos congruentes en la demostracion.

5. En la figura de la derecha, GE = KE, GM = KM,
<>

y H estd en EM. Demostrar que GH = KH, sin
utilizar triAngulos congruentes.

N

AN
N
N

6. La recta L es la mediatriz de QT. P es un punto que est4 al mismo lado de la recta L quo
Q. PT intersecu a I, en R. Demostrar que PT' = PR+ RQ.

/
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7. (a) En un plano, /cuantas perpendiculares hay a una recta dada en un punto dado de la
recta?

6-5. INTRODUCCION DEL EMPLEO DE CONJUNTOS AUXILIARES EN LAS
J DEMOSTRACIONES. EL EMPLEO DE LA PALABRA “SEA”

(b) En el espacio, ;cuantas perpendiculares hay a una recta dad {
y a en un punto dado de la Probablemente, se habrd notado que en algunas de las demostraciones, hemos

recta ?
introducido puntos y rectas que no se daban en el enunciado del teorema. Recordemos,
8. Cépiese Ia figura de a derecha. Utilizando b c por ejemplo,. el caso de la seccidon 6-4 donde queriamos demostrar que siempre hay
' una una perpendicular a una recta dada, desde un punto externo dado,
regla y un trags)portador, constrilyanse per-
pendiculares a DB desde A y C. Constriyanse
la perpendizglar desde Ba 52‘ y la perpendicular
desde 4 a BC.
A B

9. Indicar qué teorema nos permite decir:

*“fla perpendicular a una recta desde un punto externo dado”.

/
N

Q
"o

10. (@) Enel APQR,siel / Resun angulo recto, entonces " >
PQ se liama ,Yy ROy RP se S¢ daban solamente la recta L y el punto P, pero, para obieiler la perpendicular TP,

llaman ___ . R P tuvimos que introducir los puntos @ y R, los rayos QP y @S, y el punto 7.
in cada paso de la demostracién en forma de doble columna de este teorema
¢ (tcorema 6-3), las afirmaciones decian que realmente habia puntos y rayos del tipo
(b) En el AABC, si el /C es un angulo recto, Ia ue necesitdbamos. Y si se dieron las razones correctamente, entonces en cada paso
hipotenusa es .y los catetos son nos referimos a un postulado (o quizds a un teorema) que justificaba la afirmacion.
y A Sin embargo, la mayoria de las veces, las razones en tales casos son muy simples;

B

y al presentar demostraciones mediante frases lingiifsticas, frecuentemente utilizamos
un lenguaje mds informal. En los pdrrafos que preceden el teorema 6-3, hemos visto
un ejemplo de esto. Deciainos:

11, Demostrar que si la mediana correspondiente a la hipotenusa de un tridngulo rectingulo |
es perpendicular a la hipotenusa, entonces el triangulo es isOsceles. )

“Sean Q y R dos punt_czi cualesquiera de L. Para obtener la perpendicular, pri-

* 12. Senos da el A4BC, con AC = BC. Las biff;:trices de los dngulosenla base, /Ay /B, mero frazamos el rayo QP...”.

se cortan en el punto F. Demostrar que CF es perpendicular a AB. (No es necesario
utilizar tridngulos congruentes en la demostracion.) ——F.os matemdticos frecuentemente hablan de esta manera, y no hay razén por la
cual no deban hacerlo. Pero si no se ha seguido atentamente el hilo de lo que se ha
estado haciendo, este tipo de lenguaje puede facilmente conducir a interpretaciones

13. Una de las diagonales de un cuadrilatero biseca a dos angulos del cuadrildtero. Demaos- X £yl :
incorrectas. A veces, parece que los matemdticos simplemente hacen que las cosas

trar que biseca a la otra diagonal.

. “secan” lo que ellos quieren que sean. Desde luego, esto no es lo que estdn haciendo.

‘ ('vando decimos, ““sean Q y R dos puntos cualesquiera de L”, estamos afirmando que

* 14. Los puntos 4, By C estan en ¢l plano £. Py 0 {. contiene dos puntos y que sabemos por qué.‘ Una vez bayamos dem’os'trado los
estan a lados opuestos de E. Dado que PB = OB, E fcoremas 6-3 y 6-4, sabemc?s que las perpendlcu}ares existen y son tnicas. Por

A es el punto medio de PO y /PBCx / QBC, c B tunto, tenemos derecho a flemr: “Sea L’ 1a perpendicular a L desde P”. Esta es una
demostrar que PQ | AC. \ £ manera abreviada de referirnos a los dos teoremas a la vez. [Pregunta: Si conociéra-

mos el teorema 6-3, pero no el teorema 6-4, (qué enunciado abreviado podriamos
emplear 7]
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En las demostraciones en forma de doble columna, al introducir conjuntos auxi
liares, tenemos que utilizar postulados y teoremas como razones. A continuacién,

presentamos una lista de postulados y teoremas a los cuales nos referiremos para -

este proposito. Estos son los enunciados que nos dicen que algin punto, recta o
plano existe, o es inico, o ambas cosas.

POSTULADO 4. El postulado de la recta

Dados dos puntos distintos cualesquiera, hay exactamente una recta que los contiene,

POSTULADO 5

(@) Todo plano contiene al menos tres puntos que no estdn alineados.
(b) El espacio contiene al menos cuatro puntos que no estdn en un plano.

Teorema 2-1. El teorema de localizacién de puntos
- », .,
-Sea AB un r_ago y sea x un numero positivo. Entonces, existe exactamente un
punto P de AB tal que AP = x.

Teorema 2-2

Todo segmento tiene exactamente un punto medio.

Teorema 3-1

Si dos rectas diferentes se intersecan, su interseccién contiene un punto sola-
mente.

Teorema 3-2

Si una recta interseca a un plano que no Ia contiene, entonces la interseccién
contiene un solo punto.

POSTULADO 7. El postulado del plano

Tres puntos cualesquiera estdn al menos en un plano, y tres puntos cualesquiera no
alineados estdn exactamente en un plano. .

Teorema 3-3

'Dada una recta y un punto fuera de ella, hay exactamente un plano que contiene
a ambos.
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Teorema 3-4

Dadas dos rectas que se intersecan, hay exactamente un plano que las contiene.

POSTULADO 12. E! postulado de la construccién del 4ngulo

Sea Z;i un rayo de la arisfg_) del semiplano H. Para cada miimero r entre 0 y 180,
hay exactamente un rayo AP, con P en H, tal que m/ PAB = .

Teorema 5-2

Todo dngulo tiene exactamente una bisectriz.

Teorema 6-1

En un plano dado, y por un punto dado de una recta dada, pasa una, y solamente
una, recta perpendicular a la recta dada.

/

Teorema 6-3 .

5

Desde un punto externo dado, hay al menos una recta perpendicular a una recta
dada.

Teorema 64

Desde un punto externo dado, hay a lo sumo una recta perpendicular a una
recta dada. &
2"

Cntre los teoremas v postulados que hemos presentado hasta ahora, éstos son los
que se utilizardn cuando se introduzcan conjuntos auxiliares. Pero los teoremas
viertamente de nada nos servirdn para demostrar otros teoremas, a menos que pense-
mos en un conjunto que convenga introducir. De hecho, pensar en conjuntos que
convenga introducir es la parte mds dificil e interesante de nuestro trabajo; citar
fcoremas es simplemente una manera de asegurarnos que nuestro trabajo esta en
orden.

No hay reglas fijas para elaborar demostraciones; aprendemos mediante la prdc-
tica. Veamos algunos ejemplos. -

tjemplo 1

D E

Dato: La figura plana, con AD = AEy CD = CE.

Demostrar: (. D= [E.
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Puesto que todos nuestros postulados y teoremas relativos a la congruencia han
versado sobre tridngulos, parece razonable que nuestra figura deba contener algunos
tridngulos. Podemos lograr esto fdcilmente, introduciendo 4C o DE.

Supongamos que introducimos DE, de modo que resuite
la figura de la derecha. Esto nos permite completar la demos-
tracion, ya que m/ ADE=m{ AED y m/ CDE=m/ CED
nosdam/ ADC = m/ AEC, por el postulado de la adicion de
angulos.

C

Advertencia: Antes de “introducir” algo, asegurémonos- de que existe. Nada es
mds ficil que describir objetos imaginarios mezclando palabras a la ligera. Con-
sideremos, por ejemplo, el siguiente “teorema” y su “demostracion”:

““Teorema’’

En un tridngulo AABC cualquiera, tenemos que /. B~ / C.

A
“Demostracién”: Sea D un punto entre B y C, tal que
BD=DCy AD | BC. Entonces, /. ADB = [ ADC, porque
ambos son dngulos rectos. Por tanto, ADB«— ADC es una
correspondencia LAL. En consecuencia, AADB~ AADC,
y LB~/ C.
B b C

Este “teorema” es ridiculo, de modo que su demostracion tiene que ser falsa,
No es dificil darse cuenta de que la demos-
tracion estd equivocada desde el principio,
con el mal empleo de la palabra “sea”. A A
menos que ocurra que / B~ / C, el punto
medio de BC y el pie de la perpendicular
desde 4 son dos puntos diferentes. Asi,
en muchos casos, el punto D que preten-
demos exista, no existe en realidad. Obsér- B
vese que esto hubiera sido evidente, si el
autor de la demostracién errénea hubiera il
utilizado un tridngulo escaleno -y su representacion. Figuras bien construidas no
garantizan la ausencia de errores, pero son de gran ayuda.

o
3
oe

0

Conjuntos suxiliares. Empleo de la palabra “sea® 178
) I |

| Conjunto de-problemas 6-5

1. Demostrar el teorema enunciado en el ejemplo 1 de la pagina 171, trazando AC.

Q P
2. Dada la figura de la derecha, demostrar que / M = /P.
M N
3. Dada la figura, con
D B
AD=CBy AB=CD,
K
demostrar que AK = CK.
A (o}

4._lin una hoja de papel, hacer una lista de los postulados y teoremas dados en las paginas
170 y 171, utilizando 4 para el postulado 4, 2-1 para el teorema 2-1, y asf sucesiva-
mente. Si un postulado o teorema asegura existencia, escribase una E después del
nimero correspondiente en la lista; si asegura unicidad, escribase una U. Si asegura
ambas, existencia y unicidad, escribase EU. Por ejemplo, el postulado 4 debe aparccer
en la lista como “4EU”.-

8. Scdanlos puntos Ay Benel plano Ey los puntos Py Q B
u lados opuestos del plano E de manera que PA = QA A V.
<> <>
y AB L PQ. Demostrar que B equidista de P y Q. £

(Cémo se utiliza el teorema 3-4 en la demostraciéon?

6. Datos: Q, R, Sy T son coplanarios, QR = QTy Q
m/R=m/T.

Demostrar que SR = ST.
(Sera valida la demostraciéon si Q, R, S'y T no estin en el R T
mismo plano?

S

7. lallar el error en la siguiente “demostracion’ : En los lados del / A4, se toman los puntos
By C de manera que AB = AC. D esun punto cualquiera en el interior del /£ A. Tracese
¢l rayo que biseca al / A y contiene a D. Tracense
DC y DB. Por la definicién de bisectriz de un
angulo, / DAC =~ / DAB. AD = AD, por identi-
dad. Por tanto, AADC =~ AADB, por LAL, y
DB = DC. Asi, D equidista de By C.




1 Un examen mis prociso do ln demotracién Cémo prescindir del postulado LLL 178

8. Datos: AB=PQy
BP = A4Q.

Sea dada una correspondencin ALA de la forma

Demostrar que (a) /A~ /P, ABC < DEF,

(b) AABM = APQM. i \/ Q

como se indica en la figura anterior, de manera que

* 9. Datos: AH=RD, /A~ /R, yH A Ry D P L4=LD,
son coplanarios. H D 1)) AC = DF,
Demostrar que / H~ / D. LC= LF.

A R

* : . r . .
10. Bosquejar una segunda solucion al problema 9, introduciendo segmentos auxiliares Debemos demostrar que A4BC = ADEF.

distintos de los que se utilizaron anteriormente.

A Demostracion
* . 513?::;‘“ ,dlos 1em35tra°i0ne§ para el siguiente ejemplo e AFIRMACIONES RAZONES
cual de las demostraciones no depende del requisito ! = L
que los puntos 4, B, C 'y D sean coplanarios: 2. .AB contiene un punto B’ tal que | El teorema de localizacién de puntos.
1B’ = DE.
Datos: AB=ACy BD = CD en la figura. 4
\. AB'C <« DEFesunacorrespondencia | Pasos 1y 2.
Demostrar que / ABD ~ / ACD. B c
LAL.
* 4 AAB'C =~ ADFF. LAL.
12. En la figura de (_Et derecha, los planos Ry T se . ACB =~/ DFE Aneulos correspondientes
iggersecan en MN. EestienT, Sestien Ry i ‘L—’, 5 . g P . -
MNcontiencadya Y. SiEY =EAy SY = S4, 6. CB =CB. . I’El dpostulado de la construccién del
demostrar que / EAS ~ / EYS. ” dngulo.
M\/ 7 B =B Dos rectas diferentes se intersecan a lo
sumo en un punto.
8. AABC =~ ADEFEF. Pasos 4y 7.

6-6. COMO PRESCINDIR DEL POSTULADO ALA

7o

En el capitulo anterior, basamos nuestro estudio de la congruencia de tridngulos
en lo§ tres postulados LAL, ALA y LLL. De hecho, el tinico de éstos que realmente
necesitamos aceptar como un postulado es LAL; si suponemos solamente LAL
pueden demostrarse los otros dos. Consideremos primero ¢l caso de ALA. ’

0-7. COMO PRESCINDIR DEL POSTULADO LLL

Ahora, mostraremos que LLL también puede demostrarse como un teorema.
Primero, recordamos que al demostrar el teorema del A
(ridngulo isosceles, todo lo que utilizamos fue LAL. Puesto
Yue ABC <> ACB es una correspondencia LAL, sabemos
yue AABC = AACBYy, por tanto,

LB=[C.
B c

X( . ‘ De modo que podemos utilizar el teorema del tridngulo isdsceles al demostrar LLL,
b F ) sin cometer ¢l error de razonar en circulo.
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Abora, supongamos que se da una correspondencia LLL de la forma

ABC < DEF.

3 ///,
H \\\*
G “u
Demostracion
AFIRMACIONES RAZONES
AB = DE, AC = DF, BC = EF. Datos.

2. Iigy un punto G del lado opuesto de
AC que B, tal que L. CAG = £ D.

. —
3. Hayunpunto Hde AG tal que AH =
DE.

4. AHC < DEF esuna correspondencia
LAL.

5. AAHCx ADEF.

El postulado de la construccién del
angulo.

El teorema de localizacién de puntos.

Pasos 1, 2y 3.

LAL.

Asi, tenemos una copia congruente del ADEF, en el lado inferior del AABC,
Esto completa la primera parte de la demostracion. En la segunda parte, mostrare-
mos que AABC = AAHC. La siguiente demostracién se aplica al caso indicado

en la figura, en el cual BH interseca a /TE' en un puntc entre 4 y C.

Demostracion (cont.)

AFIRMACIONES

RAZONES

LABH=z= [ AHB.
L HBCx / CHB.
LABC = [ AHC.

ABC «» AHC es una corresponden-
cia LAL.

10. AABC =~ AAHC.
11, AABC = ADEF.

© % N o

Teorema del tridngulo isdsceles.
Teorema del tridngulo is6sceles.
Postulado de la adicion de dngulos.
Pasos 1, 5y 8.

LAL. /
Pasos 5y 10.
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Desde luego, hay otros dos casos por considerar:

I estos casos, las demostraciones se dejan al estudiante.

f 0 8. INTERPOSICION Y SEPARACION

E

Si el alumno ha estudiado con atencién, quizds
habrd notado dos casos en los cuales nuestras
Jemostraciones no estaban completas. En la de-
mostracion del teorema 5-2, en realidad, necesita-
bumos saber que el punto. medio D de BC estaba t >
en ¢l interior del £ BAC. N
Necesitibamos esta informacion para saber que AD satisface a la definicion de
hiscetriz de un dngulo. 3

Andlogamente; en la demostracién de LLL, en la seccion anterior, para emplear

ln ndicién de dngulos en el paso 8, era necesarlo saber que el punto K estaba en
ol interior del /. AHC.

[istrictamente, estas afirmaciones requieren"demostraciones, pero éstas s¢ omiten
en casi todos los libros, incluyendo el de Euclides y la mayoria de los libros de texto.
listo no es necesariamente perjudicial. La geometria se guia mds bien por el sentido
comin, y es el sentido comun el que nos dice que nuestros postulados eran razonables
en primer lugar. La geometria se habia estudiado durante mds de dos mil afios antes
(uc se enunciaran postulados que fueran realmente adecuados para las demostra-
ciones de teoremas geométricos.

Sin embargo, una vez que tengamos los postulados y hayamos aprendido a emplear-
lps, debemos ordenar mejor nuestro trabajo, enunciando y demostrando los teoremas
{ue necesitamos. -

Teorema 6-5 \ — L

A M
' Si M estd entre los puntos 4 y Cdeuna
recta L, entonces M y A estdn al mismo
lado de otra recta cualquicra que contenga
uC.
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Del’nostraci(m: Sea L' la otra recta que > contiene a C y supongamos que 4 y M
esta}n a lados opuestos de L’. Entonces, AM contiene un punto D de L'. Pero AM
estd en L, y L corta a L’ solamente en C. En consecuencia, C = D. Por tanto, en

Virtud,de la definicién de segmento, C estd entre 4 ¥ M, lo cual es imposible, porque
M estd entre 4 y C. [V. la afirmacién (2) en la pdgina 41.)

Esto conduce fdcilmente al teorema que necesitdbamos en las demostraciones del
teorema 5-2 y del teorema LLL,

Teorema 6-6 B

Si M estdentre By C,y 4 es un punto
>

cualquiera fuera de BC, entonces M estd
en el interior del £ BAC. A ¢

Demostra‘_c_i)én: Pf)r el teorema anterior, sabemos que (1) M y B estdn al mismo
lado de AC. Aplicando de nuevo ese teorema, sabemos que (2) M y C estdn

al misino lado de AB. Por la definicién del interior de un dngulo, esto significa que
M estd en el interior del /. BAC.

Conjunto de problemas 6-8

[Nota: En este conjunto de problemas, no se debera tomar informacion alguna de las figuras.]

1. D1buja.r una figura para la siguiente afirmacion y justificar su validez: En un tridngulo
.cualc.lmera, ?ada punto de un lado del tridngulo, distinto de los extremos, esta en el
Interior del 4ngulo opuesto al lado.

>
2. ie dan la recta AC_‘,_con un punto R tal que R-4-C, un punto B fuera de :I-.C)', y los puntos
y Qo en BCy BA tales que B-P-C y B-0-A. Completar cada una de las siguientes
afirmaciones y estar preparado para justificar las respuestas:

(a) P esta en el interior del / - . B

(b) Qy Restanen el lado de AC. /Q/\
R

(©) PyBestanen _______ de :4_(’} ~

(d) QyPestdnen ______ de :4—6‘
(© RyPestinen_______ de 273

3. Demostrar que si M est4 entre los puntos 4 yCdeuna *
recta L, entonces 4 y C estan a lados opuestos de otra
recta cualquiera que contenga a M,

Interposicién y separacion 179
A
%
8
C D
K. Demostrar que, en un plano, si una recta corta a un lado

de un tridngulo en un punto que no es un vértice, entonces
corta, al menos, a otro lado del triangulo.

4. Dados los puntos 4, B, €', D, E'y H en el mismo
plano, tales que 4, B y C no estdn alineados,
B-C-D, A-E-C y B-E-H, demostrar que 4 v H estan

<>
al mismo lado de BD.

H, C
L
D
Hy
A B i
/
B
BA
7/

A
H
E
C D
A
HI
K
-~=C >
—
—

[Sugerencia: Sean H, y H, los dos semiplanos cuya arista
coman es L, con C en H,;. Hay tres casos por considerar:
Bestien L, Bestien Hy y Bestd en H,.]

6. Se dan los puntos 4, B, C, D, E y H en un mismo
plano, tales que 4, B, C no estan alineados, B-C-D,
A-E-C 'y B-E-H; demuéstrese que H esta en el interior
del £ ACD. [Sugerencia: Por la definicion del in-
tcrior de un angulo, debe demostrarse que A4 y H estan
al mismo lado deMC(‘_B (\i_. _)el problema4)y que Dy H

estan al mismo lado de AC.]

7. El siguiente teorema, cuya veracidad parece
cvidente, a menudo se acepta sin demostracion:

Si K es un punto en el interior del / ABC,
— R
cntonces BK interseca a AC.

Después de contestarlas preguntas que siguen, ,

se¢ debe poder presentar una demostracién. //,,’ M
e /.

Pueden utilizarse otros problemas de este con- D2~ 2

junto de problemas para justificar el razona- #
miento.

<>
(a) Sean H,y H, los dos semiplanos cuya arista comun es,. BC, con ¢l punto 4 en H,.
Témese un punto D cualquiera en el rayo opuesto a BA. Tracese DC formando cl
ADAC. (Por quéestd Den H,?

—>
(b) (Por qué estd K en H,? (Qué teorema justifica que cada punto de BK, excepto B,
estaen H?

(¢) {Por qué esta en H, cada punto de DC distinto de C?
(d) ¢Por qué no interseca DC a B—I)( ?

(e) (Por qué no interseca DC al rayo opuesto a 1_97( ?

(f) (Por qué no interseca DC a 5})( ?

(g) (Por qué tiene que intersecar EI—)( a AC?

(h) ¢Por qué no interseca ¢l rayo opuesto a E.-I)(, aAC?

> —
(i) ¢(Por qué intersecn HA 0 AC?
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PROBLEMA OPTATIVO

La siguiente argumentacién falsa que trata de demostrar que un 4ngulo obtuso cg
coqgruente con un angulo recto recalca la importancia de saber a qué lado de una recl.
esta un pupto dado. Supongamos que el [JABCD es un rectdngulo y que el lado BC slf
mueve hacia afuera de manera que BC’ = BCy el / ABC’ sea obtuso. Supongamos qu::

la mediatriz de AB interseca a la mediatri Dc’ i PY:
. triz de DC’ en X. Si X estd por debaj
como se indica en la primera figura, por debalo de 4B,

tenemos que ¢

E ¢

AAXD ~ ABXC’,

por el teorema LLL y, en consecuencia,

m/ DAX =m/ C'BX.
X

También, AEAX ~ AEBX, por el teorema LLL, de modo que m/ EAX — m/ EBX
'Res.tando, obtenemos que m/ DAE =m/ C’BE. Si X esta por encima de :173 com .
indica en la segunda figura, obtenemos, igual que antes, que , o
mLsziX: m/C'BX, m/EAX = m/ EBX, y la igualdad

requ?rldz{ m/ DAE =m/ C'BE se obtiene mediante adicion. D C

{Qué es incorrecto en la argumentacién anterior ? £ </

[Sugerencia: Tratese de dibujar una figura exacta para repre-
sentar el caso en el cual m/ ABC’ es un poco menor que 180,
&Qué parte de la demostracion es valida en este caso?] T+

Repaso del capitulo

1. Sl{lt)o(rl)gamg.s que se va a tratar de demostrar las siguientes afirmaciones mediante el
metodo mdirecto. Para cada afirmacion, indic 5
ind , ar con queé supuesto se ¢ i
demostracién. ’ emenzana fa

(@) Si un tridngulo no tiehe dos angulos congruentes, entonces no es isdsceles

(b) Dada una recta y un punto fuera de ella, hay a lo sumo una recta que pasa por el
punto y es perpendicular a la recta dada.

( ) 51 p llldlS a IOS eXtremOS de n ment esta e (] :
C un punto eq t. de u S¢ nto
4 y n la. m dlatrlZ del

(d) Sidos rectas de un mismo plano son perpendiculares a una misma recta, son paralelas

(¢) En un plano, hay a lo sumo una recta i
X perpendicular a una recta dad:
dado de la misma. | o um punto

(f) V2 no es un niimero racional,

(g) Cero no tiene reciproco.
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2. Delinir la “mediutriz de un segmento™,

Y. Lnunciar el teorema de la mediatriz.

d. Copiar los siguientes triangulos escalenos. Constriyase la mediatriz de cada lado de
cada uno de los tridngulos. ¢Biseca alguna de las mediatrices a alguno de los angulos?

8. Indicar si cada una de las siguientes afirmaciones es cierta o falsa:

(1) En un plano, hay a lo sumo dos perpendiculares a una recta en un punto de la misma.
ih) Demostrar que “hay exactamente uno” significa demostrar existencia y unicidad.
(¢) Ellado mas largo de un tridngulo cualquiera se llama la hipotenusa.

(d) En un tridngulo rectangulo, el lado opuesto al angulo recto se llama la hipotesis.

D
6. linlafigura, AE=BC, ED = CD, G es el punto medio de E c
ABy /Ex /C. Demostrar que
2] % S —_—
40 DG |_AB.
<A A G B

7. l.a recta L es la mediatriz de BC y A4 es el punto medio de BC. Los puntos K y G estan
al mismo lado de E—(i‘ K esta al mismo lado de L que B, y_EF esta al mismo la_d)o de L
(ue C, de modo que / BAK =~ / CAG. La perpendicular a BC en Bintersecaa AKen D,
y la perpendicular a BC en C interseca a ZE en E. Demostrar que BE y CD se intersecan
en L.

L v . B y CD estin en un mismo plano y son congruentes. La mediatriz de AD y la de BC
s¢ intersecan en X. Demostrar que AABX >~ ADCX.
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). FORMULACION DE CONJETURAS PLAUSIBLES

lnsta ahora, en nuestro estudio de la geometria del tridngulo, hemos venido
Hratundo solamente con casos en los cuales podemos decir que dos segmentos son
b b igual longitud, o que dos dngulos tienen igual medida. Procederemos ahora a
Budiar casos en los cuales podemos decir que un segmento es mds largo que otro
{et decir, que tiene mayor longitud), o que un dngulo es mayor que otro (esto es,
Hane mayor medida).
Nin embargo, no empezaremos demostrando teoremas. Mads bien, haremos primera-
menie algunas conjeturas plausibles acerca del tipo de afirmaciones que deben ser
vlortns, (No deberemos llamar teoremas a estas afirmaciones hasta que se de-
L fhiestren.)
I'xuminemos el siguiente ejemplo: Dado un tridngulo con dos lados de longitudes
F ilerentes, (qué podemos decir acerca de los dngulos opuestos a esos lados? Obsér-
J vene que este problema viene sugerido de modo natural por el teorema 5-3, que dice
¥ Yue si dos lados de un tridngulo tienen la misma longitud, entonces los dngulos
npuestos a esos lados tienen la misma medida.
i I'nede investigarse eSta situacidn, dibujando un tridngulo con dos lados de longi-
iles evidentemente desiguales, como el siguiente:

& % : ¥

C Aquf, BC es mayor que ABy m/ A es mayor que m/ C. Después de dibujar algunos
irlingulos mds, probablemente nos convenceremos de que el siguiente enunciado es
warto: "

Si dos lados de un tridngulo tienen longitudes desiguales, entonces los dngulos
opuestos a ellos tienen medidas desiguales, y el dngulo mayor es el opuesto al
lado mayor. '

linsayemos, ahora, el mismo procedimiento con los siguientes problemas:

* Conjunto de problemas 7-1
: ™

I. lin cada uno de los siguientes tridngulos, m/ A > m/ B. ;Qué conjetura puede hacerse
ucerca de los lados opuestos alos dngulos /A y /. B?

C C

C

AN

A B A B A B

183
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4. Dibujense dos tridngulos ARSTy AABC tales que
RS = AB, ST = BC y m/ RST>m/ ABC.
Comparense RT'y AC.
5. c ¢
A B D A B D>
C
A B D
Qué conjetura relativa a m/ CBD y m / BAC sugieren los triAngulos anteriores? En
la tercera figura, si se trasladara el vértice C muy hacia la izquierda de 4 y B, ;seguiri
siendo valida la conjetura? (Puede pensarse en una manera de demostrarla?
6

. Dibtijese un triangulo cualquiera, AMOP. Sea K un punto entre My el punto medio de

. Se dan una recta L y un punto P fuera de L. Sea Q el pie de la perpendicular desde P a

2. Considérese un triangulo cualquiera y designemos sus vértices con A, By C. (Parceg]
ser cierto que AB+ BC > AC? (Qué relacion hay entre BC+ ACy AB? (Qué podriu

decirse acerca de BCy AC + AB? (Qué afirmacién general sugieren las respuestas ?

. Consideremos varios triangulos escalenos de diversas formas. Para cada triangulo, ]
indiquese cual es el lado mayor y cual es el angulo mayor. (Qué conjetura parece st }

cierta? (Demuestran los ejemplos que dicha conjetura es cierta?

MP, y tracese KO. Para los triangulos AMOP y AKOP, tenemos que PO = PO,

LP= /Py MP>KP. Una persona irreflexiva podria conjeturar que MO > KO,
Demuéstrese que no siempre es esto valido.

L y sea A otro punto cualquiera de L.

Qué conjetura relativa a PQ y PA parece ser
valida?

. (Es vélido el siguiente procedimiento para trisecar un angulo cualquiera? Haganse ‘

algunos dibujos como ayuda para llegar a una decision.

En los lados de un dngulo / A4 cualquiera, tdmense hos puntos By ' de manera que  §

AB = AC. Tracese BC y triséquese mediante los puntos D y & de manera que
— —
BD = DE = EC. Tracensc ADy AE. Entonces, ADy Al triseenn nl - 4,

Denigunldades para nmerons, sogmentos y dngulos lll{b
\n

9. Q_E y QB son segmentos no colineales en el plano 1 p
12: P es un punto luera de £ tal queel LPOBY e?l
£.PQC son angulos rectos; y QC < OB. Escri- -
bir un enunciado cuya conclusion se refiera a
rPRya PCyquese considere cierto.

—
0. A cs un punto en el plano £, AB es un rayo que
—

no estaen E,y ACesun ral(: en E. Considerando
posiciones diferentes de AC, describir C(E) toda

Ia precision que se pueda, la posicic"m de AC que
haga m/ BAC lo mas grande posible, y la .que
haga m/ BAC tan pequefia como sea pqsxble.
No se espera una demostracion, pero se pide .1a
yespuesta a base de los conocimientos del espacio.

7 2. DESIGUALDADES PARA NUMEROS, SEGMENTOS Y ANGULOS

i i Gmeros
l.as desigualdades entre segmentos ¥ dngulos se definen mediante los ntm

Ajue constituyen las medidas de los segmentos y los dngulos.

-

Definicién
¥
AB < CD, si AB< CD. |
(‘on palabras: Un segmento es menor gue (o mds corto que) otro, st su longitud es

wl
menor. Andlogamente, tenemos la o

E' Dofinicion

/A< [Bsim/LA<m/LB.

Antes de proseguir el estudio de las desigualdades entre segmgntosdydanguli)rsé
Jdebemos recordar, de la seccion 2-2, las propiedades de las desigualdades ?n

numMeros.
0-1. Tricotomia
Para todo par de nimeros x, y, unoy solamente uno de los siguientes €asos
se cumple: x <y, X =y, X>J.
0-2. Transitividad

Six<yyy<azentonces x <z.
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0-3. Propiedad aditiva

Sia<byx<y,entoncesa+x<b+y.

0-4. Propiedad multiplicativa

Si x <yya>0, entonces ax < ay.

EI. algebx:a que utilizaremos al tratar con desigualdades geométricas serd muy
sen}cﬂla.l. Ni siquiera necesitaremos la propiedad O-4. Sin embargo, necesitaremos
el signiente teorema:

Teorema 7-1
Sia=b+cyc>0, entonces a > b.

Demostracion: Puesto que a — b = ¢, tenemos ¢ — b > 0. Por tanto,

@a—-b+b>0+b y a>h.

Cwnjﬁ;to de problemas 7-2
1. g:r; :zicfl; sl::)l(:) de los siguientes ejemplos, indicar la propiedad de ordenacién que pone

(a) Sim>17yn <17, entonces n.< m.
(b) Si4 < 6, entonces 14 < 21.
(c) Si AB <13, entonces AB # 13,
(d) Six—y=7Tyy <3, entonces x < 10.
(&) SisAa</Cy /B> /C, entonces / A< /B.
(f) Si RS <GH y ST < HK, entonces RS + ST < GH + HK.

2. En la figura de la derecha, ¢

AB<GB 'y BC < BH.
Demostrar que AC # GH.
A H

R

.. 3. Se sabe ql{e A,. B'y C estdn alineados y que G, H y K también estan alineados. Los
puntos estin distribuidos de manera que 4B < GH y BC < HK. ;Se deduce de esto
que AC < GK? (Por qué si o por qué no?

4. Se da la figura, con
/DAB< /DBA y /DAC< / DBC.
Demostrar que /. CAB < / CBA.
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Explicar detalladamente por qué ¢l teorema 7-1 tiene las siguientes consecuencias:
Si D es un punto en el interior del / ABC, entonces [ ABC > LABD 'y
L ABC > /.CBD.

A
6. Lin la figura, BD = CD. Demostrar que
[ ABC > / DCB.
B C
R S
7. Se da la figura de la derec_ha, (lc_Jgde M es el punto M
medio de los segmentos PS y RQ. Demostrar que
/. RQT > /R
P e T
8. Utiliza; la propiedad O-2 para demostrar que un niimero negativo cualquiera es menor

10.

gue un ndmero positivo cualquiera.

. Supongamos que se hubiera expresado la propiedad O-3 simplemente asi:

Para todo a, b ¥ x, si @ <b, entonces a + x < b+ x.
Demostrar que la otra parte de O-3 se deduciria como el siguiente teorema:
Paratodoa, b, xyy,sia<byx<p, entonces a + x <b -+ y.
(Sugerencia: Obténgase a+ x < b+ x,y x-+b<y-+ b,y utilicese 0-2.]

~_ & & . .
Refiérase a la figura del problema 7, y utilicese solamente la siguiente hipotesis: S'y J:

-y
estan en lados opuestos de RQ, P-O-T, y Sy R estan al mismo lado de PT.
Demuéstrese que S estd en el interior del / RQT.
.

*

7-3. EL TEOREMA DEL ANGULO EXTERNO

En las siguientes figuras, el L1 se llama dngulo externo del AABC:

B : B

Definicién

Si C estd cntre A y D, entonces ¢l £ BCD es un dngulo externo del AABC.
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Todo tridngulo ticne seis dngulos externos, como se muestra en |

Estos dngulos forman tres pares de dngulos opuestos por el vértice y los dngulos de
cada par son congruentes, como se indica en la figura.

Todo dngulo externo de un tridngulo forma un par lineal con uno de los dngulos
del tridngulo mismo. Por ejemplo, en la figura, el / 1 yel £ Cdel AABC forman un
par lineal. Los otros dos dngulos del tridngulo se llaman angulos internos no contiguos.

Definicién

El £ Ayel £ Bdel AABC sellaman dngulos internos no contiguos de los dngulos
externos /. BCDy / ACE,

Andlogamente, el / 4 y el £C son los dngulos internos no contiguos de los
angulos externos / ABF y L CBG.

El siguiente teorema es la clave para el estudio de las desigualdades geométricas.

Teorema 7-2. El teorema del angulo externo

Un dngulo externo de un tridngulo es mayor que cada uno de\sus dngulos internos
no contiguos. '

O de otro modo: Se da el AABC. Si C
estd entre A y D, entonces

LBCD> / B.

D

A e N Auhat

~
2 \ v

oo

Primero, observamos que esta segunda manera de enunciar el teorema realmente
expresa todo su contenido. Nos dice que /1> 7 B. Mediante un cambio de nota-

cioén (intercambio de 4 y B), concluimos que /2 > L A. Puesto que £ | L2, se

deduce que £ 1> £ A. Por tanto, el /.1 es mayor que cada uno de sus dngulos
internos no contiguos.

a siguiente figura: §
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Procedemos a demostrar la segunda versién del teorema:

Demostracion

AFIRMACIONES RAZONES

I. Sea E el punto medio de BC. ?

2. Sea F un punto en el rayo opuesto | ?
—_—
a EA, tal que EF = EA.

3. [ BEA= / CEF. ?
4. ABEA =~ ACEF ?
m/.B=m/ ECF. ?

()' m/ BCD =m/ ECF+ m/ FCD. El postulado de la adicién de dngulos.
7. m,LBCD=m/B+m/FCD.
8. m/BCD>m/B.

Y. LBCD> LB 4

Afirmaciones 5y 6.
Teorema 7-1.

Definicién de > para los dngulos.

‘;* . N D . .
El teorema del dngulo externo tiene un corolario sencillo:
¥

Corolario 7-2.1 .

Si un tridngulo tiene un dngulo recto, entonces los otros
dngulos son agudos.

(Si el £ C es un dngulo recto, entonces también lo es el /1. ]
El teorema del dngulo externo nos dice que L1> 2By = LI
L1> £ A. Portanto, m/. B< 90y m/ A <90.) 8 ] .

Si hubiésemos conocido el teorema del dngulo externo en el capitulo anterior,
hubiéramos podido concluir m4s fdcilmente
que la perpendicular a una recta de.sde
un punto externo es vnica. Si hubiera
dos perpendiculares a L desde P, entonces
el £ 1 seria congruente con el £ PQOR, lo
cual es imposible, pues el /1 es un dngulo 1, ,
cxterno del APQR, y el LPOR es uno 1 ? L L
de sus dngulos internos no contiguos.

P




190 Desigualdades goométricas

Conjunto de problemas 7-3

1. (2) Nombrar los angulos internos no contiguos
del / ABE de la figura. D A

(b) Indicar qué 4angulo externo tiene a los angulos
LABC'y / BAC como internos no contiguos.

2. (a) En la figura de la derecha, jqué 4ngulos son
angulos externos del triangulo ?

(b) (Qué relacién hay entre m/ DACy m/ B? Por
qué?

(©) (Qué relacién hay entre m/DAC y m/ BAE?
(Por qué?

(d) (Qué relacién hay entre m £DAC y m/ BAC? ;Por qué?

3. Utilize}r la figura de la derecha solamente para explicar la notacién, y completar cada
enunciado a base de los teoremas va demostrados: '

(@) Six=40y y =30, entonces w > —_—

(b) Si x =72y y="73, entonces w —_— . .
(¢) Siy=154yz=468, entonces w -
(d) Siw=112, entonces x ________
(e} Siw =150, entonces z________ \
(f) Six=25y z=190, entonces w - . w’
— P Q S

(8) Siz=90, entonces x _ yy

4. Dada la figura de la izquierda, a continuacion, demostrar que L CAK > / G.
C

K A é
Es . —
A B E

5. La figura anterior de la derecha ilustra el siguiente enunciado: Un 4ngulo externo de un
cuadrildtero es mayor que cada uno de sus angulos internos no contiguos. (Es cierto
este enunciado? Expliquese. ‘

T

—_
6. (a) En lafigura dela derecha, PS biseca al / RPM.
Demostrar que / SCM > . SPM.

(b) Demostrar que si /SCV =~ £ PRV, entonces
LPRT> /8.

+
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7. Se dan dos segmentos cunlesquicra AB y DE. (Podremos hacer una afirmacién que
relacione 4B con DE'y que sea siempre cierta? (Cudl es la afirmacion? Justifiquese

la respuesta.

8. Indicar por qué las marcas de la figura de la derecha b
indican una situacion imposible.

9. Demostrar el siguiente teorema:

La suma de las medidas de dos dngulos cualesquiera de un triangulo es menor que
180.

' .y .
O de otro modo: Silos angulos de un triangulo tlenen
medidas como las que se indican en la figura de la

derecha, entonces,
a-+ b <180,

M,
b+ ¢ < 180,

a-+ ¢ < 180.

10. Demostrar el siguiente teorema:

Los angulos en la base de un tridngulo isosceles cualquiera son agudos.

[Sugerencia: Utilicese el teorema del problema 9.]
w B :

[

7-4. TEOREMAS SOBRE CONGRUENCIA BASADOS EN EL TEOREMA DEL
ANGULO EXTERNO .

Definicién

A 1 C D 1 F

Si un par de lados correspondientes son congruentes y dos pares de dngulos
correspondientes son congruentes, entonces la correspondencia s¢ llama una
correspondencia 1,44, (Desde luego, aqui LAA significa Lado Angulo Angulo.)
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Teorema 7-3. El teorema LAA
Toda correspondencia LAA es una congruencia.

St los lados congruentes estdn comprendidos entre los dngulos congruentes, ya
sabemos, por ALA, que la correspondencia es una congruencia. Por tanto, al enunciar
el teorema de otro modo, podemos suponer que tenemos el tipo de congruencia
sugerido por la figura anterior.

O de otro modo: Se dan los tridngulos A4ABCy ADEF. Si
LA~ /D, [B=/E y AC~DF,

te

entonces
AABC = ADEF.

Demostracion: Hay sélo tres posibilidades para ABy DE:

(1) AB= DE,
(2) *4B < DE,
(3) 4B > DE.

Si el enunciado (1) es valido, entonces se deduce el teorema, porque, en este caso,
ABC « DEF es una correspondencia LAL. Demostraremos que los enunciados (2)
y (3) son imposibles.

5
B/ E
/Z\ /\
A 1 C D ) 3

Supongamos que el enunciado (2) es vdlido: AB < DE. Sea B’ el punto de 73
tal que AB = DE. Entonces, AAB'C = ADEF, en virtud del postulado LAL.
Por tanto, £ AB'C = / DEF y, en consecuencia, / ABC= /[ AB'C. (;Por qué?)

Pero esto es imposible, porque el teorema del dngulo externo\nos dice que £ ABC > § :

L AB'C.

De manera andloga, podemos demostrar que el enunciado (3) 4B > DE es impo-
sible. Los detalles se dejan al estudiante.

B
/Z\ E
A } C DA\F
i

Como los enunciados (2) y (3) son imposibles, el enllnéiado (1) tiene que ser vilido,
y AABC = ADEF, por el postulado LAL. Esto completa la demostracion.

. , . p
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I'n ¢l capitulo anterior, encontramos que no hay un teorema LLA. Ls decir, una
correspondencia LLA no es necesariamente una congruencid. Sin embargo, ¢n ¢l

B cnso de tridngulos rectdngulos, podemos demostrar un teorema de esta clase.

Toorema 7—-4. El teorema de la hipotenusa y el cateto

Se da una correspondencia entre dos tridngulos rectdngulos. Si la hipotenusa
y un cateto de un tridngulo son congruentes con las partes correspondientes dcl
segundo tridngulo, entonces la correspondencia es una congruencia.

O de otro modo: Se dan los tridngulos A4BC y ADEF, tales que
mLA=mt D =90,

AB=DE y BC=EFEF.
F'ntonces,
AABC = ADEF.

Demostracion

AFIRMACIONES RAZONES

1. Hay un punto G, en el rayo opuesto ?
—>
a DF, tal que DG = AC.

2. ADEG = AABC. ?
). EG=BC. ?
4. 1G=LC ?
5. EG=EF. Paso 3 y dato.
0. LF=.G. ?

7. ADEFz= ADILG. Pasos 5y 6,y ¢l teorema LAA.

8. AABC = ADLEL Pasos 2y 7.
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Conjunto de problemas 74

1. Resumir todos los métodos estudiados hasta ahora para demostrar que dos tridngulos
son congruentes.

2. Datos: PT 1 RT, SV QVF,
RT = QV, PO =SR.

Demostrar que PT = SV.

T
A\ S
P \7
v
3. En la figura de la izquierda, a continuacién, CD biseca a ABy / C =~ /. D. Demostrar

que AB biseca a CD.
K J
M
M N

A /\ £ 8
4. En la figura anterior de la derecha, / K~ /Jy MR = NR. Demostrar que MK = NJ.

N

D

5. Desde el punto medio de uno de los lados de un tridngulo, se trazan segmentos per-
pendiculares a los otros dos lados. Demostrar que si los segmentos son congruentes, el
triangulo es isdsceles. '

D C
6. Datos: E es ¢l punto medio de 4B, AD | 4B,
BC | ABy / ADE~ / BCE.
Demostrar que / EDC =~ / ECD. h 3
E

' — <>

7. Los puntos K y M trisecan a GH, y G-K-M. Los puntos J ¢ I, al mismo lado de GH,

estdn en las perpendiculares a GH en G y H, respectivamente, de manera que JM = IK.
JM e IK se intersecan en P. Demostrar que el APKM es isOsdeles.

* 8. Se da la figura de la izquierda, a continuacién, en la que los angulos /D y /. C son
angulos rectos y AAPR =~ ABQT. Demostrar que AADF = ABCE,
P

A il
1Q -
B \\\\ :

g

\

9, Los puntos A, By Q estin c¢n el plano E, AQ L. PR, BQ | PR y £LPARE £ PBA.
Pemostrar que LPAR S £ PBR,
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5. DESIGUALDADES EN UN MISMO TRIANGULO

Ahora, procederemos a demostrar algunos de los teoremas que conjeturamos al
comienzo del capitulo.

Toorema 7-5

Si dos lados de un tridngulo no son congruentes, entonces los dngulos opuestos
a estos lados no son congruentes y el dngulo mayor es el opuesto al lado mayor.

O de otro modo: En un tridgngulo cualquiera AA4BC, si AB> AC, entonces
..C> LB

Demostracién: Sea D un punto de AC, tal que AD = AB. Entonces, / ABD = / D,
porque los dngulos en la base de un tridngulo isosceles son congruentes. Como
AD = AB> AC, C tiene que estar entre 4 y_D. Por tanto, en virtud del postulado
de la adicién de dngulos, »

m/ ABD =m/ ABC + m/ CBD.

I'n consecuencia,
m/ ABC <m/ ABD.

(/Por qué?) Prescindiendo ahora de las medidas de los dngulos, podemos expresar

lo anterior simplemente-como
1. ABC < [ ABD.

Puesto que L ABD = £ D, se deduce que
L ABC < [ D.
Pero, por el teorema del dngulo externo, sabemos que-

L D< / ACB.

Por tanto,
L ABC < [ ACB.

lin consecuencia, cn ¢f AABC tenemos que L B < £ C, como queriamos demostrar.
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Teorema 7—-6

Si dos dngulos de un tridngulo no son con-
gruentes, entonces los lados opuestos a estos
dngulos no son congruentes y el lado mayor
es el opuesto al dngulo mayor.

O de otro modo: En un tridngulo cualquiera AABC, si . C > /L B, entonces

AB> AC.

Demostraciéon: Hay sdlo tres posibilidades para los nimeros ABy AC:
(1) AB< AC,
(2) AB= AC,
(3) AB > AC.

Si el enunciado (1) fuera cierto, entonces se deduciria del teorema anterior que
/. C < [ B,y esto es falso. Por consiguiente, (1) es imposible.

Si el enunciado (2) fuera cierto, entonces / By . C resultarian los dngulos en ln
base de un tridngulo isdsceles y, en consecuencia, / B = / C, lo cual es falso. Por
tanto, (2) es imposible.

La tinica posibilidad restante es el enunciado (3). Esto es lo que queriamos
demostrar.
Lo anterior es simplemente una manera conveniente de escribir una demostracion |
indirecta. Pudimos haber dicho lo mismo, mds formalmente, asi: « ik,

“Supongamos que el teorema es falso. Entonces o bien 4B = AC o
AB < AC. AB= AC es imposible, porque...; AB < AC es imposible,
porque . ... Por tanto, el teorema no es falso. En/consecuencia, el teorema
es cierto”.

Pero el esquema que utilizamos la’ primera vez probablemente es mds fdacil de -
seguir, y lo utilizaremos de nuevo mds adelante. La idea es hacer una lista de fodas lay
“posibilidades” relacionadas con una situacién dada y, luego, demostrar que sola- 3
mente una de ellas es realment\e: posible. 1

Conjunto de problemas 7-35 \

1. En el AABC, AB=12, BC=7 y AC=9. Nombrar el angulo mayor y el
angulo menor.

’

2. En el APQR, m/P=72, m/Q=3Ty m/R="T1 Nombrar ¢l lado mayor y | [*

el lado menor.
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A nla figura deia izquierda, a continuacién, Z ABD > £ DBC. Demostrarque AD > BD.

‘ D
.
82°
40° 55°
A B C R S

4. Nombrar los lados de la figura anterior de la derecha en orden de menor a mayor.

8. Se da la figura de la izquierda, a continuacion, las medidas de cuyos angulos se indican.
Demostrar que PR es el segmento mayor. ‘

D

6. lin la figura anterior de la derecha, si los angulos tienen las medidas indicadas, (cudl es
¢l segmento mas largo?

7. 1in la figura de la izquierda, a continuacion, si los angulos tienen las medidas indicadas,

(cudl es el segmento mas corto ?” 4

. Es 8
. R «

70° D
70° £
40° .
P Q C
A

N. In la figura anterior de la derecha, AB y CD se intersecan en E, LC> /A Yy
2 D> / B. Demostrar que AB> CD.

; <
' 9 Lnel triangulo isosceles AKGH, KG = KH; P es un punto cualquiera de GH que no

csta en GH. Demostrar que PK es siempre mayor que KG o KH.

K
TP G H
$ 10. Si los angulos de la figura de la derecha tienen
las m :didas indicadas, {cudl es ¢l segmento mds

corto?
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7-6. RECIPROCOS

Los teoremas 7-5 y 7-6 estdn relacionados de una manera particular; son recfs
procos uno de otro. La relacién entre ellos se verd mds facilmente, si los redactamos

asi:
Teorema 7-5b’
Se da el AABC. Si AB > AC, entonces /. C >/ B.

Teorema 7-6'

Se da el AABC. Si . C> / B, entonces AB> AC.

Hemos tenido anteriormente varios casos de teoremas reciprocos. Por ejemplo:

Teorema 5-3

Si dos lados de un tridngulo son congruentes, entonces los dngulos opuestos _

a estos lados son congruentes.

Teorema 5-4

Si dos dngulos de un tridngulo son congruentes, entonces los lados opuestos
estos dngulos son congruentes.

También, aqui, la relaciéon se ve mds clara, si redactamos los teoremas de otro
modo. .

Teorema 5-3’

Se dael AABC. Si AB=AC, entonces /. C =/ B.

Teorema 5-4'

Se da el AABC. Si /. C= / B, entonces AB=AC.

Después de demostrar un teorema que tiene la forma simple ““si. . ., entonces . .., 4

generalmente es una buena idea investigar el enunciado reciproco. Tenemos que
considerar cada caso separadamente, porque puede ficilmente suceder que el recie

proco de un teorema cierto no sea cierto. Por ejemplo, sabemos que si dos dngulos son

opuestos por el vértice, entonces son congruentes. El reciproco diria que si dos
dngulos son congruentes, entonces son opuestos por el vértice; y no solamente ¢y

esto falso, sino ridiculo. Andlogamente, si x = y, entonces x* = y*. El reciproco |
dirfa que si x* = y*, entonces x = y. El reciproco es falso, pues no considera Iy }

posibilidad x = —y.

Si ocurre que un teorema y su reciproco son ambes ciertos, e¢nlonees podemos §
combinarlos en un sélo teorema, utilizando la frase, “si, y solamecnte si”, Por ¢jemplo,

podemos combinar los teoremas 7-5 y 7-6 de la siguienie maners:

-
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Toorema
Se dael AABC. AB > AC si, y solamente si, /. C > [/ B.

'I''mbién, podemos combinar los teoremas 5-3 y 5-4 de la manera siguiente:

Teorema

Dos dngulos de un tridngulo son congruentes si, y solamente si, los lados opues-
tos a estos dngulos son congruentes.

{iomjunto de problemas 7-6

1. scribir el reciproco de cada uno de los siguientes enunciados y decidir si cada enunciado
y cada reciproco es cierto o falso:

(1) Si una persona tiene mds de 20 afios de edad, entonces tiene derecho a votar.
(b) Vemos leones y elefantes, si estamos en Africa.
(¢) Todo el que tiene fiebre escarlatina estd enfermo de cuidado.

1. Para los ejercicios a continuacion, siganse las instrucciones del problema 1:
(1) Si dos angulos son congruentes, son angulos rectos.
(1) Si dos angulos forman un par lineal, entonces son suplementarios.
(¢) Un punto en la mediatriz de un segmento equidista de los extremos del segmento.
() Dos angulos son ambos agudos, si son complementarios.

V. Cuando se le pidio el reciproco del enunciado, ‘‘Si sostengo en mi mano un fésforo
encendido por mucho tiempo, me quemaré”, Juan contestd: “Me quemaré si sostengo en
mi mano un fésforo encendido por mucho tiempo”. (Dio, realmente, el enunciado
reciproco? Coméntese esto. 3

4. (1) ¢Sera cierto el reciproco de todo enunciado cierto? Justifiquese la respuesta.
(b) ;Podra ser cierto el reciproco de un enunciado falso? Justifiquese la respuesta.

8. Combinar las dos afirmaciones siguientes en un solo teorema, utilizando la frase *si, y
solamente si”’:

Todo tridngulo equilatero es equidangulo.

Todo triangulo equidngulo es equilatero.

>

Scparar el siguiente teorema en dos teoremas de la forma “si . . ., entonces . ..”:

Un triangulo es equilatero si, y solamente si, la bisectriz de cada angulo del triangulo
es la mediatriz del lado opuesto.

(Cuaél de los dos teoremas corresponde a la parte “solamente si”” del teorema que aca-
bamos de enunciar?
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—
Demostracién:  Sca 1) un punto del rayo opuesto a BC, tal que BD = BA, como s¢

7-7. LA DISTANCIA ENTRE UNA RECTA Y UN PUNTO. LA DESIGUALDANR |
'} indica en la figura. Entonces,

'DEL TRIANGULO

DC = DB+ BC,
P
Teorema 7-7. El primer teorema de minima distancia A
porque B estd entre D'y C. Por tanto,

El segmento mds corto que une un punto (1) DC=AB+ BC
a una recta es el segmento perpendicular i )
a la recta. Alora,

Q R

m/l DAC=m/ DAB + m/ BAC,

O de otro modo: Se dan una recta L y un punto P fuera de ella. Si PQ 1 Len Q,
y R es otro punto cualquiera de L, entonces PQ < PR.

porque B estd en el interior del ~ DAC. En consecuencia,

m/ DAC > m/ DAB.
Demostracion: Por hipdtesis, m/ Q = 90. En virtud del corolario 7-2.1, el £ Res Pero
agudo. Asi, m/ R < m/ Q. Por el teorema 7-6, PR > PQ. ’
& - 0 0 . ms D =m. DAB,
La distancia entre un punto P y una recta L debe ser la minima distancia entre I

y los puntos de L. En virtud del teorema anterior, sabemos que existe una tal minima

distancia y sabemos dénde ocurre. Por tanto, enunciamos nuestra definicion asi:

puesto que BD=BA. Por consiguiente,
2) m,L DAC >m/ D.

Definicién Aplicando el teorema 7-6 al A4 DC, obtenemos

L

La distancia entre una recta y un punto fuera de ella es la longitud del segmento
perpendicular desde el punto a la recta. La distancia entre una recta y un punto
de la misma se define como cero.

(3) DC> ,iC
(‘'ombinando (1) ); (3), tenemos 4B + BC > AC, como queriamos demostrar.
El siguiente teorema nos dice que, como es de esperar, ningdn desvio resulta ser un _ ’t&‘ ‘\ ‘
e | Conjunto de probleinas 77
: o ;

Teorema 7-8. La desigualdad del tridAngulo

1. Para la figura de la izquierda, a continuacion, podemos afirmar que CD < y

i : P CDh < ,y que BE < y BE < . Enunciar el teorema implicado.
La suma de las longitudes de dos lados cualesquiera de un tridngulo es mayor ya
que la longitud del tercer lado. :
O de otro modo: En un tridngulo AABC cualquiera, tenemos c
AB + BC > AC.
4 E
A D B

2. Utilizando las medidas de angulos indicadas en la figura anterior de la derecha, colo-
quense PS, PRy PQ en orden de menor a mayor: < < Eninciense
los teoremas que justifican la conclusion.
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3. Demostrar que la suma de las longitudes de las diagonales de un cuadrilitero es menop
que el perimetro del cuadrilatero. '
M
4. Dada la figura de la derecha, demostrar que y
EP+ PM + MK > EK.
E K

5. El siguiente problema puede resolverse mediante experimentacién o, quizas, mediante |
razonamiento: Supongamos que se va a dibujar un tridngulo con un lado de longitud

3 cm. y un lado de longitud 7 cm. El tercer lado debera tener longitud menor que
y mayor que

6. Dos lados de un tridngulo tienen longitudes j y k, respectivamente. Si j < k, jqué res-
tricciones se imponen entonces a la longitud x del tercer lado?

7. Se dan una recta L y dos puntos Py Q al mismo lado de L. Determinar el punto R de /.
para el cual la distancia PR - RQ sea la mas pequefia posible. [Indicacién: Esto re-
sultara facil, si se ha resuelto el problema 6 del Conjunto de problemas 6-4.]

L

*°Q

°p

8. Se dan dos segmentos, AC y BD, que se intersecan
en P. Demostrar que si X es un punto cualquiera )
del plano de AC y BD, distinto de P, entonces

XA+ XB+ XC+ XD
>PA+ PB+ PC+ PD.

(Sera valido este resultado si X no esta en el plano de AC y BD? ~

9. Sean A, B 'y C puntos, no necesariamente distintos. Demostrar que 4B+ BC > AC,
(Hay que considerar varios casos.)

«

** 10. Demostrar que ¢l camino poligonal mas corto de un punto a otro es el segmento que los

une.

Ay ‘/\\/A \ N
4 ———

Ag
N

., A,, demostrar que

O de otro modo: Dados # puntos 4, A4,, ..

AyAy + AyAs+ o+ Auo1An 2 A A

h W
El teorema de la charnela y su reciproco 20!

7-8. EL TEOREMA DE LA CHARNELA Y SU REC{PROCO

B

Consideremos dos varillas, articuladas mediante
una charnela en A y con los extremos By C co-
nectados por una cinta de goma.

A medida que aumenta la abertura en la
charnela, la cinta de goma deberd estirarse
mils,

Si expresamos esto mediante el lenguaje de la geometria, obtenemos el siguiente
jcorema: (Quizds, el estudiante crea que la segunda manera de enunciar el teorema
o8 de mds fdcil lectura que la redaccién original.)
Toorema 7-9. El-teorema de la charnela (Teoeer v€ In Bron&dn )

Si dos lados de un tridngulo son congruentes, respectivamente, con dos lados
de un segundo tridngulo, y el dngulo comprendido en el primer tridngulo es
mayor que el dngulo comprendido en el segundo, entonces el tercer lado del
primer tridngulo es mayor que el tercer lado del segundo.

O de otro modo: Sean AABCy ADEF dos tridngulos, con AB = DE'y AC = DF.
Si /. A > £ D, entonces BC > EF.

W
b
B
A 4 [of
: . B
Demostracion: Paso 1. Primeramente, cons-
truimos el AAKC, con K en el interior del Q
L. BAC, de manera que AAKC =~ ADEF: K
A W C

<>
Para ello, primero tomamos ¢l rayo Zé, con @ del mismo lado de AC que B, tal
gque L QAC= L D (por EL postulado de la construccion del dngulo). Entonces,
tomamos un punto K de 4Q, tal que AK = DE (por el teorema de localizacion de
puntos). En virtud del postulado LAL. tenemos que AAKC = ADEF como queri-

umos.
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Paso 2. Ahora, bisecamos al £ BAK. Sea M el
punto donde la bisectriz corta a BC.

Ya casi hemos terminado. Por el postulado
LAL, tenemos que

AAMB = AAMK.

A " C

Por consiguiente, MB = MK. Aplicando la desigualdad del tridngulo (teorema 7-8)

al ACKM, obtenemos

CK < CM + MK.
Por tanto,

CK < CM + MB,
pues MB = MK. Como

CK=EF y CM+ MB = BC,

se deduce que

EF < BC,

como desedbamos.

El reciproco del teorema de la charnela es también cierto.

Teorema 7-10. El reciproco del teorema de la charnela

Si dos lados de un tridngulo son congruentes, respectivamente, con dos lados
de un segundo tridngulo, y el tercer lado del primer tridangulo es mayor que el
tercer lado del segundo, entonces el dngulo comprendido del primer tridngulo
es mayor que el dngulo comprendido del segundo.

O de otro modo: Sean AABCy ADEF dos tridngulos, con AB= DE y AC = DF,
Si BC > EF, entonces /. A >/ D.

Para deducir este teorema del teorema de la charnela, utilizamos el mismo método
que se empled para deducir el teorema 7-6 del teorema 7-5. Es decir, mostramos
que LA</. Dy [LA=/ D son imposibles, de manera que la dnica posibilidad
restante es /. A > £ D, Para la primera parte de esta demostracién, necesitamos el

teorema de la charnela; y para la segunda parte, necesitamos ¢l postulado LAL.,
Los detalles se dejan al estudiante.
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Conjunto de problemas 7-8

{. En la figura de la derecha,
AD=CD 'y /. ADB> / CDB.

Demostrar que AB > BC.

2. En un tridngulo isésceles APQR, S es un punto de la base, distinto del punto medio.
Demostrar que PS 1o biseca al / RPQ.

R M
S

A K B
Q

3. Se da el AABM, con la mediana MKy / MKB> / MKA. D
Demostrar que AM < MB.

C

4. Los triangulos AABC y AABD tienen el lado comin
AB, y AC=AD. Si C estd en el interior del -/ DAB,
demostrar que BD > BC.

. Enel ARST, RT> STy M es el punto medio de RS. (Serael / TMR, agudo u obtuso?
Expliquese.

n

w
6. Se da la figura de la derecha, segun estd marcada. Demos-
trar que «
LW> LU
9. En la figura de la izquierda, a continuacion, FH=AQYy v
AH > FQ. Demostrar que 4B > FB. u
F
C
H
A Q B A D B

* 8. Se da la figura anterior de la derecha, con 4D = BC. Demostrar que AC> DB.

* 9. En el AABC, A-F-C y A-D-B, de manera que FC = DB. Si AB> AC, demostrar
que FB > CD.
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7-9. ALTURAS DE TRIANGULOS

&

En cada una de las siguientes figuras, el segmento BD es una altura del AABC:

A D C ~7D A o

1(3_1)1 cada caso, BD es la perpendicular desde B a /TC)‘, y se llama la altura desde B o

AC. Obsérvese que el pie de esta perpendicular no cae necesariamente en el segmento
AC. Pero, la siguiente definicién toma en consideracién todos los casos posibles:

Definicién

Upa altura de un tridngulo es un segmento perpendicular desde un vértice del
tridngulo a la recta que contiene al lado opuesto.

[Preguntq: (Serd posible que una altura de un tridngulo coincida con uno de lo
lados del tridngulo? Si es posible, jcudndo sucede esto i
Desde luego, todo tridngulo tiene tres alturas, una desde cada vértice, asi:

A D Cv

En lafigura, BD es la altura desde B, AF es la altura desde A,y CE es la altura desde
C. Ois_érveie_ que en este caso particular, aunque dos cualesquiera de los segmentos
'BD’ AF 'y CE no tienen punto alguno ¢Smun, las rectas que los contienen parecen
Intersecarse en un punto G. Y
Desafortunadamente, la misma palabra “altura” se utiliza dc otras dos maneras
'(1) Algunas veces, a la longirud de una altura también se le Huma altura, Por
ejemplo, si la distancia BD es 6, podemos decir que la alturn desde # oN 6.
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{2) A una recta que contiene a una altura, se le lla(r_n)a El_)mbiéﬂ_) altura. Asi, en la
fipura anterior, podemos llamar alturas a las rectas BD, AF y CE. Utilizaremos la
pulubra de esta manera en el Capitulo 15, cunando demostremos que las tres “alturas™
e un tridngulo siempre se intersecan en un punto. Si una altura tuviese que consistir
on un segmento, este teorema seria falso, como muestra la figura anterior.

Viste triple uso de la misma palabra pudiera causar confusion, pero generalmente
no la causa, ya que en la mayoria de los casos el contexto nos aclarard el significado.

Conjunto de problemas 7-9

I. Capiese el AABC. Obsérvese que es escaleno. Dibujese la C
bisectriz del / C. Ahora, tracese la mediana desde C a AB.
i‘inalmente, dibujese la alturda desde C a AB. Si se ha
trabajado cuidadosamente, se podra observar que estos
segmentos son distintos. (En qué tipo de triangulo coinci-

diran los tres segmentos indicados ? A B
P
b P
2. Copiar el tridngulo obtusingulo, APQR, y dibujar sus
tres alturas, :
Q R

#
3, Demostrar que la altura correspondiente a la base de un tridngulo isésceles es también
una mediana.

4. Demostrar el siguiente teorema: C

Las alturas correspondientes a los lados congruentes
de un triangulo isésceles son congruentes.

A ‘B
(La figura anterior muestra el caso para m/ C < 90. Considérense, también, los casos
ecnque m/C=90y m/C>90)

8. Demostrar que las alturas de un tridngulo equilatero son congruentes.

6. Demostrar el reciproco del teorema del problema 4:

Si dos alturas de un tridngulo son congruentes, el tridngulo es isosceles.
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Repuso del capitulo 209

7. Demostrar el siguiente teorema: c
6. Tres cables atirantados se utilizan para sostener un arbol recién plantado en un terreno

flano. Sise atan los tres al 4rbola 1a misma altura, ;quedaran fijos al terreno a distancias
iguales del pie del arbol? (Por qué?

Se da una correspondencia ABC< DEF. Si
AB=DE, BC=EF, y la altura desde C es
congruente con la altura desde F, entonces la

correspondencia es una congruencia. A G B
7. En un tridngulo equilatero, se dibujaron una mediana, una bisectriz de un dngulo y una
. altura, desde vértices diferentes. (Qué relacién hay entre sus longitudes?
Datos: AB = DE y BC = EF, las alturas CG y FH,
y CG=FH. ’
~ <
Demostrar que AABC =~ A DEF. y
D H E 8. Dada la figura de la derecha, demostrar que LADB> /C.
8. Demostrar que el perimetro de un tridngulo es mayor que la suma de las tres alturas
. A B

9. En el AABC, AC > AB. Demostrar queé si D es un punto cualquiera entre By C,

Repaso del capitulo D <AC
) entonces AD <AC.

l

10. Demostrar el siguiente teorema:
Un punto cualquiera de la bisectriz de un angulo equidista de los lados del angulo.

1. Para cada uno de los siguientes ej ; . .
expresa: g ejemplos, identificar la propiedad de ord¥nacion que

(@) Sir>6y'6 >t entonces ¢ <r.
(b) Si MP =3y RS =17, entonces MP + RS = 10.

—_—
(¢) Si DK>11y DK <11, entonces DK = 11. Datos: AP biseca al £ BAC,

— >
PE | AB,

2. Si D es un punto en el interior del / ABC, explicar por qué / ABC > / DBC. PF J_Z-E‘
. . i
%

Demostrar que PE = PF.
. '
3. Sia =20, entonces x )

Si b = 65, entonces x
11. Si las medidas de los angulos en la figura de la
derecha son las indicadas, icual es el segmento mas

corto? Expliquese.

Si ¢ =100, entonces x

4. Definir la distancia entre un punto y una recta. Defirir altura de un triangulo

M

. <>

12. Los planos E y F se intersecan en L AB. C_:c_sté en F,
D esti en E, CB=AD, CA 1 ABYy DB | AB.

5. Demostrar que si una mediana de un tridngulo no es per-
Demostrar que CA = DB.

pendicular al lado que corta, entonces al menos dos lados

del tridngulo no son congruentes. N
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13.

14.

15.

* 20.

¥+ 21,

. Dado que AC=BC, AB<ACy A-C-D, demostrar

. Demostrar que la suma de las distancias desde un

Desigunldados geoméiricas

Los segmentos trazados desde un punto del interior de un tridngulo a sus tres vérticon §
tienen longitudes r, s, 2. Demostrar que » + s + ¢ es mayor que la mitad del perimetro |

del triangulo.

Demostrar que si A(_]\_{ es una mediana del AA4BC, entonces los segmentos desde B y (,
perpendiculares a AM, son congruentes.

En la figura de la derecha, PT = TR = RQ. Demostrar que
PR > RQ.

. Demostrar el siguiente teorema:

Si desde un punto en una perpendicular a una recta se dibujan dos segmentos
oblicuos (no perpendiculares) a la recta, el segmento cuyo extremo en la recta estd
mas alejado del pie de la perpendicular sera el segmento mayor.

que el AABD es escaleno.

punto en el interior de un tridngulo a los extremos de
un lado es menor que la suma de las longitudes de los
otros dos lados; es decir, demostrar que, en la figura,
a+b>c+d.

B
. Enel AA4BC, el / C es un angulo recto. Si m/B=2m/ A,
entonces 4B =2BC. [Sugerencia: Utilicese la bisectriz del
£ B.]
A C

(@) Se da el A4BC, con BC=a, AC=b y AB = c. Demostrar que
la —b] < c.

(b) Enunciar con palabras el teorema que consiste en la generalizacion de la parte (a).

La suma de las medidas de los 4ngulos de un tridngulo es menor que 270,

.

e

25

Repaso del capitulo 211

22. Basindonos en los postulados que hemos enunciado y los teoremas que hemos estudia-

do hasta ahora en este curso, es imposible demostrar que la suma de las medida§ de los
dngulos de un tridngulo es 180 (algo que el estudiante sabe bien de.sde hace algtin tiempo).
Sin embargo, podemos ficilmente construir un tridngulo especial y demost’rar que la
suma de las medidas de sus angulos es menor que 181. Sea _e:l Ll_?ﬁC un angulo con
medida 1 (postulado de la construccion del angulo). Sobre AB y AC, tdmense puntos
Ky M tales que AK = AM. La suma de las medidas de los angulos del AAKM es menor
que 181. ;Por qué? Siconstruimos el / 4 de manera K
que m/ A=3, (qué podriamos decir acerca de la
suma de las medidas de los angulos?

PROBLEMA OPTATIVO

Sean 1(97) y 1(4—2‘ dos rectas que se intersecan en B, un punto entre 4 y C. Las perpendi-
<> .
culares a ﬁ) desde 4 y C intersecan a BD en Py Q, respectivamente. Demostrar que
<«>

Py Q no estan al mismo lado de AC.

" ¢

<. R
el o~ & -
bﬁi.‘-‘ .
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8 1. LA DEFINICION DE PE l(l'luNDICULARI])AD PARA
RECTAS Y PLANOS

k4
Iin este capitulo, nos ocuparemos de figuras que no estdn en un mismo plano. Por
funto, antes de empezar la lectura del mismo, seria conveniente repasar el Capitulo 3,
donde se introdujeron las ideas fundamentales acerca de la geometria del espacio.
La perpendicularidad entre rectas y planos se define asi:

3

befinicion

Una recta y un plano son perpendiculares,
si se intersecan y si, ademds, toda recta en
¢l plano que pase por el punto de inter-
seccidn es perpendicular a la recta dada.
Cuando la recta L y el plano E son per-
pendiculares, entonces escribimos L L E
o E L L. Si Pesel punto de interseccidn,
entonces decimos que L L Een P.

\

Iin la figura anterior, hemos presentado tres rectas de E que pasan por P. De
ncuerdo con nuestra definicion, las tres deben ser perpendiculares a L en P, aunque
yuizds no se vean asi. (En un dibujo en perspectiva, las rectas perpendiculares no
ficnen necesariamente que verse formando dngulo recto.) Obsérvese que si solamente
exigimos que una recta de E sea perpendicular a L, esto poco significaria: el alumno
pucde convencerse ficilmente de que fodo plano que pase por P contiene una tal
recta. Por otra parte, resultard que si E contiene dos rectas que sean perpendiculares
w L en P, entonces L L E en P. En la proxima seccidn, estudiaremos esta idea.:

(onjunto de problemas 81

I. La figura a la derecha representa el plano E:

(a) (Perteneceran al plano E algunos puntos fuera de la
figura?

(b) (Debemos suponer que E contiene todo punto fuera de
la figura?

2. (a) Dibujar un plano perpendicular a una recta vertical.
(b) Dibujar un plano perpendicular a una recta horizontal.

(¢) En cada uno de los planos de las partes (a) y (b), dibujar tres rectas que pasen por
el punto de interseecion con la recta original. Enuanciese en cada caso, la relacion
entre cadin unie de lax tres reetas y la recta original,

213
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3. Léase nuevamente la definicién de perpendicularidad entre una recta y un plano y 1

decidase si, en virtud de esa definicion, es cierto el siguiente enunciado:

Si una recta es perpendicular a un plano, entonces es perpendicular a toda

~ recta que esté en el plano y que pase por el punto de interseccion.

<> L
4. Siel LKPM es recto y PM esta en E, jse podra concluir que E es perpendicular a PK)
(Por qué si o por qué no?

5. Dadoque G, H,Jy Pestinenel plano E,yque AB_L Een P, indicar cuales de los siguientes
angulos deberan ser rectos:

L APJ, L HPJ, £ GPH, L GPB, L HPB, L HPA.

6. En la figura de la derecha, H, Ky R estan en el plano
Ey Fnoestaen E.

(a) Nombrense los planos determinados por los puntos
de la figura.

—>
~(b) Si HR es perpendicular al plano HKF, ;qué angulos de la figura deberdn ser rectos?

7. Enlafigura de la derecha,l_c_)_ﬁ puntos 4, B, C, Dy G estan
en el plano vertical E, y AP E. Némbrense todos los
angulos que tienen que ser rectos.

8. Se da la figura, con 4, By C en el plano E, PA1 E y PC =PB. Demuéstrese que

AC = AB. p

Un lema 213

9. Los puntos 4, G y C estin cn ¢l plano vertical E, y
P ¢s un punto “delante” de E. SiPA | Ey AG = AC,
demuéstrese que PG = PC. Q

N

10. Los puntos A, By X estin en el plano E, y los puntos E

Py Q estin al mismo lado de E. Si PB=QB y
PA = QA, demuéstrese que PX = QX. (Seria valida
la demostracion si Py Q estuvieran a lados opuestos
de E? (Y si Py Q estuvieran en E?

2. UN LEMA

» ,

Al final de la seccidn anterior, dijimos que si £ contiene dos rectas que son perpen-
diculares a L en P, entonces £ L L en P. La demostracion de este teorema es bastante
lurga. Para facilitar*su desarrollo, demostraremos primero un teorema preliminar
ue nos sirva de ayuda en la demostracién principal. Tales “teoremas auxiliares”
se llaman lemas. Este término proviene de una palabra griega que significa rama.
Asi, un lema es una rama de una demostracion larga.

Nuestro lema es fdcil de demostrar.

3

Teorema 8-1 x

4 4
ﬁ B

Si By Cequidistan de Py Q, entonces todo g
punto entre By Ctambiénequidistade Py Q.,

La figura ilustra otra manera de expresar el
tcorema. Obsérvese que P, B, Xy C tiens_r; que ‘
oxlar en un mismo plano, pues X estd en BC y hay un plano que contiene a BCy a P.
'ero puede muy bien suceder que el ABPC y el ABQC estén en planos distintos y,
en efecto, éste es precisamente el caso para el cual vamos a necesitar el teorema.

Demostracién: (1) Se da que BP = BQ y que CP = CQ, como estd indicado en la
figura. Por el teorema LLL, se deduce que ABPC = ABQC.

(2) Por tanto, /. PBC = / QBC.
(3) Del postulado LAL, se deduce que APBX =~ AQBX.

(4) En consecuencia, PX = QX,y Xequidistade Py O, como queriamos demostrar.

También, necesitire nos el Corolario 6-2,1 del Capitulo 6.
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Corolario 6-2.1

8-3. EL TEOREMA FUNDAMENTAL SOBRE PERPENDICULARES.

Teorema 8-2

De otro modo: Sean L, y L, dos rectas

Se c.ia.n un segmento AB y una recta L en el mismo plano. Si dos puntos de /
equidistan de 4 y B, entonces L es la mediatriz de 4B.

Se.: necesitard este corolario solamente en el caso especial que sugiere la figura m
siguiente: -

Si una recta es perpendicular a dos rectas que se intersecan en su punto de inter-
seccidn, entonces es perpendicular al plano que contiene las dos rectas.

en el plano E, que se intersecan en 4. Sea
L una recta perpendicular a L, y L, en A4.
Entonces, L es perpendicular a toda recta
L, que esté en E'y contenga a A4.

Demostracién: (1) Sean Py Q dos puntos

de L que equidistan de 4. Entonces, L,y
L, son mediatrices de PQ (en dos planos
distintos, desde luego).

(2) Cada una de las rectas L, y L, contiene puntos a cada lado de L, en E. Sean
By C dos puntos de L, y L,, que estdn a lados opuestos de L; en E. Entonces, L, |

contiene a un punto X, que estd entre By C.

(3) Por la parte (1) y el teorema 6-2, cada uno de los puntos B y C equidista de P

y Q.

(4) En virtud del teorema 8-1, X equidista de Py Q. \'

(5) A.si,. L, contiene al punto medio de PQ y contiene, ademis, a otro punto Y
que equidista de Py Q. Del corolario 6-2.1, se deduce que L, | L, como queriamos

demostrar.

7

/

Demuéstrese que NABC = ADBC. (Es AB1 E? b 8 E
(Por qué si o por qué no? / :
C

. El cuadrado [JABGD esta en el plano E. P es un punto fuera de E tal que PA| AB.

. Se sabe que K es el punto medio de DG, AD = AG

. En la figura, FQ_J_M_—P, E_LT@, y MP | MT.
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Aonjunto de problemas 8--3

Se dan los puntos 4, G, H, K, Jy M en el plano E.

“«> «> «~> <> .

AP AG, AP AJ, y A, G y J no estan alineados.
> . > <>

Demuéstrese que AP es perpendicular a AK'y a AM.

. (Cual es la relacion entre L, la recta de interseccion de dos paredes del salén de clases,

y F, el plano del piso? Expliquese. (Es L perpendicular a toda recta de F? ;Cuantas
rectas de F son perpendiculares a L? N
AL

En la figura, AB1 BC, DB BC, y AB= DB.

(a) Némbrense todos los planos determinados por
pares de segmentos.

(o) Al menos uno de los segmentos es perpendicular
a uno de los planos mencionados en la parte ().
(Cudl es el segmento? (Cudl es el plano? ;Como
nos -ayuda el teorema 8-2 a dar una respuesta
correcta?

. En el problema 3, (qué segmento y qué plano son

perpendiculares ?

—_ JO—
y KP | AK, siendo P un punto que no esta en el
plano ADG. Sihay un segmento perpendicular a un
plano, nombrense el segmento y el plano.

(Sera perpendicular a algin plano de la figura,
algin segmento de la misma? Nombrense todos los
pares, si hay alguno.

. 4B y CD son segmentos congruentes que se bisecan en M. La recta L es perpendicular

a cada uno de ABy CD en M. P es un punto cualquiera de L. Dibjese una figura y
demuéstrese que P equidista de 4, B, Cy D. ’
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*

9. Se da el cubo de la derecha, con BK = BM. Demués- o
trese que H equidista de Ky M. [Enla demostracion, W
pueden utilizarse las siguientes propiedades de un cubo: E

I

. 1

(@) Las doce aristas de un cubo son congruentes. !
I

1

(b) Dos aristas cualesquiera que se intersecan son
perpendiculares. ] NS

* 10. Si 4, B, Cy D no estin en un mismo plano,

C

AD=DC, BC=BA,

y el £ DBA es un dngulo recto, entonces, dl menos uno
de los segmentos de la figura es perpendicular a uno de
los planos. (Cual es el segmento y cudl es el plano?
Demuéstrese la respuesta.

* 11. En la (_flgura, los planos E y F se intersecan en

<> , <> L .
AB;»RQ esta en Fy WX esta (_in E. RQ1 AB
y WX 1 F. Demuéstrese que R Q_E AJ

8—4. EXISTENCIA Y UNICIDAD

La parte dificil de este capitulo se completé cuando demostramos el teorema 8-2,
Los otros resultados que necesitamos saber se deducen fécilmente,

B
o

Teorema 8-3

Por un punto dado de una recta dada, pasa un plano perpendicular a la recta
dada.
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Demostracién:  Seun L y P la recta y el punto dados.

(1) Sean M y N dos planos distintos cualesquiera que contengan a la recta L.

[Pregunta: (Cémo sabemos que hay dos planos diferentes que contienen &
L? Refiérase al postulado 5 y al teorema 3-3.]

(2) Hay una recta L; en M, perpendicular a L en P (Teorema 6-1).
(3) Hay una recta L, en N, perpendicular a L en P (Teorema 6-1).
(4) Hay un plano E que contiene a las rectas L, y L, (Teorema 3-4).
(5) E L L en P {en virtud de los enunciados (2), (3) y el teorema 8-2].

Teorema 8-4

Si una recta y un plano son perpendiculares, entonces el plano contiene toda
recta perpendicular a la recta dada en su punto de interseccién con el plano
dado.

s

O de otro modo: Si la recta L es perpendicular al plano E en el punto P, y L, es
una recta perpendicular a L en P, entonces L, estd en E.

L L

/'/

b e
m

E
Demostracion
AFIRMACIONES RAZONES
1. LylL, estin en un plano F. ?
2. La interseccion de Fy Eesunarecta | ?
L,.
3. L,LLenP. Definicidon de E 1 L.
L 1 LenP. Dato.

Rl

Por el teorema 6-1, hay una sola recta
de F que es perpendicular a L en P.

L, y L, son la misma recta.

Por el paso 2, L, estd en E; por el paso
5, Ll = Lz.

6. L, estden L.
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El teorema 8-4 nos permite demostrar que el plano perpendicular dado por el
teorema 8-3 es nico.

Teorema 8-5

Por un punto dado de una recta dada pasa solamente un plano perpendicular
a la recta.

Demostracién:  Si existieran dos planos perpendiculares distintos, entonces su inter-
seccion seria una sola recta. Esto es imposible, porque cada uno de ellos contiene
todas las rectas que son perpendiculares a la recta dada en el punto dado.

Sabemos que la mediatriz de un segmento, en un plano dado, se caracterizé como
el conjunto de todos los puntos del plano que equidistan de los extremos del segmento.
Para el plano bisecante perpendicular o plano mediador de un segmento en el espacio,
tenemos un teorema de caracterizacion exactamente del mismo tipo. ’

Teorema 8-6. El teorema del plano bisecante perpendicular
El plano bisecante perpendicular de un segmento es el conjunto de todos los
puntos equidistantes de los extremos del segmento. '

O de otro modo: Sea E el plano bisecante
perpendicular de 4B. Entonces,

(1) si P estd en E, tendremos PA = PB;
(2) si PA = PB, serd cierto que P estd en
E.

En la figura, C es el punto medio de 4B.
Obsérvese que esta manera de expresar el
teorema contiene dos partes, como era de
esperar, tratdndose de un teorema de carac-
terizacion. s

Para demostrar la parte (1), se necesita saber la definicién de perpendicularidad
entre una recta y un plano y la caracterizacion de las mediatrices en un plano. Para
demostrar la parte (2), se necesita también el teorema 8§-5. Los detalles de estas dos
demostraciones se dejan al alumno.

Conjunto de problemas 84

=

1. (a) (Cuantas rectas son perpendiculares a una recta en un punto dado de la misma?

-

(b) (Cuantos planos son perpendiculares a una recta en un punto dadoe de ln misma ?
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—_

2. Se sabe que 7;’ es perpendicular a cada uno de los rayos AK,
,71\7, ZE, ,_472 y ;1—5" (Cuéntos planos estan determinados por
rayos que se intersecan? (Habra mas de tres puntos de 1'a
figura que sean coplanarios? Si es asi, expliquese porr qué.
(Supongase que cada tres de los puntos dados no estan ali-
neados.)

> > .
3. Los planos E y F se intersecan en KQ. AB | E, siendo
<> .
Bun punto de KQ. Restaen Ey Cestaen F.

<> <> .
(Bs AB| BR? [Por qué?

<> €y ,
(Es AB KQ? (Por qué?

<> <> ,
(Es AB BC? (Por qué?

4. En la figura, _Gﬁj_ E, MG=MH, y__I_TQ—J_ GH ezn
M. ;Contiene €] plano E al segmento PO? (Por qué?
Con respecto a GH, ;qué término se aplica al plano E?

5. Dos segmentos, 4By 'CD, son perpendiculares y se bisecan en K Un plano Z cqnt’i.ene
a AB, pero no contiene a CD. Serd Z el plano bisecante perpendicular de CD? Dibujese

una figura para ilustrar la conclusion.

6. El plano E es el plano bisecante perpendicular. de
PO, como muestra la figura.
@ PR= .
T0=_
PS=______. R
/PTM =
APTM = .
(b) (Es MR=MS = MT? Expliquese.

w V4
7. Se da la figura de la derecha, en la que no todos los puntos
son coplanarios. Si AW = BW, AX=BX, AY= BY., y ,
AZ = BZ, demuéstrese que W, X, Yy Z son coplanarios. X
B

8. Demuéstrese ol leoroma 8-6,
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9. Escribir los teoremas 8-3 y 8-5 como un solo teorema, utilizando lu expresion “exactus
mente uno”

10. Escribir el teorema 8-6, utilizando la expresion “‘si, y solamente si”.
11, (Podria haberse demostrado el teorema 8-5 antes que el teorema 8-3? Expliquese.

12. Demostrar el siguiente teorema:

Si L es una recta que interseca al plano E en el punto M, hay al menos una recta
L' de Etalque L’ | L.

13. (Sera cierto el siguiente enunciado ? Demuéstrese la respuesta.
Cuatro puntos, cada uno equidistante de dos puntos fijos, son coplanarios con los
dos puntos fijos si, y solamente si, los cuatro puntos estan alineados.

14. Enlafigura, Ees el plano bisecante perpendicular
de ABen C. H esta al mismo lado de E que B,
y K est4 al mismo lado de E que 4, de modo que
K-C-H, HB | ARy KA | 4B.
Demuéstrese que

(a) AK y BH son coplanarios, y que
(b) AH = BK.

8-5. RECTAS Y PLANOS PERPENDICULARES: RESUMEN

Los siguientes teoremas constituyen un resumen de algunas de las propiedades
fundamentales de rectas y planos perpendiculares. Algunas de las demostraciones
son féciles, pero otras son largas y no nos detendremos a hacerlas todas. No obs-
tante, presentaremos un ejemplo del tipo de razonamiento qué se requiere, dando
algunas indicaciones detalladas de la demostracion del siguiente teovcma:

Teorema 8-7

Dos rectas perpendiculares al mismo plano Ly hl2
son coplanarias. ‘ b

Para lograr una idea de cdmo debe ser la
demostracién, consideremos primero cual es
la situacion si el teorema es cierto; es decir, JP S —— A
suponiendo que las dos rectas realmente estdn VA Y 7
en un plano, (cudl serd ese plano? ARSI BN pa

Sesabeque L, L Een Ayque L, L Een
B; y suponemos que L, y L, estin en un
plano F.
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En la figura, indicamos el punto medio M de ABy, también, indicamos un segmento
PQ de E tal que 4B y PQ se bisecan formando dngulo recto.

Ciertamente, parece que PQ L F en M. Si esto es cierto, entonces F es el plano
hisecante perpendicular de PQ. ~

Desde luego, hasta ahora nada hemos demostrado, pues hemos estado suponiendo
que el teorema es cierto. Pero ya tenemos la clave de como debe ser la demos-
tracién: Primero tenemos que situar a PQ en E de manera que PQ y AB se bisequen
formando dngulo recto; y, entonces, debemos mostrar que Ly y L, estdn en el plano
bisecante perpendicular de PQ.

L

I'sta idea funciona. Los pasos mds importantes de la demostracion son los siguientes:

(1) AP = AQ (como se indica en la figura).

(2) ACAP= ACAQ.

3 CP=CQ"~

(4) Cestien efplano bisecante perpendicular de PQ. Sea F el plano en cuestion.
(5) L,estdenF.

De la misma manera, concluimos que

(6) L, estden F.

Por tanto, el plano que buscdbamos es, en efecto, el plano bisecante perpendicular
de PQ. Este plano contiene a las rectas L; y L, y, en consecuencia, L, y L, son
coplanarias.

Quizds, el alumno considere que el andlisis que condujo a esta demostracidn’serd
mds valioso para €l que la demostracién. Una demostracién, después de lograda, es
logica, pero el proceso mediante el cual se obtiene, raras veces es l6gico. Cada cual
debe hallar un método como mejor pueda. Una de las mejores maneras de lograr
esto es utilizando el “método de la feliz idea” que ilustramos al comienzo de esta
seccidn.

Hasta ahora, los teoremas de este capitulo dan informacién incompleta acerca de
las rectas y los planos perpendiculares. Los siguientes teoremas amplian dicha
informaci6n: '



224 Reotas y planos perpendiculares en el espacio Repaso del capitulo 298

Teorema 8- 2. Demostrar el siguiente caso especial del teorema 8-9:

Por un punto que no esta en un plano dado, pasa a fo mas una recta perpendicular

Por un punto dado, pasa un plano y solamente uno, perpendicular a una recta al plano.

dada.

' 3, Py Q estan a lados opuestos del plano E, pero
Teorema 8-9 1 equidistan de E. Las perpendiculares desde Py
Q al plano E intersecan a dicho plano en los

Por un punto dado, pasa una recta y solamente una, perpendicular a un plano puntos R y S, respectivamente. Demuéstrese que

dado.

i i i6 PO interseca a SR en un punto T, y que
Estos teoremas contienen mucha informacidn en muy pocas palabras. Cada uno (a) PQ in

de ellos tiene dos casos, que dependen de si el punto dado estd o no en la recta dada
o en el plano dado. En cada uno de los cuatro casos, los teoremas nos dicen que
tenemos existencia y unicidad. Esto significa que necesitamos un total de ocho
demostraciones. Dos de ellas ya se presentaron en los teoremas 8-3 y 8-5.

El teorema 8-9 nos asegura la existencia de una recta Gnica perpendicular a un
plano dado desde un punto externo. Por tanto, estd justificada la siguiente definicién,
andloga a la que dimos después del teorema 7-7:

(b) T es el punto medio de SR.

o
Repaso del capitulo |

1. Determinar si cada uno de los siguientes enunciados es cierto o falso, utilizando una
figura, si fuese necesario:
inici (a) Si dos planos se intersecan, su interseccion es una recta.
Definicion d o
(b) Tres rectas pueden intersecarse en un punto comun de manera que cada recta sci

La distancia a un plano desde un punto que no estd situado en él es la longitud perpendicular a las otras dos.

del segmento perpendicular desde el punto al plano. (c) Siuna rectaes perpendicular a cada una de dos rectas, es perpendicular al plano que

contiene estas dos rectas.

Teorema 8-10. El segundo teorema de minima distancia (d) La interseccion de dos planos puede ser un segmento.

El segmento mds corto desde un punto (e) Enun pur;to de un plano, hay exactamente una recta perpendicular al plano.
a un plano que no lo contiene, es el

segmento perpendicular.

(f) Dados cuatro puntos cualesquiera, hay un plano que los contiene.

(g) Si una recta interseca a un plano en un solo punto, hay al menos dos rectas en el
plano que son perpendiculares a la recta dada.

La demostracién es muy parecida a la
del teorema 7-7. Dados el segmento per-
pendicular PQ y otro segmento PR cualquiera desde P hasta E, empezamos la demos-

. . > <>
tracién, considerando un plano que contenga las rectas PR y PQ. El resto de la
demostracién se deja al alumno.

(h) Por un punto dado, podemos trazar solamente una recta perpendicular a una recta
dada. ’

(i) Si tres rectas se intersecan dos a dos, pero no hay ningun punto que pertenezca a
las tres, entonces las tres rectas son coplanarias.

nj P oblemas 8-5 T den dividir al espacio en ocho regiones.
junto de pri lemas kN (j) Tres planos pue
2. Completar el siguiente enunciado: El conjunto de todos los puntos equidistantes de los

1. Desde un punto 4 fuera del plano E, se traza el seg-
; extremos de un segmento es el del segmento.

mento mds corto a E, que intersequea Een B. Ly L’
son rectas en E tales que L contienea By L’ | L. Sise
traza L” <1£_) manera que L” | L'y L” 1 L’, demuéstrese
que L” y AB son coplanarias.

3. Completar el siguiente cnunciado: La distancia a un plano desde un punto que no cstd
en el plano ey
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4. Completar el siguiente enunciado: Si una recta es perpendiculur 0 cada una de dos
rectas en entonces ¢s perpendicular
al que las contiene.

11. Datos: El plano E contiene al A4BC. La recta y
L1 EenT Tequidistade A, By C. Xes X
un punto cualquiera de L.

C
T B
Demostrar que X equidista de 4, By C. £>

v,
(-) .
12. Demostrar que si 4 y B equidistan de Py O, entonces cada punto de AB equidista de
Py Q.

5. Enla figura, el AA4BC es equilatero en el plano E, y
CD biseca al / BCA. Si HD es perpendicular a CD,
al menos un segmento de la figura serd perpendicular
a uno de los planos. (Cuél es el segmento y cual es
el plano?

13, Datos: ]}—C)' y Fl)) estan en el plano ‘l;?), ¢l plano
FJ_EZ) en B; el p1a1<1_o) Gl BCen B; G

y F se intersecan en AB.
“«>
Demostrar que AB | E.

6. El plano E contiene a los puntos 4 y K; JA 1 E,
CK1 E, pero A# K. (Cuantos planos estin
determinados por A4, K, C 'y J? Expliquese.

7. Si los postes de la porteria de uno de los extremos de un campo de fatbol son perpendi- P
culares al terreno, entonces estaran en un plano sin necesidad de que los sujetemos con R =
- T . . . . A lano Ey PR | E.
un travesafio. (Qué teorema justifica esa conclusién? Si no son perpendiculares al 14. En la figura, el PZ}S,;SQ te StieesnzlprZN L;SQ
terreno, (podran estar también en un mismo plano? (Garantizara que siempre sean Si LPOR& £ » enton = ) aQ E
coplanarios ¢l sujetarlos con un travesafio ? X R
-t {5. En la figura, si PR1 E, PR>RS, SQLRO, vy s

e .
8. AP es perpendicular al plano vertical E,y A4, B, C, D, G
y H son puntos de E. Determinese

SO 1 PO PQ > 0S.
SO L PQ, demostrar que PQ ¢ Figura para los problemas 14y 16

L
"

L4
y _ ; o
¢ 16. Se da el cubo de la figura, en el cual BK=BMy Pes

¢l punto medio de KM Demuéstrese que el plano
HDP es el plano bisecante perpendicular de KM.

m/ DAP + m/ CAP.

Si e_]_) / CAB es un angulo recto, al menos un rayo distinto
de AP, y un plano distinto de E son perpendiculares. Ném-

it
"
[}
brense esos pares. [Pueden utilizarse las propiedades de un cubo dadas en ! \\ OF
el problema 9 del Conjunto de problemas 8-3.] ) ! ! \\ .
; ) p 200 "R (AR
9. El AABC est | plano E. P. to f - = AN Y
de E tal :lslea %e J_p%;l © PA _L/eAignypl%)o _Llj;—? 17. Demostrar que cada uno de los cuatro rayos AB, AC, o \\‘\ >~ N /
=2 ’ —> —> . \ -
siendo D un punto de BC. (Cual de los siguientes c AD y AE no puede ser perpendicular a los otros tres. ) ’ ‘K, /
enunciados es cierto? P4 >PD, PA=PD,
PA<PD. (Por qué? ; A
. PROBLEMA OPTATIVO . A
10. El AHMTestdenelplano E. HM =TMy KM | K
E. (Cual de los siguientes enunciados es cierto? ‘ -
. AP | PO, AP 1 PC, PQ_1 BC, Q-B-C.
/ KHT > / KTH, Datos: AP | Q__ 1 ,
KHT KTH u  E Demostrar que AQ | BC. - c
LKHT = L ’ ' \*W [Sugerencia: Toémese R en BC de manera que -
/KHT < / KTH. ~ QR = QB8] Q

(Por qué?

\ s



0 | Rectas paralclas
en un plano

B B i

9.1, CONDICIONES QUE GARANTIZAN EL PARALELISMO .

Dos rectas en el espacio pueden estar situadas de tres distintas maneras:

(1) Pueden intersecarse en un punto. En este caso, el teorema 3-4 nos dice que
ticnen que ser coplanarias.

(2) Pueden no intersecarse y no ser coplanarias. En este caso, se llaman rectas
alabeadas. Por ejemplo, consideremos la recta L, trazada desde la parte de atrds hasta
¢l frente en el piso del salon de clases y la recta L, trazada de lado a lado en el techo.
I‘sas son dos rectas alabeadas.

(3) Finalmente, las dos rectas pueden estar en un mismo plano sin intersecarse. En
este caso, decimos que las dos rectas son paralelas.

efinicion

Dos rectas que no estdn en un mismo plano se llaman rectas alabeadas.

Definicion
Dos rectas son. paralelas, si (1) estdn en un mismo plano y (2) no se intersecan.

El siguiente teorema nos permite hablar del plano que contiene dos rectas paralelas:

Teorema 9-1
Dos rectas paralelas estdn exactamente en un plano.

Demostracion:  Si L, y L, son paralelas, sabemos por la definicidén que estdn en un
plano E. Necesitamos demostrar que estdn solamente en un plano.

Sea P cualquier punto de L,. Por el teorema 3-3, sabemos que hay solamente un
plano que contiene a L; y a P. Luego, hay solamente un plano que contiene a L, y
u L,, porque todo plano que contiene a L, contiene a P.

Escribiremos
LI L,

para indicar que L, y L, son paralelas. Si dos segmentos AB y CD estdn en rectas

paralelas, entonces diromos, para abreviar, que los segmentos son paralelos, y escri-
biremos AB || CD.

229
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Andlogamente, hablaremos de dos rayos paralelos, un rayo y un segmento paraleloy, §

ast i r . . .
y asi sucesivamente. Demostracién:  Sea L, la perpendicular desde P a L. Sea L, la perpendicular a L, ¢n

I'(en el plano que contiene a L'y a P). Por el teorema 9-2, L, || L.

> 6
w

Pareceria propio intentar una demostracion de que la paralela del teorema 9-3 es
inica, Esto es, podriamos tratar de demostrar lo siguiente:

v e

c D
P . . (__) <>
or ejemplo, si se da que AB || CD, podemos también escribir

4B|CD, AB|CTD, Ba|C D |
I D, AB| CD, BA| CD, Por un punto dado que no esté en una recta dada, pasa solamente una paralela a la

y asi sucesivamente, para doce casos adicionales andlogos. recta dada.

Mediante la definicién, no parece facil decidir'si dos rectas son paralelas. Cada recty
se extiende indefinidamente en dos sentidos ¥, para decidir si se intersecan o no parcce k
que tendriamos que examinar las dos rectas en toda su extension. En algunO; casoy
sin enzbargo, podemos asegurar que dos rectas son paralelas mirando sélo \ uln‘
pequeno segmento de cada una, como indica el siguiente teorema:

Sc sabe, sin embargo, que este enunciado no puede demostrarse como un teorema,
i base de los postulados que tenemos hasta ahora. Por tanto, hay que aceptarlo como
un nuevo postulado. Este postulado tiene una larga e interesante historia. Durante
mios dos mil afios, el texto tipico de geometria fue el de los Elementos de Euclides,
vwerito alrededor de 300 a. de J.C. En los Elementos, Euclides utilizaba un postulado
yue decla que las paralelas eran Unicas. Generalmente, a los matemadticos les gusta

Teorema 9-2 p
T L suponer lo menos posible y demostrar lo mas posible. Por esa razén, muchos de ellos
Dos rectas en un plano son paralelas, si ambas trataron de convertir el postulado de las paralelas de Euclides en un teorema. Todos
son perpendiculares a la misma recta. Q fracasaron. Finalmente, en el siglo X1X, se descubrid que el postulado de las paralelas
T Lz ne puede demostrarse a base de los otros postulados.

Volveremos a esta cuestion mds adelante. Mientras tanto, investiguemos un poco
miis las condiciones en las cuales podemos decir que dos rectas son paralelas.
I'n la siguiente figura, a la izquierda, la recta T es una secante a las rectas coplanarias
A

lyyL,: 5

s

L

Demostraci(’)x?: Se dan dos rectas coplanarias, L, y L,, tales queL, LLenPyL, |1
en Q. Necesitamos demostrar que L; y L, no se intersecan. ‘ i

Supongamos que L, interseca a L, en
el punto R. Entonces, hay dos perpendi- - P
culares desde R a L. Por el teorema 6-4,

esto es imposible. Por tanto, L, | L,. L2
[Preg.unta: $Qué tipo de demostracién se R?
ha utilizado aqui?) . b
] .
El teorema 9-2 nos permite demostrar L
la existencia de rectas paralelas.
I'n la figura a la derecha, T ro es una secante. Mds precisamente:
Teorema 9-3 P
S — - LZ

Sea L una recta y P un punto que no Definicion
estd en L. Entonces, hay al menos una '

recta que pasa por Py es paralela a L.

Una secante a dos rectas coplanarias es una recta que fas interseca en dos puntos
diferentes.

by

N \ /
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En cada una de las siguientes figuras, / 1 Y L2 son dngulos alternos internos.

L, B / Q L/
T /
Se observard que las rectas cortadas por la secante pueden ser paralelas o no. Lax

marcas en las figuras sugieren cémo debemos describir los dngulos ‘alternos internos
mediante una definicion.

Definicién

Se dan dos rectas L, y L, cortadas por una secante 7 en los puntos Py Q. Sea A4
un punto de L; y B un punto de L,, tal que 4 y B estdn en lados opuestos de 7'
Entonces, el £ APQ yel / POB son dngulos alternos internos.

Teorema 94

Si dos rectas son cortadas por una secante, y si dos dngulos alternos internos son
congruentes, entonces los otros dos dngulos alternos internos son también con-

gruentes.
/ T

a’f b’

-t [

b/a

/ -

'

Estoes,si Lax /d, entonces L b £ b'. Ysi Lba £b. entonces Lax Ld.

La demostracién se deja al alumno.

A \ )
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Bl siguiente teorema es una generalizacion del teorema 9-2. Esto es, incluye el
lcorema 9-2 como caso especial. Puesto que puede aplicarse en un mayor namero de
cusos que el teorema 9-2, resulta mds util. - Las letras AIP en el nombre del teorema
significan “alternos internos paralelas”. Andlogamente, el reciproco del teorema 9-5,
yuce ‘vendria a ser el teorema 9-8, se llamard “‘el teorema PAI”.

Teorema 9-5. El teorema AIP

Se dan dos rectas cortadas por una secante. Si dos dngulos alternos internos son
congruentes, entonces las rectas sem paralelas.

/T
P gy

a
£ /'
Demostracion:  Sea 7 una secante, que intersecaa L; yaL, en Py Q, respectivamente.,

Se supone que dos dngulos alternos internos son congruentes. Por el teorema anterior,
tenemos que

Ly

]

(1) ambos pares de dngulos alternos internos son congruentes.

Ahora, supongamos que L, interseca a L; en un punto R. Demostraremos que esto
nos lleva a una contradiccion de (1).

Sea S un punto de L, situado a un lado de T distinto de aquel en que estd R. En-
tunces, el 2 SPQ es un dngulo externo del APQR, y el / PQOR es uno de los dngulos
internos no contiguos. Por el teorema del dngulo externo,

(2) LSPQ> /L POR.

Esto contradice ¢l enunciado (1), puesto-que el 2 SPQ y el L PQR son dngulos
alternosinternos. Portanto, Ly nointerseca a L,, y L, || L,, como queriamos demostrar,
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Conjunto de problemas 9-1

[Nota: En los conjuntos de problemas de este capitulo, cuando los problemas se enuncian
mediante figuras, éstas se suponen planas, a menos gque se indique otra cosa.]
1. (Cuales de los siguientes enunciados son ciertos?

(a) Si dos rectas no estin en un mismo plano, pueden ser paralelas.

(b) La definicién de rectas paralelas establece que las rectas deberan mantenerse a la
misma distancia una de otra. |/

(¢) Si dos rectas son perpendlculares ala mlsma recta en puntos diferentes de esta son
paralelas. =V §oe

(d) Si dos rectas en un plano son cortadas por una secante, los angulos alternos internos

son congruentes. “Crt b
— -~ ‘\C D/:
2. Datos: AD biseca al / CABy CA = CD. - x
<> <>
Demostrar que CD|| AB. Y/,
- '/A ;
3. (Se deduce que L, ||L,, si se cumplen las siguientes condi- T
ciones? L
- a1
@ m/q=100y (b) m/p=80y “\°
m/r=100 m/r =100 . L
-2
© mss=120y ) mZr=90y ‘T
m/ p =60 m/p=90

4. (Sera posible hallar dos rectas en el espacio que no sean paralelas ni se intersequen ?

5. Demostrar el siguiente teorema:

Si dos rectas son cortadas por una secante, y dos angulos internos que contienen
puntos a un mismo lado de la secante son supleffientarios, las rectas son paralelas.

'
Datos: Ly, L, y 7. El /p es suplementario del / . - 3 b
Demostrar que L, || L,. /
- i o l2
6. Se dan una recta L y un punto P que no esta en L. Indiquese como se poddrian utilizar un

transportador y una regla para dibujar una recta por 2 paralela n /

O . .

7.

10.

1.

12,

. En la figura, AB y CD se bisecan en E. Demostrar que

. Se da el cuadrilditero [(JABCD, con los angulos rectos
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M
En la figura, P, Q y R son tres puntos k4 I
no alineados en el plano E PK _!_E y . /
RM | E. Demuéstrese que PK Il RM R

=

AD | CB.

O
O

LAY /By AD=BC. Demostrar que / Dz £ C.
[Sugerencia: Tracense AC y BD.] (Puede demostrarse
también que los angulos /Dy /.C son rectos?

; . p
En la figura, 4, B y C estan alineados, AP = AI\B/L
AQ, BP=BQ, BX=BY y CX=CY. Demos- P -
trar que PQ || XY. QI/\I

T
£

%
u

Datos: El (JABCD, con H punto medio de AB, G

punto medio de DC, AD =BCy /A=-/B.
o J— .
Demostrar: GH | DC,
<> —_—

GH | AB, A H 8

AB| DC.

Se da el AABC, con
AP =PB = RQ, A
BQ = QC=PR, p R
AR =RC=PQ.

w
[9)
(9]

Demostrar que m/ A+ m/ B+ m/ C=180.

(Por qué no demuestra esto que la suma de las medidas de los angulos de un triangulo
cualquiera es 180?
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PROBLEMA OPTATIVO

Supongamos que se aceptan las dos definiciones siguientes :
Una recta vertical es una recta que contiene al centro de la Tierra.
Una recta horizontal es una recta perpendicular a alguna recta vertical.

(a) ¢Podrian ser paralelas dos rectas horizontales?

(b) ¢Podrian ser paralelas dos rectas verticales?

(¢) ¢Podrian ser perpendiculares dos rectas verticales ?

(d) ¢Podrian ser perpendiculares dos rectas horizontales ?

(e) (Sera toda recta vertical una recta horizontal ?

(f) ¢Sera toda recta horizontal una recta vertical ?

(g) (Podria ser una recta horizontal paralela a una recta vertical ?

(h) (Sera horizontal toda recta ?

9-2. ANGULOS CORRESPONDIENTES

Enlafi igui | ]
gura siguiente, los dngulos marcados a y @’ se llaman angulos correspondientes.

Anzllc,)gamente, by b’ son dngulos correspondientes, lo mismo que ¢y ¢y, también
dy d'. De manera precisa: '

Definicion

Si dos rectas son cortadas por una secante de
modo que el Zxyel £y son dngulos alter-
nos internos, y los dngulos LYYy [z son ;
opucstos por el vértice, entonces el L xy el <
L.z son dngulos correspondientes.

A : .
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Se deberdn demostrar los dos siguientes teoremas:

Teorema 9-6

Se dan dos rectas cortadas por una secante. Si dos dngulos correspondientes son
congruentes, entonces dos dngulos alternos internos son congruentes.

(Refiérase al teorema de los dngulos opuestos por el vértice.)

Teorema 9-7

Se dan dos rectas cortadas por una secante. Si dos dngulos correspondientes son
congruentes, entonces las rectas son paralelas.

Parece como si los reciprocos de los teoremas 9-5 y 9-7 debicran ser ciertos. Esto
es, cuando dos rectas paralelas son cortadas por una secante, entonces los dngulos
nlternos internos debieran ser congruentes y los dngulos correspondientes también.
Sin embargo, las demostraciones de estos teoremas reciprocos requieren el postulado
de las paralelas. Por tanto, enunciaremos este postulado en la siguiente seccion, para
utilizarlo en lo sucesivo.

W
Conjunto de problemas 9-2

—
1. En la figura siguiente de la izquierda, AC = BCy / DCE =~ / B. Demostrarque CE || AB.

K

A B

2. En la figura anterior de la derecha, se da el AKMJ, con KJ=MJ, GI=HJ] y
LHG) = /HMK.
Demuéstrese que GH || KM.

3. En la figura siguiente de la izquierda, el /By el /D son angulos rectos y DC = AB.
Demostrar que AD || BC.

C
D C
P Q
A B A s R B
4. Lnla figura anterlor de la derecha, {porquées PO || AB?; (AC || QR (PS || BC?
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9-3. - EL POSTULADO DE LAS PARALELAS
POSTULADO 18. El postulado de las paralelas

Por un punto externo dado hay solamente una recta paralela a una recta dada.

Se observard que el postulado necesita solamente decir que la paralela es Unica, ya
que hemos demostrado que la paralela existe. Es la unicidad de las paralelas la que
nos da los reciprocos de los teoremas de la seccién anterior. Comenzaremos con ¢l
reciproco del teorema 9-5.

A

Teorema 9-8. E! teorema PAI

Si dos rectas paralelas son cortadas por una secante, entonces los dngulos alternos
internos son congruentes.

Demostracion: Se dan las rectas paralelas J
L,y L, y una secante T, que las cortaen b h
Py Q, respectivamente.

L
/Q 2
T

Supongamos que los dngulos Zay /b no son congruentes. Sea L una recta que pasa
por P, tal que los dngulos alternos internos son congruentes. Esto es, en la figura
siguiente, /a2 / ¢. Por el postulado de la construccién del dngulo, existe exacta-
mente una recta tal L; y esto quiere decir también que L # L.

Entonces, L || L,, por el teorema 9-5. Como L s Li, se deduce que hay dos rectas
que pasan por P, paralelas a L,. Esto contradice el postulado de-las paralelas. Por
tanto, |

La= b,
como quertamos demostrar.

A\ . )
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Las demostraciones de los cuatro teoremas siguientes son cortas y bastante fdciles;
por eso, se dejan para el alumno:
Teorema 9-9
Si dos rectas paralelas son cortadas por una secante, cada dos dngulos corres-
pondientes son congruentes.
Teorema 9-10

Si dos rectas paralelas son cortadas por una secante, los dngulos internos a un
mismo lado de la secante son suplementarios.

De otro modo: Se dan L, || L, y una secante / .
7. Entonces, los dngulos /. by / dson suple- o /d !
mentarios y los dngulos Zay £ c¢son suple-

mentarios. s i < /b

Ly
4

Teorema 9-11

En un plano, si dos rectas son paralelas a una tercera recta, entonces son para-
. 2]
lelas entre si.

El mismo teorema es vélido para el caso en que las tres rectas no son coplanarias.
(V. el corolario 10-4.2.) Pero el teorema no puede demostrarse en el caso general por
los métodos de este capitulo. ¥

Teorema 9-12

; si una recta es perpendicular , -
En un plano, t perpendicular a una de dos rectas paralelas, es per
pendicular a la otra,

Una demostracion rdpida de este teorema X b
viene sugerida por la figura de la derecha. (Un ! !
ingulo es un dngulo recto, si, y solamente s, ]( > ;
es congruente al dngulo con el cual forma un Ly
par lineal.)

Una observacion final: Si se utiliza una ' A

demostracion indirecta para el teorema 9-9, la tarea no es tan fdcil. Véase la
definicion de dngulos correspondientes y refiérase al teorema de los dngulos opuestos
por el vértice.
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’
Conjunto de problemas 9-3 8. Se da que AC' y DB se intersecan en E, con 4-E-C'y D-E-B, talque AD  BCy AD | BC.
Demostrar que AC y DB se bisecan en E.
1. Se dala ﬁgura de la derecha, con LCDE A P
“ yLl AB Demostrar que L | DE E
— —
9. Se da el APMN; MX biseca al £/ M; NX biseca al /N;y
> —_—
3 OR, que pasa por X, es paralela a MN.
o Demostrar que los triangulos AQMX'y ARXN son isosceles. Q k
2. Se da el cuadrilatero [JEASY, con los angulos rectos /E, Y S
LAy LS. M N
Demostrarque EY | SY.
10. Demostrar el siguiente teorema por el método indirecto | s
E A . L i
Se dan dos rectas paralelas L; y L,. Si, en el 2

3. Demostrar que una recta paralela a la base de un tridngulo isésceles y que inter- mismo plano, una tercera recta, L, interseca a

§e?a a1 los otros dos lados del tridngulo en puntos diferentes, determina otro tridngulo una de las rectas, digamos L., entonees inter- L ~— -
isosceles, i
- seca a la otra. ' ’.
/ / 11. Si dos rectas paralelas son cortadas por una secante, entonces las bisectrices de dos
e o 29 115° ‘ angulos corresporidientes cualesquiera son paralelas. .
4. SiABIDCy my B(iD = 115, jcuantoesm/ ADC? PRy 4
Si, también, AD |} BC, [cuanto es m/ BCD? - D c 12. Demostrar el siguiente teorema:
En un plano, si los lados de un angulo son paralelos a los de otro dngulo, los 4ngulos
r o bien son (a) congruentes o son (b) suplementarios.
[Nota: La ﬁgura indica solamente dos casos, pero se pueden dar, de manera analoga,
<> <> 1 1
5. Datos: En la figura, RT — RSy PO || RS. , demostracgones lf)e;cﬂe:s para los demas. Como indicacion, véase el problema 7 de este
Q conjunto de problemas.]
Demostrar que PQ = PT.
R S
bO
L L, L3

{a) @ = b. (b) a +b = 180.

* 3. En el AABC, la bisectriz del LA interseca a BC en D. La mediatriz de AD interseca a
AC en G. Demostrar que GD || 4B.

et - T a b
6. Enlafigura, /x>~ /yy Zax /b.
Demostrar que Ly || L. ’ x

Ty
s / / * 14. Enel AFGH, la bisectrizdel /Fy' la bisectriz de del /. G se cortanen C. La recta quc, pasa
- -1 por Cy es paralela a FGcortaa FHenAdya GH en B. Demostrar que el perimetro del
7. Se da la figura de la derecha, con Ly || L, y T, || T,. / \\,/ AABH es igual a la suma de FH y GH.
Demostrar que /x = /y. -

¢ 5. Se da el AABC. Demostrar que si A esté en una recta paralela a BC, entonces m /.4 |
m/B+m/C- 180, .
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+ 16. Si el teorema 9-8 se acepta como postulado en lugar del postulado de las paralclas, i

entonces seria posible demostrar este ultimo como un teorema.

Se dan una recta L y un punto P que no esta
en L. Entonces, hay a lo mas una recta, L;}
que contiene a Py que es paralela a L. ’

[Indicacion: (Es a=c¢=57]

+ 17. Demostrar que si el teorema 9-12 se acepta como
postulado, el postulado de las paralelas se deduce
como teorema. - !

9-4. TRIANGULOS

Teorema 9-13

Para todo tridngulo, la suma de las medidas de los dngulos es 180.
‘ B

Demostracion: Sedacl AABC. Sea L larecta
que pasa por B, paralela a AC. Sean los
dngulos /L x, /X', Ly, LY Yy [z como se
indican en la figura.

~

AFIRMACIONES

RAZONES

.mlix=m/lX. Son dngulos alternos internos.
mlLy=mLY.

miABD =m/z+m/LYy'.
m/l x"+m/L ABD = ]180.
.mlx A+ mlz+mly =180.

mix+m/lz+m/ly=180.

Son dngulos alternos internos.
Postulado de la adicién de dngulos.
Postulado del suplemento.

Pasos 3y 4.

Pasos 1, 2 y 5.

R N N

'

De este teorema, obtenemos algunos corolarios muy importantes.

\ . .
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Corolario 9-13.1

Se da una correspondencia entre dos tridngulos. Si dos pares de dngulos corres-
pondientes son congruentes, entonces los dngulos correspondientes del tercer par
son también congruentes.

A
A C A’

Corolario 9-13.2

B/

C/

Los dngulos agudos de un tridngulo rectdngulo son complementarios.

Corolario 9-13.3 %

En todo tridngulo, la medida de un 4ngulo externo es la suma de las medidas dc
los dngulos internos no contiguos.

Is evidente que utilizamos el postulado de las paralelas para demostrar el teorema
0 13. Esto no fue sélo cuestion de conveniencia; de hecho, el teorema no puede
Jemostrarse sin utilizar el postulado de las paralelas. Se descubri6 en el siglo XIX
(que hay un tipo de geometria (ahora llamada geometria hiperbdlica) en la cual ¢l
postulado de las paralelas de Euclides no es vdlido. La geometria hiperbdlica es no
wolamente una rama importante de la matemdtica, sino también muy util en la fisica.
I'n la geometria hiperbdlica, el teorema 9-13 no puede demostrarse y, de hecho, es
fulso. Y ocurren otras cosas muy raras. Por ejemplo, en la geometria hiperbolica,
los modelos a escala son imposibles, porque dos figuras no podrén tener exactamente
ln misma forma a menos que tengan exactamente el mismo tamafio.

l.a geometria euclidea es, sin embargo, una excelente aproximacion del espacio
real; y es, desde luego, el tipo de geometria que todo el mundo debe estudiar primero.

w

Conjunto de problemas 9-4

(. Hallar la medida del tercer angulo, si las medidas de los otros dos angulos de un tridngulo
son las siguientes:

(a) 64y 59.
(d) uyv..

(© ky2k.
(f) 60+ ay 60 —a.

(b) 26 y 134.
(e) 0y n

2. Las medidas de los Angulos de un tridangulo estan en la razén 1:2: 3. Hallar la medida
de cada angulo.

’

|
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3

10.

11.

12,

* 13,

. La medida de un angulo de un triangulo es cinco veces la del segundo angulo, y la medidy

« Enel A4BC, el £ ACB es un angulo recto y CD | 4B.

. Demostrar que si la bisectriz de un angulo externo de un tridngulo es paralela a un lado

Rectas paralelas en un plano
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=

14, Datos: En el APQR, ¢l £ R es un angulo recto,
QT =QV,y PS=PV. s

521 nt]eer(ci:le(iaé(lilegllﬁloégsg u910 de un tridngulo es 25 mis que la del seguilo g ngulo, y la medida
menos ; .

cada medida. que dos veces la medida del segundo angulo. Hallay |

Demostrar que x = 45.

) 47°
. Determinar | i 5
de la derecha‘rjl medida de cada dngulo de la figura 28° [Sugerencia: Sea m /P = a. Redéactense férmulas para
las medidas de los otros angulos.] P v Q
(5. . 5
D
Dado que /A= /Dy /Bx LE, explicar E A A
por qué podemos concluir o no que: b D £ b ¢
(@ LCx /F.
4B ~ DF A C
(b) AB~ DE. A 3 c C E B
F

*
Considérense los tres triangulos aqui indicados. {Qué parece ser cierto para DE y AC en

cada caso? (En qué relacion estan DEy AC en cada caso? ;Quéson Dy E? ;Sugieren
las respuestas hasta ahora alguna propiedad importante de los tridngulos? Redactese
una conjetura referente a DEy ACy a DE y AC. (Puede hallarse un ejemplo para
demostrar que la conjetura es falsa? ¢(Puede demostrarse que es cierta?

de un a’ Ilgulo exter[lo en el tercer V’lt. €S 12() ]Ia] I
ertice i 7
- ‘ . lar a medlda de cada angulo del

En la figura, PR | RO, ST 1 RO,y S0 PS.

Demostrar que /P~ / Q. I 7 “
.
P l/ c

<>
* 16. En el AABC, AC=BC; D es uﬂ_)punto de BC, con C-B-D; y E es un punto de
AB, con A-E-B, tal que BD = BE. DE interseca a AC en F. Demostrar que m £ CFFE

3 (m/s D).

R ) &

9.5. CUADRILATEROS EN UN PLANO
L' %
b

Enunciamos nuevamente la definicion de cuadrildtero que dimos en la seccidén 5-8;

Demostrar que / 4 ~ L BCD,

®

A D

w

de/t tridngulo, éste es isosceles.

Demostr. i i érti
Deme acli‘ ;{ue. 'sx una recta que cqntlene al vértice de un tridngulo isdsceles es paralela
4 base del triangulo, entonces biseca a cada angulo externo en el vértice

¢Por qué es indispensable el postulado de las paralelas para demostrar el teorema 9-13 9

Se da la figura de la derecha. Definicién
Sean A4, B, Cy D cuatro puntos coplanarios. Si tres cualesquiera de ellos no estdn
alineados, y los segmentos AB, BC, CD y DA se intersecan solamente en
sus extremos, entonces la reunién de los cuatro segmentos se llama cuadrildtero.
Los cuatro segmentos se llaman lados, y los puntos 4, B, Cy D se llaman vértices.
Los dngulos /. DAB, L. ABC, /. BCDy [ CDA se llaman dngulos del cuadri-

latero.

Demostrar que a + b =x +y.

[Sugerencia: Tracese MH.]

En el AABC eI V4 CCS un angulo recto y [ punto de Ia )ll l)() ¢nusn e 4
3 » M S un t 4
M M I ( D lﬂl que AM

“ .
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El cuadrildtero mismo se indica por [J4BCD. Los dngulos del [JABCD se indican
brevemente por L A4, /B, L Cy [ D.
En la figura anterior, el cuadrildtero de la izquierda se llama convexo, pero el de I

derecha no lo es. Para ver c6mo podemos describir la diferencia entre estos cuadriliiice B

ros, trac)mos las rectas que contienen los lados de cada uno de ellos.

-
Az

; Si

La siguiente definicion describe la propiedad de convexidad:
Definiciéon

Un cuadrildtero es convexo, si dos cualesquiera de sus vértices no estdn en
lados opuestos de una recta que contiene a un lado del cuadrildtero.

La figura anterior de la izquierda satisface estas condiciones, pero la de la derecha,

no. ((Por qué? ;Qué se necesita sefialar para demostrar que un cuadrildtero no e
convexo?)

Definiciones

Dos lados de un cuadrildtero son opuestos, si no se intersecan. Dos dngulos son
opuestos, si no tienen comin un lado del cuadrildtero. Dos lados son consecutivos,
si tienen un extremo comun. Dos dngulos son consecutivos, si tienen comtn un
lado del cuadrildtero. Una diagonal de un cuadrllatero es un segmento deter-
minado por dos vértices no consecutivos,

B

i
I
I
I

D

Asi, en el [JABCD, los siguientes pares de lados y de dngulos-son opuestos: ABy
Q, BC C y AD, 1Ay 1 C, /LB y £ D. Algunos de los pares consecutivos son!
ByBC,BCyCD, LDy (A, | A y L B. Las diagonales del [TABCD son

A
ACYy BD.
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Definicién

Un trapecio es un cuadrildtero que tiene dos lados paralelos.

B C

Sc observard que la definicién permite la posibilidad de que ambos pares de lados
opuestos sean paralelos. Si esto sucede, tenemos un paralelogramo.

Deofinicién
Un paralelogramo es un cuadrildtero en el cual ambos pares de lados opuestos son
paralelos.

1.as demostraciones de los siguientes teoremas son directas:

*z.-m

Toorema 9-14

Cada diagonal descompone a un paralelogramo en dos tridngulos congruentes.

listo es, si el [JABCD es un paralelogramo, entonces AABC =~ ACDA.

Toorema 9-15 ~ 4

.. :
woom . :
En un paralelogramo, dos lados opuestos cualesquiera son congruentes.
*

. Q
Corolario 9-15.1 —t : -1
® i
Si dos rectas son paralelas, entonces todos g b
los puntos de cada recta equidistan de la L P L
otra recta. Ly]lLy

Recordamos, de la seccion 7-7, que la distancia de un punto a una recta es la
longitud del segmento perpendicular desde el punto a la recta. Algunas veces, nos
referimos al corolario 9-15.1 diciendo que “‘las rectas paralelas equidistan en toda su
exlension”. -

b‘ Definicién

La distancia entre dos rectas paralelas es la distancia de cualquier punto de una
de ellas a la otra.

Teorema 941 6

En un paralelogra mo, dos dngulos opuestos cualesquiera son congrucntes,

’
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Teorema 9-17

En un paralelogramo, dos dngulos consecutivos cualesquiera son suplementarios.

Teorema 9-18
Las diagonales de un paralelogramo se bisecan.

Si sabemos que el [JABCD es un paralelogramo, los teoremas anteriores nos per-
miten llegar a varias conclusiones relacionadas con sus propiedades. Consideremos
ahora el problema reciproco. {Qué necesitamos saber del [JABCD para concluir que
es un paralelogramo?

Teorema 9-19

Si ambos pares de lados opuestos de un cuadrildtero son congruentes, entonces
el cuadrildtero es un paralelogramo.

#

Teorema 9-20

Si dos lados de un cuadrildtero son paralelos y congruentes, entonces el cuadri-
ldtero es un paralelogramo.

Teorema 9-21

Si las diagonales de un cuadrildtero se bisecan, entonces el cuadrildtero es un
paralelogramo.

El siguiente teorema no es muy evidente, ni tampoco su demostracion. Presentare-
mos la demostracién completa.

Teorema 9-22

El segmento entre los puntos medios de dos lados de un triéngulo’es paralelo al
tercer lado y tiene la mitad de su longitud.

A

/ _—
De otro modo: Se da el A4BC. Si Dy E son los puntos medios de 4B y BC, res-
pectivamente, entonces DE || ACy DE= 4AC.

A « ,
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— R
Demostracién:  Sca # cl punto del rayo opuesto a ED tal que EF = DL. Ahory,
tenemos la situacion descrita por las marcas en la figura. La notacién en la demostry-

¢idn signiente corresponde a la figura:

AFIRMACIONES RAZONES
. EF = DE. Definicién de F.
2. EB=EC. Definicién: de punto medio.
3. Lx Ly Angulos opuestos por el vértice.
4, AEFC~ AEDB. LAL.
5. Lv Lw. Angulos correspondientes.
6. AB| CF. AIP (teorema 9-5).
7. DB=FC. Lados correspondientes.
8. AD = DB. Definicion de punto medio.
9. AD = FC. m Pasos 7y 8.
10. El QA DFC es un paralelogramo. Teorema 9-20.
Il. DE| AC. ‘ Definicion de paralelogramo.
2. DE=1DF. % Paso 1.
3. DE =1AC Paso 12 y teorema 9-15.

oy e

Conjunto de [;i'ob!emas 9-5

1. La medida de un angulo de un paralelogramo es 45. ;Cudles son las medidas de |og

otros angulos?

2. Dos dngulos consecutivos de un paralelogramo tienen medidas (x + 30) y (2x - 60)
respectivamente. Determinar la medida de cada angulo del paralelogramo.

3. En la figura siguiente de la izquierda, el (JABCD y el (JAKRS son parale}ogn‘annos,
;Cual es la relacién entre el /. Dy el LR? (Y entre el /Ry el £ C? Justifiquese 1y

respuesta.

c
D c
/S7R / J M
A K B A K B

4. En la figura anterior de la derecha, el TJAKMJ y el (OBMJK son paralelogramos,
Demostrar que si K KM, entonces el AABC es isésceles, :

’
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S.

10.

11.

12.

13.

. El (JPQORS es un paralelogramo.

Rectan paralelas en un plano

Se dan un paralelogramo y una de sus D C
diagonales. Demostrar que si se trazan

segmentos desde los vértices opuestos,

perpendiculares a la diagonal, entonces G
dichos segmentos son paralelos y con-
gruentes.

A B

S R
P Q

PW=PS y RU=RQ.

Demostrar que el [JSWQU es un paralelo-
gramo.

. Se da un triangulo isésceles y un punto, P, en la base, distinto de sus extremos. Si s¢

dibujan rectas que pasan por P paralelas a los lados congruentes, entonces (1) se forma
un paralelogramo y (2) el perimetro del paralelogramo es igual a la suma de las longitudes
de los lados congruentes del tridngulo.

. (Es cierto el siguiente enunciado ? Expliquese.

Un trapecio es un paralelogramo, si, y solamente si, sus diagonales se bisecan.

C

. En la figura plana, el (JABCD y el (OBEFC son

paralelogramos. Demostrar que el JAEFD es un
paralelogramo. 3

En el AﬁQR, A y B son los puntos medios de PO B
y RQ, respectivamente. Si RP =16, m/P =58, y
m/ Q =38, obténganse ABy m/ ABR.

P A Q

Se da cualquier AABC y los puntos medios de los lados, P, 0 y R Demostrar que ¢l
perimetro del APQR es la mitad del perimetro del AABC.

(a) (Se intersecan siempre las diagonales de un cuadrilatero?
(b) Dibujar un cuadrildtero (JABCD en el cual By D estan al mismo lado de la diagonal
AC.

Las diagonales AC y BD del paralelogramo [JABCD X M

se cortan en M. Demostrar que si los puntos X, ¥

estin en’lados opuestos del paraﬂggramo, y XY Y
contiene a' M, entonces M biseca a XY, A P

\ .

14.

16.

20.
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Enunciar y demostrar un teorema sugerido por las siguientes figuras, donde P, Q, Ry §
son puntos medios: [Sugerencia: Tracese una diagonal del (JABCD.]

C

b c
R
D R
s
S Q c
£ Q
p B A P B

. Demostrar que los segmentos determinados por los puntos medios de lados opuestos de

un cuadrilatero cualquiera se bisecan. [Sugerencia: V. el problema 14.]

En la figura, el (JABCD es un trapecio, con DC < AB.
Demostrar que si AD = BC, entonces / A~ / B.
[Sugerencia: V. el corolario 9-15.1.1

R
L A

. Un trapecio que tiene al menos un par de lados opuestos congruentes se llama un

trapecio isdsceles. Demuéstrese que todo paralelogramo es un trapecio isosceles. (Seri
cierto el reciproco?

. Demostrar que si dos angulos consecutivos de un trapecio son congruentes, pero no

suplementarios, el trapecio es isdsceles.

. Demostrar que si el [JABCD es un paralelogramo, entonces D estd en el interior del

/.ABC. 4
A

Demostrar que las diagonales de un paralelogramo se intersecan. [Sugerencia: Utilicensc

los resultados del problema 19 anterior y del problema 7 del Conjunto de problemas

6-8.]

Al

9-6. ROMBO, RECTANGULO Y CUADRADO

Definiciones

7/
Un rombo es un paralelogramo cuyos lados son todos congruentes entre st.

Un rectdngulo es un paralelogramo cuyos dngulos son todos rectos.
Un cuadrado es un rectdngulo cuyos lados son todos congruentes entre si.

D, C Bf 1< D[] } 1C
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ente, e|alll() al alumn S emostraciones de (S 13
( t t d S l ] ls) ]a d stracione l 0 I 1 u]entes
omo anteriorm n g

Teorema 9-23

Si un pa i i i ’
X paralelogramo tiene un dngulo recto, entonces tiene cuatro dngulos rectos
y el paralelogramo es un rectangulo. ,

Teorema 9-24

En un rombo, las diagonales son perpendiculares entre si.

[Sugerencia: V. el corolario 6-2.1.]

Teorema 9-25

1-]r l
p

Conjunto de problemas 9-6

1. Indicar si cada uno de los siguientes enunciados es cierto o falso:
(a) Un rectangulo es un trapecio. '
(c) Un rombo es un cuadrado.

(e) Un cuadrado es un rectangulo.
(g) Las diagonales de un rombo se bisecan.

(b) Un cuadrado es un paralelogramo.
(d) Un rectangulo es un cuadrado.
(f) Un cuadrado es un rombo.

('h) Las diagonales de un rectangulo son perpendiculares entre si
(1? L.as diagonales de un cuadrado son perpendiculares y se bisecan
(j) Silas diagonales de un cuadrilatero son perpendiculares, el cuadrildtero es un rombo

2. Demostrar: Las diagonales de un rectangulo son congruentes
3. Demostrar: Las diagonales de un rombo bisecan a los angulos del rombo

4. Datos: El A4BC, con AC = BC; P, Q y R son puntos medios.
Demostrar: El JPQCR es un rombo.

c - '
S K Q
R Q
G
i
A P B M H P
by

5. Datos: El rombo TOMPQS; G, H, I y K son puntos medios.
Demostrar: El ﬁGHlK €s un rectangulo.

X

6.

8.

9.

10.

11.

12.

Rombo, rectingulo y cundeado 283

JPara qué cuadrititeros (paralelogramo, rectangulo, rombo, cuadrado) se podria demos-
trar cada una de las siguientes propiedades?

(a) Las diagonales se bisecan.

(b) Las diagonales son congruentes.

(¢) Los angulos consecutivos son congruentes.

(d) Las diagonales bisecan a los angulos del cuadrilatero.
(¢) Las diagonales son perpendiculares.

(f) Los angulos opuestos son congruentes.

(g) Las diagonales son congruentes y perpendiculares.

. Indicar si seria suficiente imponer cada una de las siguientes condiciones a un cuadrilatero

para demostrar que €s un paralelogramo; un rectangulo; un rombo; un cuadrado.
Considérese cada cuestion por separado.

(a) Tiene dos pares de lados paralelos.

(b) Tres de sus angulos son angulos rectos.

(c) Es equilatero.

(d) Sus diagonalés son congruentes y perpendiculares.

(¢) Cada dos angulos consecutivos son suplementarios.

(f) Dos lados son paralelos.

(g) Sus diagonales se bisecan.

(h) Sus diagonales son congruentes, son perpendiculares y se bisecan.

Demostrar: Si-en el (JABCD, /A=~ /Cy /B~ /D, entonces el (JABCD es un
paralelogramo.J[Sugerencia: Tracese una diagonal. Ultilicense el teorema 9-13 y el
problema 7 del Conjunto de problemas 9-1.]

] p—
Se da el paralelogramo [ABCD, CO_I’_I_{ID ~ AB. La bisectriz del / 4 interseca a BC en
G, y la bisectriz del /. B interseca a AD en H. Demostrar que el (14BGH esun rombo.

S o J b

R
Datos: El CJPORS es un cuadrado. Los puntos J, K, L, M b
dividen a los Jados en segmentos, como en la figura, de K a
longitudes a y b.

. o M
Demostrar: El [JJKLM es un cuadrado. . b

b L o Q

Un cuadrildtero en el cual exactamente una diagonal es la mediatriz de la otra diagonal
se llama una cometa. Demostrar que una cometa tiene dos pares de lados congruentes,
pero que sus lados opuestos no son congruentes.

En el cuadritatero convexo [JABCD, 1D es el lado fas corto y BC es el lado mas
largo. Demostraf que £.D > £B. [Sugerencia: Tracese una diagonal.] (Serd cierto el
teoremu 8l NO K¢ reyuiere que ¢l [NABCD sea convexo?

’
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9-7. ALGUNOS TEOREMAS RELACIONADOS CON TRIANGULOS
RECTANGULOS

Nuestros conocimientos acerca de los cuadrildteros nos dan alguna informacion
acerca de los tridngulos rectdngulos.

Teorema 9-26

Lalongitud de la mediana correspondien-
te a la hipotenusa de un tridngulo
rectdngulo es la mitad de la longitud de
la hipotenusa.

A 1C

Demostracion:  Se da el AABC con dngulo recto en C'y M el punto medio de AB.

Tdémese un punto D,en CM tal que el (A DBC sea un paralelogramo.' ({Cémo puede
determinarse este punto?) Entonces, el [J4DBC es un rectangulo. (¢Por qué?)
Lucgo, CD=AB. (;Por qué?) En consecuencia, CM = 14B, como querlamos

El teorema siguiente nos dice algo relacionado con la forma de ciertos tridngulos
especiales:

Teorema 9-27. El teorema del tridngulo 30-60-90

Si un dngulo agudo de un tridngulo rec-
tingulo tiene medida 30, entoncesla longitud
del lado opuesto es la mitad de la longitud de

la hipotenusa. A

Demostracion:  Se da el AABC, con dngulo recto en C yconm/ A =30. Sea M el
punto medio de la hipotenusa AB. Por el teorema 9-26, sabemos que

AM = BM = MC,
como se indica en la figura.
Ahora, m, B=60. ((Por qué?) Por tanto, r = 60, en vrtuc¢ dal teorema del
trisingulo isdsceles.
Pero, r+ s+ 60 =180.

Por consiguiente, s = 60, y el AMBC es equidngulo. En consecuencia, el AMBC es
equilidtero. Luego,
BC = MC=14B
como quertamos demostrar,
Algunas veces, nos referimos a este teorema diciendo que “‘en un lnzi ngulo 30-60-90,
Ia longitud de la hipotenusa es dos veces la longitud del cateto nuls corto",
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El reciproco del teorema 9-27 es también cierto.

Teorema 9-28 B
Si la longitud de un cateto.de un tri-
angulo rectdngulo es la mitad de la
longitud de la hipotenusa, entonces el
dangulo opuesto tiene medida 30. B c

Demostracién: Se da el AABC, con dngulorectoen C,y BC = 1A4B. Sea M el punto
medio de AB. Entonces, AM = MB = BC. En virtud del teorema 9-26, MC = MB.
(Ahora hemos justificado las marcas en la figura.).

Como el AMBC es equildtero, es equidngulo. .Por tanto, m/ B = 60. Por el
corolario 9-13.2, m/. A = 30, como queriamos demostrar.

(onjunto de problelﬁ"as 9-7

1. En el AABC, el /C es un angulo recto,
AC = 6, y Ia longitud de la mediana CD es
5. (Cuanto es AB?

. 4 i BAb“

¥ A ,
PR BV
c ' A

3. En la figura anterior de la derecha, ZC—‘J_ ABy AD | BC. Si BC =12, hallar DB.

4. En el triangulo equilatero AGHK, la longitud de la altura GM es 9. Pasando por M,
se trazan segmentos perpendiculares a los otros dos lados. Demostrar que €sos segmentos

son congruentes y calcular sus longitudes. < Q‘ ‘/ ﬂ ,J, ‘) N ?)0; ‘(ob.f/xﬂ .

5. Demostrar el reciproco del teorema 9-26:
En un triangulo, si la longitud de una mediana es la mitad de la longitud del lado
que biseca, entonces el tridngulo es un tridngulo rectangulo y el lado es su hipotenusa.
—_ C
Datos: El AABC, la mediana AD, AD = 1BC.

Demostrar: El AA4BC es un tridngulo rectangulo y BC es D
su hipotenusa,

Y

[Sugerencia: Demudstrese que x |y 90.]

’
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. 6. Enla figura, Fes el punto medio de AE, y los angulos
L ABE, / ACE y ADE son rectos. Demostrar que F
equidista de 4, B, C, Dy E.

7. El A PQR es is6sceles, con PR = QR = a. L es cualquier recta que pasa por R pero que
no co_ntiene aPnia Q. Xy Yson dos puntos de L a una distancia ¢ de R. Demostrar
que XP | YPy que XQ | YO.

C

8. En cualquier tridngulo rectingulo, la altura corres- C’Q

pondiente a la hipotenusa divide a ésta en dos seg- '

mentos. Demostrar que en un tridngulo 30-60-90, las

longitudes de estos segmentos estan en la razén 1:3.

L =~ AT A D B

R ,")/ : — /
9. Se da un triangulo eqﬁlétero, NABC. En el rayo opuesto a BA, tomese el punto D tal
que BD-= AC. Demuéstrese que m / BCD = 30.
3 ) A

-

#

10. En la figura, el AABC es equilatero, AD | E, Q
y Py Q son puntos medios de AC y 4B, p
respectivamente. Demostrar que el APDQ :
es equilatero.

C

9-8. SECANTES A VARIAS RECTAS PARALELAS

Definiciones ,
T
Si una secante corta a dosrectas Ly, L, en A/ L
los puntos 4 y B, entonces decimos que
L, y L, determinan o marcan el segmento
AB en la secante.

=

Supongamos que tenemos tres rectas dadas L,

L,, L;, y una secante que las interseca en los /

puntos A, By C. Si AB = BC, entonces decimos - — L2

que las tres rectas determinan segmentos con- ' c /

gruentes en la secante. - Lg
\ /
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Demostraremos que si tres rectas paralelas determinan segmentos congruentes en
una secante, entonces determinan segmentos congruentes en cualquier otra secante,
Nucstro primer paso es demostrar el siguiente teorema:

Teorema 9-29

Si tres rectas paralelas determinan segmentos congruentes en una secante T,
entonces determinan segmentos congruentes en cualquier secante 7" paralela a 7.

\u \o

N Ne
NN,

N7 \
Demostracion:  Primeramente, observamos que el [JAGED y el [(JGHFE son paralelo-

pramos. ((Por qué?) Se da que AG = GH. En virtud del teorema 9-15, AG = DI
y GH = EF. Por tanto, DE = EF.

Ahora, podemos demostrar el teorema en el caso general. -

vt}
ER

Teorema 9-30 °, /
3
Si tres rectas paralelas determinan segmentos congruentes en una secante, en-

tonces, determinan segmentos congruentes en cualquier otra secante.

o
o

Ly
\ T2

Demostracion: Sean L, L, § L, tres rectas paralelas, y sean T, y T, dos secantes. En
la notacién de la figura, se da que AB = BC, y queremos demostrar que DE = EF. Ya
sabemos quc esto cs cierto si T || T,. Por consiguiente, podemos suponer que 7, y 7,
no son paralclus,
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Sea T la recta que pasa por A paralela a T, y sea T, la recta que pasa por B paralela
a T,. (Refiérase al teorema 9-11.)

AFIRMACIONES RAZONES
1. AB = BC. Dato.
2. Lx= LY. 1‘ Teorema 9-9.
3. LvE Lw Teorema 9-9.
4. AABG = ABCL. | ALA. J
5. AG = BL Lados correspondientes.
6. BI = GH. Los lados opuestos de un paralelogramo
son congruentes.
7. AG=GH. Pasos 5 y 6.
8. DE = EF. Teorema 9-29.

La misma conclusién serd vdlida para un nimero cualquiera de rectas paralelas.

Corolario 9-30.1

Si tres 0 mds rectas paralelas determinan segmentos congruentes en una secante,
entonces determinan segmentos congruentes en cualquier otra secante.

sk e .

Es decir, dado que
AA, =A, Ay =AzA, =",
se deduce que
BB, =B,By=B,B,=""",

y asi sucesivamente. Esto se demuestra mediante repetidas aplicaciones del teorema
que acabamos de demostrar.

Secantes a varias rectas paralelas

Conjunto de problemas 9-8

l. Datos: AB = BC,

AP BQ || CR,
PX || QY| RZ.

Demostrar: XY = YZ. /

<> “«>
(Tendrén que ser coplanarias ACy XZ para que la demostracion sea valida?

1. Demostrar el siguiente teorema:

Si una recta biseca a un lado de un tridngulo y es paralela a un segund

entonces biseca al tercer lado.

L)
oY

3, En la figura, /\
i 57 /
DE||AB, EFI AC, D E__

y D es el punto medio de AC. Demostrar que /\

4 A /F
" % ACDE ~ AEFB. .
3 w

& ¥
I 4

259

o lado,

4. Si una secante corta a las paralelas L, y L, en Dy A, y otra secante cortaa L, y a Lz

en C'y B, entonces el [JABCD es un trapecio.
Dadoquel; || Ly, iporquées L;itambién paralela D f

\e

aL,? SiLj; contiene a E, el punto medio de _4_9, - /
ipor qué contiene L ; a F, el punto medio de BC? -t

\r ..

(Contiene Ls a EF? ;Por qué? Elsegmento EF /

se llama la mediana del | trapecio [1JABCD, y los *Z
lados paralelos 4B y CD se llaman bases del

trapecio.
"

(a) Demostrar que la mediana de un trapecio biseca a ambas
diagonales.

(b) Demostrar que la longitud de la mediana de un trapecio
es la semisuma de las-longitudes de las bases; esto es.
demostrar que

EF = {(AB+ CD).

[Sugerencia: "I'vdcese unn dingonal y utilicese el teorema 9-22.]

’

\
\
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5. Ll [ 1ABCD es un trapecio, con AB || DC. EFes la mediana. (V, ¢l problema 4.)
(a) SiAB=:12y DC =7, entonces EF = ? D c
(b) Si AB=14y DC = 14, entonces EF = ?
(c) Si DC =6y EF = 14, entonces AB =7
(d) Si AB=27y EF =18, entonces DC = ?

A B

6. Demostrar que en un paralelogramo, los dos segmentos determinados por un par de
vértices opuestos y los puntos medios de un par de lados opuestos trisecan a una diagonal.

Datos: El [JABCD es un paralelogramo PyQ .o
son los puntos medios de AD y BC,
respectivamente.

Demostrar: AR = RS = SC.
Undicacion: (Es DQ paralelo a RB?] -

7. Enel problema 6, si K es el punto medio de DC y M es el punto medio de 4B, icontienon
BKy DM a los puntos S'y R? ;Por qué?

8. En el problema 6, si DBy AC se intersecan en E, demostrar que ES =%+ AC.

9. En la figura, las rectas paralelas son equidistantes y dividen a AC en 7 segmentos conw
gruentes. Si AB =2y BC = 13, entonces 7 es el

nimero menor de segmentos congruentes en que A

un conjunto de rectas paralelas puede dividir a [T —— W——— — C
_— . «> <> - A e -
A(;l, si las paralelas han de incluir a AG, BH e ¥ B—m——
y CK. En las mismas condiciones, jcudl serd el :'-:_—_-::_—_—X:_-_-::::V
numero minimo de segmentos congruentes, si - C K
se tienen los siguientes datos ‘?\\

(a) AB=4, BC=1 (b) AB=35, BC=1

(c) AB=15, BC=3 (d) AB=1.3, BC=0.38

() AB=1414, BC=1 (f) AB=v2, BC=1

(8) AB=V3, BC=2V3 (h) AB=V2, BC=+3

PROBLEMA OPTATIVO

Utilfcese la figura como ayuda en la demostracion del siguiente teorema:

Las medianas de un tridngulo se intersecan en
un punto cuya distancia a cualquier vértice es
dos tercios de la longitud de la mediana trazada
desde ese vért'&:e.

L]

*islas Bahamas, pensé que estaba ya realmente en las Indias.

Como Eratostenes midio In Tierra 261

99. COMO ERATOSTENES MIDIO LA TIERRA

La longitud de la circunferencia de la Tierra, en el Ecuador, es alrededor de 24,900
millas o 40,000 kilémetros. En el siglo XV, se creia que era mds pequefia que esto.
Por consiguiente, cuando Coldn salié para las Indias y desembarc6 en una de las
Asi, su error fue
mayor que el ancho de los Estados Unidos de Norteamérica mds el del océano
Pacifico.

En el tercer siglo a. de J:C., sin embargo, los griegos sabian mds. En esa época,
un matemdtico griego, Eratostenes, midié la longitud de la circunferencia de la Tierra,
y su resultado tuvo un error de solamente uno o dos por ciento. Ided el siguiente
método: #

3 L2
. 5| ———————
" " AIe|undr|<i
C
Ly Asudn

Tierra

P
- o m

Se habia observado que en Asudn, en la ribera del Nilo, al mediodia en el solsticio
de verano, el Sol estaba exactamente en el cenit. Esto es, al mediodia de ese dia par-
ticular, un mdstil vertical no producia sombra alguna y el fondo de un pozo profundo
(uedaba completamente iluminado.

En la figura, C es el centro de la Tierra. Al mediodia en el solsticio de verano en
Alejandria, Eratostenes midio el dngulo marcado / a en la figura, es decir, el dangulo
lormado por un mdstil vertical y el rayo que pasa por el extremo superior de éste y
por el extremo de su sombra. Encontré que dicho dngulo era aproximadamente
7° 12’, o alrededor de 5% de una circunferencia completa.

Ahora bien, los rayos solares, observados en laTierra, son casi paralelos. Suponien-~
do que, efectivamente, son paralelos, se deduce, entonces, que cuando las rectas
1., y L, en la figura son cortadas por una secante, los dangulos alternos internos son
congruentes. Por tanto, L a = /b. En consecuencia, la distancia de Asudn a Ale-
jundria tenia que ser 5 de la longitud de la circunferencia de la Tierra.

Se sabia que la distancia desde Asudn a Alejandria era, aproximadamente, 5000
cstadios griegos. (Un estadio era una unidad de longitud antigua.) FEratdstenes
concluyd que la longitud de la circunferencia de la Tierra era alrededor de 250,000
estadios. Al convertir esto en kilémetros o en millas, de acuerdo con lo que nos dice la
historia antigua releren.e a la longitud de un estadio, obtenemos 39,689 kilémetros o
24,662 millas.

’
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’Asi, el error de Eratostenes fue menor que dos por ciento. Ms tarde, cambid iy
calcul.o por uno mejor, 252,000 estadios, pero nadie parece saber por q,ué hizo ox
cambio. De acuerdo con los datos conocidos, algunos historiadores creen que no
sOlo era inteligente y cuidadoso, sino también que tuvo mucha suerte,

Desde los primeros tiempos, la geometria ha Jjugado un papel importante en lun |

matemdticas aplicadas. Los egipcios la necesitaban con urgencia, porque el Nilo w E n

desbordaba 'tc,)d'os los aﬁps, borrando las lindes de las tierras cultivadas y creand
problemas dificiles de agrimensura. Asi, Ia palabra geometria se deriva de dos palabrus -

griegas que significan tierra y medida. Més tarde, resulté que la “geometria” podiy ! 1

er‘nplearse.: no solo para medir cosas en la Tierra, sino literalmente para medir [y
Tierra ’m'lsma. Esto 1lystra una regla general: Cuando se ha desarrollado bucnu!
matemat.lca por una cierta razon, generalmente resulta también buena, por otrus
razones inesperadas.

ERATOSTENES (276-194 A. de J.(".)

Muy poco se conoce sobre la obra de Eratostenes (276-194 a. de J.C.). Tenemos algunon
fragrpentf)s de sus llbro's,.en forma de citas por otros autores antiguos, pero ninguno de sus §
propios l{bros ha sobrevivido. Los informes que se tienen indican, sin embargo, que escribly |
sobre casi todo: gepmetna, astronomia, teoria de los niimeros, historia y literatura. Tambidn
fue poeta. Los griegos le llamaban Berq (la segunda letra de su alfabeto), dado que era vl
segundo en todo, aunque nunca el mejor en cosa alguna.

Su logro de medlr la Tierra, no obstante, resulté ser tan espectacular, que fue propagady
detalladamente por otros y acreditado con toda justicia a é1. §

Repaso del capitulo

Conjunto A

1. Indicar si cada enunciado es cierto o falso:
(a) En un plano, si una recta es paralela a una de dos paralelas, es paralela a la otra
(b) Las diagonales de un rombo bisecan a los angulos del rombo.

(c) Si la‘a mediana correspondiente a la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo ticne
longitud de 7 cm., entonces la hipotenusa tiene 14 cm. de largo.

(d) Un paralelogramo es un trapecio.

(e) Si dos rectas son cortadas por una secante, los dngulos correspondientes son con-
gruentes. !

(f) Cualquier diagonal de un paralelogramo forma, con los lados, dos triangulos cone
gruentes.

(g) Las diagonal\es de un rombo son congruentes.
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(l) Si la longitud de un lado de un triangulo 30-60-90 es de 8 cm., entonces la hipotenusa
tiene 16 cm. de largo.

(i) Dos rectas o son paralelas o se intersecan.

(j) En un plano, si una recta interseca a una de dos rectas paralelas, interseca a la otra.

2. Completar cada enunciado:

(a) Si dos rectas paralelas son cortadas por una secante, los angulos internos a un
mismo lado de la secante son

(b) Si dos dngulos de un tridngulo son congruentes con dos angulos de otro triangulo,
entonces

(¢) Los angulos agudos de un tridngulo rectangulo son

(d) El largo de la hipotenusa de un tridngulo 30-60-90 es 13. El lado opuesto al dngulo
de ____es congruente con la correspondiente a la hipotenusa, y el

largo de cada uno es

(e) Si tres o mas paralelas determinan segmentos en una secante,

entonces -

de una recta que

(F) El postulado de las paralelas establece la
a una recta que no contiene al punto.

pasa por un punto y que es

3. Para cada ejemplo, elegir la alternativa que hace cierto ¢l enunciado:
(a) Si las diagonales de un cuadrilatero se bisecan, el cuadrilatero es:
[

(i) un rgmbq, (ii) un cuadrado, (iii) un paralelogramo, (iv) un rectangulo.
(b) La figura formada al unir consecutivamente los puntos medios de los lados de un
cuadrildtero cualquiera es:
(i) un rectangulo, (ii) un paralelogramo,
(i) un rombo, (iv) ninguno de éstos.
(c) Las bisectrices de los angulos opuestos de un paralelogramo que no es un rombo son:

(iii) perpendiculares, (iv) alabeadas.

Y

(i) paralelas, (ii) colineales,
(d) Las bisectrices de los dngulos internos a un mismo lado de la secante a dos rectas
paralelas
(i) son paralelas,
(iii) se intersecan, pero no son perpendiculares,
(iv) son alabeadas.

(ii) son perpendiculares,

4. Indicar si serian suficientes las siguientes condiciones impuestas a un cuadrilatero para
demostrar que es un trapecio; un paralelogramo; un rombo; un cuadrado. Considérese

cada cuestion por separado.
(a) Los cuatro lados son congruentes.
(b) Dos lados son paralelos.



2064 Rectas puralelas en un plano

(c) Dos lados son congruentes.

(d) Sus diagonales se bisecan.

(e) Sus diagonales son congruentes y se bisecan.

(f) Es equiangulo. ‘

(g) Sus diagonales son congruentes y perpendiculares.
(h) Es equilatero y equiangulo.

(i) Cada dos angulos opuestos son congruentes.

(j) Cada diagonal biseca a dos de sus angulos.

5. Indicar, mediante las letras T, A o N, si cada enunciado es cierto en ToDOS los casom, :
si es cierto en ALGUNOS casos y falso en otros, o si NO es cierto en ningin caso:

(a) En un plano, dos segmentos de recta que no se intersecan son paralelos.

(b) Si dos rectas son cortadas por una secante, los rayos que bisecan a un par de anguloy §

alternos internos son paralelos.
(c) Las diagonales de un rombo se bisecan.
(d) Las diagonales de un cuadrilatero son paralelas.
(¢) Los angulos opuestos de un paralelogramo son suplementarios.
(f) Un cuadrado es un rectangulo.

(g) Si una diagonal de un cuadrildtero forma con los lados dos tridngulos congruentes,
el cuadrilatero es un paralelogramo. :

(h) Si una mediana de un tridngulo tiene una longitud igual a la mitad de la longitud de}
lado que biseca, el tridngulo es un tridngulo rectangulo.

(i) Si dos lados opuestos de un cuadrilatero son paralelos y los otros dos lados son
congruentes, el cuadrilitero es un paralelogramo.

(j) Si dos angulos opuestos de un cuadrilatero son dngulos rectos, el cuadrilatero es un
rectangulo.

Conjunto B

—_— — C
1. Se da la figura, con D y E puntos medios de ABy AC,
respectivamente. E
(@) Sim/a=33y m/c=45, determinar m/ CBF y
m/ CED.
(b) Si BC = 6, entonces DE = ? A D /a F
(c) El [1DBCE es un

2. Sienel AABC, AB=12, BC=9, AC=13, y P, Q y R son los puntos medios

de los lados, calcular el perimetro del APQR.

3, Datos: El [IGHKM es un paralelogramo y M_Q K
MQ = HP. R

Demostrar que GK y PQ se bisecan,
G T
\

.-

0.

10.

12,
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D C

En la figura, ¢l | (DEBIY ¢s un paralelogramo y AE - F
CF. Demostrar que ¢l [ |ABCD es un paralolegramo.

A B
\ .

Demostrar: Si las bisectrices de dos angulos consecutivos de un paralelogramo sc
intersecan, son perpendiculares.
\A C

Se da que /TE‘ Hﬁ). Las bisectrices de los angulos
/ CABy /. DBA se intersecan en Py

AB=2PB.

Hallar x y y.

. ¢Por qué no es valido el siguiente razonamiento? &

— lano, dos rectas paralelas a la misma recta
Por el teorema 9-11, sabemos que e€n L.m (P_)a os 11__) olas )
son paralelas entre si. Por tanto, si API|IL, BP||L,y AP, BP y L son copla-
narias, entorces ;17’1)37’. Esto demuestra que dos rectas que se intersecan, ¢n

efecto, pueden ser paralelas.

£ A
En la figura de la derecha, determinar la medida de = 24 —
cada angulo. { ,7!
! , 42°
’ 1
A -

. Demostrar: En un plano, si una recta es perpendicular a una de dos rectas que se inter-

secan, no es perpendicular a la otra.

Datos: /ax /b,
/D= LY.

Demostrar: El / x es un angulo recto.

K
. Enel AMPK, el LK es un angulo recto
y my/ P=30. Si KH | MP, HR 1 MK,
RO | MPy MP = 80, determinar MQ. R
30°
P
M Q H ,

Demostrar: Si un trapecio tiene dos lados no paralelos cada uno congruente con un(l) de
los lados paritlelos, entonces las diagonales bisecan a los angulos en el otro lado para clo.
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13. Cuando un rayo de luz es reflgjado por una superficie lisa, ¢l dngulo formado por el rayo l )

14.

16.

17.

18.

19.

20.

. En la figura, ED| E@, ED = BC,y P,_Q_y R son puntos

Rectan paralelan en un plane

incidente y la superficie es congruente con el angulo formado por ¢l rayo reflejado y Ia
superficie.

En la figura, m/ ABC =90, m/ BCD =175, y el ravo A
de luz forma un angulo de 35° con ?&? Copiar la
figura y completar el trayecto del rayo de luz a medida
que se refleja por AB, por BC, por DC, y otra vez por
AB. (Con qué angulo se refleja el rayo por AR la
segunda vez?

-l

Demostrar la verdad o falsedad del siguiente enunciado:
Si un cuadrilatero tiene un par de lados paralelos y un par de lados congruentes, ¢l
cuadrilatero es un paralelogramo.

medios. Demostrar que ( QDiiseca a PR.
[Sugerencia: Tracense PQ y EB.]

Demostrar la verdad o falsedad del siguiente enunciado:
Si las diagonales de un cuadrildtero son congruentes y perpendiculares, el cuadri-
latero es un cuadrado.

Demostrar la verdad o falsedad del siguiente enunciado:
Si las diagonales de un cuadrilatero son congruentes y se bisecan, el cuadrilatero es
un recténgulo.

D

— —
En la figura, AC | AE, y las bisectrices de los angulos C
/. DCBYy / EBC se intersecan en P, Hallar m / P, justifi-
cando cada paso.

-

A B E

Demostrar: Si cada diagonal de un cuadrilatero biseca a dos angulos del cuadrilatero,
el cuadrilatero es un rombo.

Las diagonales del [14ABCD son perpendiculares
en M,y P, Q, Ry S son puntos medios de los
lados. Demostrar que el doble de la suma
MP+ MQ + MR + MS es igual al perimetro del
ABCD.

i

l"2I.
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C

Demostrar que la suma de las longitudes de las perpendicu-
lares desde cualquier punto de la base de un triangulo isosceles
a los lados congruentes, ¢s igual a la longitud de la altura T
correspondiente a cualquiera de 10§__Iados congruentes. S
[Sugerencia: Tricese una paralela a AC que pase por Pe R

interseque a BT en Q. Demuéstrese que RP -+ PS = BT.]

A P B

. Se da el triangulo isosceles AMPQ, con MP = MQ. Por cu(zgquier punto 4 entre My

Q, tracese una perpendicular a PQ, cortando a POen Bya PMen C. Demuéstrese que
el AMCA es isosceles.

. En un tridngulo cualquiera AABC, una recta por 4 es perpendicular a la bisectriz del

/ Ben K. Otra recta por K es paralela a BCycortaa A_li_e)n M. Demostrar que M es el
punto medio de AB. (Puede también demostrarse que MK biseca a AC?

. El AABC es un triangulo cualquiera, con G'y H los puntos medios de ACy BC, respec-
—
tivamente. En el rayo opuesto a HA, tomese R S C R
tal que HR=HA. Analogamente, en el rayo
—_) 7
opuesto a GB, tomese Stal que GS = GB. Demués- G H
trese que R, Cy S estan alineados y que CR=CS. h -

i

%

ot



10 | Rectas y planos

paralelos

10-1. PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LOS PLANOS PARALELOS
T

Definicién

+

Dos planos, o un plano y una recta, son paralelos, si no se intersecan.

Si los planos E| y E, son paralelos, escribimos F, | E,. Silarecta Ly el plano E son
paralelos, escribimos L | £ o E| L. .

Como veremos, el paralelismo en el espacio se comporta de manera parecida al
paralelismo en el plano. No obstante, hay varias diferencias importantes. Una de
cllas es que no hay planos alabeados: cada dos planos en el espacio o se intersecan o
son paralelos. Mads atin, si dos rectas estdn en planos paralelos, no se puede deducir
que las rectas sean paralelas. (V. la figura de la izquierda, a continuacién.) También,
si dos rectas son paralelas, siempre podemos encontrar dos planos que las contienen
y que no son paralelos. (V. la figura de la derecha, a continuacion.)

My

En el siguiente teorema, se describe una situacidn corriente en la cual planos para-

lelos y rectas paralelas aparecen en la misma figura:
w

Teorema 10-1

Si un plano interseca a dos planos paralelos, entonces la interseccion consiste en
dos rectas paralelas.

, ’ / 209
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Demostracion: Se da un plano E, que interseca a dos planos paralclos £, y E,. Por

¢l postulado 8 (pdg. 60), tenemos que

(1) E interseca a £, en una recta L,, y

(2) E interseca a E, en una recta L,.

Evidentemente,

(3) L, y L, son coplanarias

(pues ambas estdn en E) y
(4) L; y L, no tienen punto comun alguno

(porque £, y E, no tienen puntos comunes). Las afirmaciones (3) y (4) nos dicen
que

(5) Ly L,.

Teorema 10-2

Si una recta es perpendicular a uno de dos planos paralelos, es perpendicular al
otro.

Demostracion: Se dan E, | E, y L1 E,. Sea A un punto cualquiera que estd en E,
pero no en L. Entonces,

E
(1) Ly A4 estdan en un plano E ({por qué?), %} )
A
(2) E interseca a E; vy a E, en las rectas L, y /

L, (ipor qué?), Pl «

(3) L, || L, (en virtud del teorema 10-1),

4) L LL (porque L L Ey),

(5) L LL, (por el teorema 9-12).

L _
e il PP

Asi, tenemos una recta en E, que es perpendicular a L. Si repetimos todo el razona-
miento, empezando con otro punto B, obtenemos otra recta en E,, perpendicular a
L. Se deduce ahora que L 1 E,, en virtud del teorema 8-2,

Ll siguiente teorema es andlogo al teorema 9-2:

/
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Teorema 10-3

Dos planos perpendiculares a la misma recta son paralelos.

L 1 t
Q

.
N

j

Demostracion: Se da que E; L L en Py que E, 1 L en Q. Queremos demostrar
que Eq | E,. Si esto no fuera cierto, entonces £ intersecaria a E, en un punto R, al

menos.

Ahora bien, RP 1Ly RQ 1 L, porque L es perpendicular a toda recta en E, que
pasa por Py también a toda recta en E, que pasa por Q. Esto nos da dos perpendi-
culares desde R a L, lo cual es imposible. (V. el teorema 6-4.) Por tanto, E; y E, son

paralelos. *
Corolario 10-3.1 3

Si cada uno de dos planos es paralelo a un tercer plano, los planos son paralelos
entre si.

(El alumno deberd seguir la demostracion sin necesidad de una figura.)

Demostracion: Sedan E || E; Y E, || E3. Sea L unarecta perpendicular a E5. Entonces,
(1) L L E, (por el teorema 10-2),
(2) L L E, (por el teorema 10-2),
(3) E, | E; (por el teorema 10-3).

1 i 1 s '
E
Teorema 10—4 . /: \ , 7__
. / i 1 /
Dos rectas perpendiculares al mismo i \
plano son paralelas. 1 1

Demostracion: Sean L, L Een 4 y L, 1 Een B. Por el teorema 8-7, L, y L, son
coplanarias. Como Ly LE, L, L AB. Puesto que L, L E, L, 1 4B. En virtud del
teorema -2, L || Ly

/
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Corolario 10-4.1 Ly Ly 4415
N . A
Un plano perpendicular a una de dos rectas
paralelas es perpendicular a la otra. n - E
A

V4
rd
ya
) /

Demostracién: Sean L, [[L, y L, 1 E. Sea L, unarecta perpendicular a £y que pasa
por un punto A4 cualquiera de L,. L, existe, en virtud del teorema 8-9. Entonces, por
el tfeorema 10-4, L, |L;. Del postulado de las paralelas, se deduce que L, = Ij es
decir, L, y L, tienen que ser la misma recta. Como L; L E, tenemos que L, L EZ.,

Corolario 10-4.2

Si cada una de dos rectas es paralela a una tercera, entonces las rectas son
paralelas entre si.

Demostracion: SedanlZ, | L;yL,|L; Queremos demostrar que L, || L,.

' Sea E un plano perpendicular a L;. Por el corolario anterior, L; L Ey L, 1 E. En
virtud del teorema 10-4, L, || L,.

Teorema 10-5

Dos planos paralelos equidistan en toda su E
extension. 7 < /

O de otro modo: Si E| || E,, entonces todos los 1+ 4!
puntos de E| equidistan de F,. -

E;
; Recordemos que la distancia entre un punto P R TS
y un plano F'es la longitud del segmento perpendicu-

lar desde P a E.

Demostracién: Sean Py Q dos puntos cualesquierade E;, y sean IRy QS los segmen-
tos perpendiculares desde Py Q a E,. Entonces,

<> <>
(1) PR QS (por el teorema 10-4),

(2) i,_)Q, 5_) y § son coplanarios, porque estos puntos estan en dos rectas paralelas,
(3) PO || RS (en virtud del teorema 10-1),

(4) el CIPQSR es un paralelogramo, por los enunciados (1), (2) y (3),
(5) PR = QS, porq/ue los lados opuestos de un paralelograma son congruentes.

’
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Por el teorema 10-2, subemos que los segmentos desde E,, perpendiculares a f,
son precisamente los segmentos desde E,, perpendiculares a E;. En consecuencia,
subemos m4s de lo que nos dice el segundo enunciado del teorema; es decir, sabemos
lo siguiente: Si dos planos son paralelos, entonces todos los segmentos perpendiculares
desde uno de los planos al otro tienen la misma longitud. De ahora en adelante, intcr-
pretaremos el teorema 10-5 con este significado.

Obsérvese que el [(JPOSR es, en efecto, un rectdngulo, pero este dato no se necesitu
en la demostracion.

Conjunto de problemas 10-1

|

1. Datos: Los planos E y F son paralelos, E contiene a
) <>

L A U
AB, Fcontiene a CD, AC| Fy BD | F. K
Demostrar que AD y BC se bisecan. /‘:_ﬁ

C

2. Siel plano K| L en Py el plano M1 LenT, (quése
podra concluir acerca de K'y M? (Por qué?
L

3. Demostrar que el siguiente enunciado es cierto o que
es falso:

Q]

Si E y F son planos paralelos y E contiene a la recta L, y F contiene a la recta L,
entonces Ly || L.

v

2. 1

4. El plano G contiene a los puntos A, By C,yel

plano H contiene a los puntos D, E'y F, de manera B G
que AD | G, AD | Hy AB= DF. (Cudles de los 14 oC
siguientes enunciados deben ser ciertos? l

— —— E H
@) AF=BD. (b) BC|EF. () AABC= ADFE. b 'F /
(@ G |H. (&) ACLAD. (f) LAFDx~ /DBA. ,
(2) AF y BD se bisecan. (h) AC | DF. E

5. En la figura, el [JABCD, el [ADEK y el (JBCEK son paralelo- K
gramos. Demostrar que
(@) EK | 4D || BC, y A c
(b) LKAB= LEDC. ‘
A B
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6.

10.

11.

12,

. En la figura, las rectas alabeadas L, y L, intersecan

. En el problema 8, demuéstrese también que

Rectas y plunos paralelos

Se da el plano M paralelo al plano K. 4y C son puntos de M, y By D) son puntos de
K, tales que AD | Ky BC ] M. Demuéstrese que AB = CD.

. Demostrar lo siguiente:

Si dos rectas paralelas son cortadas por dos planos paralelos, entonces éstos deter-
minan segmentos congruentes en las dos rectas.

a los planos paralelos E, F, G, y AR interseca a F
en X. Si AB= BC, demuéstresec que PQ = QR.

BQ < $(AP + CR).

En la figura, los planos M y N se intersecan en
>
AB,y My N mtersecan a los planos paralelos

Ey FenAD BC AHyBG SiAD=BCy
AH = BG, demuéstrese que

/. DAH = / CBG.

Indicar si cada uno de los siguientes enunciados es cierto o falso. Dibujese un diagrama
pequeiio para ilustrar cada enunciado cierto, o preséntese un contragjemplo, si el enun-
ciado es falso.

(a) Siuna recta estd en un plano, una recta paralela a ella es paralela al plano.

(b) Siuna recta y un plano son paralelos, toda recta en el plano es paralela a la recta dada.
(c) Dos rectas paralelas al mismo plano pueden ser perpendiculares entre si.

(d) Si dos rectas son paralelas, todo plano que contenga a una sola de las rectas es
paralelo a la otra recta.

(e) Si un plano interseca a dos planos paralelos, las rectas de interseccion son paralelas.

(f) Siun plano interseca a dos planos que se cortan, las rectas de interseccion pueden ser
paralclas.

Indicar la manera de determinar un plano que contenga una de dos rectas alabeadas y
que sea paralelo %la otra. Justifiquese la construccion.
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J— . Q
* 13. Datos: PM y PS cstan en el plano E. P, M y S K
2(_)__es£1_n alincados. KM | PM, QS PS, y
KM|0S. . . :
Demostrar que KM | Ey que 0S.|. E. w
[Sugerencia: Trdcese otro segmento paralelo a KMy M S
a 0S.] —
* 14 Fy E son planos paralelos. 4, By C estdn en E, ';\ F

Pestien Fy PA A | F. R, T'y V'son los puntos medios
de PB,PA y PC respectivamente. Demuéstrese que
el plano RTV es paralelo a F.

15. Demostrar el siguiente teorema:

Hay una recta, y sélo una, que es perpen-
dicular a cada una de dos rectas alabeadas dadas.

[Sugerencia: La figura de la derecha indica la
manera de obtener una perpendicular comun.
Las rectas y segmentos de trazos representan
conjuntos auxiliares.]

N
4

4
Sabemos que cuando dos rectas en un
plano se intersecan, forman cuatro angulos,
asi:

Considérense, ahora, dos planos en el espacio, que se intersecan en una recta, como
en la figura de la izquierda, a continuacién:

[
P
! m
Q

Q

Los planos y la recta forman cuatro figuras, cada una de las cuales se ve como la
figura anterior de la derecha. Una figura como ésta se llama un dngulo diedro, y la
<>

recta PQ que se muestra en la figura se llama su arista.
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Definiciones

Si dos semiplanos tienen la misma arista, pero no estdn en el mismo plano,
entonces la reunién de los dos semiplanos y su arista comin es un dngulo diedro,
La recta que es la arista comun de los dos semiplanos se llama la arista del
dngulo diedro. La reunion de la arista y cualquiera de los dos semiplanos se
llama una cara del dngulo diedro.

Para describir un dngulo diedro, necesitamos decir qué recta constituye la aristu
y cudles son sus caras. Generalmente, hacemos esto nombrando dos-puntos P y
Q de la arista y dos puntos 4 y B que estén en las dos caras. (V. la figura de In
derecha al final de la pdgina anterior.) Entonces, denotamos el dngulo diedro por
L A-PQ-B.

Podemos hablar del interior y el exterior de un dngulo diedro; y, también, podemoy
hablar de dngulos diedros opuestos por el vértice. Aqui, las ideas son muy pareciday
a las ya familiares acerca de dngulos en un plano; el alumno deberd elaborar por si
mismo las definiciones de esas ideas.

Seria muy conveniente decir que los dngulos diedros opuestos por el vértice son
congruentes. Pero primero debemos explicar lo que se entiende por la medida de un
dngulo diedro. Hacemos esto de la siguiente manera:

Definicién

Sean dados un dngulo diedro y un plano
perpendicular a su arista. La interseccién
del plano perpendicular con el dngulo
diedro se llama dngulo rectilineo del dngulo
diedro.

En la figura, las marcas indican que el £ PYC'y el £ PYD son dngulos rectos. Esto

significa que el plano que contiene al 2 CYD es perpendicular al(’—é en Y. Basdndonos
en la definicidén que acabamos de dar, esto significa que el 2 CYD realmente es un
dngulo rectilineo del /7 4-PQ-B.

Parece natural definir la medida del / 4-PQ-B como la medida del £ C¥D. Pero
esto no tendria sentido, si dngulos rectilineos diferentes, del mismo dngulo diedro,
tuvieran medidas diferentes. Por tanto, necesitamos demostrar ¢l siguicnte teorema:

/
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Teorema 10-6

Todos los dngulos rectilineos de un mismo dngulo diedro son congruentes.

Demostracion: Sean Y y Z los vértices de dos dngulos rectilineos del /2 4-PQ-B.
‘l'omamos los puntos C, D, F 'y G, en los lados de los dngulos, de manera que YCm
ZFy YD = ZG, como se indica en la figura de la derecha. Ahora, tenemos:
(1) El [ YCEZ es un paralelogramo. (YC y FZ son congruentes y, ademds, son
paralelos, porque estdn en el mismo plano y son perpendiculares a la mismu
recta. Véase el teorema 9-20.)

De igual manera, obtenemos que d
(2) el D YDGZ es un paralelogramo.

PPor consiguiente,
(3) DG || CF (ambos son paralelos a YZ),
(4) DG = CF (porque DG = YZ = CF), ~ o
(5) el 1DGFC es un paralelogramo (porque DG y CF son congruentes y
paralelos),
(6) DC = GF (ipor qué?),
(7) ACYD = AFZG (por el teorema LLL),
(8) LCYD = LFZG.

Desde luego, el enunciado (8) es lo que desedbamos.
Ahora, podemos enunciar las siguientes definiciones:

Definiciones

La medida de un dngulo diedro es un nimero real que es la medida de cada uno
de sus 4ngulos rectilineos. Un dngulo diedro recto es aquel cuyos dngulos recti-
lineos son dngulos rectos. Dos planos son perpendiculares, si contienen un dngulo
diedro recto,
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Los siguientes teoremas son fdciles de demostrar, basdndonos ¢n las definiciones:

Teorema 10-7

Si una recta es perpendicular a un plano dado, entonces todo plano que contenga
a la recta es perpendicular al plano dado.

O de otro modo: Sea L una recta, perpendicular al plano E en el punto 4, y sea ¥
un plano cualquiera que contiene a la recta L. Entonces, F | E.

[Indicacion de la demostracion: Sea Ig_é
la recta;t_) en que F interseca a E. Tomese
Z_l)?J_PQ en E. Ahora, recuérdense las
definiciones de los enunciados LLE y
F 1 E, y demuéstrese que F y E son per-
pendiculares.]

Teorema 10-8

Si dos planos son perpendiculares, entonces una recta cualquiera de uno de ellos,
perpendicular a su recta de interseccion, es perpendicular al otro plano.

Puede utilizarse la misma figura que para el teorema anterior. Sea L la recta dada,
<>

<> <>
perpendicular a PQ en A4, y tdbmese AB L PQ, como anteriormente. Esta vez se da
que E L F, y queremos demostrar que L L E,

Conjunto de problemas 10-2

.1. Nombrar todos los dngulos diedros en la figura de la izquierda, a continuacién:

2. Nombrar todos los angulos diedros en la figura anterior de ln derecha. (Huy mds de
tres. Obsérvese/que E es ¢l nombre de un plano y no de un punte.)

’
N

3.

10.

. Demostrar el siguiente teorema:

) —_— = —>
. En la figura de la derecha, AM ||BKy BK | E. Des
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A
Nombrar los seis dngulos diedros en el tetraedro de la

derecha.

. Demostrar el siguiente teorema: C

5

Los angulos diedros opuestos por el vértice son

congruentes.
ho

Si dos planos son cortados por un tercer plano,
los angulos diedros alternos internos son con-
gruentes.

[Sugerencia: Tracese otro plano.]

el punto medio de BC'y

.

“
AC'=AD. C D Y
. B
Determinese la medida de cada uno de los dngulos A /

de la figura.

. En la figura para el problema 2, si 7y R estan en el plano bisecante perpendicular do

MK, S es el punto medio de MK y m/ RST=110, determinese m/T-MK-R.
Determinese, también, m/ T-MK-Q + m /. R-MK-P.

s

A
. En la figura, AP, BP y CP son perpendiculares entresi.
AC = BCy D, E'y Fson puntos medios. Demuéstrese E
que
/ DEFx /PAB c
. , F
y determinese su medida comun. B
o

. Definir el interior de un angulo diedro.

Indicar si cada uno de los siguientes enunciados es cierto o falso. Se depe hacer un

pequefio dibujo para ilustrar cada enunciado cierto, o presentar un contraejemplo, si ¢l

enunciado es falso.

(2) Cada uno de los lados de un angulo diedro contiene la arista comun.

(b) Dos fngulos diedros son congruentes, si un angulo rectilineo de uno es congruente
con un angulo reetifineo del otro.
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11.

12.

*+ 14,

. Demostrar lo siguiente:

Rectas y planos paralelos

(c) Si un plano y una recta son perpendiculares, todo plano que contiene a la recta e
perpendicular al plano.

(d) Dos planos perpendiculares al mismo plano son paralelos entre si.

Se da el cubo que se muestra a la derecha. Deter- H G
minense: | /
| e
. E ! 4 F
m/ DHE,  m/ DEH, 7
\ V4
m/HGD, m/EGD. \
- D¥——— |-~ JC

[Pueden utilizarse las siguientes propiedades de un // :
cubo: (1) Las doce aristas son congruentes; (2) Dos /
aristas cualesquiera que se intersecan son perpendicu- A B
lares.]

Sid, B, Cy D son cuatro puntos no co-
planarios, y tres cualesquiera de ellos no
estan alineados, la reunion de 4B, BC, CD
y DA se lama un cuadrildtero alabeado.
Demuéstrese que la figura que se forma al
unir consecutivamente los puntos medios
de los lados de un cuadrildtero alabeado
es un paralelogramo.

Si dos planos que se intersecan son per-
pendiculares a un tercer plano, su inter-
seccién es perpendicular al tercer plano

[Sugerencia: En el plano E, tracense PA J_MK y QA L RS Utilicense los teoremas
10-8 y 8-2.]

Demostrar lo siguiente:

Si tres planos Ey, E, y E; se intersecan en las tres
rectas L2, L3 y Ly 3, entonces o bien las tres rectas
se intersecan en un purito o cada recta es paralela a
las otras dos.

[Sugerencia: La figura muestra a E, y E, intersecandose en L,,. Considérense dos
posibilidades para E;: (1) E; ||L,,; (2) E, interseca a Lis.]

/

Teorema de Desargues:
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PROBLEMA OPTATIVO

S
4
Se dan dos tridngulos en planos no paralelos, de manera que las rectas que unen sus
vértices correspondientes se intersecan en un mismo punto. Si las rectas que conticnen
lados correspondientes de los tridngulos se intersecan, los puntos de interseccidn estan

alineados.

O de otro modo Se dan(__l)OS triangulos AABC y AA’B C’ en Iplanos no paralelos, dc
mmanera que AA’ BB’ y CC’ S8 intersequen en D. Si AB y A’B’ se intersecan en X, Ii(
y B’C’ se intersecan en Y y AC y A’C’ se intersecan en Z, entonces X, Y y Z son coli-

neales. 3

4 5
10-3. PROYECCIONES

Definicion
La proyeccién de un punto sobre un plano es el pie de la perpendicular que va

del punto al plano.
: P

Y4

Por el teorema 8-9, hay una perpendicular y sélo una. En cada una de las. ﬁ'g_urus
unteriores, P’ es la proyeccion del punto P sobre el plano E. Admitimos la posibilidad
de que P esté en Lo, Lin dicho caso, la proyeccién de P es P mismo.
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Definicién

La proyeccion de una recta sobre un plano es el conj
plano que son proyecciones de los puntos de Ia rect

unto de todos los puntos del
a.

B . , .
n la figura anterior, P’ es la proyeccion de P, Q' es la proyeccion de Q, §

es la proyeccion de S, i i

‘ » ¥ asl sucesivamente. La fig i

ye . ura sugiere que la pr i0 ¢
r?cta €s s‘lempre una recta; y, en efecto, esto es ! proveccicn de una
siempre c1er'to, €xcepto cuando la recta y el plano '
son perpendiculares, como en |a figura dela derecha "

Aqui, 4 es Ia proyeccién de todo punto P de la £
A
]

recta y, por tanto, 4 es [a proyeccién de toda la
pP?

rgctq. Para obter}er un teorema cierto, necesitamos
eliminar esta posibilidad.

Teorema 10-9

Si una recta y un plano no son

‘ perpendiculares i6
Sobre el plany o DL ono , entonces la proyeccion de la recta

Dem ion: '
/ostracmn. Se da una recta I, que no es perpendicular al plano E

wé / ‘

F HE

Yyl

i |

g
. il i I' | y
e i l JlP /
’,/ Q T=R’ L
,/

Sean Py Q dos puntos cualesquiera de L,
tonces, 1‘" # Q. ((Por qué?) Ademds, PP y
perpengg:ulagi) al mismo plano (teorema §-7
rectas PP’y QQ’

Z_ssan Py O sus proyecg?ones. En-
QQ’ son coplanarias, pucs ambas son
yson 1 ltco . ). Sea F e~l plano que conticne a layf]

; que Finterseca a E. Ahora biet

=g

Y, L oestd en F

\ !
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porque F conticne dos puntos de L. Demostraremos que L’ es la proyeccion de L
sobre E. Puesto que L’ es una recta, se completard asi la demostracion del teorema.
Ahora tenemos que F L E. Esto es cierto por dos razones: todo plano que contenga

<>
a la recta PP’ es perpendicular a E, y también lo es todo plano que contiene a la

<>
recta QQ’ (teorema 10-7).
Demostraremos lo siguiente:

(1) Si R es un punto de L, entonces su proyeccion, R’, estd en L',
(2) si T es un punto de L', entonces T es la proyeccion de algin punto de L.

Demostracion de (1): Sea T el pie de la perpendicular desde R a L’ en el plano F.
En virtud del teorema 10-8, RT L E. Luego, T = R’, porque las perpendiculares son
Gnicas. En consecuencia, R’ estd en L.

Demostracion de (2): Si 7 es un punto de L', sea I(‘_I/)V la perpendicular a L’ en T, en
el plano F. En virtud del teorema 10-8, TW LE. Por tanto, W y L no son para-.
lelas. (;Por qué?) Sea R el punto en que F)W interseca a L. Entonces, T = R'.

Hemos demostrado que todo punto de la proyeccidn estd en L', y que todo punto
de L' estd en la proyeccidn. Por tanto, L'y la proyeccidn son exactamente el mismo
conjunto de puntos. En consecuencia, la proyeccidn es una recta, como se queria
demostrar. — P

La idea de una proyeccidn puede definirse mds generalmente, para un conjunto
cualquiera de puntos.
v
- v
| 4
Definicion
. . . “ .
+ Si A es un conjunto de puntos cualquiera en el espacio, y E es un plano, entonces

la proyeccion de A sobre E es el conjunto de todos los puntos que son proyecciones
de los puntos de 4 sobre E.

A
B
}
i
BI {
1 s
i B’
7
1 |
. |
A’=B’ :
A’I

Por ejemplo, la proyeccion de un segmento es generalmente un segmento, aunque
en algunos casos puede ser un punto. Andlogamente, la proyeccién de un tridngulo
~es generalmente un tridngulo, aunque puede ocurrir que sea un segmento.

v

’
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Froyecciones Laiind

(c) (Podrd ser un rayo la proyeccion de un angulo? ¢Podra ser una recta?; (un seg-
mento?; y un angulo?

(d) (Podré ser un angulo obtuso la proyeccién de un angulo agudo?

(e) ¢(Podra ser un angulo recto la proyeccion de un angulo recto?

la proyeccion de un segmento mayor que la longitud del

(f) (Podra ser 1a longitud de
la longitud del segmento?

segmento? (Y menor que

6. Contestar como en el problema 5:

(a) (Podra consistir en dos rectas paralelas la proyeccion de dos rectas que se cortan?

(b) (Podra consistit en dos rectas paralelas la proyeccion de dos rectas alabeadas?

(¢) (Podra consistir en dos rectas que se cortan la proyeccion de dos rectas alabeadas?

La s -
1 segunda posibilidad surge cuando el plano del tridngulo es perpendicular a E

como en la figura de la derecha.

Conjunto de problemas 10-3

1. En l(:i’ﬁgura, el plano F es perpendicular al plano E

en AB, Cestaen Fy CD_| AB. (Cua
. sta - Cl . (Cual es la pro-
yecciéon de AC?; ;de BC?; {y del AA4BC? P

2. Si una diagonal de un rombo es perpendicuiar a un

clase de figura es la proyeccién del rombo sobre el plano? ' | ‘

3. % la I;gura, los planos E'y F se intersecan en ;’—Q)
esta en Fy sulongitud :)s el doble de la longitud

de su proyeccion, BC; y PO | plano ABC. Deter-
minar m/ A-PQ-C. \

4. P, O, Ry S son las proyecciones de 4, B, C
y D sobre el plano E. Si By C trisecan a AD
por qué trisecan Q y R a PS? ’

@ (Consistira siempre en dos rectas paralelas la proyeccién de dos rectas paralelas?

7. Una de las caras de un angulo diedro agudo contiene un cuadrado. (Qué clase de figura
es la proyeccion del cuadrado sobre la otra cara?
"

h .,
i

C F B F
4&! C
% &——— 3 8. Se dan dos planos paralelos, Ey F. El AABC esta A; ; !
7 en F. Demuéstrese que la proyeccién del AABC : ‘
A b B sobre E es un tridngulo congruente con el AABC. /B E
cl

plano en uno de sus extremos, (qué
9. La figura siguiente de la izquierda es un tetraedro. La figura de la derecha es la pro-

yeccion del tetraedro sobre el plano BCD. Hagase un esquema de Jas proyecciones sobre
los planos ABC'y ACD.

& 4

+ 10. Si una diagonal de un cubo es perpendicular a un plano, hagase un diagrama de la
proyeccion sobre el plano de todas las aristas del cubo.

A
P

y

* 11. En el plano E, M es el punto medio de AB.

5. El alumn justi ’
. ,o 'debe estar preparado para justificar sus respuestas a las siguientes preguntas’

(a) (Sera siempre un punto la proyeccién de un punto? -
(b) z,Ser:a siempre un segmento la proyeccion de un segmento?

C es un punto que no esta en E, pero su pro-
yeccion, 1, estd en la mediatriz de AB. De-
<, muéstreso que ol HABC es isdsceles. N

/
i

’
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* 12. En un dibujo de ingenieria, la vista desde arriba o “planta” de un cuerpo geométrico
puede considerarse como la proyeccién de los varios segmentos del cuerpo sobre un
plano horizonta! situado por encima del cuerpo, como se ilustra en la figura siguiente
de la izquierda. La vista desde arriba, tal como se dibujaria en la practica, aparece a la
derecha. (No se ha tratado aqui de obtener una escala apropiada.)

A7 Vista desde arriba
74
) )

2. Datos: E| AC, F1 AC, F1BD.
Demostrar que E| BD y que AC || BD.

B F

F C w

1

C \ A
DJ\
Q E
R

3. Se da la figura anterior de 1a derecha. El AABC esta en el plano F; el APQR esta en el

plano E; el [JABQP es un rectangulo y AP | E. Determinar cudles de los siguientes
enunciados son ciertos:

ot [
1 1
/ 41 Lado de la derecha
]
“Parte
superior,

/

(2) Dibujese una vista frontal del cuerpo, es decir, hagase un esquema de la proyeccién

L}
[
Eoad
Parte superior,
| 1
|
I
I
|
i

Vista desde
arriba

Parte superior

de los segmentos del cuerpo sobre un plano paralelo a la cara del frente. (a) BQ L E. (b) AQ = BP. (©) FIE.
(b) Dibtjese una vista de perfil de la derecha del cuerpo. (d) PQesla pr“oyecciér_l_ie Ai sobre E. () AABC >~ APQR.
() PC = QC. (g) BC||RQ. (h) APAC 2~ ARBC.

—>
* 13. Datos: RS estd en el plano E, el / PRS es un [ . .
4ngulo recto, y Q es la proyeccion 4. Indicar mediante las letras 7, 4 o N si cada enunciado es cierto en ToDoS 10s casos, 8l os

de P. E cierto en ALGUNOS casos y falso en otros, 0 si NO es cierto en ningtin caso:
Demostrar que el / QRS es un dngulo recto. ‘ é é Q (a) Dos rectas paralelas al mismo plano soqyperpendlculares entre si.
, . oy . R (b) Si un plano interseca a cada uno de dos planos paralelos, las rectas de intersecciton
[Sugerencia: Tracese RT, la perpendicular a S i

EenR] ‘ son alabeadas. g

(¢) Si dos planos son paralelos a la misma recta, son paralelos entre si.

(d) La interseccion de un plano con las caras de un angulo diedro es un dngulo rectilineo
E : del angulo diedro. ,

— —
* 14. Datos: AQ es la proyeccién de AR sobre el

Pgno E. (e) Si dos rectas son perpendiculares al mismo plano, las rectas son paralelas.
AP es otro rayo cualquiera desde A

en E.

] (f) Si dos rectas son paralelas al mismo plano, las rectas son paralelas.

(g) Si una recta es perpendicular a un plano dado, todo plano que contiene a la recta cs

Demostrar que m/ QAR < m/ PAR. perpendicular al plano dado. *

—_ ,
[Sugerencia: En AP, témese un punto X tal que AK = AR’. Tricense B¥ y KR.] (h) La proyeccién de un angulo puede ser un punto.
(i) Dos rectas son paralelas, si ambas son perpendiculares a la misma recta.

(j) Si cada uno de dos planos que se intersecan es perpendicular a un tercer plano, su
recta de interseccion es perpendicular al tercer plano.

5. AB es la arista del / S-AB-T y P estd en AB. A
Sim LSPT 90, (serd el /S-AB-T un angulo
diedro recto? Uxpliquese,

Repaso del capitulo

1. Nombrar los angulos diedros en la figura,
suponierido que dos cualesquiera de los tri-

Angulos indicados no son coplanarios.
— -
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. . . €F ey i s e S
6. Los planos E vy F se intersecan en KM; ABy PQ estan en £y AC y PR estan en F,

SimiMAB=90y m_L_)KA_C_): 90, (es el / BAC un angulo rectilineo del £ B-KM-C?
Sim/ RPQ =90, jes PQ || AB?

7. En la figura, PQ =3PC = }PA, AB=BC, y

P
C %
PQ I_E. (Cual de los siguientes enunciados es / E
cierto? !
m/ P-AC-Q < 30, Q
m/ P-AC-Q = 30,

A
m/P-AC-Q > 30.

B
A {
\ H
8. Datos: Los planos paralelos E . FyG,con Qen Tt

.

f

G, el AKMPen Fyel AABC en E; \ J— F
AK = KQ. / ) ‘_7/M /
\ap! "
Demostrar que el perimetro del AABC es el ‘\ l' R
doble del perimetro del AKMP., I
/ @ /

¥ 9. En la figura, el paralelogramo [JABCD no es

paralelo al plano E. K, L, M y N son las pro-
yecciones sobre E de los vértices 4, B,Cy D,
respectivamente,

D

NixorAl IVANOVITCH LOBACHEVSKY (1793-1856)

-~

Durante la primera mitad del siglo XIX, tres hombres, ’trabaje}ndo indepen’cdle;lte(’rz:unstse :E
(res paises diferentes, descubrieron la geo.metr'ia no egchdea. Estos fueron R. '.a N
Alemania; Jinos Bolyai, en Hungria; y Nikolai Ivanovitch Lobachevsky, en‘ uil h o 1o

Hasta esa época, todos creian en la unicidad de la paralela' como un simp ed eu o,ner
mismo en la geometria que en la fisica. Los tres hombres me’nc1onados trataron 121: : ner
lo contrario: supusieron que por un punto externo pa§a mds de una recta p;ra cla a una
recta dada. Esto condujo a una nueva clase de geor'n'etrla que, Qesde el punto de vi egmetria
matico, tenia la misma validez que la geometria familiar 'de E}Jchdes. Y estalnuelva;i%idad
resultd de gran valor en la fisica, después de presefnta.r Einstein su teo.rla‘ dela dre]a .e ométria

Generalmente, se atribuye a Lobachevsky la prlgrldad del des.cubrlmxento e aj ometrla
no cuclidea. Desarrolldé su teoria mas que I?olyan y, al contra'rlcl) de Gi:l:?’ tl;voonSidcrE‘b'l
ublicar su trabajo. Parece que Gauss tuvo miedo de aparecer rldl_cu-lol. y se ef;do mucm;
ol mas grande de los matemdaticos de su época y, por tanto, su prestigio hubiera su .

Demostrar que

AK+ CM = BL + DN. /

[Sugeremjzi Sea Q la proyeccion de P sobre E
y trdcese PQ.]

S
S

v 1E
M
K L

Bk *{

10. Dibujar una figura que muestre la interseccion de un pland con las seis caras de un cubo,
lintonces, imaginese I interseccion, proyectada sobre un pla%;q paralelo sl primer plano,
pero que no interseque al cubo, y dibijese un esquema del resultndo, '

’
s



t1-1. REGIONE! “LIGONALES

11 | Regiones poligonales |

Definicién

y sus areas

Una region triangular es la reunién de un tridngulo y su interior.

Una regidn poligonal es una figura plana que se forma al reunir un namero finito de
regiones triangulares:

»

De aqui en adelante, no se sombreardn las representaciones de regiones en 10s casos
en que esté claro a qué regién nos referimos.

Definicién o
Una region poligonal es la reunidn de un nimero finito de regiones triangulares
en un plano, tales que si dos cualesquiera de elias se intersecan, su interseccién
es o bien un punto o un segmento.

Gl TP

Las rectas de trazos en las figuras anteriores indican cémo se podria representar
cada una de las dos regiones poligonales mediante una tal reunién. A continuacion,
se presentan otros ejemplos: '
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En los Gltimos dos ejemplos,

~ -
- LV 4
SIS T
4
Vs 4
’ Vil
e 4
l, Pt PN
-
L =,

las figuras tienen “agujeros”. La definicidén admite esta posibilidad y, por tanto, estas
dos figuras son regiones poligonales legitimas.
La regién sombreada, mostrada a continuacion es, en efecto, una region poligonal:

Obsérvese, sin embargo, que esto no se puede demostrar con s6lo mencionar lay
regiones triangulares determinadas por los tridngulos AABCy ADEF. La dificultad
consiste en que la interseccion de estas dos regiones triangulares no es un punto o un
segmento, como estipula la definicién. La interseccidn es la pequefia region en formu
de diamante de la parte central de la figura.

Por otra parte, es fécil dividir esta region de manera diferente, a fin de mostrar que
es una regién poligonal. '

C F

Si una figura puede dividirse en regiones triangulares, ello es posible de muchas
maneras. Por ejemplo, un paralelogramo mds su interior puede dividirse de las tres
maneras indicadas a continuacion, por lo menos:

is fidcil ver que hay una infinidad de maneras distintas de dividir una figura como
ésn. — “
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En este capitulo, estudiaremos las dreas de regiones poligonales y aprenderemos a
calcularlas. Para este proposito, utilizaremos cuatro postulados nuevos.

POSTULADO 19. El postulado del area

A toda regién poligonal le corresponde un mimero positivo tinico.

Definicién

El drea de una region poligonal es el nimero que se le asigna segtin el postulado
19. El drea de la regién R se denota por aR. Estose lee drea de R.

De aqui en adelante, en este capitulo, cuando hablemos de una regidn, se entender
siempre que nos referimos a una regién poligonal.

Claro estd, el 4rea de una region debe depender del tamafio y la forma de la region
solamente y no de la posicion de la regidn en el espacio. Enunciamos esta idea como
un postulado, para el caso de regiones triangulares.

POSTULADO 20.*“ El postulado de la congruencia
& :
Si dos tridngulos son congruentes, entonces las regiones triangulares determinaday
por ellos tienen la misma drea. '
.
Si dividimos una region en dos partes, entonces ¢l drea de la regién debe ser la
suma de las dreas de las dos partes.

R, : Ry

Ry Ry Ry

aR=aRy+aRy.

En cada una de las figuras anteriores, la regidn total R es la reunién de dos regiones
R,y R,. En cada casn, R, y R, se intersecan, a lo mds, en un nimero finito de seg-
mentos y puntos. Con estas condiciones, podemos calcular ¢R mediante adicidn.

’
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POSTULADO 21. El postulado de adicién de areas

Supongamos que la region R es la reunion de dos regiones R, y R,. Supongamoy
que R, y R, se intersecan a lo sumo en un nimero finito de segmentos y puntoy, |

Entonces, aR = aR, + aR,.

Hay casos simpies en los cuales una region es la reunion de otras dos regiones, pero
para ellos no es vilida 14 férmula anterior. Si R, y R, son regiones triangulares como
en la figura y R es su reunion, entonces aR es menor que aR; + aR,. (Al sumar,
contamos dos veces el drea de la region en forma de diamante de la parte central de lu
figura.) Por tanto, necesitamos la segunda cldusula “Supongamos . . .”” en la hipGtesia
del postulado de adicién de dreas.

B

Del Capitulo 2, recordamos que la unidad de distancia puede elegirse arbitraru-
mente. Lo mismo es cierto con relacién a la unidad de drea. Sin embargo, debemos
scr consistentes al elegir nuestras unidades: si medimos distancias en metros, entonces
debemos medir dreas en metros cuadrados; si utilizamos pies para medir distancias,
entonces debemos utilizar pies cuadrados para medir dreas; y asi sucesivamento,
Esta es la idea que sirve de base al siguiente postulado:

POSTULADO 22. El postulado de la unidad
El drea de una region cuadradz es el cuadrado de la longitud de su lado

e

[ L

| | []

e
aR=e?

De ahora cn adelante, para abreviar, nos referiremos al drea de un cuadrado, al drea
de un tridngulo, y asi sucesivameate. En cada caso, entendemos, desde luego, que se

’

) /lria’mgulo. b
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(rata del drea de la region correspondiente. También, hablaremos de la ba.«.sc y la
altura de un rectdngulo, por lo cual entenderemos la longitud de la base y la lop gitud de
la altura. Esto es muy conveniente y, en cada caso, el alumno deberd decidir, a basc
del contexto, si nos referimos a un segmento o al nimero que constituye su medida.
Ahora, podremos, mediante un simple artificio, determinar el drea de un rectdngulo.

Teorema 11-1 ] L

El 4rea de un rectdngulo es el producto
de su base y su altura.

b
||
Demostracion: Considérese la figurade b b2
la derecha. '
Aqui, A denota el drea desconocida
del rectdngulo. Las dreas de los dos =
cuadrados son b? y h?, por el postulado
22; y el drea de toda la figura es
(b + k). Por tanto, mediante aplica- A
¢i6n repetida del postulado de adicion -
de dreas, -
B> +24+h =(b+h)?
= b% 4 2bh + h* h
y J 1 I/
A = bh, //
/
/ b
como queriamos demostrar. b+ [/ 4
Si el alumno se pregunta cOmo / ‘
sabemos, a base de los postulados, que ,/
los dos rectdngulos de la figura tienen b -
la misma drea, debe examinar la figura ] T - )]
de la derecha. Los cuatro tridngulos o
son congruentes y, por tanto, tienen h=¢ . PRe =+ h
la misma drea; y €l drea de cada rec- o —
N |

tdngulo es dos veces el drea de cada }
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Conjunto de problemas 11-1

. Mostrar que cada una de las siguientes regiones es poligonal, dividiéndola en regiones

triangulares, segun la definicion de region poligonal; tratese de obtener, en cada cuso,
¢l menor niimero posible de regiones triangulares:

(a) (b ©

@ © ©

2. En la figura de la izquierda, a continuacion, si aR, = 50, aR, =25y R es la reunion de

h

=t

®

Riy Rz, (cudlserd «R? Citese un postulado o teorema que justifique la conclusion,

Ry

Ry R Ry

En la figura anterior de la derecha, si aR, = 30, aR, =30y R es la reunion de R,y R,,
¢serda aR = 60? Citese un postulado o teorema que justifique la conclusion.

Calcular ¢l area de un rectangulo de 16 metros de largo y 10+ metros de ancho.

Un cuadrado y un rectdngulo tienen &reas iguales. Si el rectingulo mide 25 cm. por
16 cm., (cudl es la longitud de un lado del cuadrado?

A
. ¢(Coémo varia el drea de un cuadrado si se duplica la longitud de un lado ? 4Si se triplica?

LY si se reduce a la mitad?

(a) Si se duplica la altura de un rectangulo y no se altera la base, ;como varia el area?
(b) Si se duplica la base de un rectdngulo y no se altera la altura, (cémo varia el arca?
(¢) Si se duplican ambas, la altura y la base de un rectangulo, jcémo varia el area?

. (Cudntas losctas cuadradas de 4 pulgadas de lado se necesitardan purn cubrir una pared

rectangular de dimensiones 7 picz y 15 pies con 8 pulgadas?
~

9,

10.

(2.

. La figura de la derecha representa | 297 |
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Demostrar lo siguiente: Si Jos rectiingulos tienen la misma base, b, entonces la razon de
sus areas es igual o la razon de sus alturas.

Demostrar que aR1/aR2 = h1/h.

En un terreno rectangular, se van a sembrar semillas de césped. Las dimensiones del
terreno son 22 yardas y 28 yardas. Si se necesita un saco de 2 libras de semillas para cada
750 pies cuadrados de terreno, jcuantos sacos se necesitardn para todo el terreno?

la cara de una parte de una maquina. —

Para calcular el costo de pintar un 13”
cierto numero de estas partes, es [

necesario saber el drea de cada cara. 2

Las regiones sombBreadas no se van 16”7 ;f,

a pintar. Determinese el drea de la r

region que debe pintarse. (Qué —8"—+]| _j; ,
postulados y teoremas se emplean v N

al calcular el rea? | 197 I

Calcular el 4rea de un rectingulo de base b y altura £, dadas las siguientes medidas:

@ b=17 y h=12
© b=3 y h=+5

b b=1F y h=5%
(d) b=v10 y h=+15

. Calcular el area de un cuadrado de lado s, dadas las siguientes medidas:

(a) s =24 (b) s =33 © s=+v7 (d) s=4v6

. Indicar si cada uno de los siguientes enunciados es cierto o falso, justificando las rcs-

puestas:

(a) Un cuadrado es una regién poligonal. .

(b) A todo numero positivo le corresponde una regién poligonal Unica.

(c) Si dos tridngulos son congruentes, entonces las regiones triangulares correspon-
dientes tienen la misma area.

(d) Una regién triangular no incluye el tridngulo que la determina.

(e) El area de la reunion de dos regiones poligonales es la suma de sus areas.

(f) Una regidn triangular es una region poligonal.

() Existe un cuadrado cuya area es V17.

(h) Existe un rectangulo con area 4v'5 y tal que la medida de su base es un nimero
racional.
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I5. En la figura de la derecha, 4, B, C, D. E, F Fy
G se llaman vértices; AB, BC, CD, DE, EG, GA,
EF, FD y FB sc llaman lados; y las regiones
poligonales ABE, FED y BCDF se llaman caras.
El exterior de la figura también se considera una
cara. Sea ¢ el nimero de caras, v el nimero de
vértices y I el nimero de lados. Un teorema descubierto por Euler, un famoxo
matematico suizo, relaciona ¢, v y / mediante la expresion ¢ — [+ v. Esta expresion se
refiere a una clase amplia de figuras de las que la anterior es una posibilidad. Calculemon
¢ — [+ v para esa figura. Tenemos ¢ =4, /=9y v="7; por tanto, 4 — 9 + 7 =2,

(a) Para cada una de las figuras que siguen, calctilese ¢ — / 4+ v. Obsérvese que los lados
no tienen necesariamente que ser segmentos. La figura de la derecha podria ser una
parte de un mapa en que se muestran distritos.

(b) (Qué regla se observa en los resultados de los tres calculos?

(¢} Enla figura anterior de la izquierda, marquese un punto en el interior del cuadrilatero
y tracense segmentos desde el punto a cada uno de los vértices. (Como influye esto
en el cilculo de ¢ — /+v? ¢Puede el alumno explicar por qué?

(d) Témese un punto en el exterior de cualquiera de las figuras y inase a los dos vértices
mas cercanos. (Coémo influye esto en el calculo de ¢ — /4 v?

11-2. AREAS DE TRIANGULOS Y CUADRILATEROS

Calculemos ahora algunas dreas, basandonos en nuestros postulados.

Teorema 11-2 .

El drca de un tridngulo rectdngulo es la
mitad del producto de sus cafetos.
~
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Demostracién:  Se da un trigngulo rectdngulo con catetos a y b. Sea A su drea. For-
mamos un rectdngulo [JUVWX (como el que se muestra en la figura de la derecha),
dos de cuyos lados son los catetos del tri-

dngulo rectdngulo. Entonces,

(1) AVUX = AXWYV,
Q) aAXWV =4,

3) A+ A=ab,

aR=ab=2A.

(4) A= jab.

;Cudl es la justificacién de todo esto? (Quizds,se necesite hacer mds de una cita para

algunos de los pasos.)
De este teorema, podemos obtener una férmula para el drea de un tridngulo

cualquiera. Una vez hagamos esto, no necesitaremos el teorema 11-2, porque nuestro
fcorema general lo incluird como caso especial.

Teorema 11-3

El drea de un tridngulo es la mitad del producto de cualquiera de sus bases y In
altura correspondiente.

Demostracion:  Sean b y ki la base y la altura dadas, y sea 4 el drea del tridngulo. Hay
quc considerar tres casos:

&
R R R
(1) , (2) . @
| ' |
llh h k] h =
. ' ya |
by H b2 s n
P Q Shkdm
P S b . Q b !

() Sl el pie de la altura estd entre los extremos de la base, entonces la altura divide
al tridngulo dado en dos tridngulos con bases b; y b, y, ademas b, + b, =0b, Por
¢l tcorema anterior, las dreas de los dos tridngulos son 1b 41y %bzh Por el postulado
e adicion de dreas, ' .

A =1%bh + 3b,h.
I’or tanto,
= %(b + bz)h - zbh
romo queriamos demostrar.

(2) Si el pie de la altura es un extremo de la base, entonces nuestro tridngulo es un

(riingulo rectangulo y A = }bh, por el teorema anterior.

’
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(3) Si ¢l pie de la altura estd fucra de la base, como en la tercern ligura, tenemos Teorema 11-6

1b,h + A = §(b, + b)h, El drea de un paralelogramo es el producto de una base cualquiera y la altura

y correspondiente.
A = 1bh, Demostracién: Sea A4 el area del S b R
) o i paralelogramo. Todo paralelo- !
como anteriormente. ((Cuadl es la justificacion de esto ?) gramo es un trapecio, con b, = L h
b, = b. Por tanto, p ;—1 5
Obsérvese que el teorema 11-3 puede aplicarse a cualquier tridngulo, de tres A = Yh(b + b) vV b
maneras: podemos elegir cualquiera de A=bh,
los tres lados como base, multiplicar = bh.
por la altura correspondiente, y dividir La férmula para el drea de un tridngulo tiene dos consecuencias sencillas, pero muy

por 2. Obsérvese que, en la figura, Gtiles.

b hy, dbyh, y  Lbshy
Teorema 11-6

ticnen que representar el mismo nu- \ . -
mero, porque cada uno de ellos da la ha g
respuesta correcta al mismo problema.

Ahora que sabemos determinar el drea de un tridngulo, lo demds es sencillo: para
determinar el drea de una regién poligonal, la dividimos en tridngulos y sumamos sus
drcas. Este procedimiento es particularmente facil en el caso de los trapecios.

Si dos tridngtdos tienen la misma base b y la misma altura A, entonces tienen
areas iguales.

Teorema 114

aAPQR=aAP'Q’R’.

El drea de un trapecio es la mitad del producto de su altura y la suma de sus
bases.

Esto es evidente, porque el drea de cada uno de ellos es 1b4.

., , by R Teorema 11-7
Demostracion: Sea A el drea del —
trapecio. Cruz.alquler d‘a%°nal di- ’ff,” X : Si dos tridngulos tienen la misma altura A, entonces la razon de sus dreas es igual
{ -
vide al trapecio en dos .trlangulos, - l a la razon de sus bases.
con bases b, y b, y la misma altura . -
h. ((Por qué es PV =TR?) Por by T Q : A R
¢l postulado de adicion de dreas, A=1h{by+by).

fon v s i e o
o

= $h(by +by), EEC g E °

Demostracion: Sean b, y b, las bases de los tridngulos.

Entonce aNABC tbh b
“nt CS, —— e =
neon alAPQR  4bh by

como queriamos demostrar.
Esto nos da inmediatamente una féormula para determinar el drea de un paralelo-

gramo.
-~
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Conjunto de problemas 11-2

1

En el AABC, AC =8 y la altura correspondiente a AC es 3. Enel ADEF, EF =6.
Si aAABC = a/\ DEF, determinar la altura correspondiente a EF.

D
B
A
A 8 C E 6 F

. Enel APQR, el /P es un angulo recto, PR =16, PQ =12y RQ = 20.

(a) Determinar el area del APQR.

(b) Determinar la altura correspondiente a la hipotenusa.
E D

3. En la figura de la dggrecg__a, B es el punto

medio de AC, y ED || AC. Demuéstrese

que aAABE =aABCD. A B c
4. El (OKMPR e¢s un paralelogramo. Dado R P

10.

que m/K=30, KM=11 y KR=8,
calcular aCJKMPR.
K M

Un rombo tiene un lado de 12 unidades y la medida de un angulo es 150. Determinar
el area del rombo.

. Un tridngulo rectangulo tiene catetos de 18 cm. y 14 cm., respectivamente. Otro triangulo

rectangulo tiene catetos de 15 cm. y 24 cm., respectivamente. (Cudl es la razon de las
areas de los dos triangulos?

. Dos lados de un triangulo miden 15 pulgadas y 20 pulgadas de largo, y la altura corres-

pondiente al lado de 15 pulgadas mide 8 pulgadas. ;Cual es la longitud de la altura
correspondiente al lado de 20 pulgadas?

. En el AABC, CD es la altura correspondiente a Zﬁ y AE es la altura correspondiente

a BC. ¢

(@) Si AB=8, CD =9, AE = 6, determinese BC.

(b) Si AB=11, AE=15, BC =15, determinese CD.

(¢) Si CD="h, AB = ¢, BC = a, determinese AE. E

(d) Si AB=15, CD =14, BC =21, determinese AE.
A D B

. La hipotenusa de un tridngulo rectangulo mide 50 centimetros de largo, uno de los

catetos mide 14 centimetros de largo, y el area del tridngulo es 336 centimetros cuadrados.
(Cual es la longitud de la altura correspondiente a la hipotenusa? (Cual es la longitud
de la altura correspondiente al cateto dado?

Un tridangulo y un paralelogramo tienen dreas iguales y bases iguales. (Como comparan
sus alturas? -
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| | +> > <> <> > <>
f} 11. El CIABCD es un puralelogramo, EH L DC, CF L ABy BG | DA.

(a) Si AB=18, EH=10y BG=15,

D H C

(cuanto es AD? G g |

(b) Si AD=22, BG=T7y EH=14, \l :

icuanto es DC? AN I
LN

(©) Si CF=12, BG=16 y BC=17, £ é L -

entonces AB =17

(d) Si BG=24, AD=28 y AB=32,
entonces EH = ?

(¢) SiAB=V30,CF=6yGB= V18,
entonces BC =?

12. En la figura de la derecha, el (JABCD es un
cuadrado y los segmentos que forman el
contorno de la estrella son congruentes.
Determinese “el area de la estrella en tér-
minos de s y b.

13. Demostrar lo siéﬁiente: Las dos regiones en las cuales una mediana de un triangulo
divide a la regi6én triangular tienen 4reas iguales.

o
Y C T S R Q
w. ® . y
4 % 3
Ry
A B M P

" Demostrar que aR1 = aR2.

14. En la figura anterior de la derecha, el {1IMPRT es un paralelogramo y TS = SR = RQ.
Indicar cual es la razon de:

(a) aAPRS a alAPRQ
(©) aAPMQ a aAPQS

(b) aAPMQ a alOMPRT
(d) aAPQR a aOMPST

15. El CIABCD es un trapecio con lados paralelos 4By CD.

() Si AB=18, DC=12, h =9, en- D c
tonces alJABCD = ? 1 |
(b) SiaJABCD =84, AB=17,CD = ‘h =h
11, entonces 2= ? b b
(c) Si aJABCD =375, h=15, AB= A E F B

38, entonces CD = ?
(d) Si An -8, DC 8, BC=10, y m /. B =30, entonces a[JABCD--?

(e) Si Al - \V h—8, al JABCD = 65, entonces CD == 7
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16. (Cudl cs ¢l drea de un trapecio, si su altura es 6 y su mediang es 129

<> <>
\ R . h 23. En la figury de la izquierda, a continuacién, AC | BD. Si AC 13y BD 8, ;podria
LSugerencia: El alumno podra referirse al problema 4 del Conjunto de problemas 9-8.]

determinarse a(JABCD?

P

* 24, En el (JABCD, de la figura anterior de la derecha, AC biseca a BD. Demuéstrese que
aANABC = aAADC.

+

17. Un agrimensor iba a determinar el area
de un terreno representado por la figura
ABCDE. Marc6 una recta en direccion
norie-sur pasando por E y otras rectas en
direccion este-oeste pasando por 4, B, C'y
D, respectivamente. Encontré que A0 = 37
pies, BR = 47 pies, CQ = 42 pies, DP =28
pies, PQ = 13 pies, QE = 7 pies, ER = 19
pies y RO = 18 pies. Entonces, calculd el
drea requerida. Determinese el drea con
la aproximacién de una yarda cuadrada.

* 25. Se da que el (JABCD es un paralelogramo y que P, Q, Ry S son los puntos medios de

los lados. Demostrar que a[1PORS =3a1ABCD. R
18. Demostrar el siguiente teorema:

* 26. Dado un tridngulo cualquiera AMQR, con dos

Si las diagonales de un cuadrilatero medianas RS y MT, que se intersecan en P, Y
convexo son perpendiculares, entonces demuéstrese que aA P’MS =qAPRT. ,
el drea del cuadrilatero es igual a la '
mitad del producto de las longitudes B * M s Q
de las diagonales. Demostrar que a JABCD == 1(AC)(BD).
* 27. El (JABCD es en trapecio, DC || 4B, . D C
{Seria cierto este teorema si no se exigiera que el cuadrildtero fuera convexo? £ es el punto medio de AB, Fes el punto L
medio de DE y G es el punto medio
S de CE. Demuéstrese que aAAFD =

aABGC. A : 5
19. El [JPQRS es convexo y PR | OS. '
(a) Si PR=12y QS =16, jcudnto es a[JPQRS? P — R
(b) Si aJPORS =153 y PR =17, /cuanto es OS?

®
+ 28. Se da el segmento AB en el plano E. Para todo nimero positivo k, hay al menos un
punto P tal que aAABP =k. (Habrd mas de un punto? (Cuédntos? Describase el
conjunto de todos los puntos P en el plano E tales que aAABP = k. Describase el con-
junto de todos los puntos P en el espacio tales que aAABP = k.

Q N
* 29. El OPQRS es un paralelogramo. Jes un punto de RS tal que RJ <%RS. K esun punto

de RQ tal que RK <3RQ. Una recta que pasa por Sy es paralela a PK interseca en M
— <> — ‘.

a una recta que pasa por Ky es paralelaa PJ. PJ (_i})lterSiE’;l a SMen L. Demuéstrese que

al0PQRS = aTlPKML. [Indicacion: ;Interseca RQ a SM 7]

20. Las diagonales de un rombo tienen longitudes de 15 y 20. (Cual es sa area? Si una
altura del rombo es 12, icudl es la longitud de su lado? [Indizacisn: (Es aplicable ¢l
problema 187]

21

. Demostrar lo siguiente: Si las fdiagonales de un rombo son d y d’, entonces el drea del *+ 30, Demostrar lo siguiente: Si una recta L L b c
rombo es dd'/2. s separa a una region limitada por un paralelo-
gramo en dos regiones de &reas iguales,
o entonces la recta L contiene al punto de
22. Il drea de un rombo es 348 y la longitud de una diagonal es 24. Determinar In longitud interseccion de las diagonales del paralelo-

de Ia otra dingonal~ gramo.

s
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11-3. EL TEOREMA DE PITAGORAS

Ahora que sabemos trabajar con dreas, es bastante fdcil demostrar el teorema de

Pitdgoras.

Teorema 11-8. El teorema de Pitagoras

En un tridngulo rectdngulo, el a
cuadrado de la hipotenusa es ‘
igual a la suma de los cuadrados
de los catetos.

b
a?+4b2=c2

Demostracion: Primero, tomamos un cuadrado cada uno de cuyos lados tiene longitud
a + b. En este cuadrado, dibujamos cuatro tridngulos rectdngulos con catetos a y b.

(1) Por el postulado LAL, cada
uno de los cuatro tridngulos es. con-
gruente con el tridngulo dado. Por
tanto, todos tienen hipotenusa de
longitud ¢, como muestra la figura de
la derecha.

(2) El cuadrildtero formado por las
cuatro hipotenusas es un cuadrado.
En la notacién de la figura, tenemos
que

r+s=90,

porque los dngulos agudos de un tri-
dngulo rectdngulo son complemen-
tarios. Como

a ’b

r+s+1t=180,
se deduce que ¢ = 90. Lo mismo ocurre para los otros dngulos de nuestro cuadrildtero.

(3) Por el postulado de adicién de dreas, el drea del cuadrado mayor es igual al

direa del cuadrado menor, mdsla s 1 i
. uma de las dreas de los cuatro tridngul
0S8 congruen-
tes. Esto da : s

(@+b)? =c* +4 - Jab.
PPor tanto, \

a* +2ab+b*=c?+2ab, y a*+b*=c?

como querfamos demostrar.
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/

El reciproco del teorema de Pitdgoras es también cierto.

Teorema 11-9

Si el cuadrado de un lado de un tridngulo es igual a la suma de los cuadrados de
los otros dos lados, entonces el tridngulo es un tridngulo rectangulo, con su
dngulo recto opuesto al lado mds largo.

< b A
" g24b?=cl a24-b2=d?.
W,

Demostracién: Se da el AABCya? + b = c?, como en la figura. Sea el AA'B'C'un
tridngulo rectdngulo con catetos a y b, e hipotenusa d. Entonces, ¢ = d, porque
d? = a* + b? = ¢*. Por el postulado LLL, AABC = AA'B'C'. Luego, LC= L C.
Como el £ C' es un dngulo recto, también lo es el L C.

'Q"

PITAGORAS

Pitagoras es generalmente considerado como
el primero de los grandes matematicos griegos,
pero se sabe muy poco acerca de su persona.
Naci6 alrededor del afio 582 a. de J.C. y vivio
primero en la isla de Samos, en el mar Egeo, y
mas tarde en el sur de Italia.

Pitagoras y sus discipulos se dedicaron al
cstudio de la matematica, la astronomia y la
filosofia. A ellos se les atribuye el haber conver-
tido la geometria en una ciencia. Demostraron
el teorema de Pitdgoras y descubrieron la exis-
tencia de los numeros irracionales. Sus cono-
cimientos de la astronomia fueron muy valiosos: :
en el siglo VI a. de J.C., sabian que la Tierra era ki it
redonda y que giraba alrededor del Sol. No dejaron escritos de sus trabajos, y nadic sabe
cdmo lograron obtener estos conocimientos, ni cuéles de sus descubrimientos se¢ debian a

PitAgoras mismo.

7
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Conjunto de problemas 11--3
P 9. (Cudles de los siguicntes conjuntos de nimeros podrian ser las longitudes de los lados

de un triangulo rectangulo ?

1. En un tridngulo rectangulo A ; :

longitudes dge los Catetofu © SABC, ¢ es la longitud de Ia hipotenusa y a y b son lna (a) 30, 40, 60. (b) 16, 30, 34. (©) 10,24, 26.

. ) 3 1 2 52 L
(a) Sia=12yb=16, entonces ¢ = ? (d) =, 1, 1. (e) 1.4,4.8,5.0. ) 15, 23, 33.

. o , c

(b) Sia =24y ¢ =25, entonces b = ? 10. Enel AA4BC, el / Cesun angulo recto, AC = 20
(©) Sia=1yb=2,entonces c = ? y BC = 15. Determinar: 20 15
(d) Sib=18y c =20, entonces g = ? (a) aAABC (b) 4B
(e) Sia=7yb=7, entonces ¢ = ? (c) la altura correspondiente a la hipotenusa. h 5 5

f) Sia= s — ) .. . .
(f) Sia=6y c=12, entonces b = ? 1. La longitud de la hipotenusa de un triangulo rectingulo es 51 y la longitud de un cateto

2. U . K es 24. Calcular el area del triangulo.
- Una persona camina 7 kilomet i 5 . . Q
luego, 3 kilémetron hacis o si rros‘;gacc:lxl.;tée(l1 iggr;ziad::&uzs I3 klltt)mztros ha(ci'la el este y, T
’ : el punto de partida ?
‘ 12. En la figura de la derecha, QR=35, RP=12, 5
RT=h,y OR | RP, RT |_PQ. Determinese el h

3. Una persona camina | milla hacia el norte, 2 millas hacia el este, 3 millas hacia el norte

. R ) e i ; valor de A. .
y 4 millas hacia el este. (A qué distancia esta del punto de partida? . R 12 P
H G . . N
4 3. 1 tos de un tridngulo
4. En el cuerpo rectangular mostrado a 7 3. Si le}s longitudes deb oS cateto lonei g 4 b a
la derecha, cada dos aristas que se ) ! rectangulo son a y b, determinar la longitud, 4, h
intersecan son perpendiculares Si LA de la altura correspondiente a la hipotenusa, en
AE=3, AR=4 y BC—=12. deter- E 727D ¢ términos de a y b.
. . 4 B}
minense las longitudes de las diago- 3 et I . . _
nales BE y BH. e / 12 I14. Las longitudes de los catetos de un tridngulo rectangulo son 24 y 32. Determinar la
A 4 B altura correspondiente a la hipotenusa.

W v
15. En un rombo, cada lado mide 10 pulgadas de largo y una diagonal mide 12 pulgadas de
largo. Determinar el area del rombo. Determinese, también, la altura correspondiente
a un lado cualquiera. *

5. La longitud de Ia hipotenusa de un trian A
gulo rectdngulo es 17 y la de uno de 1 ¢
es 15. Calcular el 4rea del tridngulo. o8 cateton

6. Los lados de un triangulo miden 6 cm., 9 ecm. y 11 cm., respectivamente. (Es éste un

tridngulo rectangulo? Si lo es, (cudl de los lados es la hipotenusa ? 16. Un angulo de un rombo tiene por medida 60 y la longitud de uno de los lados es 5.

Determinar la longitud de cada diagonal.

7. (a) Demostrar lo siguiente: Si m Y n son nimero" -~‘urales y m > n, entonces m? -+ n?
lsera ‘Ia dlongliud de la hipotenusa de un tr i rectdngulo cuyos catetos tienen
2 . z . o ;
ongitudes m n*y 2mn. (Qué teores. st utiliea para demostrar esto?

7. El CJABCD es un trapecio, con AB || DC.
Si los segmentos tienen las longitudes indi-
cadas en la figura, determinese e] area del
trapecio.

(b) Construir una tabla con columnas que tengan ios sigutentes titulos:
5

lmlnlm?* — n?2mnjm? + n?| _
* 18. (a) Si los angulos rectos y las longitudes de
los segmentos son los indicados en la

figura, determinense PB, PCy PD.

(b) Si se continuara la construccién indicada
en la figura, tomando m/PDE =90 y
DE =1, /cuanto seria PE? (Cual seria
la longitud del siguiente segmento desde

Utlhce,se el método de la parte (a) para anotar en la tabla las longitudes expresadas

con .numeros en.teros de los lados de los tridngulos rectangulos en los cuales ln

longitud de la hipotenusa sea igual o menor que 25. Hay seis ternas de esa clase

llamadas **ternas pitagoricas’. ‘
A

8. Sipyqson las longitudes de los catetos de un tridngulo rectangulo y r es la longitud de Iy

hipo sa, de ar . . . : ,
! [ \ll.C"l'lllb'd, dcmgﬁmr que para cualquier numero positivo &, los niimeros kp, kq y kr'son b ' P? Bl alumno debern descubrir una regla
ambién las longll/udes de los lados de un tridngulo rectingulo. : ‘ interesunte

+
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* 19. Una demostracion del teorema de Pitagoras, a base de Dp——." E
la figura de la derecha, fue descubierta por el General i / ‘\
James A. Garfield varios afios antes de llegar a ser b: // ‘\
Presidente de los Estados Unidos. Se publicé alrededor 1 / \
del afio 1875 en el New England Journal of Education. L \
Demuéstrese que a2 + b2 = ¢?, expresando algebraica- ‘\
mente que el area del trapecio es igual a la suma de las \
dreas de los tres tridngulos. %1 alumno debera incluir A

una demostracion de que el / EBA es un angulo recto.

* 20. Se dael trapecio []J4BCD, con AB|| DC, 4C | BC 15 15
y BD 1. AD. Si AB= 25, AD=15 y BC =15,
(cudl sera el area del trapecio ?

A 25 B

* 21. En el AABC de la figura siguiente de Ia izquierdak AC=13, AB=14y BC = 15,

(a) Determinar la altura 4.. (b) Determinar la altura 4,, correspondiente al
lado AC.

C R

15 30
/N j
A 14 Bs L e

22. En el APQR de la figura anterior de la derecha, el LQ es obtuso, PQ= 11, QR = 25 y
PR =30. Determinar la altura correspondiente a PQ y, también, a APQR.

*

M
*.23. En el AMOQ, MO 100,
MO =0P=1 y  MP=PQ. 1

¢

Determinar MQ, m/.Q y m/ QMO.

** 24. La figura dela derecha representa un tetraedro D
ABCD con todas sus aristas congruentes y cada
una de Iongltud 2. Ry S son los puntos medios
de DC y AB respectivamente.

(a) Demostrar que RS es perpendicular a ambos A
AB y DC.

(b) Determinar " RS, B

A

Fl teorema de Pitdgoran

El area del cuadrado construido sobre la hipotenusa de un tridngulo rectingulo cs
igual a la suma de las areas de los cuadrados construidos sobre los catetos.

c N .
Rzﬁ,_m
0
A ¥
R "

n

ok = ok + oky aDACSR = al) AMQP.
e

i

La figura de la izquierda ilustra el teorema; la figura de la derecha se utiliza en !a demos-
tracion. Las siguientes preguntas, junto con las respuestas del alumno, sugieren una

demostracion:

(a) (Por quées / RAB~ / CAM?

(b) (Por qué es ARAB = ACAM?

(¢) (Por qué es aARAB =aACAM?

(d) (Es una altura del ARAB igual a AC?
(e) (Por qué es a[1ACSR =2aARAB? i,
(f) (Es aJAMQP = 2a ACAM? ‘
(g) (Por qué es a[JACSR =aJAMQP?
(h) (Es a0JBHGC = a[1PQKB?

() (Es alJAMKB =a[JAMQP + aDPQKB?\ (Por qué?

et

PROBLEMA OPTATIVO

en la figura; y el [JPQRS es un cuadrado. Deter-
minar la razén
/
allPQRS K
alJABCD"

D

$' 25. Los antiguos gricgos conocian el teorema de Pitagoras en la siguiente forma:

El [JABCD es un cuadrado; H, I, J y K son los puntos medios de sus lados, como se indica
]

C
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11- 4. TRIANGULOS ESPECIALES

El tcorema de Pitdgoras nos da informacién acerca de algunos tridngulos especinlow, §

Teorema 11-10. El teorema del tridngulo rectangulo isdsceles

En un tridngulo rectdngulo isésceles, la

hipotenusa es /2 veces el largo de un o
cateto. N

La demostracién se deja al alumno.

El reciproco es también cierto. c=av2.

Teorema 11-11

Si la base de un tridngulo isésceles es 2
veces el largo de cada uno de los dos
lados congruentes, entonces el angulo
opucsto a la base es un dngulo recto.

La demostracién empieza con la observacion de que a? + g2 = (a/2)>.
En la seccién 9-7, aprendimos que en un tridngulo 30-60-90, -l lado opuesto ul

1ingul_0 de 30° tiene una longitud igual a la mitad de la longitud de la hipotenusa y
también, sabemos que el reciproco es cierto: s

30° 30°!

Bl teorema de Pitdgoras ahora nos da la relacién entre

It la hipotenusa y el lado midy
largo, para un trigngulo 30-60-90.

Teorema 11-12

En un tridngulo 30-60-90, el lado mds

largo es (/3/2 veces el largo de la
hipotenusa,

* Tridngulos espocinles 313

Demostracion:  Sea ¢ la longitud de la hipotenusa y sea b la longitud del lado mds
lnrgo.  Entonces, la longitud del lado méds corto es ¢/2. Por el teorema de Pitdgoras,

2
(g) + b2 =2,

B

= —2C

2

Despejando b, obtenemos

| Pregunta: (Serd cierto que en un tridngulo 30-60-90, la lbngitud del lado mads -
lurgo es \/3 veces la longitud del lado mds corto ?]

g

Conjunto de problemas 11-4

" L. Determinar la longitud de la diagonal de un cuadrado, si la longitud de su lado es 6; 9;

78; Vv2; V6.

2. Determinar la longitud del lado mas largo de un tridngulo 30-60-90, si la hipotenusa es 4;
(8; 98;2V3; 13.
o}

3. El AABC es equilatero. Si'la longitud de cada lado es
8 cm., (cudl es la longitud de la altura correspondiente 8” 8”
a AB? (Cual es'el area del AABC?
o =
® A 8" B
4. Los angulos agud‘os de un tridngulo rectangulo son congruentes y la longitud de uno de
los lados congruentes es 15. (Cual es la longitud del tercer lado?

R
«
5. En el APQR, m/P =30, PR=8 y"PQ = A
11. Determinar la longitud de la altura
correspondiente a PQ vy el area del APQR. 30°
P 11 Q

6. La medida de cada uno de los angulos en la base de un triangulo isdsceles es 30, y cada
uno de los dos lados congruentes tiene longitud 14. (Cual es la longitud de la base?
({Cudl es el area del tridngulo?

7. Las longitudes de dos lados de un paralelogramo son 18 y 8, y la medida de un dngulo es
30. Determinese el area del paralelogramo.

8. Determinar el rea de un triangulo isosceles cuyos lados congruentes tienen cada uno
longitud de 20 y cuyos dngulos en la base tienen medidas de 30; de 45; y de 60.

9. En el AABC, el LA es un angulo recto y m/B=m/C=45. Dado que BC =6,
determinese A48, ,



4

10.

IS.

16.

18,

Reglones poligonales y sus Areas

Demostrar lo siguiente: Si la hipotenusa
de un tridngulo rectangulo isdsceles tiene
longitud m, entonces cada uno de los dos ?
ludos congruentes tiene una longitud de

imv2,

A 7 B

. , “ .y - . N .
Dcterminar el area del triangulo isdsceles, cada uno de cuyos lados congruentes mide 12
pulgadas de largo, si los angulos en la base tienen medidas de:

(a) 45 (b) 30 (c) 60

. Determinar el 4rea de un triangulo isdsceles cuya base tiene longitud 12, si los 4ngulos en

la base tienen medidas de:

(a) 45 (b) 30 (c) 60
. En el trapecio [JABCD, las medidas D 5 ¢C
de los angulos en la base son 45 y 30, 16
como se indica; BC=16 y DC =135,
Determinese 45° 30°
aClABCD. A B

La altura de un tridngulo equilatero es 12. Determinar la longitud de un lado y el area
del triangulo.

Demostrar -que el area de un tridngulo equildtero s s
2

. . . S
cuyo lado tiene longitud S, viene dada por I V3.

El lado de un tridngulo equilatero es igual a la altura de un segundo triangulo equilatero.
:Cuil es la razdn de sus areas? .

. El drea de un tridngulo equilatero es 25v'3. Determinar las longitudes de 1os lados y las

alturas. \
\.”

Un cuadrado cuya drea es 81 tiene su perimetro igual al perimetro de un tridangulo
c,qulltitcro {Cudl es el area del tridngulo?

kN

19.

20.

21.

22.

23,

Tridngulos especinlen 815

En la figura de ln derecha, cl AABC P
esta en el plano Loy PA | E. e 30°
PB=BC=28, - 8/. -
PC =4V6 N A
y m/ BPA =30, 8

Determinense las medidas de tantos otros dngulos y segiientos como sea posible. Tam-
bién, determinese a APBC.

H G
j

En el cubo que se muestra a la derecha, las aristas E : F
son congruentes y son perpendiculares, si se’inter- |
secan. Si un lado tiene longitud 6, determinense DA ad=a) C
aOACGE y aAACF. /, ”’,a’

A = B

%,

il

En el AABC, m/ A=30, AC=4y AB=
34/3. Determinese BC. ;Esel /Cun angulo
recto? (Como se sabe?

En el APQR, el / Q es obtuso,
m/P =45 PR=10y PQ=3. 10
Determinense RQ y aAPQR.

P 3 Q

En la sngunente figura, m / K-PQ-M = 60. El cuadrado I:]ABCD estd en una cara, con

AB i PQ y se proyectd-en la otra cara, resultando el []EFGH Si AB = V26, determinese
aOEFGH.
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6. Un triangulo tiene lados que miden 25, 25 y 48. Determinar su area.
24, En la figura de la derecha, m / K-PQ-M

=45. El cuadrado [JABCD estad en
> <>

una cara, con BD '} PQ, y se proyectd

en la otra cara, resultando el [1EFGH.

Si AB =8, determinese a(JEFGH.

7. Una mediana de un triangulo equilatero mide 15 pulgadas de largo. «Cudl es el arca del
triangulo?

- = A K B
8. El [JABCD es un paralelogramo, CK | AB
yel /M esun angulo recto.
‘ py: (@) Si BC =12, DM =15 y KC =9, deter-
*+ 25, Los planos E y F se intersecan en 4B, L e v Y/
formando un angulo diedro. En F, i P - ’
CD AB i = = = s
LD e la mediatriz de AR, Tamblér, (b) Si KC= «/24,’4 oo ~/
CK L E  Dado que AC L BC, determinense y . M

m/ CBK =30y BC = 6, determinense
m/ C-AB-Ky aAABK.

N,

9. La longitud de un lado de un rombo es 13 y la de una de sus diagonales es 24. Determinar
el 4rea del rombo.

Repaso del capitulo 10. En el AABC,"AB = 14, 1a longitud de la mediana CD es 8y m/ ADC = 60. Calcular

igui i aABC.
1. Completar el siguiente enunciado: Una region poligonal es la de un ntimero
de en un plano, tales que si dos \
cualesquiera de ellas , su es o bien un 45
o un |
. 11. Deducir una férmula para el 4rea de la figura T
de la derecha, en términos de a, byec. i
» L l
£ & .
_— T :
2. Enlafigura, 4C | DB. Si DE =8y BE =12, A C S
(cudl es la razén de aAACD a aAABC? -~ I
12. Un trapecio tiene lados paralelos de 13 cm. y 21 cm. de longit}ld. El lado mas largo (ielloss
' lados no paralelos mide 17 cm. y ¢l mas corto es perpendicular a los lados paralelos.
B Calculese el area del trapecio.

13. En el paralelogramo [1ABCD, M es el punto medio de AD y K es el punto medio de AB.
Demuséstrese que

3. Sila longitud de un lado de un cuadrado es tres veces la longitud de un lado de un segundo
cuadrado, ;cudntas veces el drea del segundo cuadrado sera el area del primero? (Debe

aC1AKCM =3%a[]ABCD.
tratarse de resolver este problema sin utilizar formula alguna de area.)

e

4. Enel APQR, PTy RS son dos alturas. Dado
que PR=13, PS=5y m/ Q =45, determi-
nese PT.

14. Fn el cuerpo rectangular represent:ado a la
derecha, 4G y EC son diagonales. Si AB = 9,
BF =12 y AD =8, determinense AG y EC. P

P S Q
5. Si la dingonal de un cuadrado mide 18 metros de largo, (cudl es la longitud de cada lado? , api ie itud 67
LCuitl es el area del cuadrado? \ 15. (Cudles n fongitud de fo dingonal de un cubo cuya arista licne longitud

’
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16. Iin ¢l paralelogramo [ 1ABCD, las bisec- b c “+ 24. Se dan dos paralelogramos cualesquiera en un plano. Explicar como se puede dibujar
trices de los dngulos £ Ay £ C intersecan a E una sola recta que divide a cada una de las regiones limitadas por los paralclogramos en
la diagonal DB en E'y F, respectivamente. dos regiones de igual area.

Demostrar que las regiones ABCFEy AEFCD F
tienen la misma area. A P

PROBLEMA OPTATIVC

17. Un segmento dado es un lado de un cuadrado y, también, la hipotenusa de un triangulo
rectangulo isdsceles. Demuéstrese que el area del cuadrado es cuatro veces el area del

triangulo. (Debe tratarse de resolver este problema sin utilizar ‘formula alguna de area.) . . ,
La figura de la derecha consiste en cuatro tridngulos rectidngulos, cuatro rectingulos y

un ‘“‘agujero’’ cuadrado de lado una unidad.

18. Fl drea de un tridngulo equilatero es 100v/3. Cudles son las longitudes de suslados y (2) Determinar la suma de las A
alturas? areas de las ocho regiones.
b ¢ (No debera contarse el agu-
19. Bl [JABCD es un trapecio, con AB || CD. jero.)
m/A=m/B=60 y AB=12. También, (b) Determinense la longitud de 8
BC = 8. Determinese a 1JABCD. 60° 60° la base, DE, y la de la altura
. 2 desde 4 hasta DE. Calcilese
la mitad del*producto de esos
D c F dos niimeros.
. () (Puede el alumno explicar
20. Bl [JABCD e¢s un cuadrado. Eestaien ADyF E por qué los resultados de las
<> J— J— .
estd en DC, demodo que EB | FB. SialJABCD partes (a) y (b) son iguales, a . 3 -
256 y a AEBF = 200, determinese CF. pesar del agujero?

21. El [TPORS es un trapecio, con PQ || SR. m/ P
45y m/ Q=120. SiPS=12v2y PQ =27,
(eual es a[(JPQRS?

©

Q

22

En un tridngulo, dos lados tienen longitudes a y 5. La altura correspc 1diente al tercer
lado divide a éste en segmentos de longitudes ¢ y d, respectivamente. Ijemuéstrese que

(a+ b)a—b)=(c+d)c—d).

N
»

Datos: El [JABCD es un trapecio, con 4B | CD; My K son Ics puntos medios de AD
y BC, respectivamente; PK || AD.

Demostrar que a AAPD = aJPBCD =%a(JABCD.
D C




12-1. EL CONCEPTO DE SEMEJANZA.
PROPORCIONALIDAD

12 | Semejanza

En términos corrientes, dos figuras geométricas son semejantes, si tienen exactamente
la misma forma, pero no necesariamente el mismo tamafio. Por ejemplo, dos circun-
ferencias cualesquiera son semejantes; dos cuadrados cualesquiera son semejantes;
dos tridngulos equildteros cualesquiera son semejantes; y dos segmentos cualesquicra
son semejantes.

/\

Otra manera de expresar esto es decir que dos figuras son semejantes, si una de ellas

es un modelo a escald de la otra.
Las marcas en las figuras siguientes indican que los dos tridngulos deben ser

semejantes:

Debe ser posible “estirar” el primer tridngulo, duplicando su tamafio sin alterar su
forma, para que coincida con el segundo tridngulo. El esquema del “estiramiento™
puede representarse mediante la correspondencia .

ABC— A'B'C'.

Q Desde luego, esta correspondencia no es una congruencia, porque la longitud de cada
lado del segundo tridngulo es dos veces la del lado correspondiente del primero.
Llamamos semejanzas a las correspondencias de este tipo. Mds adelante, en cste
capitulo, se dard una definicion precisa de una semejanza.

En vez de estirar las cosas, las semejanzas también pueden contraerlas. Por
ejemplo, la correspondencia

A'B'C'— ABC

contrae el segundo (ridngulo para hacerlo coincidir con el primero.

321
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Obsérvese que las longitudes de los lados de nuestros dos triingulos forman dos

ternas de numeros positivos, a, b, ¢y @', b, ¢’. Entre estas dos ternas existe una

relacion especial: cada nimero de la segunda terna es exactamente el doble del ni-
mero correspondiente de la primera terna. Asi,

a =2a, b' = 2b, ¢ =2c.

0, dicho a la inversa, cada niimero de la primera terna es exactamente la mitad del
nimero correspondiente de la segunda terna:

Luego,

porque cada una de estas fracciones es igual a 4. Las ternas que estdn relacionadas
dc esta manera se dicen ser proporcionales.

Definicién
Sean dadas dos sucesiones de nameros positivos a4, b, ¢, ...y p, ¢, ¥, .... Si
a c
=-=r=

entonces las sucesiones a, b, ¢, ... Yy p, q,.F, ... son proporcionales.

Evidentemente, esta definiciéon no depende del orden en que se nombren las dos
sucesiones; pues, si

a_2_¢_

p g r
cntonces -

p_9_1T_

a b ¢ ’

y reciprocamente.

e on
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Trataremos la proporcionalidad con los métodos corrientes del dlgebra. La
proporcionalidad mds fécil de manejar es la que comprende solamente cuatro ni-
meros. A menudo, llamamos a una proporcionalidad de este tipo una proporcién.
A continuacién, se dan algunos ejemplos de propiedades que el alumno mismo

podria descubrir, sabiendo que a, b y p, q son proporcionales.
Se da: P

M -

por la definicion de proporcionalidad. Multiplicando ambos miembros por P4,
obtenemos

2 aq = bp.

Dividiendo ambos miembros por bg, obtenemos

€)

SRR
QR

Aqui no hay peligrf) de divisién por 0, pues todos los nlimeros de una proporcionalidad
tienen que ser positivos. Ahora, sumando 1 a ambos miembros y simplificando,
obtenemos

My a+b p-+gq
@ | o=t .
q
Restando 1 de ambos miembros de la ecuacion (3), obtenemos ,
™
* a-b ~q
5 =l ——
®) =

Estas son solamente las mds utiles de las igualdades que se pueden deducir de la
proporcion (1); hay muchas otras. No es necesario que el alumno se aprenda de
memoria estas ecuaciones. Si trata de aprender de memoria cosas como éstas, en-
tonces a menudo se le olvidardn cuando mds las necesita. Lo que debe recordar es el
método algebraico empleado para obtener una ecuacidn de la otra,

Definicién

Sia, by ¢ son nimeros positivos y

SR
o

entonces b s la media geométrica de a y c.

Es fdeil caleulnr que b w Jae,

’
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Conjunto de problemas 12-1

I. Indiquense los nimeros que hardn una proporcionalidad de cada uno de los siguientes

cnunciados:

w2 22 21 22 _198_ 2 9 1
36 15 2 15 3960 7 495 7 9
?7 6 24 ? ?
©1o6 2% 7 @3_10_? _svi_ 7
3 7. 18 6v3 ?7 28 1 004
2. Completar cada enunciado:
15
(a) Si 3 = — entonces 9-15 = 5-
9 27
,a 3 5
®) Si L= entonces 7a = __? (© Si E =3 entonces 8x = __?
3. Iin cada una de las siguientes proporciones, determinar el valor de x:
x 3 5 4 2 11
(W X ==, ® ===, c—~—- Z=
2 4 x 17 © 13 (d)s x+3
4. Completar cada enunciado:
.x 5 9 5 5 10 5 ?
a) Si—=-,entonces x =__*_ =, b) Si < =— L
@ Si3=7 7 (b) Si5 =g entonces 1o =70
3 12 16 12 a c¢ a_
¢) Si > =—, entonces — =—, -== = ?
(©) T 2 7 (d) Si 5= 7’ entonces -

7]

6.

() 4y 9
~ |
|

. Determinar la media geométrica de 4y 9; de 7y 14; de 15 y 60.

Completar cada enunciado:

(a) Si3a=2b,entonces 2 =_? y%_ 2
b 2
(b) Si 4m =15, entonces = —=__? yZ_ 2
5 3
(¢) Si6x =59, entonces == _*_y S 2
5 x
.2a c a b
d) Si == =—,entonces == __* 2
@ 3  5d b Y a

. Para dos ntimeros posmvos cualesquiera a y ¢, la media geométrica es b = Vae, y la

media aritmética es d =%(a + ¢). Constriyase una tabla para la media geométrica yla
media aritmética de cada uno de los siguientes pares de ntimeros:

(u}/}yx (b)3yi12 (¢) Sydas
() 9y 16 "N 12y 1s
+

4
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8. Completar cada enuncindo:

(a) Si—s—‘—-wl-§ cntoncessil—-z— 1517
127 36’ 12 36
2
(b) Si Z:—S, entoncesz= 28 .
9 36 2 36—7
6 b —b
© Si§=g,entoncesa: =__1 yab =_1
@ Sia+c=ﬂ,entonces(—l= ? y£= ?
c 7 c a

= |
9, Considérense las tres cuaternas siguientes. (Qué pares de cuaternas son proporcionales ?
(a) 3,8, 12, 17. (b) 9, 24, 36, 51. © 7,315 %%
Es facil ver que las cuaternas (a) y (b) son proporcionales, puesto que cada nimero de
(b) es tres veces el numero correspondiente de (a). Pero comparar (a) y (¢) o (b) y (c) no

es sencillo. Una manera eficaz de hacerlo es convertir cada cuaterna en una cuaterna
proporcional que empiece con 1, asi:

@ 1,34, %
1,554,561,
© 1,3
Contéstese ahora la pregunta. 4
! é
10. ;Cuales de los siguientes pares de ternas son proporcionales? Quizas, el alumno desec
emplear el método del problema 9 como ayuda.

(@) 5,7,9. ) 1,2, 3. (c) 2%, 33, 43.
(e) 15, 30, 45. () 16, 30, 34. ® %31

(2]

?

P ——

() 8, 15, 17.
(h) 1.25, 1.75, 2.25

11. Si x/40 = y/50 =30/20, (cuales son los valores de x y y?
12. Si 3/p =5/q = r/26 =¢q/20, (cudles son los valores de p, gy r?

13. (Cuales de los siguientes enunciados son ciertos para todos los valores de las variables
utilizadas, salvo, desde luego, los valores que podrian hacer cero algin término de una

sucesion ?
@==2 (w——é
oy 0l
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14. (1) Considérese la proporcionalidad § = %% =72 =71} Veriliquese que
2+4+6+8+18 2
34+64+9+12+27 37
:Es apropiado el mismo procedimiento para otra proporcionalidad cualquiera?
Tratese con alguna.

(b) Demuéstrese que si

L ¢ &g
T d f T h

>

i

a._c¢
b d
entonces
atct+etg _a
b+d+f+h b
[Sugerencia: Sea a/b = k. Entonces, a = kb. También, ¢ =kd, e =kf, g =kh. (Es
4
atct+e+ g — k7]
b+d+f+h

-
PROBLEMA OPTATIVO

Demostrar el siguiente teorema:

La media geométrica de dos nimeros positivos diferentes es siempre menor que su
media aritmética. :

[Sugerencia: Témese a>b>0. Muéstrese que Vab < ¥(a+ b). Supéngase primero
que la desigualdad propuesta es valida y deduzcase de la misma una desigualdad que
sabemos es cierta. Esto le indicara al alumno ¢émo iniciar la demostracion.]

12-2. SEMEJANZA DE TRIANGULOS

Ahora, enunciamos la definicién de una semejanza entre dos tridngulos. Supon-
gamos que se nos da una correspondencia 4 BC «» A'B'C’ entre los tridngulos AABC
y AA’'B'C’'. Como se acostumbra, @
designa la longitud del lado opuesto B
a A, b designa la longitud del lado
opuesto a B, y asi sucesivamente.
Si los dngulos correspondientes son
congruentes y -

a
entonces decimos que la correspon-
dencia ABC+ A'B'C’ es una seme-
Janza, y escribimos

// AABC ~ AA'B'C'.

o

Semejanza de tridngulon HY 14
Definicion

Sea dada una correspondencia entre dos tridngulos. Si los dngulos correspon-
dientes son congruentes y los lados correspondientes son proporcionales, entonces
la correspondencia se llama una semejanza y decimos que los tridngulos son
semejantes.

La situacion aqui es como en el caso de la congruencia: A4ABC ~ AA4'B'C’ sig-
nifica no solamente que los tridngulos son semejantes, sino también que la corres-
pondencia particular 4BC«> A'B'C’ es una semejanza. Asi, dado que AABC ~
AA'B'C’, podemos inmediatamente escribir la proporcionalidad

sin tener que referirnos a una figura. Si las longitudes de los lados no estdn indicadas,
estas igualdades toman la forma

LN

BC AC _ AB

A'C' A'B°

BC

La definicién de\semejanza exige dos cosas: (1) los dngulos correspondientes deben
ser congruentes, y (2) los lados correspondientes deben ser proporcionales. Para ¢l
caso de los tridngulos, resultard que si se cumple una de las dos condiciones, también
se cumple la otra. Es decir, si los dngulos correspondientes son congruentes, entonces
los lados correspondientes son proporcionales, y reciprocamente. Estas relaciones se
presentan en el teorema de semejanza AAA y el teorema de semejanza LLL, que se
demostrardn mds adelante en este capitulo.

Al exigir las condiciones (1) y (2), nos aseguramos de que existe la semejanza,y esto
es muy conveniente, porque los tridngulos son las Gnicas figuras para las cuales el
concepto de semejanza es muy sencillo. Consideremos, por ejemplo, un cuadrado y un
rectdngulo:

’
B/ c

A/—] Cp/

En la correspondencia ABCD« A’B’C’'D’, los dngulos correspondientes son con-
gruentes, porquc todos los dngulos son rectos. Pero los lados correspondientes no son
proporcionales y, desde luego, ringuna de las dos figuras es un modelo a escala de la
otra.
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Para otros ¢ 4 . . . 6. Juan puede obtener una buena aproximacion de la altura de un arbol mediante ¢l pro-
un cuadrado Ui;ilril(jltetr)os‘, puede cumplirse la condicion (2) y no la (1). Consideremos cedimiento siguiente: Primero, se coloca junto al arbol y hace una senal en &l a 5 pies del
Y mbo: f suelo. Entonces, se aleja 40 pasos (100 pies) del arbol y, volviéndose hacia €1, mante-
B 1 niendo vertical una regla de 6 pulgadas frente a sus ojos, la mueve hasta lograr quc la
[T : 1€ : . . T
, 1 regla le tape exactamente la vista de la parte del arbol que queda por encima de la sehuhy)
8 c’ Mediante una cuerda, pasando por un agujero en el extremo inferior de la regla, midcen
pulgadas la distancia 4B, desde su ojo a la regla. Después, resulta ya facil calcular la
1 . altura del arbol por medio de la formula o
1
] h = 100 6 +5 Z \'27
4B \ﬂ}
] n
A D
A ’
! 1 b ) ™
En la correspondencia ABCD <> A'B'C'D’, los lados correspondientes son propor- ) A
cionales, pero las figuras tienen formas bien diferentes. B B/
Cuerda .
5 pies
Conjunto de problemas 12-2
NN | S0\ P —\ N
1. Dado que AABC ~ ADEF y que las longitudes de los lados son las indicadas, deter- i ’
minense x.y . (a) Explicar por qué la formula da la altura del arbol. ;Cudl es la unidad de medida?
C (b) Si la cuerda mide 8 pulgadas, (cual es la altura del arbol?
F ) — U
10 % 7. Demostrar lo siguiente: Si, en el AABC, D y E son los puntos medios de AC y BC,
12 9 y : respectivamente, entonces ACDE ~ ACAB.
]

8. Demostrar que el tridngulo cuyos vértices son los puntos medios de los fados de un
triangulo dado es semejante al triangulo dado.

f

< op

2. Un trozo de cartulina se recortd, como muestra la figura anterior de la derecha, de manera L
9. Se da la figura de la izquierda, a continuacion, con APMK ~ AKLR. Demuéstrese que

que sus bordes interiores y exteriores formaran cuadriliteros semejantes. Si las longitudes

de los lados son las que se indican, determinense los valores de r, s y Z. . £Q= LMKL.
3. En la figura de la derecha, A4BC ~ c 1
AADE. Si '
AD =35, AE=6, BC=12 ~ -
y E
AB =15,
determinense AC' y DE. A D B A B

4. Si AABC x AA’B’C’, {podra deducirse que AABC ~ AA’B'C’? [Por qué? AB | CD
A ) ' . ‘ 10. Se da el trapecio (1ABCD, con AB || CD y AAED ~ ABEC.
. Sc sacaron qs copms de un negativo, una natural y la otra ampliada. En la copia
n:nK(uiml, lun objeto tiene 5 centimetros de ancho y 6 centimetros de alto. En la copia am-
pliada, ¢l mismo objeto tiene 19 centimetros de ancho. (Qué alturn tiene e j g g ' c otr i j '
In_cepia ampliada ? Q ene el objeto en [Sugerencia: (Qué otros (riangulos son semejantes?)

/s

Demostrar que AD = BC.
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12-83. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA PROPORCIONALIDAD
Y SU RECIPROCO

Considérese un tridngulo AABC, y un segmento de recta transversal DE paralelo
a la base BC. Parcce que la correspondencia ABC <> ADE debe ser una semejanza,
Iin clecto, es bastante fdcil demostrar que A
los dngulos correspondientes son congruen-
tes. ({Cdmo se deduce esto?) Demostrar
que los lados correspondientes son pro-
porcionales es un poco mds dificil. Em-
pezamos con el siguiente teorema, que D E
dice que los lados inclinados de la figura /

B

de la derecha son proporcionales:

Teorema 12-1. El teorema fundamental de la proporcionalidad

Si una recta paralela a un lado de un tridngulo interseca en puntos distintos a los

otros dos lados, entonces determina sobre ellos segmentos que son proporcionales
a dichos lados.

O dc otro modo: En el AABC, sean
I) y £ puntos de ABy AC tales que
DE | BC. Entonces,

B _ AC
AD AE’
Demostracion:  En  los  tridngulos

AADE y ABDE, tomemos a AD y
BD como bases, respectivamente.
Entonces, estos tridngulos tienen la
misma altura. (;Por qué?) En con-
secuencia, por el teorema 11-7, la
razon de sus dreas es igual a la razén
de sus bases y tenemos que

aABDE _ BD 8
aAADE  AD’

ey

Andlogamente, en los tridngulos
AADE y ACDE, consideremos a AE
y CE como bases, respectivamente.
Puesto que estos tridngulos tienen la
misma altura, concluimos, como antes,
que

aACDE CE

@ o=

- uAADE  AE’

El teorema fundamental de la proporcionalidad y su reciproco asl

Ahora bien, los trisngulos ABDE y ACDE tiencn la misma basc DE. (Véu.lqc Ia
figura a la derecha del segundo enunciado del teorema.) También, tienen la misma
altura, pues 52‘ y BC son paralelas. Por tanto, en virtud del teorema 11-6,

(3) aABDE = aACDE.
De las tres ecuaciones (1), (2) v (3), obtenemos
BD _CE
@ AD  AE
Sumando 1 a ambos miembros de la ecuacién (4), obtenemos
BD+ AD CE+ AE AB AC
(5) = , o sea, —_—=—,
AD AE AD AE

como queriamos demostrar. .
El reciproco del teorema fundamental de la proporcionalidad es mds fdcil de
demostrar.

Teorema 12-2

Si una recta interseca a dos lados de un triangulo y determina sobre dichos lados
segmentos proporcionales a ellos, entonces es paralela al tercer lado.

A
O de otro modo: Sedael AABC. Sea
D un punto entre 4 y B, y E un punto
entre Ay C. Si y
AB _AC D E
AD  AE’ /l/—;\ .
> <> : c’?
entonces DE | BC. B C

«—> <> K
Demostracion: Sea BC' la recta que pasa por B, paralela a DE, y que interseca a
<> . -

AC en C’. Por el teorema anterior,

AB AC'

AD AE
Puesto que, por hipdtesis,

4B _ AC

AD AE’
tenemos que

AC" _AC

AE AE’

y AC = AC. Por into, ("= "y DE I BC.



332 Sewmejanen

Conjunto de problemas 12-3

1. Encl AABC, DE || AB.

(a) Si AC=12, CD=4 y BC =24, determinese
CE.

(b) Si AC=15, AD =3 y BC =25, determinese
BE.

(©) Si AD=6, CD=4 y CE =7, determinese
BC.

(d)Si CD=8, AC=18 y BE=6, determinese
CE.

(€) Si AD=CE, CD=4 y EB=9, determinese
AC.

>
w

2. Sabiendo que ST || PQOenel APQR, complétense los siguientes enunciados:

o RP_ 7 RS _ 2
(a) RS— 2 (b) SP__?—'
? ?
() — 5P (d)ﬂz__
? RP RO ?
RS _ 1 RO 7
( RT 2 « RP 7

R

Q

3. En cada uno de los siguientes tridngulos, se trazé un segmento paralelo a una base y se
indicaron las longitudes de ciertos segmentos. Fn cada caso, determinese x en términos

de las otras letras.

(b

4. Enel AIMK, m/ M=m/ HGK = x.

(@) Si JH=17, JK=21 y GK=10, deter-
minese MG.

(b) Si HK =MG, MK =6y JH =8, deter-

minese GK.
(¢) Si GK =7, HK =2MG y JH = 14, deter-
minese JK. ' #
(d) Si KJ =24, HK -~ MK y KG = 4, deter-
‘ mincse MK.

d

Teorema fundamental de ln proporcionalidad y su rociproco HEN

5. Si los segmentos de la figura de la izquierda, a continuacion, tienen las longitudes in-
dicadas, (serd PQ || AB? Justifiquese la respuesta.

C T
18
20 16 25~ 30 v
7 < “
A B

R 7 U S
P

9

6. Si los segmentos de la figura anterior de la derecha tienen las longitudes indicadas,
(sera UV || RT? Justifiquese la respuesta.

i

7. (Para cudles de los siguientes conjuntos de longitudes sera FG || BC?
(a) AB=14, AF =6, AC=", AG=3. ¢
(b) AB=12, FB=3, AC =38, AG = 6.
(c) AF=6, FB=5,AG =9, GC =38.
(d) AC=21,GC=9, AB=14, AF=35.

i 8. Dada la figura de la derecha, con las
propiedades indicadas, determinar todos
los valores de x para los cuales sera
27E i ZE‘ Lot

' 9. Demostrar el siguiente teorema: ¢

La bisectriz de un angulo de un triangulo divide al lado opuesto en segmentos cuyas
longitudes son proporcionales a los lados adyacentes a dicho angulo.
« —_> « W
O de otro modo: En el AABC, si AD biseca
al /Ay D esta en BC, entonces

BD BA

D cA’
<> _
[Sugerencia: Tracese CE paralela a AD y
demuéstrese que AC = AE.]

10. Ultilicese el teorema del problema 9 para contestar las siguientes preguntas:
(a) Las longitudes de los lados de un triangulo son 15,20y 28. (Cuadles son las longitudes
de los segmentos en que la bisectriz del dngulo mayor divide al lado opuesto?
Conléstese esta misma pregunta para el caso del angulo menor.

s B ol e .

(b) Las longitudes de los lados de un triangulo son 12, 18 y 24, Determinense las longi-
tudes de los sepmentos en que la bisectriz de cada angulo divide al lado opuesto.
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Ill_ In___l_i_gural de la dcrcchql_ﬁ | AD, SR | DC y
RQ || BC. Demudstrese que PQ || AB.

12, Demostrar el siguiente teorema:

13.

IS,

—

y;
[

Si tres 0 mas rectas paralelas son cortadas cada una por dos transversales, los seg-
mentos de las transversales determinados por las paralelas son proporcionales.

Ty

L, - \D -
o\

L, e £ >

AB_ DE
BC EF’ ]

[Sugerencia: Tracese DC o AF.] Ly - >

i T
O dc otro modo:  Silas transversales 7, y T, ]
st

cortan a las rectas paralelas L,, L, y L en
A, B, Cy D, E, F, respectivamente, entonces

Tres solares se extienden desde la calle Central
hasta la calle Sol, como muestra la figura a la
derecha. Los lindes laterales son segmentos
perpendiculares a la calle Sol. Si el frente total
de los solares en la calle Central mide 120
metros, determinese el frente de cada solar en
dicha calle,

Calle Sol

. Se dan los planos paralelos E, Fy G, intersecados por las transversales T,y T, como se

indica en la figura.

T )
A u G
™ P
Il \\ |l )
AB
Demuéstrese que — = Po . { SS i F
BC QR B/ N Qe ;
el . I3 e I \
[Sugerencia: Trécese AR.] Aw
)

Demostrar lo siguiente: Las diagonales de un trapecio se intersecan en un punto tal que
las longitudes de los segmentos de una de las diagonales son proporcioniles u Jas longitudes
de lossegmentos correspondientes de la otra diagonal,

‘ t

+ 16,
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6

"

Un impresor quiere hacer una tarjeta de 6 pulgadas
de largo y de ancho tal que al doblarla por la mitad, T
como se indica en la figura, tenga la misma forma :
que antes de hacer el doblez. (Cudl debera ser el w :
1
I

ancho de la tarjeta? 3

* + 17, Demostrar el siguiente teorema:

¥+ 18,

*t 19,

Dado un tridngulo cualquiera AABC, si las bisectrices de los angulos interno y
«>
externo en A intersecan a BC en los puntos D y D’, respectivamente, entonces

- e ;
[Sugerencia: Tracese CE paralela a AD’ y utilicense el teorema 12-1 y el problema 9 d¢
este Conjunto de problemas.}]

(a) En el problema 17, si AC=9, 4AB==15 y BC = 16, determinense BD, DC y CD’,
(b) En el problema 17, si m/ BAC =90, AC=6 y AB =38, determinense BD, DCy
CD’.

¢Sera valido el teorema del problema 17, si AB < AC? Pdngase un ejemplo y expliquese.
({Como cambia el teorema si AB=AC?
'/

* + 20. Un triangulo tiene lados de longitudes 6, 12 y 16. Las bisectrices del angulo interno

mayor y del 4ngulo externo menor intersecan a la recta que contiene al lado opuesto en
los puntos X'y Y, respectivamente. Determinense las distancias de X' v de Y al vértice
del Angulo menor del triangulo.

PROBLEMA OPTATIVO

Se da el AABC con AB> AC. Las bisectrices de los dngulos interno y externo en A
<> ’
intersecan a BC en los puntos D y E, respectivamente. Demuéstrese que

=7,

cD BD
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12-4. LOS TEOREMAS FUNDAMENTALES DE LA SEMEJANZA

Teorema 12-3. El teorema de la semejanza AAA

Sea dada una correspondencia enire dos tridngulos. Si los angulos correspon-
dientes son congruentes, entonces la correspondencia es una semejanza.

O de otro modo: Sea dada una correspondencia ABC+«» DEF entre dos tridngulos.
Sis A= /D, B/ Ey (. Cx [F, entonces AABC ~ ADEF.

Demostracion: Como sabemos por hipétesis que los dngulos correspondientes son
congruentes, lo que hay que demostrar es que los lados correspondientes son propor-
cionales. Es decir, debemos mostrar que

Verificaremos que la primera de estas igualdades es vdlida. Mediante la misma
demostracién, con un simple cambio de notacidn, se deducird que la segunda igualdad
también es vilida.

Pasamos a la demostracion de que

Sean E’y F’ dos puntos de /Té y :4??, tales que AF" = DEy AF' = D.’. Por el postu-
lado LAL, tenemos que
AAE'F' =~ ADEF.

Por tanto, /. AE'F'= / E. Como [/ E= / B, se deduce que

LAE'F = / B.

Consideramos dos casos:

(1) Si E' = B, entonces AAE'F'y AABC son el mismo tridngulo. En este caso,
AABC = ADEFYy
: AB _AC
DE DF’
pues-cada una de esas'yfracciones es igual a 1. ((Por qué?)

-/ ,

Los teoremas fundamentales de la semejanza 07

— > ‘ .
(2) Si E’es difcrente de B, entonces ff 'F"y BC son paralelas. ((Por qué?) En virtud
del teorema fundamental de la proporcionalidad, tenemos que

4B _ AC
; AE AF’
g Como AE' = DE y AF’ = DF, se deduce que
| 4B _AC
DE DF’

como queriamos demostrar.

Del corolario 9-13.1, recordamos que si dos pares de dngulos correspondientes son
h congruentes, entonces los dngulos del tercer par también son congruentes. (La razon,
desde luego, es que en un tridngulo cualquiera, la suma de las medidas de los d4ngulos
es 180.) Esto nos da el siguiente corolario:

W

Corolario 12—§I1. El corolario AA

Sea dada una correspondencia entre dos tridngulos. Si dos pares de dngulos
correspondientes son congruentes, entonces la correspondencia es una semejanza.

Ahora, podemos demostrar una version mds precisa del teorema fundamental de la
proporcionalidad, justificando asi los comentarios que se hicieron al comienzo de
la seccién anterior, en la pdgina 330. 3

fo

Corolario 12-3.2

Si una recta paralela a un lado de un tridngulo interseca a los otros dos lados en
i puntos distintos, entonces determina un tridngulo semejante al tridngulo dado.

. > <>
Demostracion: Cuando las rectas paralelas DE v BC son cortadas por la transversal

>
AB, los dngulos correspondientes son congruentes. Por tanto, LADE LB
Como L A& [ A, se deduce, del corolario AA, que

AADE ~ AABC.



Los teoremas fundamentales de la semejanaa 339
T

HEL Kemejanza

7. En la figura de ln derechn, RQ | PQ, PQ | PT
y ST L PR. Demuéstrese que R

ST RQ = PS-PQ.

Conjunto de problemas 12-4A

1. §‘c~(|u>_1:~l figura de la derecha, con
AC || BD.
E B

Demostrar que: (1) A4CE ~ ABDE A \/

(2 AE-ED =CE- EB D ]

8. Dada la figura de la derecha, expresar x en
. S U R I términos de a, b y c.

2. Datos: El (JPQRS con SR I PQ y diagonal ’
SQ; Uy ¥ son los puntos medios de SR y PQ,
respectivamente.  Demuéstrese que US-MQ ==
VQ - MS.

P i Q .

9. En la figura, el [1DEFG es un cuadrado y ¢l c
/.C es un angulo recto. ,

F
Demuéstrese que: (1) AADG ~ AGCF. G
3. Sca dada la figura de la derecha, con AD = 14, (2) AADG ~A FEB.
t:D =12, BC=15y EB=4. Determinar AC, (3) AD-EB= DG FE. A D 3 3

ALy AB. (4) DE =+ AD-EB.
e

10. Demostrar el siguiente teorema:

Las bisectrices de dos angulos correspondientes cualesquiera de tridngulos seme-
jantes estan en la misma razon que los lados correspondientes.

K
4. :)n ¢l AGHK, GK = HK, PR | GKyPQ | AK. o * 11. En la figura de la derecha, se da que L, || L. L .
emuéstrese que R y que AP, BQ y CR se intersecan en K. 4 L
GR-PQ =PR- HQ. (a) Nombrar tres pares de triangulos semejantes A J
P P e indicar las tres semejanzas.
H
(b) Demostrar que B K R
5. Demostrar el siguiente teorema: AB_AC _lig ch @
) PQ PR RQ 3
Dgs altura§ correspondientes cualesquiera de dos tridngulos semejantes estan en la y
misma razon que los lados correspondientes. ¥

* 12, Se da la figura de la derecha, con las perpen-
diculares indicadas.

\ B
6. Lin el A4BC, /.C es un angulo recto y CD es la (a) Demostrar que ABFC ~ AADC.
altura correspondiente a la hipotenusa. (b) Demostrar que
X (2) Nombrar al renos un angulo congruente con el . AD-BC
\ . F = .
£ ACB. =
FH c

(c) Demostrar que
ar. CD AC  AD BC
A AC AB  AC AB' in

{(b) Nombrar un angulo congruente con el / z.

e

(c) Nombrar un tridngulo semejante al AABC.
AIndiquese la semejanza entre los dos.

[ { .

ah

-
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* 13, Se da un paralelogramo [ JABCD con sus diagonales. Una recta que pasin por Binterseca

J— Ja—— L
a ACen E,aDCen Gya AD en F. Demuéstrese que (1) AALN ~ ACEBy (2) EB cs
la media geométrica de EG y EF.

* + 14, En la figura de la derecha, P4, OB y RC son perpendiculares a AC.
(a) Complétese el siguiente enunciado:

APAC~ Ny P

DNABQ ~ A R
(b) Indiquese cunal de los siguientes x Q

enunciados es correcto:

z_n  z__n ’ |

x m x m+n A m B n C

(¢) Indiquese cual de los siguientes enunciados es correcto:

z_m o z__m
vy n y m+tn
(d) Demuéstrese que
1 1 1
-t =,
x y z

* + 15, “Una persona puede completar una tarea en 6 horas y otra persona la puede completar en

3 horas. Si trabajaran juntos, /cuanto tardarian en completar la tarea?”’ Este problema
pucde resolverse mediante la ecuacion

Resuélvase la ecuacidn geomérricamente. [Sugerencia: Véase el proBlema 14.1

PROBLEMA OPTATIVO

Un problema que ocurre frecuentemente al tratar con circuitos eléctricos es el siguiente:
Tenemos un circuito que consta de dos hilos en paralelo, con resistencias R; y R,. (Cual
es la resistencia del circuito?

Rl

Ry

La resistencia, R, del circuito viene dada por la ecuacion
1 1 1
— e e
R R, R,
Resuélyase esta ecuacion respecto de R en términos de R, y R,

/ .

|

-

S

Los leoremas fundamentales de ln wemejansn

1 { l Y l qnle esquet 14 ])d]d lld“dl R cu ]l(l cOoNnocemos y Rz. SL marean
Hizamos ¢ ﬂli“ll( nte ¢sq a O CONo O I(]

: ] d', o Q . | . .
. como Sse mueStl a en ¢ ldgl ama. D¢ o ocn uny

alas sricas sobr S rayos,
escalas puméricas sobre tre :  So ue
regla pasando por Ry Yy R, en las escalas externas y se lee R en la tercera ¢scaid

i = =5,
Por ejemplo, si Ry = 12y R, = 6, entonces R= 4;5iR, =10y R, = 10, entonces R

= 12; = =13;yque
(a) Determinese el valor de R, dado que R, = 4y R, ==12; que Ry 6y R2 y q

R1=7yR2"m=7.

¢ i i ente
(b) Utilizando la siguiente figura, expliquese por que el esquema descrito anteriorm

da soluciones de la ecuacion:

El siguiente teorema serd muy util, y es féacil de demostrar:

Teorema 12-4

Si AABC ~ ADEF,y ADEF= AGHI, entonces AABC ~ AGHI.

8
E H
cD’FGe‘
Abmm——"F e

y semejanza.

Esto se deduce inmediatamente de las definiciones de congruencia
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Teorema 12-5. El teorema de la semejanza LAL

Sea dada una correspondencia entre dos tridngulos. Si dos pares de lados
correspondientes son proporcionales y los dngulos comprendidos son congruentes
entonces la correspondencia es una semejanza.

De otro modo: Se dan los tridngulos AABCy ADEF, y la correspondencia
ABC < DEF.,

AB_AC
DE DF

y L A=/ D,

entonces AABC ~ ADEF,

!
E’ % ) F’

Demostracion: (1) Sean E’y F' los puntos de ZE y Z_()Z tales que AE' = DEy AF =
DF. Por ¢l postulado LLAL, tenemos que
NAE'F =~ ADEF,
Por tanto,
4B _ AC
AE' AF"

(2) Delteorema 12-2 (el reciproco del teorema fundamental de la proporcionalidad),
tenemos que E’F—)’ I 15'5

(3) En consecuencia, / B AE'F'. (;Por qué?)

(4) Como £ A= / A, del corolario AA se deduce que

AABC ~ AAE'F’.

(5) Pero AAE'F’' = ADEF. Por consiguiente, en virtud del teorema 124, tenemos
que
AABC ~ ADEF,

como querfamos demostrar.

v |

s
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Finalmente, tecnemos una especie de reciproco del teorema de la semejanza AAA.

Teorema 12-6. Teorema de la semejanza LLL

Se da una correspondencia entre dos tridngulos. Si los lados correspondientes
son proporcionales, entonces la correspondencia es una semejanza.

O de otro modo: Se dan los tri-
dngulos AABC y ADEF, y la

correspondencia 4 b
ABC « DEF.
i E r
AB AC BC
DE DF EF’
entonces

AABC ~ ADEF.

Demostracion: Como acostumbramos en este capitulo, sean E’'y F’ los puntos de
—_ —>
ABy AC tales que AE' = DEy AF' = DF.

AFIRMACIONES RAZONES
. AB_AC_5C . Dato.
DE DF EF’
2. AE’' = DE; AF' = DF. 2. Dato.
3. A8 = £ 3. Sustitucion.
AE' AF'
4, [ Az~ /A Identidad.
5. AABC ~ AAE'F’. 5. El teorema de la semejanza LAL.
6. ]j;g = j—i 6. Definicién de semejanza.
AE' DE
. EF —_—= — . Afi i .
7. E'F’'= BC T BC 1B 7 rmaciones 2y 6
DE .
8. EF=BC 1B 8. Afirmacién 1.
9. E'F'=EF. 9. Afirmaciones 7y 8.
10. AAE'F' & ADEF. 10. Afirmaciones 2y 9y teorema LLL.
11, AABC~ ADLE, 11, Afirmaciones 5y 10 y tcorema 12-4.
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34 Semejanzn

6. Indiquese si es posible que dos tridngulos sean semejantes cuando se cumplen las si-

Conjunto de problemas 12—4B guientes condiciones:

1. Para cada uno de los siguientes pares de triangulos, indiquese si los dos triangulos son

(a) Dos angulos de uno de los tridangulos tienen medidas de 60 y 70, mientras que dos
semejantes o no 'y, si lo son, citese el teorema o la definicién que justifica la conclusion.

angulos del otro tienen medidas de 50 y 80.

(b) Dos angulos de uno de los triangulos tienen medidas de 45 y 75, mientras que dos
angulos del otro tienen medidas de 45 y 60.

(¢©) Un tridngulo tiene un angulo de medida 40 y dos lados cada uno de longitud 5,
mientras que el otro tiene un angulo de medida 70 y dos lados cada uno de longitud 8.

(b)

(d) Uno de los triangulos tiene lados con longitudes 5, 6 y 9, mientras que el otro tiene un
perimetro de 8,420,000.

7. Dada la figura de la izquierda, a continuacién, demuéstrese que PQ || AB.

& C

5
(f)
15 45° o )
17 8. En la figura anterior de la derecha, x, y y z son las longitudes de MB, MA y MC. 2 \
78° (a) (Cudl debers ser la longitud de MD para que los tridngulos sean semejantes ?
(b) Si z=2x, (deberda ser m/ D =2m/A? '}”
(h) 9. En la figura siguiente, AADC ~ APSR,y CD y RS son medianas. Demuéstrese que
16 16 AABC ~ APQR.
9 36 <

c P S Q
’—1 1
9 5
e %
2. Indicar cudles de los siguientes teoremas de semejanza no tienen un teorema comparable k
de congruencia: LAL, LLL, AAA, AA. R
3. Demostrar el siguiente teorema: A ) :

Dos medianas correspondientes cualesquiera de dos tridngulos semejantes estin

en la misma razén que los lados correspondientes. z f E
4. Se da la figura de la derecha, con 5 2 ¥ 10. Tres rectas que tienen un punto M.»‘/, «
AE  BE i ‘ de interséccion comun, P, inter- - 2
e —, secan a los planos paralelos £ y P
EC ED E i Fen Ry K, Sy M,y Ty
Demostrar que: (1) AAEB ~ ACED, ; H, respeclivamente. Si KP =4,
e () 48 )\ DC. 5 . MPwm6, I -7, RP: 10, SP= ‘ s E
i . . . 15y 1P - 115, demuésirese que R
~ % Demostrar que si, para dos tridingulos isosceles cualesquiern, 1o8 dngulos opuestos a ln } AHMK ~ ATNR,

[ hows v conoroeniet. sntonees los triftnaulos son semeiantes. I
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1. Si ¢l siguicnte enunciado es cierto, demuéstrese que 1o es; si es [also, constriyase un

contraejemplo:

dDada up,a correspondencia entre dos triangulos tal que las longitudes de dos lados
€ un t.nangulo son ’proporcmnales a las longitudes de los lados correspondientes del
otro tridngulo, y el dngulo opuesto a uno de los lados de un tridngulo es congruente

con el dngulo correspondiente del otro, entonces los triangulos son semejantes

* 12. En la figura, PQ =PRy PQ || AC. [Cuiles
de los sxguxe‘ntes enunciados son ciertos?

BP P '
@2 L2 ) BE_PR ¢
BC  AC BC AC P
(C) £]3~£Q PBO ~
BC_AC’L Q= /CBAy APBQ ~ ACBA.
(d)ff__fﬂ A Q@ R B
3C= 3 /PBQ =~/ CBAyAPBR ~ ACBA.

PROBLEMA OPTATIVO

v

En el AABC, D es el punto medio de ABy E es un punto de AC tal que 4E > EC. DE

<>
y BC se intersecan en F. Demuéstrese
. uéstrese que FB- CE = FC- EA. [Sugerencia: Trs
recta que pasa por C paralela a AB y que interseca a EFen P [Sugerencia: Trécese la

12-5. SEMEJANZAS EN LOS TRIANGULOS RECTANGULOS
Teorema 12-7

(I;Zn .gn trllin}gulo 1rect.aingulo cualquiera, la altura correspondiente a la hipotenusa
ivide al tridngulo en otros dos que son semej i j i

Je ul _ Jantes entre si y se :
al tridngulo original. Y semejantes famblén

C
O de otro modo: Sea el AABC un tri-
dngulo rectdngulo con el dngulo recto ‘
en Cy sea CD la altura desde C a AB.
Entonces, drfd’
A D B

AACD ~ AABC ~ ACBD.

g()t?sérvese que, en este caso, el nuevo enunciado nos dice mds que ¢l primero, porque
indica qué correspondencias son semejanzas. ,

e

Somejanzaxs on lon wldngulon rectingilon kLY

Obsérvese también que es fdcil determinar (y recordar) cudles son estas correspon-
dencias. En la correspondencia entre el AACD y el AABC, hay que tener A A,
porqueel /A4 es comuin a los dos tridngulos. También, hay que tener D« C, porque
éstos son los vértices que corresponden a los dngulos rectos Y, finalmente, C & 13,
porque ya C no puede aparearse COn ningdn otro vértice. Esto nos da ACD e ABC.
Tenemos una situacion andloga para el caso de la segunda correspondencia, ABC

CBD.)

Demostracién: Evidentemente, £ d & L ¢c,porque ambos son dngulos rectos; también,
LA~ [ A Por tanto, en la correspondencia ACD < ABC, dos pares de dngulos
correspondientes son congruentes. Por el corolario AA, tenemos que AACD ~

AABC.
La demostracién de la otra mitad del teorema es exactamente la misma: Como

[ d = lcy LB [LBel corolario AA nos dice que
AABC ~ ACBD.

Teorema 12-8 ¥

Se dan un tridngulo rectdngulo y la altura correspondiente a la hipotenusa.

(1) La altura es la media geométrica de los segmentos en los cuales dicha altura
divide a la hipotenusa.

(2) Cada cateto es la media geométrica de la hipotenusa y el segmento de €sta
adyacente al fateto.

O de otro modo: Sea el AABC un tridngulo rectérlg_lllo con su dngulo recto en C,
y sea CD la altura correspondiente a la hipotenusa AB. Entonces,
-

AD CD
@ CD_ BD %
AD AC
(2a) AC 4B
BD BC
) — =
(2b) BC BA A D B

Demostraciéon: Por el teorema 12-7, tenemos las siguientes semejanzas:
(1) AACD~ ACBD,
(2a) AACD ~ AABC,
(2b) ACBD ~ AABC.

Las igualdades que aparecen en el nuevo enunciado del teorema describen propor-
cionalidades puru pares de lados correspondientes. ’
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Conjunto de problemas 12-5

[Nota: Exprésense los niimeros irracionales en forma radical simplificada. ]

2. En la figura, CD es la altura correspon-

R

* 4. En la figura, K es la altura correspondiente a la hipotenusa del AA4BC.

5

-
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6. Determinar el drea de un triangulo rectdngulo, sabiendo que la altura correspondicnte
a la hipotenusa divide a ésta en segmentos de longitudes 9 y 16; de longitudes 7 y 21,

7. El teorema de Pitdgoras. Fn la seccidén 11-3, dedujimos el teorema de Pitidgoras, utili-
zando una demostracion basada en férmulas de 4rea. El teorema 12-7 sugiere otra
demostracién de esta relaciéon importante.

L. En la figura dc la derecha, CD | 4B y el
[ICFDE es un rectangulo. Indiquense
todas las semejanzas para los tridangulos
semejantes al AA4BC. Recuérdese que
deben establecerse las correspondencias
correctas.

En la figura de la derecha, el /L ACB es un
angulorectoy CD es la altura correspondiente
ala hipotenusa. Por el teorema 12-8, tenemos
que a=+Vesy b=+ecr. Partiendo de estos
datos, complétese la demostracion de que
a?+ b? =2,

C
E .
F
A D B
diente a la hipotenusa del AABC.
c

(@) Dadoque r =4y 5= 9, determinar A.

/J\ 8. Se da el AABC con CD como altura correspondiente a la hipotenusa 4B. Demostrar que

A r D s B

AC? — BC? = AD*— BD>.

(b) Dadoque r =7y s = 28, determinar A.

(¢c) Dadoque r =9y s= 3, determinar a.

n'ﬂ
(d) Dado que r =7y s = 21, determinar . -
(¢) Dado quer =3y 5= /12, determinar hyayb. H
* 9. Se da la figura de la derecha, en la cual el
En la f — [JPRHQ es un rectangulo y HP | GK. R
n la figura, RS es la altura correspondiente a la hipotenusa PQ del APQR. Demuéstrese que Q
(a) Si m=27 y n=3, determinar apyaq. a(JPRHQ = VGO -OH -HR'RK. '§§

10. El AABC es un tridngulo rectangulo y C es el vértice del angulo recto. La bisectriz del

[ — D
/ Binterseca a AC en D, y la bisectriz del angulo exterior en B interseca a AC en E. Si
BD =15y BE =20, jcuiles son las longitudes de los lados del AABC?

(b) Sim =24y n=6, determinar apygq. A
() Sim= 18y n= V3, determinar a,pyaq. /{\
) Sip=15yn= 9, determinar m y gq.

P m S nQ

(e) Sia=8y m=16, determinar npyaq.

(1) Sie=35yh=15, determinar £, b y c. 12-6. AREAS DE TRIANGULOS SEMEIANTES

C
(b) Sib=4vViye= 4, determinar f, 4 y ¢. K
(©) Sic=6V2ye=4, determinar £, b y h. b
(d) Si b =3V10y f= 13, determinar e, 4 yc. ' f
A c B

(¢) Sib=f=8, determinar e, hye.

Dado un cuadrado de lado @ y un cuadrado de lado 24, es fécil ver que el drea del
segundo cuadrado es cuatro veces el drea del primero, pues (2a)* = 4a®. (También es
facil ver esto geométricamente, sin utilizar formula alguna de 4rea.) En general, si el
segundo cuadrado tiene lado ka, entonces la razén de las dreas es k2, porque

(ka)®  K*a®>
a2 = 7 - k .

. La altura correspondielnte a la hipotenusa de un tridngulo rectingulo lu divide en dos
scgl?gﬂpsicuyus Iol?glludes son ry s. Demuéstrese que el drea del triftngulo es igual al
gprﬂ ucto de la media geométrica de ry s y la media aritrétich de ry &,

/
‘ {

Un resultado andlogo es vdlido para los tridngulos semejantes.
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Teorema 12-9

Si dos tridingulos son semejantes, entonces la razén de sus dreas cs ¢l cuadrado de
In razon de dos lados correspondientes cualesquiera.

BA
i
B i
i :h/
c :h o :
I
Wl 1
A D b C A’ D’ b’ c’

Demostracion:  Se da que A4BC ~ AA'B'C’. Sean A,y 4, sus dreas. En la notacion
habitual, tenecmos

!

C

>

al
a c

Sen & ¢l valor comiin de estas tres fracciones. Queremos verificar que

Az
4,

= k2.

Sean BD y B'D’ las alturas desde By B’ en los dos tridngulos; y sean i y A’
sus longitudes. Ahora bien, £ 4= /L A', porque AABC~ AA'B'C’. También,
LADB = £ A'D'B’, porque ambos son dngulos rectos. Del corolario AA, se de-
duce que

AABD ~ AA'B'D’.

Por tanto,

’

S

hl
=—=Fk,
h

Sl

{ndo que los lados correspondientes son proporcionales. Esto da

b = kb, = kh.

Pero
Ay =3%bh, A, =3b'H.
Por tanto,
Ay =3b'K = 3(kb)(kh) = 1k*bh,

y

AZ

22 g2

A, ’

:0mo querianios demostrar.,

P
b / 1

Areas do tritimgulos semejantes a51
Conjunto de problemas 12—-6

1. (Cudl es la razon de las areas de dos tridngulos semejantes cuyos lados mas largos tienen
longitudes de 3 centimetros y 4 centimetros, respectivamente ?

2. Enlafigura, /A~ /A’y /B~ /B. c
{Cudl es la razon de las areas de los
triangulos, si x=5 y x'=77; (si
y=4yy =3V3? iysix=6y= x y
2V5y y =x?
A B A B’

3. Un lado de uno de dos tridngulos semejantes tiene 5 veces el largo del lado correspon-
diente del otro. Siel drea del tridngulo mas pequefio es 6 pulgadas cuadradas, (cual es
el area del triAngulo mayor?

4, En el APQR, G_g;s:el punto medio de PRy H es el
punto medio de QR. ;Cual es la razén de aAGHR G H
a aAPQR? (Y de aAGHR a a[JPQHG?

P Q

5. Las areas de dos tridngulos semejantes son 16 y 25. (Cual es la razén de un par de lados
correspondientes ? )

6. El area del mayor de dos tridngulos semejantes es 9 veces el area del menor. Si un lado
del triangulo menor mide 5 centimetros de largo, (cudl es el largo del lado correspon-
diente del triangulo mayor ?

7. Las areas de dos tridngulos semejantes son 144 y 81. Si la base del triangulo mayor es 30,
(cudl es la base correspondiente del tridngulo menor ?

8. En el A4BC, D es un punto de AC tal que AD =2CD. E esti en BC de manera que
DE || AB. Compérense las areas de los tridngulos ACDE'y AABC. SiallABED =40,
(cual es aAABC? ’

9. Los triangulos AABC y AA’B’C’ son N
equildteros. Una altura del AA4’B’C’ es
de la misma longitud que un lado del
AABC. Demostrar que y s

aNA’B’'C’ = $a AABC. A B A B

10. ;Qué longitud deberit tener un lado de un tridngulo equilatero para que su drea sea dos
veees ¢l dren de un tridngule equildtero cuyo tado tiene longitud 10?

. -
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1. Se dan los cuadrititeros indicados a la
derecha, con Zu @ £xX, Ly= /Y'Yy

allP'Q'R'S _ P

Demuéstrese que 2
a[JPQORS

12. Sc doblaron dos trozos de alambre de la misma longitud; a uno se le dio la forma de un
cuadrado y al otro la de un triangulo equilatero. (Cual es la razon de las areas de las
regiones determinadas por los dlambres ?

13. En ¢l AABC, CD es la altura correspondiente a la base AB. Se desea trazar una recta
L paralela a AB, que determine un triangulo semejante al AABC, pero cuya &rea sea
s6lo la mitad del area del AABC. SiL interseca a CD en un punto My si CD = 1, jcudl
es la longitud de CM?

14, I/ teorema de Pitdgoras. El teorema 12-9

proporciona otra manera de demostrar el s
lcorcma de Pitagoras. El alumno debera b

indicar las razones en que se fundan las .
alirmaciones de la demostracion.

_I_ﬂLlu figura, el / ACB es un angulo recto y A - ) B

CD es la altura correspondiente a la hipo-
tenusa.,

1. ahABC =aAACD +a/ACBD.

__alAACD | aACBD
alNABC  aNABC '

3. AACD ~ AABC~ ACBD.

4c\? - (BC\?
1:(,43) +(AB) ‘

5. AB* = AC? 4 BC*? o

b

¢ =b?+a

15, Sc da el tetraedro ABCD cuya base es el
AABC. Un plano paralelo a la base
interseca a las caras del tetraedro en el R T
ARST. DO es la perpendicular desde D
al plano del AABC y DQ interseca al

plano paralelo en P, A C

o

aARST (_pﬁ)’
pQ;)

Demuéstiese que

/ ‘ aAABC
- (

[}
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PROBLEMA OPTATIVO

Un solar triangular tiene lados de longitudes
130 pies, 140 pies y 150 pies, como se indica
en la figura. La longitud de la perpendicular
desde una esquina al lado de 140 pies es 120 pies.
Se va a construir una verja perpendicular al lado
de 140 pies de manera que el area del solar
quede dividida en dos partes iguales. (A qué
distancia de 4 sobre 4B debera construirse la A
verja?

130/

[ g

12-7. 'LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS

Considérense dos tridngulos rectdngulos con un par de dngulos agudos congruentes.
Por el corolario AA, sabemos que

B
AABC ~ AA'B'C:. En consecuen-
cia, p a
a_b_c A c
a b - >
B/
De estas igualdades, es fdcil ver que .
v c’ o’
a_d b b a da
b ¥ ¢ 7 ¢ ¢ A/ lc/

b’

Por tanto, las razones a/c, b/c y a/b no dependen del tamario del tridngulo. Una vez
que sabemos m /A4, podemos determinar estas razones, las cuales se llaman razones
trigonométricas. (La palabra trigonometria proviene del griego. Un trigon es un
tridngulo, y la trigonometria es la medicién de tridangulos.)

La razon a/c se llama el seno del / A, y escribimos

a
sen /. A=-.
¢
Sim/ A = r, entonces podemos escribir
a
senr°® =—,
c

Esto tiene sentido, porque a/c queda determinado si conocemos el 7 4 o 7.
Andlogamente, b/c se llama el coseno del /. A, y escribimos

b
CoS LA=~— o Ccos r° = —,
c c
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La razon a/b se llama la tangente del £ A, y escribimos

a a
tan /. A =~ 0 tan r° = —,
b b
Resumiendo:
a
sen /. A= senr’=-—, B
c
(¢] b C
cos LA=cosr’=—, a
: c
A= O_a A r [of
tan L A=tanr —Z. b

Para algunos dngulos y algunos niimeros r, las razones trigonométricas son fAciles
de calcular. Tomemos, por ejemplo, €l
cuso de r=45. Como las razones no
dependen  del tamafio del tridngulo,
podemos utilizar cualquier triangulo
rectdngulo A4BC con un dngulo de 45°
en A. Entonces, el tridngulo es isdsceles,
cona=bh. Tomamosa=>b=1. Porel
teorema de Pitdgoras, ¢ =/2, como
indica la figura. Ahora, tenemos

1
sen LA=sen45°=%=——=

coS L A=¢c0os45° = —=—=

tan [_A=tan45°=§=—l-= 1.

( Pregunta: Si tomamos a = b =3, ;se alterarian las razones trigonométricas? Por
qué si o por qué no?)
El caso en que r = 30 no ofrece mayores dificultades.

Sabemos, por el teorema 9-27, que a = . Puesto que el tamailo del tridngulo no

e

<
2

Las ragones trigonométricas ass

tiene importancia, podemos elegir cualquier tamaifio. Asi, por ejemplo, tomamos
¢c=2, a=1, como s¢ muestra en la figura. El teorema de Pitdgoras nos da
b* = ¢? — g* =4 — 1 = 3. Ahora podemos, sin mds, leer los valores:

o a 1
sen30—c—2,
cos30°=é=\/—§,

c 2
1
tan30°—g-=_=—\/—§-

b 3 37
Advertencia: Obsérvese que hemos utilizado el signo de grados en las expresiones
sen r°, cos r° y tan r°. La razdn es que mds tarde se utilizard otra unidad de medida
para dngulos llamada radidn. Para saber cuil es el seno de un niimero, hay que saber
qué unidad se estd utilizando.

Conjunto de problemas 12-7

1. Q
B K
E
‘ 20 83 16
15 12 17 o 12
.
A 9 C D 15 F M 16 N P 8 R

Dados los tridangulos rectangulos anteriores cuyos lados tienen las longitudes indicadas,
determinense las siguientes razones trigonométricas:

(a) sen /. A (b) cos £ A (c) tan / A (d) sen /. D
(e) sen /N (f) cos /. D (g tan /N (h) tan /P
() cos /P (j) cos /N (k) tan /D () sen LE

2.

z
K
v .
' 17 17
15 13 /O\O
G 9 S5 H T 26 w X 16 Y
Dados los tridangulos anteriores cuyos lados tienen las longitudes indicadas, determinense
las siguientes razones trigonomeétricas:

(a) cos LG (b) sen L H (c) tan 2T (d) sen LW
() cos LT (F) tn £G (®) sen L X (h) cos LY
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-

kN

6.

10.

12.

13.

14.

. Verificar que tan / 4 =

Somejanwa

Lin el tridngulo recténgulo AABC, Ia hipotenusa mide 25 centimetros do. largo.
() Sisen £A4 =%, jcual es la longitud de BC?

(b) Sicos £A4=0.60, ;cual es tan £/ A, expresada en forma decimal?

(©) Sitan LA =33, jcudles son las longitudes de AC y BC?

M

. Iin el AGI(M GM =30, GK = 50 y cos /G =

0.80. Determinar la altura correspondiente a 30

GK y ¢l area del AGKM.

G 50 K

. En el trapecio [JABCD, DC || AB, D C

AD=20y BC=26. Sisen /A= ' 20 2

0.5, (cudl es la altura del trapecio y

cudil es sen / B?

A B

Determinar sen 60°, cos 60° y tan 60°.

. Verificar que sen 30° = cos 60°.

. {Cudl es la relacién entre tan 60° y tan 30°?

. Encl APQR,sen /P =

V2 ycos /0 =%V3. Determinar m/R.
Enel A4BC, tan /4=V3ytan /C=V3/3. Determinese m/B.

Enel AGHK, tan /H =2cos /G ='1. Determinar m /K,

En el paralelogramo [JABCD, 1a diagonal BD
es perpendicular a AB, Si A3 —5 ytan /A=,
icudl es a[JABCD?

A B
Demostrar el siguiente teorema:

El seno de un 4ngulo agudo es igual al coseno de sy complemento.

Demostrar el siguiente teorema :

El producto de la tangente de un angulo agudo y la tangente del complemento del

dngulo es 1.

sen / A
08 /A

para todo angulo agudo / A.

. Verificar que (sen /. A4)? -+ (cos £ A)? =1 para todo angulo agudo / A.

. Demostrar que el 4rea de un tridngulo equilatero con lado de longitud 1 viene dada
_pOT (sen 60" )cos 60°),

{

g
3

Trigonometria numérion.  Emploo de lux tabias a7

PROBLEMA OPTATIVO

Demostrar el siguiente teorema:

Dado el AABC con el / A agudo, entonces a2 = b2 4+ ¢2 — 2bc cos £ A.

C

h

1
1
i
i
1
m

—
(4

12-8. TRIGONOMETRIA NUMERICA. EMPLEO DE LAS TABLAS

o (o] o

En la seccién anterior, calculamos el seno, el coseno y la tangente de 30°, 45’ y 60°,

Expresamos estas razones en términos de J2 y /3. Los valores de estos nimeros,
con la aproximacién de una milésima, son:

1 _42

2= == 0.707,
V2 = 1414, 52

I~ 1 3 %111
\/3 = 1,732, —-—ﬁ =5 = 0.577. w

Por tanto, tenemos
sen 30° = 4+ = 0.500,
J3 1732
¢ == —— = (.866,
cos 30 2 2

De igual modo, podemos calcular las razones trigonométricas correspondlentes a 45°
y 60°. Asi, obtenemos la siguiente tabla:

Angulo | Seno | Coseno |Tangente
30° 0.500 0.866 0.577
45° 0.707 0.707 1.000
60° 0.866 0.500 1.732
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fistas son las razones trigonométricas que hemos aprendido o ealcular. Mediante
métodos algo mids complicados, es posible calcular el seno, ¢l coseno y la tangente de
un dngulo cualquiera con la exactitud que se desee. (De hecho, los antiguos griegos
construian tablas de este tipo, porque las necesitaban en sus estudios de astronomia.)
kin la pdgina 362, el alumno encontrard una tabla de los valores de las razones trigo-

Conjunto de problemas 12-8

1. Utilizando la tabla de razones trigonométricas, indiquese la forma decimal de los
siguientes nimeros:

nométricas para angulos cuyas medidas son grados enteros. La tabla contiene valores : (a) sen 12° (b) cos 35° (¢) tan 20° (d) cos 66°
correctos con tres cifras decimales, lo cual es suficiente para nuestro objetivo. : (€) sen 50° (f) cos 40° (g) tan 82° (h) sen 3°
Estas tablas tienen muchas aplicaciones importantes. Supongamos, por ejemplo, | () tan 3° (j) cos 60°
que un agrimensor quiere determinar la distancia entre dos puntos situados a lados %
opucstos de un lago. No puede medir BC directamente, pero puede medir AB y r. ! ] )
Supongamos que halla que 4B = 305 metros y » = 32. Ahora, 2. Determinar m / 4; sabiendo que:
(a) sen /A =0.309. (b) cos /A =0.208.
sen 7> = B¢ (c) tan LA =0.306. (d) cos /A =0.961.
AB’ (e) tan /£ A.==2.904. (f) sen /A =0.961.
(g) sen /A = 0.454. (h) cos /A =0.731.
Yoy - . .
Por tanto, (i) tan /A'=8.144. (j) tan /A =0.554.
BC = ABsen r°. AN B
: . 3. Dado que la hipotenusa AB del AABC mide
Iil agrimensor busca en su tabla y halla 20 pies de largo y que m/ A = 38, determinense
que sen 32° = 0.530. Por consiguiente, BCy AC.
A C
BC = 305 x 0.530 = 151.65 metros.
‘ 4. En el AABC, el / C es un angulo recto, mLAk=42 y AC=17. ;Cudl es la longitud
LLos agrimensores, cuya tarea es resolver problemas de este tipo, utilizan el método de BC?
descrito. : . R
Estas tablas pueden emplearse también para otros tipos de mediciones indirectas.
Una manera de medir el asta de una bandera, sin subir a ella, seria medir una cierta 5. En el APQR, m/P=54, PR=15y PQ=18. -
distancia, digamos, la de un punto a 100 metros de la base y, después, medir el £ 4 : Determinar la longitud de la altura correspon-
indicado en la figura. Aqui, BC representa el asta y m/ 4 =22. Como diente a PQ; a PR.
P 18 Q
=] BC . .
tan22°=—~, 6. En el AGHK, m/G =710, GK=12 y GH =20. Determinar la longitud de la altura
correspondiente a GH y el area del AGHK.
B v A
fenemos que
BC=ACtan22° 220 ’ 7. Calcular el rea del A ABC, sabiendo que
A lc
=100 x 0.404 100 m. ? AB=30, BC=16 y m/B=47.
= 40.4 metros. 8 C
H : . ‘ ing i i iéon d do, de los angulos agudos dc un
Obhsérvese que en los problemas de este tipo, siempre podemos lograr que los cdlculos 8. D,e ,termm v las medidas, con la aproximacion de un gra & 8
. . . . - . . . triangulo 3-4-5.
uritméticos necesarios sean ficiles. Como podemos medir cualquicr distancia desde
lu buse defasta, escogemos un punto A para el cual AC sea un ndmero conveniente. 9. Determinar luw medidas, con la aproximacién de un grado, de los angulos agudos de un
- / tridngulo 8-18-1/
/ { "
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10. La basc de un tridngulo isdsceles mide 8 metros de largo y el fingulo opucsto a la base es

11.

12,

14
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de 30°. Calcdlense las longitudes de las tres alturas del triangulo.

Enel AABC, el / Cesun 4ngulorectoy AB =9. Sabiendo
también que tan / A = 1,111, determinar BC y AC.

Busquese en la tabla de razones trigonométricas los valores de sen 53°, sen 54°, sen 55°
y sen 56°. Expliquese por qué 0.814 es una buena estimacién de sen 54°30°. (Cual seria
una buena estimacion de sen 55°30°? 0.811 es una buena estimacién de sen 54°12°.
¢Por qué? Hallese una buena estimacién de sen 54°6". Expliquese por qué cada uno de
los siguientes mimeros constituye una buena aproximacién de la razén correspondiente:

sen 30°30” = 0.508 sen 76°30" = 0.972

sen 30°20” = 0.505 sen 76°45” = 0.973

Este método de hallar valores aproximados que no aparecen explicitamente en la tabla

se llama interpolacion. \\

. Interpolar en la tabla de razones trigonométricas para obtener estimaciones de los

.

siguientes nimeros (V. el problema 12):
(a) sen 37°30° (b) sen 65°30’
(e) sen 47°20’ (f) sen 45°40’
(i) sen 17°307 (j) sen 41°15"

(¢) sen 63.5°
(g) sen 73.4°

(d) sen 56.3°
(h) sen 20.5°

Interpolar en la tabla de razones trigonométricas para obtener estimaciones de los
siguientes nimeros (V. el problema 12):

(a) cos 33°30’ (b) cos 36.6°
(e) tan 42°20° (f) cos 61°40’
(i) tan 66°30’ (j) tan 63°45’

(c) cos 18°24’
(g) tan 58.5°

(d) tan 31°30’
(h) cos 67°15°

I15. Al hacer mediciones para la construc-

cién de una nueva carretera, un inge- :_z__;_é’l\ ——
niero coloco dos postes, 4 y B, en lados EE A ey
opuestos de un rfo para marcar las :“—_:_,’:—‘*‘-‘_‘;:AT—_:
posiciones de los lindes de un puente. > Shpa— Y

Entonces, desde un punto O, a 100 pies
<>

“>
de By tal que OB | AB, midi6 el £ AOB. Si m/ AOB =73, (cuil es ln distancia a

/(i‘uvéﬂ del rio desde A hasta 87

l "

16.

" en ‘el camion, a 7 pies sobre el suelo.

17.
" gila los fuegos desde

18.

19.

Trigonometria numérica.  Kmpleo do law tablas J01

La escalera de un camién de bomberos puede extenderse hasta una longitud mdxima de

68 pies cuando se levanta a un angulo maximo de 70°. La base de la escalera sc colocd
{Qué altura sobre el suelo podra alcanzar la
escalera ?

Un guardabosques vi-

una torre situada
en una colina. Este
lugar estd 800 metros
mas alto que la mayor parte de los terrenos colindantes y la torre mide 25 metros de
alto. Si el guardabosques ve un fuego en una direccién que forma un angulo de 7°
con la horizontal, calctlese, con la aproximacion de medio kildémetro, a qué distancia de
la torre esta el fuego.

Un avioén, volando a una altura de 21,000 pies, se esta acercando a un aeropuerto. (Supén-
gase que el aeropuerto esta casi al nivel del mar.) El piloto tiene drdenes de descender
seglin un angulo donstante de 6° mientras se acerca para el aterrizaje. Calcilese, don la
aproximacion de media milla, a qué distancia de la pista deberd el piloto comenzar a
descender.

Una torre alta de radio estd sujeta al suelo ({g
mediante cables de retencion como el que -
representa AB en la figura. Si A4 esti a 80
metros de la base de la torre y si m/ BAC =

59, (cudl es la longitud del cable de reten-
cion? (A qué distancia del suelo estarda
sujeto el cable a la torre? Sim/ DAC=1T71,
(6udl es la altura DC de la torre?

PROBLEMA OPTATIVO

En el AABC, CD es la altura correspondiente a ABy AB =c.

(a) Verificar que la altura # viene dada por
la férmula

tan ° tan b°
tan @° + tan 5°

(b) Culeulur s, dado que ¢=68, a=35y
b - 45,
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TABLA DE RAZONES TRIGONOMETRICAS 12-9. RELACIONES ENTRE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS

- sen » . t g r tan r ., .
B M o mr ] senr =¢ng ’ i En un tridngulo rectdngulo, como el de B
1° .017 1.000 .017 46° .719 .695 1.035 la figura, tenemos que
2° .035 .999 .035 47° .731 .682 1.072 @+ b =c?
3 | .052 .999 052 || 48° 743 | 669 | . 1.111 o ) c
4° .070 .998 .070 49° 155 | .656 1.150 Dividiendo por ¢?, obtenemos @
5° .087 .996 .087 50° .766 .643 1.192 a\2 b\ 2
6 | .105 .995 105 || 510 77| 629 1.235 (;) + (;) =1. i c
7° 122 .993 .123 52° . 788 .616 1.280 Como b
8° .139 .990 .141 53¢ .799 .602 1.327 a b
9° 1 .156 .988 A58 || 54 .809 | .588 1.376 sen LA== y cos/A=-,
10° | .174 | .985 | 176 | S5° | .819 | .574 | 1.428 c c
e .191 .982 .194 56° .829 .559 1.483 tenemos el siguiente teorema:
12° .208 .978 213 57° .839 .545 1.540
13° .225 .974 .231 58° .848 .530 1.600
14° 242 .970 .249 59° .857 515 1.664
15° | .259 .966 268 || 60° 866 | .5 1.732 Teorema 12-10
16° .276 .961 .287 61° .875 .485 1.804 h
17° | 292 .956 306 | 62° 883 | .469 1.881 Para todo /£ A, (sen 2 A)? + (cos £ A)? = 1.
18° .309 951 .325 63° .891 .454 1.963
19° .326 .946 .344 64° -899 .438 2.050 Generalmente, denotamos el cuadrado del seno del / A mediante la expresion
20 -342 -940 -364 65 -906 423 2.145 sen? / A, que es mds fdcil de escribir que (sen £ A)?, y hacemos lo mismo en el caso
21° .358 .934 .384 66° 914 .407 2.246 del coseno del 7/ A. Utilizando esta notacion, la igualdad anterior toma la forma
22° .375 .927 .404 67° .921 .391 2.356 a5 2 2 o 2 0 _
23° | 391 .921 424 || 68° 927 | .375 2.475 sen” LA+cos” LA=1 o sen'r"+costr=1,
24° .407 914 .445 69° .934 .358 2.605 sim/ A =r. Las tres igualdades mencionadas dicen lo mismo.
o (] - vy .
25 .423? .906 .466 70 .940 342 2.747 En el tridngulo anterior, leemos que
26° .438 .899 .488 71° .946 .326 2.904 a
27° .454 .891 .510 72° 951 .309 3.078 PR Vo tan L A=+,
28° .469 .883 .532 73° .956 .292 3.271 ‘ b
29° .485 .875 .554 74° .961 .276 3.487 : Como "
307 .5 .866 577 75° .966 .259 3.732 : a afc
31° 515 .857 .601 76° .970 .242 4.011 b—b/c’
32° .530 .848 625 77° .974 .225 4.331 Lo .
: t 1 te teorema:
33° | sa5 | 839 | 649 | 78 | 978 | 208 | 4.705 obtenemos el siguiente teor
34° .559 .829 .675 79° .982 .191 5.145
35° .574 .819 .700 80° .985 .174 5.671
36° | .588 | 809 | 727 || 8I° 988 | .156 | 6.314 Teorema 12-11
37° .602 .799 754 82° .990 .139 7.115
38 | .616 .788 781 || 83° 993 | 122 8.144 1 Para todo / A,
39° .629 17 .810 84° .995 .105 9.514 sen / A
40° .643 .766 .839 8s° .996 .087 11.430 tan /L A = R
a1° | 656 | .755 | .869 | 86 | .998 | .070 | 14.301 | cos £ o
42° . 669 .743 .900 87° .999 .052 19.081 | En la notacidén para las medidas en grados, el enunciado anterior dice que paru
43° .682 .731 .933 88° .999 .035 28.636 i todo r,
4° | 695 | .7T19 | .966 || 8° | 1.000 | .017 | 57.290 en r°
45° . 107 .707 1 i ; tan r° = e
s - JORP. § cos r
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Finalmente, examinando el tridngulo rectdngulo adjunto, obsérvamos que

b
sen LB=;= cos L A

a
cos L. B=—=sen / A.
c

Como los dngulos agudos de un tridngulo rectdngulo son complémentarios, tenemos
que

s=m/LB=90~—r.

Teorema 12-12

Si los dngulos £ A4y [ B son complementarios, entonces

sen /. B=cos LA

cos /. B=sen / A.
Para las medidas en grados, estas igualdades toman la forma
sen(90 — r)° = cos r°,
cos(90 — r)° = sen r°.
La palabra coseno, segun se utiliza en estas expresiones, es una, abreviatura de la

expresién latina complementi sinus, que significa seno del complemento. De hécho, el
coseno de un dngulo es el seno de su complemento.

Conjunto de problemas 12-9

~

Utilicense las relaciones fundamentales enunciadas en los teoremas 12-10, 12-11y 12-12
para dembstrar las siguientes identidades:

tan #°  sen r° cos 5°
tan s°  sens® cos r°

sen r° cos s° -+ cos 7° sen 5°
cos r° cos s° ’

2. tan r°+ tan s° =

sen r°
37 tan 1° se —r—e———,
V1 = sen? r
4, 1 - (cos r? = sen r)? = 2 sen r° cos rC,

\

Relaciones entre las razones trigonométricus

5. La cotangente de un 4ngulo es el reciproco de la tangente de ese 4ngulo; es decir,

1

t fA=—""—""
cot £ tan /A

(a) Demostrar gue tan(90 — F)° =cot r°.
(b) Demostrar que cot(90 — »)° =tan r°.

6 1~ sen ¢° cos r°
©ocosr® 1+ sen r°
2senr°cosr’.  2tanr’

* cos? r° —sen? ¥° 1 tan?#°

senr®  1-4cos ¥°
"1—cosr° sen r°

9. La secante de un 4ngulo es el reciproco del coseno de ese angulo; es decir,

1
sec /A =—".
e £ cos LA

Demuéstrese que tan »° = sen #° sec 1°.
10. 1+ tan? r° =sec? r°. (V. el problema 9.)

11. sec r° — cos r° = tan r° sen #°. (V. el problera 9.)

1 — tan? r°

* 13, ————— =1—2sen? r°.

14 tan? r°

1—tan 7° tan s° _cos #° cos s° — sen r° sen s°
tan ¥° + tan s°  sen r° cos s° + cos r° sen s°

°  2cosr°
ST 2220 —tanr°—cot 7.

* 14,
sen r° sen r°

PROBLEMAS OPTATIVOS

(a) Verificar que
(cos? r° —sen* r?)* 1 — tan? r°
cos* r° —sen* r° 1+ tan®* #°

(b) Verificur que

tan 1 cot #°

| -]- tan r° - cot r°.
( ecotr* ( anr

308
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Ropaso del capitulo

. Completar cada uno de los siguientes enunciados:
(a) Si5x 8y, entonces Y S (b) Si 3 = 2, entonces 7 = 2
X

atb

a

(c) Si

15 b . k
= L entonces — = ___, (d) Si 48 = 16k, entonces ~ =
a 3

2. ;,us quinas 2,a,6,5,by 5,10, ¢, d, 9 son proporcionales. Determinense los valores de g
h, ey d. ’

A Indicar la media geométrica y la media aritmética de cada uno de los siguientes pares de

MIMEros :
(0) 6y 24 (b) 12y 20
() 7V3y21V3 (d) 43y 63

4. Dibujar dos figuras cuyos lados correspondientes sean proporcionales, pero que no sean
semejantes.

8. Dibujar dos figuras cuyos angulos correspondientes sean congruentes, pero que no sean
semejantes. ) i (/ .

6. incl AABC, HK || AB.

(W) Si AH =3, BK=5, CK =12, entonces < R
CH == _____
(b) Si AC =14, AH =6, CK = 12, entonces
BC=___.
(¢} Si CH=9, AH=4, HK =3, entonces . $
AB=____,
. A B
(d) Si AH =4, CH = BK, BC = 48, entonces
CH = —

7. Los lados de un triangulo tienen longitudes 5, 8 y 11. Un tridngulo semejante tiene un
perimetro de 60. (Cudles son las longitudes de los lados de este triangulo ? ‘

8. AC y BD sc intersecan en. E de manera que AB | CD y AB=3CD. Si AC =21, calcii-
lense AE'y EC. ,

9. Los Indos de un/tridngulo ticnen longitudes 7,9y 14, {Cudl serit el perlmetro de un
(ridngulo semejante cuyo lado mayor tiene longitud 219

AN ] =
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10. En el APQOR, 4B || OR y BC || PR.

(@) Si PA=4, AR=6 y PQ =25, entonces
BQ=____. :

(b) Si RC=3, CQ =5y PQ =24, entonces’
PB=___

(c) Si PA=2, AR=8 y RC =23, entonces
CQ=___.

(d) Si PB=4, BQ=5, PR=15y RQ=18,
entonces PA=____ yCQ=___.

Higase una lista de todas las semejanzas entre
triangulos y verifiquese que
AE-AD
BE-CD

R
/AOC\
P B Q
A
11. En la figura, el (JAEFD es un paralelogramo.
E D
B F C

12. Dada la figura de l;ai izquierda, a continuacion, con / MGN =~ / HGK, GH =8, GK = 12,
GM = 10y KN = 3, demuéstrese que / HKG = / N.

N

13. Se da la figura anterior de la derecha, con las longitudes de los segmentos como se indica.
— .
Demuéstrese que AC biseca al / DAB.

. oy
14. La altura correspondiente a la hipotenusa de un triangulo rectangulo divide a la hipo-
tenusa en segmentos cuyas longitudes son 15 y 5. Determinense la longitud de la altura y

las longitudes de los catetos del triangulo.

D
8 w
15. Dada la figura indicada a la defe- Al G 9 E z B
cha, determinense los valores de v, v
W, X, Yz ‘ X
4 20
C

16. Si AANC « ADEEFyY ADEF ~ AACB, (qué clase de tridngulo es el ADEF?
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Jos

I7. Se sirve una bola de tenis desde una

18.

19.

20.

21.

22,

Homaojanzn

altura de 7 pies y pasa juslo sobre una red de 3 Piea

de altura. Sila bola se sirvi6 desde una distancia de 39 pies de la red y va en linea rectn,

¢a queé distancia de la red daré la bola en el piso?

Se dan los tridngulos APQRy ASTV
indicados a la derecha. ;(Cudl es la
razén de sus dreas?

P 40 Q

El AABC es un tridngulo rectangulo isosceles con el / A recto. E'y D son puntos a
Py v

lados opuestos de AC, y E esta del mismo lado
AACD y ABCE son ambos equilteros.

tridngulos AACD y ABCE.

<> .
que B de AC, de-manera quie los triangulos
Determinese la razén de las areas de los

Un lado de un tridngulo equildtero es congruente con una altura de otro triangulo
equilatero. (Cual es la razén de las 4reas de los tridngulos ?

Se da la figura de la derecha, con AD, HG y
BC cada uno perpendicular a 4B. Demués-

trese que:

(a) AH-GB = HB- DG.
(b) AH-GC = HB" AG.
(c) AH-BC=HB-AD.

A H B

Sean P, Q, Ry X puntos tales que tres cualesquiera de ellos n_@stén-a‘iﬁeadbs_y X esté
en el exterior del APQR. Tracense los segmentos XP, XQ y.XR: Se. A unpunto cual-
quiera de XR y tracemos una recta que pase por A4 paralela a - PRy (ue inferseque a XP

en B. Tracemos, ademas, una recta que pase por B paralela & P() ¥ que interseque a

X_Q en C. Tracese AC y demuéstrese que

AABC ~ ARPQ.

En el AABC, / B es un angulo recto,
m/A=>54

I)ctcrminensq ABy BC.

| \ \ /

y

AC =11,
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24. Determinar, con la aproximacién de un grado, las medidas de los angulos agudos de un
- tridngulo 7-24-25.

B : A .
25..Un avién de retropropulsion sale de un aeropuerto y se eleva manteniendo un angulo

_constante de 8° hasfa que adquiere una altura de 9,000 metros. (A qué dis‘tapcia hori-
zontal estara entonces del acropuerto? (Calciilese con la aproximacion de un kilémetro.)

PROBLEMA OPTATIVO

Explicar de qué manera dos tridngulos pueden tener S_par_tes (lados y angulos) de uno
congruentes con 5. partes del otro y alin asi no ser ¢ongruentes.
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13-1. INTRODUCCION

La matemadtica es, en cierto sentido, muy diferente de las otras ciencias: es la Gnica
ciencia en la cual prdcticamente todo es aprovechable. Desde luego, los matemdticos
son seres humanos y, como tales, cometen errores. Pero en la matemdtica, los
errores individuales generalmente son pronto descubiertos. Esto lleva consigo quc
cuando una generacidn descubre algo en el campo de la matematica, la siguiente pucde
continuar adelante con nuevas investigaciones, sin tener que detenerse a corregir
errores serios en las cosas que creian conocer.

Prueba de esto es el hecho de que la geometria desarrollada por los antiguos
griegos parece tan cierta actualmente como lo era hace dos mil afios.

El primer gran paso adelante en la geometria, después de la época de los griegos,
fue el desarrollo de un nuevo método, llamado geometria cartesiana. Este método
fue descubierto en el siglo XVII por René Descartes (1596-1650). Segin veremos, lo
que hizo Descartes fue explorar las relaciones entre la geometria y el dlgebra e indicar
cémo cada una de ellas puede iluminar a la otra. En este capitulo, ofreceremos una
breve introduccién a la geometria cartesiana; sélo lo suficiente para dar una idea de
loqueesy cémo funciona.

L]

13-2. SISTEMAS DE COORDENADAS EN UN PLANO

Ya sabemos, por el Capitulo 2, cémo funciona un sistema de coordenadas en una
recta.
>

-2 -

(=]
x
S
N

Una vez fijado un sistema de coordenadas en una recta, todo niimero corresponde a
un punto y todo punto corresponde a un nimero.
Haremos ahora lo mismo en un

plano. Aqui, un punto no corres- 1Y

ponderd a un solo nimero, sino a un 31

par de nimeros. El esquema consiste 2t

en lo siguiente: Primero, tomamos 1+

una recta X en el plano y construi- — et et

mos un sistema de coordenadas en X. —3-2-1 ?__ 23 X
Esta recta se llamard el eje x. Al —al

dibujar figuras, acostumbramos po-

ner una punta de flecha en el eje x, =31

para distinguir ¢l sentido positivo
en X,

m



372 Geometria cartesinna en ol pluno

Ahora, clegimos otra recta Y que sea perpendicular al ¢je x y puse por ¢l punto con
coordenada 0. En Y, fijamos un sistema de coordenadas de tul modo que el punto
cero en Y sca el punto cero en X. (Esto es posible, en virtud del postulado de colo-
cacion de la regla.) La recta Y se llamard el eje y. Como anteriormente, indicaremos
¢l sentido positivo con una punta de flecha. El punto donde la recta X intersec:
a la recta Y se llama el origen. Este se denota por 0, para recordarnos que es el punto
cero en cada eje.

Ahora, podemos representar cual- 8%
quier punto del plano mediante un
par de nimeros, como sigue: Dado
un punto P, trazamos desde P una
perpendicular al eje x. Sea el punto
M el pie de esta perpendicular y sea x A s o T s 5+
la coordenada de M en la recta X. =1
El ndimero x se llama la coordenada x -2
de P. En la figura, x = 2}, aproxi-
madamente.

Luego, trazamos una perpendicu-
lar al ¢je y. Sea N el pie de esta
perpendicular y sea y la coordenada de N en la recta Y. El nimero y se llama la
coordenada y de P. En la figura, y = 14, aproximadamente. Por brevedad, indicamos
que P ticne esas coordenadas, escribiendo P(2%, 13).

Veamos otros ejemplos. En la figura,

—_N W A
Z
o

podemos leer lo siguiente: by
5
P 4
Pi(1,3) p
3¢==
P(=2,4) ’ 2
] P,
Py(—4,2) . \
~5-4-3 —2—1'5 of ¥ 2 B4 5 X
‘ —1
P o — 1 i
4( 3: 2) “__-__‘l’__z
Py ! Ps
Ps(—1, —4) L3
1
ps $=dy
Ps(3, =2) -5
P,(3, 1)

Obsérvese que es esencial el orden en que se escriben las coordenadas. El punto
de coordenadas (1, 3) es P,, y ese punto es diferente del punto P4 de coordenadas
(3, 1). Asi, las coordenadas de un punto forman un par ordenado de nfimeros reales,

\ N

|
|
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y no se puede determinar donde estd localizado dicho punto, si no se sabe qué numero
se considera el primero.
Resumimos todo esto en las siguientes definiciones:

Definiciones Y
La coordenada x de un punto P es la y 5'; _____ f,
coordenada del pie de la perpendicular
desde P al eje x. La coordenada y del punto = erT(

P es la coordenada del pie de la perpen-
dicular desde P al eje y. Si P tiene coorde-
nadas x y y, entonces escribimos P(x, y).

Lo mismo que una recta separa al plano en dos partes (cada una de las cuales es un
semiplano), los dos ejes separan al plano en cuatro partes, llamadas cuadrantes. Los
cuatro cuadrantes se designan con nimeros, como se indica a continuacion:

kS

2y

i v

Hemos demostrado que mediante el esquema que acabamos de explicar, todo
punto P determina un par ordenado de nameros reales. (Podremos invertir el
procedimiento ? Esto es, Jdetermina un punto todo par ordenado (a, b) de niimeros
reales? Es fdcil ver que la contestacion es ““Si”.
4Y

<—-----B-1:T—----+B-!———---

En el punto del eje x con coordenada x = g, trazamos una perpendicular. Hacemos
lo mismo en el punto del eje y con coordgnada y = b. El punto en que esas perpen-
diculares se infersecan es ¢l punto de coordenadas (a, b).
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Asi, tenemos una correspondencia biunivoca entre Jos puntos de un plano y loy
pares ordenados de ndmeros reales. Una tal correspondencia se llama un sistema de
coordenadas. Para describir un sistema de coordenadas, necesitamos elegir (1) una
recta X, como eje x, (2) una recta Y, como eje y, (3) un sentido positivo en cada eje,
Una vez cfectuadas estas tres elecciones, los sistemas de coordenadas en ambos ejes
quedan determinados y éstos, a su vez, determinan las coordenadas de todos los
puntos del plano.

En este libro, nunca hablaremos de dos sistemas de coordenadas al mismo tiempo.
Mientras consideremos un solo sistema de coordenadas, todo punto P determina un
par ordenado (a, b) y todo par ordenado (g, ) determina un punto. Por consiguiente,
no habrd confusidn si pasamos por alto la diferencia entre puntos y pares de nimeros.

Esto nos permitird abreviar, utilizando frases convenientes tales como ‘el punto
(2,3’ y “P=(3,4)".

Conjunto de problemas 13-2

1. (a) Dar las coordenadas de cada punto P de
la figura como un par ordenado de
nameros.

(b) (Qué ternas hay de puntos alineados ?
(Cudles son sus coordenadas ?

(¢) Cudles puntos estan en el cuadrante 17?;
(cuales en el cuadrante IV?

2. (Cuales son las coordenadas del origen?

3. (Cual es la coordenada y del punto (3, —5)?; ;del punto (5, —3)?; (y del punto
(53

4. Considérese el punto C(4, 7). ;Cuales son las coordenadas de su proyeccion, A4, sobre
¢l ¢je x? (Cudles son las coordenadas de su proyeccion, B, sobre el eje y?

8. Contestar las preguntas del problema 4 pata el punto D(—4, 7).
6. Nombrar el punto que es la proyeccion del punto (0, 6) sobre el eje x.

7. Nombrar el punto que es la proyeccion del punto (1, 0) sobre ¢l ¢jo y.

8.

11.

12.

13.

14.

15.

- 16.

. Completar: La coordenada y de todo punto del eje x es
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Completar: La coordenada x de todopunto delejeyes ..

. Considérense los puntos

A(S, 2)9 B(4, _3)’ C(_4, 4) y D(“Bs _5)'

. 3
(a) Escribanse sus nombres, A, B, C, D, en el orden (de jzquierda a derecha) de sus
proyecciones sobre el eje x.

(b) Noénibrense en ¢l orden (de abajo artiba) de sus proyecciones sobre el eje y.

L

Las rectas por P(5, 7) que son perpendiculares al eje x yiarreje y forman un rectangulo con
los dos ejes. Calcular el perimetro del rectangulo. )

Determinar el perimetro del rectangulo formado por los ejes y las perpendiculares a los
ejes que pasan por ¢l punto (—4, —2). ‘ Qz;m "

- s N

Seguir las instrucciones del problema 11 para el punto P(—7%,3); para el pux:lto
P(—V2, ), para el punto P(a, b), donde a y b son numeros reales cualesquiera.

Indicar en cuales de los siguientes pares de puntos estan éstos mas cerca uno del otro:
3,0y(7,063,0y(-2,0

Indicar en cuales de los siguientes pares de puntos estan éstos mas cerca uno del otro:
Q,Dy(1,262,1HyQ,0

z
Un sistema de coordenadas en tres s 1_—__ ,
dimensiones. S aps "Yl 1
Si trazamos una recta perpendicular al 24 : .
eje x y al eje y en su punto de inter- P2r L _2:
seccién, podemos construir un sistema | ol A1 .
de coordenadas en el espacio. En este 1 —t Y
sistema, tenemos una correspondencia -3 -2 :—1 i 1 _2(, 3
biunivoca entre los puntos del espacio T P2, 3,0)
y las ternas ordenadas de nimeros N 3

reales.

Enlafigura, las puntasde flechas indican ‘

el sentido positivo en cada eje v las lineas de trazos son las perpendiculares que pr(.)yc‘clu‘n
cada punto P sobre los ¢jes respectivos. La proyeccion de un punto sobrtlz un eje s su
coordenada respecto de ese ge. Asi, un punto esta completamente determinado por sus
tres coordenadas, y escribimos P(x, y, 2).
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+ 17,

*+ 19,

*+ 20,
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En la ﬁgul"a de la pagina anterior, P es un punto en el plano xy, de mancra que su proyec-
cién (no z‘ndzcada) sobre el eje z es 0. Su proyeccion sobre el gje x ¢s 2 y su proyeccion
sobre el eje y es 3. Por tanto, podemos escribir P(2, 3, 0).

(a) P, es un punto en el plano yz. Escribanse sus coordenadas como terna ordenada do
nameros reales.

(b) Los puntos P, y P; estan ambos en ¢l plano xz. Escribanse sus coordenadas como
ternas ordenadas.

(¢) (Cuéles dos puntos estin en un plano paralelo al plano xy? (Puede demostrar

esto el alumno? (Qué puede observarse en relacion con las coordenadas de los dos
puntos ?

Siun punto P estd descrito por P(x, y, z), ien qué eje estd cada uno de los siguientes puntos?
A(05 3’ 0)’ B(__Z, 09 0), C(Oa 0’ 5)

Si un p;mto P esta descrito por P(x, y, z), {en qué plano estd cada uno de los siguientes
puntos?

R(4’ 0’ 2)’ S(3a _2: 0)1 T(O’ 15 5)
Al representar un punto en un sistema de
coordenadas en tres dimensiones, se z
acostumbra considerar primeramente su
proyeccion sobre el plano xy. En la figura, Al,
P’ es la proyecciéon de P(2, 3, 4) sobre el T
plano xy. (Cuales son las coordenadas de 1
]
i
1

-2,3)

P’?

(2) (Cudl es la distancia del punto P al —+
plano xy?; ¢al plano xz?; (y al plano
yz?

(b) (Cual es la distancia del punto A4 al

plano xy?; (al plano xz?; (y al plano
yz?

Y

(a) (Cudl es la distancia del punto (3, 2, —2) al plano xy?; (al plano xz?; (y al plano
yz?

(b) antestar la parte (a) para el punto (x, y, z), donde x, y, z son nimeros reales cuales-
quiera.
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RENE DESCARTES (1596—-1650)

Descartes fue un hombre famoso en dos campos completamente separados: entre los fildso-
fos, fue uno de los més grandes y entre los matematicos, se le consideré un gran matematico.

Su contribucion principal a las matematicas fue el descubrimiento de los sistemas de coorde-
nadas y su aplicacion a los problemas de la geometria. Desde entonces, el algebra y la geome-
tria han laborado juntas, para beneficio de ambas. Los sistemas de coordenadas utilizados
en este libro se conocen con el nombre de sistemas de coordenadas cartesianas, en honor &
su inventor.’ (La palabra cartesiana viene de Cartesius, que es la forma latina del nombre de
Descartes.) El concepto de las coordenadas fue la primera contribucion realmente funda-
mental a la geometria después de la época de los griegos.

Parte del crédito para el descubrimiento de Descartes se le debe dar a Pierre Fermat; quien
tuvo casi las mismas ideas en la misma época. Fermat fue uno de los pocos grandes malc-
méticos aficionados. Fue un alto funcionario de! gobiernc francés y se dedicaba a las male-
maticas en su tiempo libre. Escribia cartas a sus amigos relacionadas con sus descubrimientos,
pero nunca public6 éstos en otra forma. El contenido de las cartas de Fermat estd ahora
incluido en los.libros corrientes sobre la teoria de los numeros.

El desarrollo_del sistema de coordenadas sirvio de fundamento al célculo infinitesimal,
inventado poco después por Newton y Leibniz. De modo que, Descartes debe haber sido
uno de los hombres en que Newton pensaba cuando dijo que estaba apoyado sobre los
hombros de gigunies,
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13-3. REPRESENTACION DE UN SISTEMA DE COORDENADAS EN
" PAPEL CUADRICULADO

.

Al dibujar figuras referidas a sistemas de coordenadas, es conveniente utilizar papel
cuadriculado, en el cual estdn ya impresas rectas equidistantes paralelas a los ejes
coordenados; lo demds es para dibujarlo nosotros.

Ln la figura anterior, las rectas en rojo representan las rectas tal como aparecen
corrientemente impresas en el papel cuadriculado. Todo lo demds hay que dibujarlo
& pluma o con un ldpiz. Obsérvese que el eje x se marca x en vez de X; ésta es la
costumbre. Aqui, el simbolo x no es el nombre de cosa alguna, es simplemente un
recordatorio de que las coordenadas‘en este eje se denotan por la letra x; y andloga-
mente para el eje y. ‘

Se recordard que, antes de comenzar el estudio de los sistemas de coordenadas,
estdbamos en libertad de dibujar figuras utilizando cualquier escala que desedramos.
Por ejemplo, cada una de las siguientes figuras es una buena imagen de un cuadrado
de lado 1:

1

Del mismo modo y, por la misma razdn, podemos representar la escalu que queramos

Reproesentaeién de un sistema de coordenadas 7Y

en un papel cuadriculado. Por ejemplo, pudimos haber marcado la misma hoju de
papel anterior asi:

AY
}
: P
3 = ‘
| Lo
T * P
—3 —2 —1 g (o] 1 2 1 \3 ; x

En virtud de esta libertad de eleccion, es absolutamente necgsano decir cudl hacemols.
marcando con nimeros los ejes para indicar la escala. Si no hacemos es2tozen. ul
figura anterior, no se podria decir si P representa el punto (1, 1) o el punto (2, Joc

unto (z, ). .
g Repiﬁe:ndo: Para definir un sistema de coordenadas en un papel cuadriculado,

necesitamos dibujar los ejes e indicar la escala. . o
Notese que podemos dibujar los ejes en cualquiera de las siguientes (u otrus)

posiciones:

X

Ninguna de estas figuras es l6gicamente incorrecta. Sin embargo, resulta més facil leer

gréaficas cualesquiera, si se convie

orden creciente de izquierda a derecha,

orden creciente de nbajo arriba.

ne en que el eje x serd horizontal, con coordenadas en

y el eje y serd vertical, con coordenadas en
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Una advertencia final: Probablemente, el alumno ha visto muchas grdficas en lay
cuales las escalas horizontal y vertical han sido elegidas independicnlemente una de
otra.

$ 4 $

ey Il

1900| 1920 1940 1960 Afo 1900|1920 1940 1960 Afo

Por ejemplo, si se quiere dibujar una gréfica para representar cémo el precio del
queso (en ddlares por libra) aument6 desde el afio 1900 hasta el 1960, no es necesario
que haya alguna relacién particular entre las escalas del eje horizontal y del vertical.
(Las escalas miden diferentes clases de cosas.)

Por otra parte, cuando dibujamos un sistema de coordenadas para trazar una figura,
ésta se deformard, silas escalas en los ejes son diferentes. La razdn es que las escalas
se utilizan para medir distancias.

ﬂ)’
4
3
24Q
1
R
P 1 2 x )

En la figura, las escalas nos dicen que PQ =2 y PR=2. Por tanto, el APQR es
isdsceles, Pero, desde luego, no parece isésceles y los dngulos /. Q y /R ciertamente
no parecen congruentes. Esto quiere decir que hemos trazado una figura deformada,
Para evitar estas deformaciones, generalmente utilizamos la misma cscala en ambos
ejes.

\ N S

Representacion de un sistema de coordenndun Ji

Conjunto de problemas 13-3

[Nota: En este conjunto de problemas, se vera que el papel cuadriculado servird de gran ayuda,
aungue no es esencial. En los problemas del 1 al 12, tracese un sistema de ejes para cada uno.]

»

10.

11.

12.

. Elegir una escala apropiada en un sistema de ejes y situar cada uno de los siguientes

puntos: A2, 3), B3, 2), C(4, —3), D(—3, —4). (En qué cuadrante esta cada punto?

. Situar cada uno de los siguientes puntos: A(0, 0), B(S, 0), C(5, 3), D(0, 3). Calcular:

(a) el perimetro del (JABCD.
(b) a0ABCD.

. Situar cada uno de los siguientes puntos: P(0, 0), Q(3, 0), R(0, 4). Calcular:

(a) el perimetro del APQR.
(b) aAPQR.

. Situar cada uno de los siguientes puntos: F(0, 0), G(8, 0), H(8, —¥6).

(a) Calcular a AFGH.
(b) (Cual es la longitud de FH?

. El AABC tiene sus vértices en los puntos (0, 1), (0, 6) y (12, 1). Calcular aAABC y ¢l

perimetro del AABC.

. Situar cada uno de los siguientes puntos: A(1, 0), B(7, 0), C(10, 4), D4, 4). Calcular ¢l

perimetro y el drea del (JABCD.

. ¢{Cuadl es el drea de un tridngulo cuyos vértices son los puntos (0, 5), 4, 0)y (—4, 0)?

. Situar cada uno de los puntos K(—2, 5), M(—2, —3), L(4, —3). Calcular a AKML.

(Cuél es la longitud de XKL?

Un triangulo tiene sus vértices en (0, 0), (0, 12) y (10, 0). Determinar la longitud de la
mediana correspondiente al lado mias pequefio.

Situar cada uno de los puntos A(—3, —4), B(% 3, 6), C(4, 6). Determinar las coordenadas
de un punto D tal que el [JABCD sea un rectangulo.

Los vértices de un triangulo son los puntos (1, 8), (4, 1) y (7, 1). Calcular el area del
triangulo.

Los extremos de la base de un tridngulo isdsceles son los puntos (3, 0) y (=3, 0). Deter-
minar las coordenadas del otro vértice, de manera que el drea del tridngulo sea 15.



302 Goometria earlesiana en el plano

13, *Cudndo no es un cuadrilitero un cuadrado?”’. En las siguientes figuras, la escala
en cada eje x es, a propdsito, diferente de la escala en el eje y correspondiente, para
deformar intencionadamente la figura. (Cual es, en cada caso, la figura en la cual se
pensaba ?

Y Y A
i /
1 b (o, b
b (a, b}
4. ]w_
1+
. Rl e =

14. Se da la siguiente figura de la izquierda. Determinar el perimetro del [JABCD.

z z
)
T EH2,6,9

A0, 4,6) B0, 12, 6) T D(2, 6, 6)
1 Ci2,12,6
A8, 6, 6).]
T B(8, 12, &)
%l iy
D(8,4,0) C{8,12,0)
X X

15. En el problema 14, cuél es la longitud de la proyeccién de AC sobre el plano 2y?
16. Se da la figura anterior de la derecha, tal como estd marcada. Determinar BE

17. D'ibt’ljese un sistema de coordenadas en tres dimensiones. Elijase la misma escala en los
ejes y y z. En el eje x (el que se dirige hacia uno), utilicese una escala que sea alrededor
de 0.7 de la escala en los otros dos ejes. Localicese el punto A(1, 3, 2) y el punto
B(1,~3, 2). Tricese AB. ({Cudl es su longitud?

[Indicacidn: Véase el problema 19 del Conjunto de problemas 13-2.]

I18. Dibujar la figura del problema 19 del Conjunto de problemas 13-2, pero, en vez de
proyectar P sobre el plano xy primero,

(a) proyéctese P sobre el plano yz,
(b) proyéctese P sobre ¢l plano xz.

\. B e

|
|
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13-4. LA PENDIENTE DE UNA RECTA NO VERTICAL

El eje x y todas las rectas paralelas al mismo, se llaman rectas horizontales. El cje
y y todas las rectas paralelas al mismo, se llaman rectas verticales.

y
a Ly
I -
(o] b x
L,

En la figura, es fdcil ver que todos los puntos de la recta horizontal L, tienen la
misma coordenada y, igual a a, puesto que el punto (0, a) es el pie de todas las per-
pendiculares al eje y desde puntos de L;. Andlogamente, todos los puntos de la recta
vertical L, tienen la misma coordenada x, igual a b. Desde luego, un segmento se
llama horizontal, si-la recta que lo contiene es horizontal; y un segmento se llama
vertical, si la recta que lo contiene es vertical.

La idea de pendiente de un segmento estd insinuada por cada una de las siguientes
figuras:

La pendiente del primer segmento es 2; la pendiente del segundo es —2; la pendiente
del tercero es }; y la pendiente del cuarto es 0. Mds precisamente:

. y
Definicion P
y2
Si Py=(x,y) Y Py=(x2¥2)
y PP, no es vertical, entonces
la pendiente de P P, es p
- "
.\3 = Xy 5 X, Xz :
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Algunas propicdades referentes a pendientes se deducen fdcilmente de la definicién:
(1) Si los puntos P, y P, se intercambian, la pendiente no varia, porque

Yi=YVa_ Y=V _ =i =)
X=X X=X —(x;—Xp)

Con otras palabras, la pendiente de un segmento no depende del orden en que se
nombren sus extremos.

(2) Por otra parte, es indispensable nombrar las coordenadas en el mismo orden en
¢l numerador y en el denominador. La férmula

Y1 — )2

Xy — X3

no es correcta para la pendiente.

(3) Para segmentos no verticales, la formula de la pendiente siempre nos da un
nimero, porque el denominador x, — x; no puede ser cero. :

(4) Para segmentos verticales, la férmula de la pendiente nurca nos da un nimero,
pues en este caso, el denominador x, — x; es igual a 0. En realidad, un segmento
vertical no tiene pendiente. '

(5) Si un segmento es horizontal, su pendiente es 0. (El numerador y, — y; es 0,
y ¢l denominador x, — x, es distinto de 0.)

(6) Si un segmento no es horizontal (o vertical), entonces su pendiente no es 0.

(7) Si un segmento asciende de izquierda a derecha, su pendiente es positiva. Si el
segmento desciende de izquierda a derecha, su pendiente es negativa. (V. la siguiente
figura de la izquierda.)

4 Y
ya ===
m>0 m<O0
St 727 PO S —
"m=0
5 X [9)
m>0.

Si un segmento tiene pendiente positiva, entonces dicha pendiente es la razén de dos
distancias, como en la figura anterior de la derecha. Aqui, por ser x; < x, ¥ ¥; < y3,
tenemos P R=x, —x; ¥y RP, =y, — y;. ({Por qué?) En consecuencia,

Ya—y1 _RP,

me= ==

X2_xl PlR
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Si un segmento tiene pendiente negativa, entonces dicha pendiente es cl negativo
de la razén de dos distancias.

14
N P x2—X1

Y1 pe—m Qg m - m e — s R

v 4
lyi—yz
1
|

y2 - ——————— e d P
t
i
]

O Xy X2 X

Aqui, por ser x; < x, ¥ y, < ¥, tenemos
PR =x, — Xy,
como anteriormente, pero
RPy =y, —y,=—(2 =y

Por tanto,

mot2=i_ _ RP
AN Xy — Xy PIR.

N\ . . -
Estas ideas relacionan las pendientes con la geometria, y hacen fdcil ver por qué el
sigui\ente teorema es cierto:

Teorema 13-1
Todos los segmentos de una recta no vertical tienen la misma pendiente.
Demostracién: Si la recta es horizontal, esta afirmacion es evidente, porque todos los

segmentos en la recta tienen pendiente igual a 0. Los casos interesantes estdn indicados
por las siguientes figuras:

Ay

Caso 1. Caso 2.
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En el caso 1, (enemos

Luego,
RP, P,
R'P; PiR"”
RP, _R'P;
PR PR

Por tanto, PP, y P{Pj tienen la misma pendiente.

En el caso 2, también tenemos

AP RP, ~ APIR'PS.
Asi, obtenemos, como anteriormente,

R, _ RP;
PR PR’

Este resultado es el que desedbamos,
hegativos de esas dos razones,

Una v-ez establecida la validez de] teorema 13—
las pendientes de Jos segmentos, sino también de |

Definicién

pues las pendientes de los dos segmentos son los

1, podemos hablar no solamente de
as pendientes de las rectas,

Asi, en la figura, la pendiente de Les

1-3 2

— —

S5-2 3
Cualguier otro segmento de Ja misma rect

4 nos daria la misma pendiente,

"
/ La pendiente de una reota no vertieal a7

Conjunto déMﬂm/Hl—4

1. Contestar para cada figura las preguntas siguientes:

Y y
4 ‘ C
o 6
5 le 5 |
1 / |
f /, 4 A
3 A 3 / !
VAN / !
2 / t 2 1
1L i s -""P-"'E!
A 1B > X - X
ol 1 2 3 4 5 of 12345

(a) (Cuales son las coordenadas de 4, By C?
(b) ;Cuénto es BC? ;Cuanto es AB?  (c) ;Cual es la pendiente de AC?

2. Dibujar un sistema de ejes coordenados. Situar cuatro puntos A4, B, C, D, que tengan 3
como coordenada x.. Situar cuatro puntos P, @, R, S, que tengan —2 como coordenada y.
Marquese cada punto con sus coordenadas.

3. Obtener la pendiente de cada segmento indicado en la siguiente figura:

y

-

X K

E F|H J L
A I
12 3 45 6 7 8 9 101112131415161718 19

—= N W A~ o N

-

(=}

4. (Qué pares de puntos dados a continuacion determinaran rectas horizontales? (Cudles,
rectas verticales?

@ 6,7y (=37 ey y @ -
© 6,2y (3,53 @O - vy @ -
© 3,3 y (-3,3) ® @7 y (-2,6
(& 0,00 y 0,5 ) 0,6 y G0
@ @b vy (a9 D @b vy b

5. Calcular la pendiente de la recta que contiene cada par de puntos dado a continuacion:
@ O, y (8,4 (& (10,50 y (6,8
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Supongamos ahora que tenemos dos
rectas  perpendiculares que se  inter-
secun en P, Supongamos, también,
que ninguna dc ellas es vertical.

Tomamos un punto Q, en una de
las rectas, encima y a la derecha de P,
y completamos el tridngulo rectdngulo
APRQ. Luego, tomamos un punto Q’,
en la otra recta, encima y a la izquierda
de P, de manera que PQ’ = PQ. Com-
pletamoseltridngulorectangulo AQ'R’P.

Debemos ahora comprobar si se justifican las marcas en la figura. Estas nos dicen
que

APRQ = AQ'R'P.
Por tanto,

RQ _ RP
PR Q'R
Pero la pendiente de L es
RO
m=—=,
P
y la pendiente de L' es
= - ZX
R'P
Por consiguiente,
, 1
m=——,
m

Es decir, para dos rectas perpendiculares, la pendiente de una es el reciproco negativo
de la pendiente de la otra.
l.a misma construccién vale a la inversa.

Sabiendo que m’ = —1/m, construimos el APRQ como anteriormente. Entonces,
tomamos R’ tal que R'P= RQ, y completamos el tridngulo rectdngulo AQ'R'P,

Rectas paralelus y porpendiculares a9

con Q' en L'. Luego, tenemos
APRQ =~ AQ'RP,

como antes. Por tanto, los dngulos /1y £ 2 son complementarios, y L 1. L',
Resumimos esta discusion en el siguiente teorema:

Teorema 13-3

Dos rectas no verticales son perpendiculares, si, y solamente si, la pendiente de una
de ellas es el reciproco negativo de la pendiente de la otra.

Ninguno de los dos ultimos teoremas se aplica al caso en que una de las dos rectas
dadas es vertical. Pero este caso es sumamente simple. Si L es una recta vertical,
entonces las rectas paralelas a L son sencillamente otras rectas verticales. Y las
rectas perpendiculares a una recta vertical son las horizontales.

Conjunto de problemas 13-5

1. Las rectas L,, L,, L3 y L, tienen pendientes :37, —4, ~1%, 21:, respectivamente. (Qué
pares de rectas son perpendiculares?

2. Considérense los puntos A(— 1, 5), B(S, 1), C(6, —2), D(0, 2). Calculense las pendientcs
> <> <> €
de AB, BC, CD y AD. (Es el [JABCD un paralelogramo?

3. Sin marcar los puntos, determinar cudles de los cuadrilateros cuyos vértices se dan a
continuacién son paralelogramos:

(a) A(—zs _2)’ B(4’ 2)9 C(9, 1)5 D(31 —3)'
(b) K(—57 -2), L(—4’ 2)9 M(4’ 6)1 N(3’ 1)'
() PG5, 6), Q(7, —3), R(—2, —12), S(—4, —3).

s
4. Los vértices de un triangulo son A(16, 0), B(9, 2) y C(0, 0).
(a) (Cuales son las pendientes de sus lados?
(b) ;Cuales son las pendientes de sus alturas?

Se dan los puntos E(—4, 0), G(3, 5) y K(8, —2). Verificar que el producto de la pendiente
<> <>
de EG y lade GK es —1.

gl

6. Demostrar que el cuadrilitero de vértices A(—2, 2), B2, —2), C4, 2) y D(2, 4) es un
trapecio con diagonales perpendiculares.

7. Se dan los puntos W(0, 3), X(6, 4), Y(12, —3) y Z(—2, —12). ;Cudles dos rectas deter-
minadas por esos puntos son perpendiculares? Justifiquese la respuesta.
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Se notard que pudimos haber obtenido
este resultado de la figura, sin utilizar

la

Por cl teorema de Pitdagoras,

férmula. Tenemos a=15y b =3,

Sin embargo, se observard que para ver esto, tenemos que seguir el mismo razona-
miento que utilizamos para deducir la férmula. Lo importante al deducir una férmula
pencral es que seguimos el camino del razonamiento solamente una vez y, luego,
aplicamos los resultados siempre que necesitamos hacerlo, en vez de repetir una y otra
vez ¢l mismo razonamiento.

Conjunto de problemas 13-6

. Utilizar la férmula de la distancia para determinar la distancia entre los siguientes parcs

de puntos:

@ 0,0 vy G494 ® 0,0 y G, -9

© 1,2 y (6 14). @ @, 11) y (15,35).

© 3,8 vy (=5-D ) (—2,3) vy (-1,4.

® G - y (=3 -95). (h) (—6,3) vy 4,2
2. Determinar el perimetro del tridngulo cuyos vértices son 4(5, 7), B(1, 10) y C(—3, —8),
3. El APQR tiene vértices P(8, 0), O(—3, 2) y R(10, 2).

(a) Determinar la longitud de cada lado. (b) Calcular a APQOR.

AN

4. El AKLM tiene vértices K(—5, 18), L(10, —2) y M(—5, —10). N

(a) Determinar su perimetro; ‘ —/ Y

(b) Determinar a AKLM.

/

5. Los vértices de un cuadrilatero son D(4, —3), E(7, 10), F(—8,2) y G(—/I/, —35). Determi-

nar la longitud de cada diagonal.
6. Demostrar que el tridngulo cuyos vértices son A(2, 3), B(—1, —1) y C(3, —4), es is6sceles.

Un tridngulo tiene vértices G(0, 7), H(5, ~5) y K(10, 7). Determinar ln longitud de ln
altura correspondiente al lado mis pequeio.

i

La formula de la distancia 308

8. Un triangulo tiene vértices M(—6, 0), PO, 6)y 02, —2).

(a) Calcular el perimetro del AMPQ.

* (b) Determinar la longitud de la altura correspondiente al lado mads largo.

* (¢) Calcular el area del triangulo.

* 9 Determinar los valores de b tales que el tridngulo cuyos vértices son (—6, 0), (0, 6) y

(b, —b) sea equilatero. |

10. Se dan los puntos 4(—1, 6), B(1,4)y C(7, —2). Determinar ABy BC. Demuéstrese que

Bestaentre Ay C.

11. Demostrar que si D, E'y F son los puntos (-4, —6),(—1,=2)y(3, ), respectivamente,

entonces E no esta entre Dy F.

+ 12. En el siguiente cuerpo solido rectangular de la izquierc%a, un vértice «?s’té en el origen y
A, By C estan en los ejes x, ¥ ¥ 2, respectivamente. P’ es la proyeccion de P sobre el

plano xy.

(a) Calcular OP'. (c) Calcular CP".

(b) Calcular OP.

z

j z
clo, 0, 5) &
T\ 6,8, 5
N ,\ D(5, 8, 4)
e AT 5 lL:’Tf—-*—-H——y
~ N B(0,8,0) A0, —4,~2) _
A <2 o
Al6,0,0)  P'(6,8,0) y ]
x BS, —4,— 2) €~ Fmmm e == e _2)

13. Para la figura anterior de la derecha,
(2) hallar AB, BC, AC, DCy AD.
(b) demostrar que AD* = (5 —0)* + @B+4)4 @+ 2%

+ 14. Calcular la distancia desde el origen al punto P(a, b, ¢). (Cambia la formula que se
obtiene, si a, b 0 ¢ es un nimero negativo? [Sugerencia: Utilicese la figura del problema

anterior como ayuda.}

*+ 15. Demostrar, mediante un diagrama analogo a la figura del problema 14, que la distancia

PQ entre P(xy, y1, 2:) y Q(xz, y2, 22) viene dada por la férmula

PO X G e
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16. Calcular la distancia PQ, si las coordenadas de Py Q estan daday por:
(a) P4, 1,-5); Q@,3,7.

(b) PO, 4, 5); Q(—6, 2, 3).
) P3,0,7); Q(—1,3,7.
(d) P( -3,4, —-5); Q6, —8,3).
(¢) r(1,2,3); 2, 3, 4).

7. Demostrar que el tridngulo con virtices A(2, 0, 8), B(8, —4, 6) y C(—4, —2, 4), es isds-
celes.

I8. Demostrar quesi A(2,4, 1), B(11, —8, 1)y C(2, 4, 21) son los vértices del A ABC, entonces
éste es un tridngulo rectangulo.

19. La figura ABCD tiene vértices A(3, 2, 5), B(1,1, 1), C(4,0,3)y D(6, 1, 7).
(a) Demostrar que los lados opuestos son congruentes.

(b) (Es ABCD necesariamente un paralelogramo ?

20. En una ciudad muy bien proyectada, las Calle 10
calles han sido trazadas como avenidas Calle 9
numeradas que van de norte a sur y como - Calle 8
calles numeradas de este a oeste, de la Calle 7
manera indicada en la figura, formando Calle 6
cuadrados congruentes. Si se toma un Calle 5
taxi en la esquina de la segunda calle y la Calle 4
sexta avenida y se instruye al chofer que se Calle 3
dirija a la esquina de la calle 10 y la avenida Calle 2
12 por la ruta mas corta, {qué distancia

(nimero de cuadras) se recorre? (Es ésa :‘;’ }(’ ¢ 2 }é }; 2
. . . . <

la distancia mas corta? Expliquese. 4 & @ w4 @ o

O N o O 9 = Sf

13-7. LA FORMULA DEL PUNTO MEDIO. EL PUNTO
A'UN SEGMENTO EN RAZON DADA -

Considérese un segmento P, P,, en el eje x:

Py 4 P
~ —— : :
[} xq x X2 x

e
Sea P el punto medio; sean las coordenadas de los tres punios las indicadas en la
figura y supongamos que x, <.v,. Entances, ¢s bastante fifei} expresar v en términos

-
L
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de x; y x,. Deseamos que
P.P=PP,.
Como
PP=|x—x|=x—x

PPy = |x; — x| = x; — x,
nuestra primera ecuacion implica que
X1+ X

X—xy=x,—Xx 0 xXx=——7

Esta formula también sirve cuando x, < x;. (Demuéstrese esto. Si permutamos
X,y X, el problema no cambia, ni la férmula tampoco.)

Una vez que se tiene la férmula para el punto medio de un segmento en el eje x,
es fdcil pasar al caso general.

14
Y2 e e e e e
A O
} A1 atutetninieied
]
M M Ms
" e/ X x X2 x

Aqui, si P es el punto medio de P P,, entonces M es el punto medio de M| M,.
(¢Por qué?) En consecuencia,

_——-—2 .

Del mismo modo, obtenemos

Pty
—

Para resumir, enunciamos el siguiente teorema:

Teorema 13-5. La férmula del punto medio

Si P = {(xy, 1) ¥ P, = (x;, y;), entonces el punto medio de P, P, es

) J’1+J’2)
p= (B2 Yitla)
( 2 2
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Consideremos ahora un problema mds general. Sea P, P, un segmento ¢n el eje x,
y r un numero real positivo. '

Py

(o] X1

x ® v
|

Queremos hallar las coordenadas del punto P que divide a P, P, en la razén r a 1.
Es decir, queremos

PP
ﬁ=r o  P,P=rPP,

Si x, < x,, como en la figura, esto significa que

x —x, =r(x; —Xx) o X+ rx=x, +rx,,
0 sea,

X trx,
T od4r

Observemos que para r = 1, esto debiera dar la coordenada del punto medio. ((Es
asi?)

En el caso x, < x;, la féormula es exactamente la misma, pero la deduccién es un
poco diferente. (Utilizamos PP = x; — x, PP, = x — x,, y obtenemos la misma
respuesta.)

Lo mismo que en el caso del punto medio, podemos fdcilmente pasar al caso
general. Si

y
PP
=,
PP,
entonces
i {
] 1 i
MM My OM__ oM
MM, ’ o xy x x3 xf

puesto que AP,PQ ~ AP,P,Q,. Por tanto, se deduce que

s

Ax|+rx2
B R

Exactamente de la misma manera, obtenemos

=y1+’)’2
1+r
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Asi, tenemos el teorema siguiente:

Teorema 13-6

Si Pestientre P,y P,y

entonces

Conjunto de problemas 13-7

1. Determinar las coordenadas del punto medio de cada segmento en la figura:

Yy
A
E(—8, 5)
5_._
c(-5,3) T b(1,3) 87, 4)
D e r———
1 az2 pi6 1) =
g x
-5 “+ 5
F(—6, —2)\ /——/;'“i =N
G(—5, —4) + ki, —4)
_54_

2. Utilizar la féormula del punto medio para calcular las coordenadas del punto medio del
segmento determinado por cada uno de los siguientes pares de puntos:

(a) (6,0) y (10,2) ™Gy (1L,17)
(© (12, 3) y 3,2 @ (-56 y 6 -5
(8 @0 y ©,b) ) @b vy (d

y

/

3. Si A3, 15) y €(13, 0) son los_extremos de un 1514 o Al3,15)

segmento y B es un punto de AC, determinense :
las coordenadas de B, sabiendo que la razén 10£
AB/BC es igual a: -
(a) 4 (b) % 54
© i (d) % .

0
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4. Se dan los puntos P(5, 2) vy R(20, 14) y Q estd entrc Py R. Determinar las coordenadas
de Q, si PQ/QR es igual a:

w1 (b) 2 © 3 @ 4

* 15, En la figura dada, determinar las coor-
denadas del punto medio de cada uno de

los segmentos A0, BO, CO, AB, BCy AC.

5. (Cudles son las coordenadas de los dos puntos que trisecan al segmento cuyos extremos
son (2, -3) y(8,9?

6. Si los vértices de un triangulo son A(5, —1), B(1, 5) y C(—3, 1), (cudles son las longitudes
de sus medianas ?

X

7. Los vértices de un cuadrildtero son A(0, 0), B(5, 1), C(7, 4 y D(2, 3). Demostrar que @ * 16. En Ia figura, P'Q es la proyeccion de PD sobre el plano xy, PK | F0 0. FA | cje
las diagonales tienen el mismo punto medio. (Es el cuadrilitero un paralelogramo? ¢ 0 @ Il eie x, ,]\les ¢l punto medio de PO, M’ es la proyeccion g’e M, Hes el punto mJe dI}: ;
JPor qué? i

de OK,y By C son los puntos medios de AP’ y AQ’, respectivamente.

z

8. Se dan P(—3, —4), M(b, —1) y Q(7, b). Determinar b de manera que M sea el punto

medio de PQ. Q(1, 9,9

9. Se dan G(-5, 8), K(2, @) y H(b, 1). Determinar a y b de manera que K sea el punto medio
de GH.

10. Un segmento tiene el punto medio M(3, —5) y un extremo es A(2, —4). (Cudles son las
coordenadas del otro extremo B?

7
P(7, —3,3)
11. Se da el cuadrilatero cuyos vértices son A(3, -2), B(—3,4),C(1,8 y D7,4). W, X, vy ;
Y y Z son los puntos medios de AB, BC, CD y DA, respectivamente. = - C
/s
(a) Calcular las coordenadas de W, X, v, 2. e A4

(b) Calcular el perimetro del JWXYZ. B A

(¢) Calcular las pendientes de WXy YZ.
(@) ¢{Por quées PP’ | MM’ | QQ"?
(b) ¢Por qué es M’ el punto medio de P’Q’?
(c) Calcular las coordenadas de P', Q’, Ay K.
y _ (d) Calcular las coordenadas de B, C, Hy M’.
' ‘ (e) Calcular las coordenadas de M, el punto medio de PQ.

12. Demostrar que si P2, 1), O(7, 4), R4, 9) y S(—1, 6) son los vértices de u [JPQRS,
entonces sus diagonales tienen el mismo punto medio y son perpendiculares :ntre si.

C(0, 3ra)

13. Mcdiante coordenadas, demostrar que dos
de las medianas de un tridngulo con
vértices en (m, 0), (—m, 0) y (Q, 3m) son D E
perpendiculares entre si.

* 17. Enunciar una férmula general para las coordenadas del punto medio M del segmento
determinado por P(x,, yi, z1) y Q(x2, ¥z, z2), basada en observaciones sobre la fesolu-
cion del problema 16.

* 18. Hallar las coordenadas del punto medio del segmento determinado por los siguientes
pares de puntos:

@ G,5,0 y (1,L®Y)

8, 5, —

14. A(-3,2)y B(5, 12) son dos vértices del AABC. Una recta que pasa por G, punto medio ®) ¢ 3 y 0,0,-5)
de AB, y es puralela a AC, interseca a BC en H(10;-2). Determinar las coordenadas del , © (-6,2,4 Y 6, —2, —4)___
tercor vértice C. d) (3V2,2VI18, SV3) y (—=+73,0, V2T)

. A{-m,0) Ol  B{m,0)
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19. En el problema 16, calcular las coordenadas de los dos puntos que trisccun a PQ.

20. En ¢l problema 16, calcular los perimetros de los tridngulos ABMM’y AAQQ’. (Es
ABMM ~ NAQQ'?

13-8. EL EMPLEO DE SISTEMAS DE COORDENADAS EN LA
DEMOSTRACION DE TEOREMAS GEOMETRICOS

Veremos ahora como los sistemas de coordenadas pueden ser utilizados en la
demostracion de teoremas geométricos. El propésito de esta seccidn es ilustrar un
vierto método de trabajo en la geometria. El método serd fdcil de entender, si los
primeros ejemplos que tratamos son sencillos. Por esta razén, comenzaremos con
algunos teoremas que ya conocemos.

Teorema A

El punto medio de la hipotenusa de
un tridngulo rectdngulo equidista de
los vértices.

El primer paso al aplicar el método de las coordenadas es la eleccion de un sistema
de coordenadas de tal modo que el dlgebra que empleemos sea lo mds simple posible.
Una bucna eleccién para el problema que tratamos es la indicada en la siguiente
figura. Esto es, colocamos el origen en A, y By C en las porciones positivas de los
dos cjes. Asl, B=(a,0), y C=(0, b), como se indica en la figura. Por tanto, D =
(a/2, b/2), en virtud de la férmula del punto medio. Ahora,

}y
a 2 /b 2

== - — - — C

AD \/(2 0) +(2 0), A\

a b

y | o 3)

a\? b\? \ A B

En consecuencia, AD = BD. Esto demuestra el teorema, pues B = CD, en virtud
de la definicion de punto medio.
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Nuestra eleccidn de los ejes no es la Gnica adecuada. La siguiente figura sugicre
otra disposicién que es igualmente sencilla:

B la, 0) AlO x BIO A('-;,O) x

Sin embargo, si tomamos al azar ejes cualesquiera, podriamos convertir un problema
fdcil en otro sumamente complicado.

Y R Cle, d)

(5 5)

Ala, b)

Ble, f)

(o] x

Para iniciar una demostracidn, de acuerdo con esta figura, tenemos que hallar el modo
de decir, algebraicamente, que el AABC tiene un dngulo recto en A. Esto pucde
hacerse, pero no parece muy facil.

Al utilizar sistemas de coordenadas para demostrar propiedades relacionadas con
paralelogramos, cdsi siempre colo-
camos los ejes como se indica a la
derecha. Dado -el paralelogramo
(OABCD, tomamos el origen en 4,
B-en la porcién positiva del eje x y C
y Den el semiplano superior. Ahora,
la pendiente de 4B es 0,y AB | CD.
Por consiguiente, la pendiente de CD A a x
es 0. Esto da

%4

Dib, <) Cld, e)

e—c {7

d=b . | Db, c) cld, <
Luego, podemos reemplazar ¢ por ¢
en la figura. (;Por qué?) También,
podemos afirmat que 8

o ~a b —/-d a X
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Si AD y BC no son verticales, entonces tienen pendientes, y ¢éstas son iguales. Asi,

pues,

b=d—a,yd=a+b. Si ADy BC son verticales, entonces
b=0, d=a, y d=a+0=a+b,

como anteriormente, y

Por consiguiente, podemos marcar
nuestra figura como se indica a la Dlb, ¢ Cla+b, o
derecha.

Una vez conocido lo relacionado
con este esquema, muchos teoremas
acerca de paralelogramos resultan
muy fdciles,

Al . a T x

Teorema B

Si las diagonales de un paralelogramo son congruentes, entonces el paralelogramo
es un rectdngulo. :

Demostracién: En la notacién de la figura anterior, se nos da que AC = BD. Por la
férmula de la distancia, esto quiere decir que

V@+b—-07+(c—00 =(@~b7*+ 0 ),
(@+b)*+c*=(a~b"+c?

a® + 2ab + b* + ¢ = a® — 2ab + b* + 2.
En consecuencia,
dab = 0.

Como a > 0, se deduce que b =0, y esto significa que D estd en el eje p. Luego, el
L DARB es un dngulo recto, y el [JABCD es un rectdngulo.

FI siguiente conjunto de problemas estd preparado para ofrecer prdctica en el
empleo de los sistemas de coordenadas. En la resolucion de los problemas, por tanto,
debe tratarse de lograr que el dlgebra haga la mayor parte del trabajo, tomando como
modelos los ejemplos ilustrativos de esta seccién,
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Conjunto de problemas 13-8

Demostrar los siguientes teoremas, utilizando los métodos de la geometria cartesiana

1. Las diagonales del rectangulo de la izquierda, a continuacidn, tienen longitudes iguales.

r y C(2b, 2¢)
D{0, b} Cla, b) b E
A(0, 0) Bla, 0) A0,0)] 820,00

2. Elsegmento que une los puntos medios de dos lados del tridngulo anterior de la derecha,
es paralelo al tercer lado y su longitud es la mitad de la longitud del tercer lado. [Sugeren-
cia: Como tenemos que determinar las coordenadas de los puntos medios y la mitad de
la longitud de la base, es conveniente, pero no necesario, procurar que las coordenadas
de A, By C sean como en la figura].

3. Las diagonales de un rombo son perpendiculares entre si. [Sugerencia: Toémense los
puntos (0, 0), (a, 0), (a + b, ¢) y (b, ¢) como Vértices. Verifiquese que las pendientes son
reciprocas y opuestas entre si.]

4. La mediana de un trapecio es paralela a las bases, y su longitud es la semisuma de Ins

longitudes de las bases. _
m Y

5. El segmento que une los puntos
medios de las diagonales de un
trapecio es paralelo a las bases, y su
longitud es la semidiferencia de las
longitudes de las bases.

Cld, <)

Dib, <)

Al0,0)| Blo, 0)

6. Los segmentos determinados, en
orden, por los puntos medios de los
lados consecutivos de un cuadri-
latero forman un paralelogramo.
[Nota: Podemos elegir los ejes de
manera que un vértice sea (0, 0) y
un lado de la figura esté en el eje x.]

D{d, e)

7. Los segmentos determinados, en orden, por los puntos medios de los lados consecutivos
de un trapecio isdsceles forman un rombo.

8. En el AABC, si CM es la mediana correspondiente a AB, entonces
AC? + BC?* =+AB* + 2CM>.
[Sugerencia: 'Témese el punto medio de AB en (0, 0).]
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9. En un tridngulo cualquiera, el cuadrado
del lado opuesto o un dngulo agudo es
igual a la suma de los cuadrados de los

otros dos lados menos el doble del producto Cl0, <)

de uno de esos lados y la proyecciéon del
otro sobre él. Demuéstrese que AC? =

AB* - BC* —2A4B- DB.
de los célculos se necesita la hipotesis de Ala, 0] | D0, 0) Blb, 0) x
quc el / Bes agudo?

(En qué parte

10. La suma de los cuadrados de los lados de un paralelogramo es igual a la suma de los
cuadrados de las diagonales.

.

En un cuadrilatero cualquiera, la suma de los cuadrados de los lados es igual a la suma

de los cuadrados de las diagonales mds cuatro veces el cuadrado de la longitud del seg-
mento determinado por los puntos medios de las diagonales.

g

Demostrar que las cuatro diagonales de un cuerpo solido rectangular son congruentes

y se intersecan en el punto medio comun.

13-9. LA GRAFICA DE UNA CONDICION

Por una grdfica entendemos simplemente una figura en el plano, es decir, un con-
junto de puntos. Asi, dngulos, tridngulos y semiplanos son gréificas y, también, lo son
scgmentos, rayos y rectas. .

El término grdfica se utiliza generalmente cuando representamos una figura definida
mediante una condicién que-se satisface por todos los puntos de dicha figura y no por
otros puntos. He aqui algunos ejemplos:

CONDICION GRAFICA
. y>0 El semiplano sobre el eje x
2. x>0 El semiplano a la derecha del eje y
3. x=0 Eleje y
4, x>0yy>0 El primer cuadrante
5. x=1 La recta vertical que pasa por (1, 0)
6. x=3 La recta vertical que pasa por (3, 0)
7. l<xx3 La banda infinita entre las rectas que satisfacen a las

condiciones 5y 6

Las siete grdficas aparccen cn la pdgina 407,

La gréfica do una condicién

y>0.

1.
14

of % '

x=0.
3 4,

I 4
x 0 12 3 x

x=1 x=3

5 6.

7.

47
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Iin cada uno ac estos casos, decimos que la figura es la grdfica de la condicidn que
ln deline. Asi, cada una de las siete figuras en la pdgina 407 ¢s la grdfica de la condicion
indicada.

Repitiendo: La grdfica de una condicidn es el conjunto de todos los puntos que
satisfacen a esa condicion.

Este término se utiliza a menudo cuando la condicion estd enunciada algebraica-
mente en funcién de coordenadas, como en los ejemplos anteriores. Cuando la
condicion estd enunciada en forma de ecuacion, nos referimos a la figura como la
grifica de la ecuacidén. Por ejemplo, la recta vertical que pasa por (1, 0) es la gréfica
de la ecuacién x = 1. Andlogamente, la primera de las siete figuras se llama la grdfica
de la inecuacion y > 0.

Conjunto de problemas 13-9

1. En el mismo sistema de ejes coordenados, dibujar las graficas de las siguientes condiciones:

(@) x=:5 b)) x< -2 © y=4 (d)y=0

2. Dibujar en un sistema de ejes coordenados el conjunto de puntos definido mediante
cada una de las siguientes condiciones:

(@) |x| =2 ®) ¥ <1 © x| =3
3. Dibujar la reunion de las graficas de x =3 y y = 2. (Cual es su interseccion?

4. Se dan las condiciones: (i) x es un niimero positivo y (ii) ¥ es un nimero positivo.
(a) Dibujar la reunién de las graficas correspondientes.

(b) Dibujar la interseccion de las graficas.

5, Dibujar la interseccion de las graficas de las cuztro condiciones que siguen:
x>0, x <6, y=0, y<4.

Describase la intersecciéon verbalmente.

6. Enunciar las condiciones que definen la

region indicada a la derecha.

*+

10

11
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.7. Dibujar la grafica y determinar el 4rea de la interseccion de los conjuntos de puntos que
satisfacen a las condiciones

—1<x<3 y —2<y<s.

" 8. La distancia del punto A(1, 0) a P(x, y) es igual a la distancia de P a B(7, 0). Escribase

una ecuacion que exprese esta condicion. ;Cudntos puntos P hay ? Dibujese el conjunto
de todos esos puntos P. :

9. Escribir una ecuacién para el conjunto de todos los puntos P(x, y) equidistantes de los
puntos A(0, 6) y B(6, 0). Dibujese la grafica.

Trazar la grafica de y =|x|.

Trazar la grafica de y = — |x].

12. Un punto P(x, y) esta entre el punto A(1, 3) y el purito B(8, 6). Utilicese la formula de la

distancia y la definicién de ‘‘estar entre’’ para escribir una ecuacion que exprese esta
condicion en P.

13. SiP=(x,y), A=(a, &) y B=(b, d), {qué condicidén para los puntos P, 4 y B estii ex~

presada por la siguiente ecuacion?

Vo= + 0=+ — b+ 0 —d =a— by + ¢~ dy*

14. En el mismo sistema de ejes coordenados, dibujar el conjunto de todos los punios
P(x, ¥) que satisfacen a las condiciones que siguen:

@ V=3 + (+2?+/x— D2+ (y— 12 =5.
) Ve —3* + (y+ 22 =/x— D2+ (y— D~

15. En la figura, el plano E es paralelo al plano xz y el plano Fes paralelo al plano yz. Ey F
L ©>
se intersecan-en AB. CG estd enel plano E,
<> z
CH esta en el plano F, y ambas rectas E

estan en el plano xy.

8
(a) (Cuales son las coordenadas de C? ) LA

(b) (Qué ecuacion da la condicién en
virtud de la cual el plano E es su 2
grafica?; (cudl da la condicién cuya .
grafica es el plano F?

H
71 F Tt

- =
N4

[=)

oo

B
I

<

Y\

©

> - 4
(©) {De qué condicién es AB la grafica? L (_,zz’ H -
(d) iDe qué condicion es el punto C la ‘}Z‘ 8

graficn ? x ]
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16. (Cudles son las graficus de cada una de las siguientes condiciones en un sistema dc
coordenadas de tres dimensiones ?

() zw O b) x=0 ©) y=0
(d) ym3 (e) z=5 ) lyl=2

Wx 0y y=0 (h)x=3 y z=0

) =2y z=0 (jx=3 y y=2

13-10. LA REPRESENTACION DE UNA RECTA MEDIANTE
UNA ECUACION
7 1§

Iis fifcil describir una recta vertical
medinnte una ecuacion.

Si la recta interseca al eje x en
(«,0), cntonces dicha recta es la
grdfica de la ecuacién x = a.

1

Para rectas no verticales, necesitamos utilizar el concepto de pendiente. Suponga-
mos que la recta L pasa por el punto
P, = (x,, y,)y tiene pendiente m. Si y
I’ m (x, y) es cualquier otro punto de
L, entonces

Y~ k
= m, 1xy, )
X — xl / I
puesto que todos los segmentos de L o x

ticnen pendiente m. Desde luego,
estu ecuacién no se satisface cuando
X X, yy= ), pues, en ese caso, la fraccién se convierte en la expresién 0/0, que es
indeterminada. Pero esto puede arreglarse fécilmente, multiplicando ambos miembros
de la ecuacién anterior por x — x,. Asi, obtenemos

Y=y =mx = xy).

T
Esta operacion afiade un punto a la grdfica; 1a nueva ecuacién se satisface por todo
punto de L distinto de P, y, también, por el mismo P,, porque cuando x = X,y
Y =y, oblenemos 0 = m - 0, lo cual constituye un enunciado cierto.

-
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Enunciamos este resultado como un teorema.

Teorema 13-7

Sea L una recta con pendiente m, que pasa por el punto (x,, »,). Entonces, todo
punto (x, y) de L satisface a la ecuacion

Y=y =mx — Xy).
Se observard que este teorema no dice que L es la grifica de la ecuaciéon. En efecto,

todavia no hemos demostrado esto por completo, sino sé6lo a medias. Cuando decimos
que L es la grdfica de la ecuacion, esto significa dos cosas:

(1) todo punto de L satisface a la ecuacidn, y
(2) todo punto que satisface a la ecuacion estd en L.

Hasta el presente, hemos demostrado el enunciado (1). Demostraremos ahora ¢l
enunciado (2).

O
x

Supongamos que P(x, ) es un punto para el cual
Y=y =mx —x,).
Si x = x,, entonces y = y;, y P estd en L. Si x # x,, entonces P; P no es vertical y su
pendiente es
Y0
X — X,

=m.

€ .
Por tanto, PP y L tienen la misma pendiente. Luego, estas rectas o son paralelas, o
son la misma recta. Ahora bien, no pueden ser paralelas, porque (x, y;) estd en

. .
ambas. Fin consccuencia, P, P es la misma recta L, y P estd en L.
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Esto nos da un teorema mds sencillo y, también, nos

_ dive mufs que el t
! s que el teorema

Teorema 13-8

La gréfica de la ecuacidn

}’_J"1=m(x“x1)

es la recta que pasa por el punto (x;, y,) con pendiente .

n end»

ecuacion.

Supongamos, por ejemplo, que la recta pasa por los puntos

P2, 1) Yy Py5,3).

Entonces, su pendiente es
3
5—

—

m =

Nl
If
Wi

Utilizando P,(2, 1) y m = %, la forma de punto y pendiente da
(M y—1=%x-2).
Podemos simplificar esto para obtener una ecuacidén equivalente:
3y —3=2x — 4,
2) 2x =3y =1.

Se oi'?scrvarei, sin embargo, que aun cuando la ecuacién (2) es mds sencilla que la
‘ccuuuf’m (1), no es tan fdcil de interpretar. En virtud del teorema-13-8 podemo;1 decir
lmnc.dmtumcnte que la grdfica del enunciado (1) es la recta que ﬁusz’l por (2, 1)

pendiente 4. Esto no es tan evidente en la forma simplificada (2). e

-

La representacion de una recta mediante una ccuunclén 113

Dada una ecuacién en la forma de punto y pendiente, es ficil dibujar su grifica,
Tomemos, por ejemplo,

y=3=2x+1).
Y

Puede verse inmediatamente que la (
grafica contiene al punto (—1, 3).
Para trazar la recta, necesitamos 4
conocer otro punto mds en ella.
({Por qué?) Haciendo x =0, obte- 3
nemos 2

y—=3=20+1), 1
0 sea, —/—2 -1 [0 1 2 3 «x

y =5,

Por consiguiente, (0, 5) estd en la grifica. Ahora, podemos utilizar una regla, porque
sabemos desde el principio que la grdfica tiene que ser una recta. En la préctica, sin
embargo, es muy buena idea verificar nuestro trabajo, calculando las coordenadas de
un tercer punto. Por ejemplo, para y = 0, obtenemos

0-3=2(x+1),
lo cual nos da
x=—3.

Por tanto, (—3, 0) estd en la grdfica, justamente como sugiere la figura.
El siguiente teorema se deduce fcilmente del teorema 13-8:

Teorema 13-9

La gréfica de la ecuacién

y=mx+b

es la recta que pasa por el punto
(0, b) con pendiente m.

La raz6n de ello es que dicha ecuacion puede escribirse en la forma
y—b=m(x-0).

La ccuncion y = mx + b se llama la forma de ordenada en el origen y pendiente.
En muchos cunos, resulta ser la forma mds conveniente.
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Podemos ahora dibujar la grdfica de la ecuacion

y= x|

del modo siguiente: Primero, dibujamos a continuacidn, a la izquierda, las graficas de
las ccuaciones y =xy y = —x:

4 y

Lyty=x. y=|xl=—x x<0. y= x| =x, x>0

x 1
x

Ly:y=—x.

Recordamos que |x]| estd definido mediante las siguientes condiciones:
(1) Parax>0, |x] = x.
(2) Parax <0, [x] = —x.

Esto significa que a la derecha del eje y, nuestra grafica estd en la recta L,, pero no
en L,. A laizquierda del eje y, nuestra gréfica estd en la recta L,, peronoen L,. La
grifica, por consiguiente, se parece a la que estd arriba, a la derecha.

Es fdcil ver que los dos rayos son perpendiculares. Luego, la grdfica de y = |x| es un
dngulo recto.

Conjunto de problemas 13-10

1. Las ecuaciones siguientes estan escritas en la forma de punto y pendiente; para cada
ecuacion, determinar la pendiente y las coordenadas de dos puntos de su grifica y
dibujar ésta:

(a) y—3=2x—4). ) y—1=%x—06).
© y+6=—3(x—28). @ y—5=3x.
(&) y=—2(x+3). )

2. Escribir la ecuacién de la recta que pasa por el punto Py tiene pendiente m en cada uno ;
de los siguientes casos: !
(W) Pm(d,1) y m=3, G)P=3F -4 y m=-2.
© P82 y m=i @ P=(—4,0) y m=4.

© P :(~6,5 y m-=-0. /

3.

&
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Para cada par de puntos, primero hallar la pendiente de la recta que los une y, lucgo,
escribir la ecuacién de la recta:

@ 5,2 y 2,9

b 2,9 y (4,5).

(©) 0,0 y (@,5).

@ @7 y (=8,5).

(e) (—6,0) y (0,4).

# 0O, -15 vy (12, -18).
(@ (—4, —13) y (19, 33).

) (V2,V8) y (—V8,—V2).

. Juan y Alberto estaban comparando sus soluciones a un problema de la tarea asignada.

El problema era:
“Escribir la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (2, —5) y (8, 7)”.

%‘\ 3
Juan tenia la ecuacioén y + 5 = 2(x — 2) y Alberto teniag y — 7 =2(x — 8). (Cual de lun
respuestas es correcta? Expliquese.

. Para cada una de las siguientes ecuaciones escritas en la forma de ordenada en el origen

y pendiente, determinar la pendiente, la ordenada en el origen, y dibujar la grafica:

(@ y=2x+6 b)) y=—2x+6
© y=%x dy=2x—6
© y=%x—6

Determinar la ecuacién de la recta cuya pendiente es igual a —5 y que contiene al punto
©, 4).

Escribir la ecuacion de la recta que pasa por el punto (7, —6) y es paralela a la recta de
ecuacion

o y=4%x+1L

. Escribir la ecuacién de la recta que pasa por el punto (—2, 0) y es perpendicular a la

recta de ecuacion
y=—3%x+6.

. En un sistema de ejes coordenados, dibujar las gréficas de las ecuaciones

y=3, y=x-+3, y—3=—%x—28).

(@) (Cuiles son las coordenadas de los tres puntos en que las rectas se intersecan?

(b) Calculur el dren de la region triangular limitada por las tres rectas.
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10. En un sistema de ¢jes coordenados, dibujar las graficas de lny slguientes ccuaciones:
ye=—dx+4, y=3x+4, y+1=—%x~10)
(0) ({Cudles son las coordenadas de los tres puntos en que las rectas se intersecan?
(b) Calcular el drea de la regidn triangular limitada por las tres rectas.
I1. Dibujar la grafica de x = [y|.
12. Dibujar la gréafica de |x| + |y| =4.

13. Utilizando la forma de punto y pendiente de la ecuacion de una recta, demostrar que la
ccuacion de la recta que pasa por (a, 0) y (0, ) puede escribirse asi:

X
IiZ=1 (@ b#0)
a b

Explicar por qué esta forma se dice que es la forma de intersecciones con los ejes.

14. Utilizar el problema 13 para escribir la ecuacion de la recta cuya interseccion con el eje
x es (5, 0) y cuya interseccion con el eje y es (0, 3). Cotejar la ecuacion, utilizando la
forma de ordenada en €l origen y pendiente o la forma de punto y pendiente.

15. Iin un sistema de coordenadas de tres dimensiones,
3x+6y+2z=12
¢s la ecuacion de un plano. (Cudles son las coordenadas de las intersecciones con los
cjes ?

16. En la figura de la derecha, el plano K
interseca a los ejes en los puntos
indicados. La ecuacion del plano K
es

6x + 4y + 9z = 36,

(a) Determinar la ecuacién de la
interseccién del plano K con
cada plano coordenado.

14
8(0, 9, 0)

(b) Demostrar que la ecuacion de K
puede ponerse en la forma x

17. Bscribir la ecuacién del plano determinado por los siguientes puntos:
(n) (5,0,0),(0,3,0y(0,0,4
(b) (i12,0,0),(0,4,0)y (0,0, —3)
() (5,0,0),(0,-3,0)y (0,0, 10)

[Sugerencia: Véanse los problemas 13 y 16 anteriores. No es necesario demostrar que

las ecuaciones son correctas. ] X /
\,/

La representacién de una rocta mediante una eouacién A7

*1 18. Para cada una de las siguientes ecuaciones, determinar las intersecciones con los cjes y

dibujar la grafica en tres dimensiones de cada ecuacion:
(a) 4x+3y+2z=12

(b) 14x + 35y + 10z =70

(©) 9x— 7y +21z =163

(d) 6x+5z=30

(——)
++ 19, En la figura, jﬁ?, ((7_5 y E’ son las proyecciones de PQ sobre el plano xy, el plano yz
y el plano xz, respectivamente.

(a) Determinar las coordenadas de A, B,C,D,EyF.
6 v
(b) Determinar las ecuaciones de :1_1)3, C('—IS y EF en sus planos coordenados respectivos.
PROBLEMA OPTATIVO

Se da el AABC con vértices A(a, a’), B(b, b) y Clc, ¢, siendo O <a<ce<by
O<a <b <c'.

V4
Clc, ¢}
Ala, o)
\ Blb, ')
1w R Mo x
ol

Demuéstrese que

aAABC = i[a(b’ — ¢’) + b(c’ — a’) + c(@’ — b1
(Qué sucederfa con fa formula de la derecha, si A y B se intercambian?; ¢si A4y C se
intereambinn ?; 4y si By Csc intercambian?
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14| Circunferencias y
superﬁcies esféricas

14-1. DEFINICIONES BASICAS

En términos generales, una circunferencia es la frontera de una regién redonda cn
un plano; y una superficie esférica es la superficie de una bola en el espacio.

Q K

T

En las siguientes definiciones, se expresan estas mismas ideas con un lenguaje mds
preciso:

Definicién

Sea P un punto de un plano dado y sea » un niimero positivo. La circunferencia
con centro P y radio r es el conjunto de todos los puntos del plano que estdn a la
distancia r del punto P.

Definicién

Sea P un punto y sea r un numero positivo. La superficie esférica con centro P y
radio r es el conjunto de todos los puntos del espacio que estdn a la distancia r del
punto P,

Dos o mds superficies esféricas o circun-
ferencias con el mismo centro se llaman
concéntricas.

En la figura, P es el centro comun de
las tres circunferencias concéntricas.

Una cuerda de una circunferencia es un
segmento cuyos extremos estdn en la cir-
cunferencia. B_ o

En la figura, AB es una cuerda. A

Una recta que corta a la circunferencia *
en dos puntos se llama una secante a la
circunferencin.

Ast, pues, enda cuerdn determing una secante, y cada secante contienc una cuerda.

121
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Andlogamente, una cuerda de una super-
ficic esférica es un segmento cuyos extremos
estdn en la superficie esférica; y una secante
a una superficie esférica es una recta que
interseca a la superficie esférica en dos
puntos.

LY

,—"—-:"-

Un didmetro de una circunferencia o de una superficie esférica es una cuerda que
contiene al centro.

Un radio de una circunferencia es un
segmento que va desde el centro a un punto
de la circunferencia (y andlogamente para
las superficies esféricas). El punto A4 se llama
¢l extremo del radio PA.

Obsérvese que estamos empleando la pa-
labra radio en dos sentidos, para designar
o bien un segmento o un ntmero. En cada
caso particular, el contexto aclarard a cudl
de los dos significados nos referimos. Andlogamente, si una circunferencia tienc
radio r, nos referiremos al nximero 2r como el didmetro de la circunferencia. Desde
luego, el niimero 2r es la longitud de toda cuerda que pase por el centro.

En la figura de la derecha, r es el radio;
PB es un radio; PA es otro radio; 2r es el
didmetro; AB es un didmetro y PC es un
radio cuyo extremo es C.

Teorema 14-1

La interseccidn de una superficie esférica con un plano que pusa por su centro cs
una circunferencia con el mismo centro y el mismo radio.

- 4
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Para ver por qué esto es asi, solo es necesario recordar las definiciones de una super-
ficie esférica y de unacircunferencia. Sean dados una superficie esférica S con centro
Py radio r, y un plano E. Entonces, S es el conjunto de todos los puntos del espacio
que estdn a la distancia r de P. La interseccién de S'y E es el conjunto de todos los
puntos de E que estdn a la distancia r de P y es, efectivamente, una circunferencia con
el mismo centro P y el mismo radio r que la superficie esférica S.

Sabiendo esto, podemos enunciar la siguiente definicion:

Definicién

La interseccién de una superficie esférica con un plano que pasa por su centro
se llama circunferencia mdxima de la superficie esférica.

Hay otra razén para el empleo de
este término: las circunferencias maximas
son las circunferencias de mayor longitud
en la superficie esférica. Por ejemplo, si
dibujamos meridianos y paralelos de la
manera acostumbrada, como en los globos
terrdqueos, entonces el ecuador es una
circunferencia mdxima, pero los demds
paralelos de latitud no lo son. Los otros
paralelos de latitud tienen una longitud
menor que la del ecuador, y van siendo
cada vez mds pequefios a medida que nos £
acercamos al Polo Norte o al Polo Sur.

Conjunto de problemas 141

1. Completar: El conjunto de todos los puntos _ que estidn a una distancia fiju

de un punto dado se llama una

2. Completar: Un diametro de una circunferencia es una . que contienc al

de la circunferencia.
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il siguiente enunciado contiene la palabra “diametro’ doy veces. Fxpliquese cuil es ol
significado de “didmetro’ en cada caso.

Aunque una circunferencia sélo puede tener un didmetro, en realidad, tiene unn
infinidad de didmetros. \

Lin ¢l enunciado del teorema 14-1, (qué significa la palabra ‘“radio’ ?

. Indicar si cada uno de los siguientes enunciados es cierto o falso:

(a) Un didmetro de una circunferencia es una secante a la circunferencia. ~
{b) Todos los radios de una superficie esférica son congruentes. &

(¢) Todo didmetro de una superficie esférica es un didmetro de una circunferencin
AvI e
maxima. ¢ .

(d) Un radio es una cuerda de una circunferencia. &,

(¢) Una sccante a una superficie esférica corta a la superficie esférica solamente en un
punto.

(f) Una cuerda de una circunferencia contiene exactamente dos puntos de la circun-
ferencia. ~

(2) Una superficie esférica y una cualquiera de sus circunferencias maximas tienen el
mismo centro y el mismo radio. €&

;Cudles de los siguientes enunciados son ciertos ?

() Si un radio biseca a una cuerda de una circunferencia, entonces es perpendicular i
la cuerda.

(b) La interseccion de ’una recta y una circunferencia puede ser vacia.

(¢) Dos circunferencias pueden intersecarse exactamente en tres puntos.

(d) Una recta puede cortar a una circunferencia exactamente en tin punto.
(¢) Dos superficies esféricas pueden intersecarse exactamente en un punto.
(f) La interseccion de dos superficies esféricas puede ser una circunferencia.

(g) La secante que es mediatriz de una cuerda de una circunferencia contiene al centro
de la circunferencia.

(h) Si una recta corta a una circunferencia en un punto, la interseca en dos puntos.

D

SiABy aé_son dos dia’lin_etrcEie una circunferencia,
centonces ACx BDy AC || BD.

C

Demostrar que los didmetros de una circunferencia son las cucrdas mas largas de la
circunlerencin. [Indicacién: Si ¢ representa la longitud de otra cuerda cualquiera, (es

c< 2 /

g, B

s
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9. Si AB y D son dos didmetros de una superficic

=

esférica, entonces la figura ACBD es un rectangulo.

> 7

10. Demostrar lo siguiente: Si dos cuerdas congruentes de una circunferencia tiencn un

extremo comun con un didmetro y, ademas, intersecan a la circunferencia en puntos a
distinto lado del diametro, entonces las cuerdas determinan angulos congruentes con ¢l
diametro.

14-2. RECTAS TANGENTES A LAS CIRCUNFERENCIAS

En toda esta seccién, consideraremos circunferencias en un plano fijo.

Definiciones %

El interior de una circunferencia es el con-

junto de todos los puntos del plano cuyas Extericn
distancias del centro son menores que ¢l

radio. FEl exterior de una circunferencia es

el conjunto de todos los puntos del plano

cuyas distancias del centro son mayores que

el radio.

Asi, pues, todo punto del plano o estd en el interior de la circunferencia, o en cl
b

exterior de la circunferencia, o en la circunferencia. En los dos primeros f:asos,
diremos frecuentemente, para abreviar, que un punto estd dentro o fuera de lg circun-
ferencia. (Recuérdese que 0 < r, porque r ~0. Por tanto, ¢l centro estd en el interior.)

Definiciones

Una tangente a una circunferencia es una
recta (en el mismo plano) que corta a la
circunferencia en un solo punto. Este
punto se llama punto de tangencia o punto
de contacto. Decimos que la recta y la
circunferencia son fangentes en el punto,
de contacto.

Toda circunferencia tiene una tangente en cada uno de sus puntos. Esto lo podemos

deducir del teoremu siguiente:
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Teorema 14-2

Una recta perpendicular a un radio en su
extremo es tangente a la circunferencia.

Demostracion:  Sea L la perpendicular al radio
PQ en Q. Hay que demostrar que ningin otro
punto de L estd en la circunferencia.

Sea R otro punto cualquiera de L. En virtud del primer teorema de minima dis-
tancia (teorema 7-7), el segmento mds corto desde P a L es el segmento perpendicular.
Por tanto, PR > PQ. Luego, PR > ry R no estd en la circunferencia, pues R esti
en el exterior.

El reciproco de este teorema también es cierto.

Teorema 14-3

Toda tangente a una circunferencia es perpendicular al radio trazado por el
punto de contacto.

La figura anterior de la izquierda representa este caso exactamente como ocurre.
La figura de la derecha ilustra la demostracidn indirecta ofrecida a continuacién:

Demostracién: Se da que L es tangente a la circunferencia Cen el punto Q. Suponga-
mos que L no es perpendicular a PQ. Demostraremos que esta suposicién conduce a
una contradiccion.

Sea F el pie de la perpendicular desde P a L. Entonces, F # . Sea R un punto del
rayo opuesto a FQ>, tal que FR= FQ. Entonces, APFR~ APFQ. ({Por qué?)
En consecuencia, PR=PQ =r y R estd en la circunferencia. Por consiguiente, L
corta a la circunferencia en dos puntos en lugar de uno. Pero, esto es imposible,
pues I. es una recta tangente a la circunferencia. Luego, nuestra suposicion es falsa
y L. L. PQ ¢en Q, como queriamos demostrar, /

Rectas tangenten a law elrcunferencias 427

En la figura de la izquierda, a continuacidn, las dos circunferencias son tangentes
interiormente. En la figura de la derecha, las dos circunferencias son tangentes ex-
teriormente.

Definici6én

Dos circunferencias se dicen tangentes, si son tangentes a la misma recta en el
mismo punto. Si dos circunferencias tangentes son coplanarias y sus centros
estdn al mismo lado de su tangente comun, entonces las circunferencias son
tangentes interiormente. Si dos circunferencias tangentes son coplanarias y sus
centros estdn a lados opuestos de su tangente comiin, entonces las circunferencias
son tangentes exteriormente.

Conjunto de problemas 14-2A

1. Dibujese una circunferencia con centro P y radio PQ = 1% centimetros. Marquense
un punto A4 tal que P4 = 2 centimetros y un punto B tal que PB =1 centimetro. Ahora,

complétense los siguientes enunciados:
(a) Aestaenel de la circunferencia, porque
(b) Bestaenel

(¢) Las circunferencias con radios PA, P_Q y PB se llaman

de la circunferencia, porque

2. Describir como puede construirse una tangente a una circunferencia en un punto dado de
ésta, si se da el centro de dicha circunferencia.

3. E es un punto en el exterior de una circunferencia. (Cudles tangentes a la circunferencia
contienen al punto E? Hagase un dibujo.

4. Demostrar lo siguiente: Dadas dos circunferen-
cias concéntricas, toda cuerda de la circunferen-
cia mayor que es tangente a la circunferencia
menor es bisecada en su punto de tangencia.

[Sugerencia: Tracense PA, PQ'y PB.]

>

Demostrar que lus tangentes a una circunferencia en los extremos de un didmetro son
paralela.
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6. En la figura, se muestra una disposicion de

[g]

tres circunferencias que tienen radios dife-
rentes y tal que cada circunferencia es tangente
a las otras dos. Dibujense por lo menos otras
tres disposiciones analogas.

c’

Demostrar el siguiente teorema:

Si dos circunferencias son tangentes, sus centros estan alineados con el punto de
tangencia.

[Sugerencia: Tracese la tangente comin.]

Q ‘°

Caso 1 Caso 2

Demostrar que sidos circunferencias con radios congruentesson tangentes exteriormente,
un punto cualquiera equidistante de sus centros estd en su tangente comun.

. La distancia de un punto E al centro, 4, de una circunferencia es 20. El radio de la cir«

10,

H

cunferencia es 5. Una recta que pasa por E es tangente a la circunferencia en B. Decter-
minese EB.

I'n la figura, cada una de las circunferencias con
centros 4, By C es tangente a las otras dos. Si
AB=10, AC=14 y BC =18, determinese el
radio de cada circunferencia. [Sugerencia: Sea x
el radio de una circunferencia.]

B
QAN

Se da la figura de la derecha, en la cual las

circunferencias son tangentes, P y P’ son sus
<> <>

centros, y PBy P’A son tangentes en By A4,

respectivamente. Sabiendo que los radios son

9 y 6, determinense PBy P’A. ’

Dos circunferencias concéntricas tienen diametros de 10 y 26. Considérense tangentes o
la circunferencia menor que pasan por los extremos de un diametro de la circunferencin
mayor. Determinese la longitud del segmento de cada tangente que tiene un extremo en

ciada circunlerencia. \
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* 13. Datos: Lin la figura de la izquierda, a continuacion, AB es un diametro de la circunforen-
cia con centro P; L es tangente en T a la circunferencia; AD y BC son perpendiculires

a L. Demuéstrese que PD = PC.

14. En la figura anterior de la derecha, las circunferencias con centros Py .S son tangenles o

larecta Len Q. Una secante a la circunferencia mayor pasa por P, es tangente a la circun-
ferencia menor en T y corta a L en R. Si los radios de las circunferencias son 8 y 3,

determinese QR.

15. En una circunferencia con centro P, AB es un didmetro y AC es otra cuerda cualquicr,

Una secante que pasa por Py es paralela a AC interseca en un punto D a la tangenic cn
<>

C. Demuéstrese que DB es tangente a la circunferencia en el punto B. [Sugerenciu

Tracese PC.]

Los siguientes teoremas son fdciles de
demostrar:

Teorema 14-4

La perpendicular desde el centro de una
circunferencia a una cuerda biseca a
ésta.

Teorema 14-5

El segmento desde el centro de una
circunferencia al punto medio de una
cuerda es perpendicular a ésta.

Teorema 14-6

En el plano de wuna circunferencia,
la mediatriz de una cuerda pasa por el
centro de la circunferencia. .

Demuéstrese esto. (Si el alumno no se da
cuenta dec cémo emplear alguno de los
teoremas anleriores, deberd tratar de utilizar
el teoremin 0 2.)

Q
R
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Corolario 14-6.1

Ninguna circunferencia contiene tres puntos alineados.

L
"2\\ /l L d

——
= o -

Ll L,

Cd
O ——
[ ——

Demostracion: Si tres puntos O, R y S de una circunferencia estuvieran alineados,
entonces las mediatrices de las cuerdas QR y RS serian paralelas. Pero, esto es im-
posible, porque dichas mediatrices pasan por el centro.

Definicion
Dos o mds circunferencias con radios congruentes se llaman congruentes.
Obsérvese que esta definicidn de circunferencias congruentes esta de acuerdo con el
empleo de la palabra congruente para segmentos, angulos y tridngulos. La idea bdsica

cn cada caso es que dos figuras son congruentes, si tienen el mismo tamaifio y la misma
forma.

Teorema 14-7

En la misma circunferencia o en circunferencias congruentes, las cuerdas equi-
distantes del centro son congruentes.

Demuéstrese esto. (En las figuras anteriores, algunas de las marcas estdn basadas

en ¢l tcorema 14-4.) \

Rectas tangentes a las circunferencias 431

Teorema 14-8

En la misma circunferencia o en circunferencias congruentes, dos cuerdas con-
gruentes cualesquiera equidistan del centro.

p A C
L F » Yel
B D

Demuéstrese esto.

Finalmente, tenemos:

Teorema 14-9

Si una recta interseca al interior de una
circunferencia, entonces corta a la circun-
ferencia exactamente en dos puntos.

Demostracién: Segiin se indica en la figura, sea
C una circunferencia de radio r, sea L una recta
y supongamos que L contiene un punto R df:l
interior de C. Entonces, PR <r. Sea F el pie

de la perpendicular desde P a Lysea PF=s. ' ’ N
(1) Si XestdienLyen C, entonces €l APFX tiene un dngulo recto en F'y, asl,

r? =5+ FX>

FX =A/r? — 52,

(2) Si Xesunpuntode Ly FX =+ #2 — 52, entonces X estd en C, pues
PX?=PF* + FX?
=52+ (r2 — 5%

=ri.

Por tanto,

. alizacié
Pero r? — s* > 0, porque »>s. Luego, en virtud del teorema de la localizacion

72
de puntos, hay exactamente dos puntos X de L tales que FX = \/;‘ - &%, Por tanto,
exactamente dos puntos de L estdn en C, como se queria demostrar.
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Conjunto de problomas 14-2B

I. Entnciese el teorema o corolario que justifica cada una de las conclusiones siguientes
relucionadas con la figura, en la cual P es el centro de Ia circunferencia

() Si PN |. Z‘B, entonces CN = ND.
(b) Los puntos 4, Q y B no estdn alineados.

(c) _S_i_I’M;PN, PM | 4B y PN CD, entonces
AB % CD.

(d) Si :4_3;65, PM 1 4B y I‘TVJ_C_D, entonces
PM = PN,

L« >
(¢) Si RT es una tangente, RT' | PQ.

(f) Si M esta en el interi i i VQ i i
< ¢sta en el interior de la circunferencia, entonces MQ interseca a la circunferencia
cxactamente en un punto distinto de Q.
A A B

2. En una circunferencia con radio de 10 centimetros, una
cuerda dista 6 centimetros del centro. (Cual es la lon-
gitud de la cuerda?

3. Un diametro y una cuerda de una circunferencia tienen un extremo comun. Sila longitud
ﬂlul didmetro es 40 y la longitud de la cuerda es 24, {a qué distancia del centro de la circun-
ferencia esta la cuerda?

4. Una cuerda de 16 pulgadas esta a 15 pulgadas del centro de una circunferencia. ({Cual
es ¢l radio de la circunferencia ?

5. En lu figura, P es el centro de la circunferencia,

PD1AC, PE|BC,

PD = PE.

Demuéstrese que / DBA ~ / EAB.

6. Demostrar lo siguiente: En una circunferencia
cunlquiera, los puntos medios de todas las cuerdas
congruentes con una cuerda dada forman una cir-
cunferencia concéntrica con la circunferencia dada
y de radio igual a la distancia de una cualquiera de
lus cuerdas al centro.

4.‘5??““;

!._q, Te

7. Demostrar lo siguiente: En una circunferencia, si dos cuerdas que tienen un extremo
comun forman dngulos congruentes con ¢l didmetro que pasa por dicho extremo, entonces

lus cuerdas son congruentes. \
,

* 12. Demostrar lo siguiente: Si dos cuerdas (que no
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8. Si sc da un arco de una circunferencia, como en la
figura dc¢ la derecha, expliquese como se pueden A
determinar el centro y el radio de la circunferencia.

9. En una circunferencia, una cuerda de 12 pulgadas es paralela a una tangente y biseca al
radio trazado por el punto de tangencia. (Cual es la longitud del radio?

10. Una cuerda de 18 pulgadas es perpendicular a un radio de una circunferencia. Lu
distancia desde la interseccion de la cuerda y el radio al extremo del radio es de 3 pul-
gadas. Determinese la fongitud del radio.

11. Contestar cada parte del siguiente problema, segtin se explica a continuacién:

Escribase ““superfiua’, si se da mas informacion que la necesaria para obtener una
respuesta numérica, Escribase “‘no es suficiente’, si no se da suficiente informacion.
Escribase ‘‘suficiente”, si se da justamente la suficiente informacion para lograr una
solucion numérica. Escribase “‘contradictorio™, si los datos son contradictorios.

[Observacion: No es necesario resolver cada parte, solamente decidir su posibilidad o
imposibilidad.] o
En la figura, P es el centro de la circunferencia y 4B | CD.

(a) AF=5,AB=_____. (b) PB=7,CD=____. (c) AC=9,PB=____,
(d) CF=3,FP=2,PD=6,CD=_____.
() PB=13, PF=5AB~_____.

(f) AB=16, CD %20, CF=4, PB=_____
(9) CF=17,PB=17,FB=10,CD=___.
(h) CD=30,1<‘1B=;24,AC=_‘ '

(i) PB=125, FB =£20, CF=10, AC=____,
() PD&=12,CF=6, AB=._____.

sean didmetros) congruentes de una circunferencia
se intersecan en un diametro, forman angulos
congruentes con el didametro.

* 13. Dos circunferencias, de radios desiguales, se intersecan en los puntos Ry S. M ¢s ¢l

punto medio de PP’, el segmento definido por los centros de las circunferencias. Una
recta que pasa por R es perpendicular a MR y corta a las circunferencias nuevamente cn
Ay en B. Demuéstrese que AR == BR

A

* 14, Demostrar ¢l siguiente tcorema:

Tres punton no alineados cualesquicra estan en una circunferencia,
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14-3. PLANOS TANGENTES A LAS SUPERFICIES ESFERICA

Si el alumno ha entendido lo expuesto en la seccién anterior, no encontrard difl-
cultades en la presente, pues la relacién entre superficies esféricas y planos en ¢l
espacio es muy parecida a la relacién entre circunferencias y rectas en un plano. Por
consiguiente, hay una estrecha analogia entre las definiciones y los teoremas de la
seccién anterior y las definiciones y los teoremas de ésta.

Definiciones

El interior de una superficie esférica es el
conjunto de todos los puntos del espacio
cuyas distancias al centro son menores que
el radio. El exterior de una superficie es-
férica es el conjunto de todos los puntos
del espacio cuyas distancias al centro son
mayores que el radio.

Asi, pues, todo punto del espacio estd o en el interior de la superficie esférica, o en
¢l exterior de la superficie esférica, o en la superficie esférica. En los dos primeros
casos, diremos frecuentemente, para abreviar, que un punto estd dentro de la super-
ficie esférica o fuera de la superficie esférica.

(Recuérdese que 0 < r, porque r > 0. Por tanto, el centro estd en el interior.)

Definiciones

Un plano tangente a una superficie esférica es un plano que interseca a la super-
ficie esférica en un solo punto. Este punto se llama punto de tangencia o punto de
contacto. Decimos que el plano y la superficie esférica son tangentes en el punto
de contacto.

En la figura anterior, el plano E es tangente a la superficie esférica en Q. Obsérvese
que Q no parece estar en la frontera de la superficie esférica. (Cuando una bola estd
colocada sobre una mesa y la miramos desde arriba, no podemos ver el punto en el
cual s¢ apoya.)

Planos tangentes a lus superficion oalérioas 35

Toda superficie esférica tiene un plano tangente en cada uno de sus puntos. Pode-
mos deducir esto del siguiente teorema:

Teorema 14-10

Un plano perpendicular a un radio
en su extremo es tangente a la
supertficie esférica.

Demostracion: Sea E el plano perpendicular al radio PO en Q. Hay que demostrar
que ningtin otro punto de F estd en la superficie esférica. N

Sea R otro punto cualquiera de E. En virtud del segundo teorema de minima
distancia (teorema 8-10), el segmento mds corto desde P a E es el segmento perpendicu-
lar. Por tanto, PR > PQ. Luego, PR > ry R no estd en la superficie esférica, pues R
estd en el exterior.

El reciproco de este teorema también es cierto.

Teorema 14-11

Todo plano tangente a una su-
perficie esférica es perpendicu-
lar al radio trazado por el punto
de contacto.

Demostracion: - Se da que E es tangente a S en el punto . Supongamos que E no es
perpendicular a PQ. Verificaremos que esta suposicién conduce a una contradiccién.
La figura anterior ilustra la demostracién indirecta.

Sea F el pie del segmen& perpendicular desde P a E. Entonces, F# (. Sea-R un
punto del rayo opuesto a FQ, tal que FR = FQ. Entonce?s, APFR =~ APFQ. ((Por
qué?) Luego, PR = PQ = ry R estd en la superficie esférlga. PO}' tanto, E corta a la
superficie esférica en un punto distinto de Q. Pero, esto es imposible, porque E es un

plano tangente. ' . L

En esta demostracidén y en varias ocasiones anteriores, hemos dibujado ﬁgurah en
las cuales la interseccion de un plano y una superficie esférica aparenta ser una circun-
ferencia. Antes de proseguir con nuestro estudio de los planos tangentes, sefialamos

que esus ligurie kon correctas,
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Teorema 14-12

Si un plano interseca al interior
de una superficie esférica, en-
tonces la interseccion del plano
y la superficie esférica es una
circunferencia. El centro de la
circunferencia es el pie del seg-
mento perpendicular desde el cen-
tro de la circunferencia al plano.

Demostracién:  La notacién es la de la figura. Se sabe que el plano E interseca al
interior de la superficie esférica S en un punto R. Sea F el pie de la perpendicular

desde P a E. Hay que demostrar que la interseccién de E y S es una circunferencia
con centro F.

Ahora bien, PR < r, porque R estd en el interior. Por el segundo teorema de minima
distancia, PF < PR. Luego, PF < r. Sea PF = s.

(1) Sea X un punto cualquiera de la interseccién de E'y S. Entonces, el APFX
ticne un dngulo recto en F. Luego,

s+ FX*=r2 y  FX=+/r*—s

Por tanto, X estd en la circunferencia con centro Fy radio t = \/ r? —s2,

[ =q/r? — 52,

Esto no significa necesariamente que la interseccién es la circunferencia. Para

completar la demostracion, debemos verificar que todo punto de la circunferencia
estd en la interseccién.

2 Sea X un punto cualquiera de la circunferencia en E con centro F y radio
1 m /r? — 52, Por el teorema de Pitdgoras,

PX?=1¢*+ 5%
— (r2 __SZ) —I—-S2
=r2.

Luego, PX = r y X estd en la superficie esférica.

‘veorema 14-13

Il segmento perpendicular desde el centro
de una superficie esférica a una cuerda biseca
a la cuerda.

(La demostracion es andloga a la del tcorema 14-4.) -
,//

.
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Teorema 14-14

El segmento desde el centro de una super-
ficie esférica al punto medio de una cuerda
es perpendicular a la cuerda.

La demostracién es parecida a la del teorema 14-5.

Conjunto de problemas 14-3

1. Completar el siguiente enunciado: Si un plano interseca a una superficie esférica, la
interseccion es o bien o

2. Completar: el siguiente enunciado: Si una recta interseca a una superficie esférica, la
interseccion es o bien 0

3. (Podran estar alineados tres puntos de una superficie esférica? Expliquese.

4. La superficie esférica S es tangente al plano
Een A; Peselcentrode S; y B,Cy D
<>

estan en E. (Cual es la relacion entre PA
“«> > <>
y AB, AC 'y AD? Expliquese.

5. En una superficie esférica de radio 15, la distancia desde una cuerda al centro es 9. {Cuil
es la longitud de la cuerda?

6. Una cuerda de una superficie esférica mide 12 pulgadas de largo y dista 6 pulgadas del
centro de la superficie esférica. Determinese el radio de la superficie esférica.

7. Demostrar lo siguiente: Si dos diametros de una superficie esférica son perpendiculares,
la figura formada por los segmentos que unen siis extremos en sucesion es un cuadrado.

8. Calcular el radio de la circunferencia determinada por un plano que dista 4 centimetros
del centro de una superficie esférica de diametro 10 centimetros.

9. Se dan una superficie esférica y tres puntos de la misma. Expliquese como determinar ¢l
centro y el radio de la circunferencia que contiene los tres puntos y, también, cémo
determinar el centro y el radio de la superficie esférica.

\
10. Explicar por qué dos circunferencias maximas cualesquiera de una superficie esférica se
intersecan en low extremos de un didmetro de la superficic esférica.
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11. Demostrar el siguiente teorema:

Si dos planos cortan a una superficie
esférica y sus distancias al centro son
iguales, entonces las intersecciones son
o bien dos puntos o dos circunferencias
congruentes.

* 12. Datos: El plano FE interseca a la superficie esférica S; P es el centro de S; los puntos A4,

LN

»

B, CyMestanen E; Ay Bestanen S.
PM1E.
AM | MB.
AC = BC.
AM =PM.
AB =35,

B

Calcular el radio de la superficie esférica, m/ APBy PC.

13. Dos circunferencias maximas son perpendiculares, si estin en planos perpendiculares.
Demuéstrese que para cada dos circunferencias maximas, existe otra circunferencia
maxima perpendicular a ambas. Si dos circunferencias maximas sobre la Tierra son
meridianos (es decir, pasan por los polos), jcual es la circunferencia maxima perpendicular
a las dos?

14. En la figura de la derecha, Py P’ sonlos
centros de las superficies esféricas S y
8’. Ay Bson dos puntos de la intersec-

-«
cix’){n_» de las dos superficies esféricas. AB
<>
y PP’ se cortan en M. PA estangente a
S’ en A.

(a) Describase la interseccion de las
superficies esféricas Sy .S”.

(b) Si el radio de S es 12 y PA = AB, determinese el radio de S’ y la distancia entre los
centros de las superficies esféricas.

14-4. ARCOS DE CIRCUNFERENCIAS

Empezamos este capitulo con un estudio de las circunferencias y, luego, procedimos
a hacer un estudio andlogo de las superficies esféricas. En el resto del capitulo, sin
c¢mbargo, nos ocuparemos solamente de las circunferencias, porque la teoria corres-
pondiente para las superficies esféricas es muy complicada para un curso inicial de
geometria,
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En la figura siguiente, el /. APB es un dngulo central de la circunferencia C.

Definiciéon

Un dngulo central de una circunfe-
rencia es un dngulo cuyo vértice es
el centro de la circunferencia.

En la figura de la derecha, la linea roja
es el arco menor AB y la negra es el arco
mayor AB. En cada caso, 4 y B son los
extremos del arco.

Definiciones

Sea C una circunferencia con centro Py sean 4 y B dos puntos que estdn en

pero que no son los extremos de un didmetro. Entonces, el arco menor AB es In

reunion de A By todos los puntos de C que estdn en el interior del 2 APB. 1l

arco mayor AB es la reunién de 4, By todos los puntos de C que & estdn cn ol
) exterior del 2 APB. En cada caso, 4 y B son los extremos del arco AB.

Si A y B son los extremos de un
didmetro, entonces obtenemos dos
arcos, cada uno de los cuales se
llama una semicircunferencia.

Definicion

Sea C una circunferencia y sean A4 y B los extremos de un didmetro. Una semicir-
cunferencia ABes (lireunién de A4, By los puntos de C que estdn en un semipla-
no dado de arista AB. Los puntos A'y Bson los puntos extremos de la semlclrcun-
ferencia.

Obsérvese que la notacion AB para arcos es : v
siempre ambigua, porque cada dos puntos 4 y B
de una circunferencia son los extremos de dos
arcos distintos de la circunferencia. La manera X
mds fdcil de evitar esta ambigiiedad es elegir
otro punto X del arco y denotar dicho arco por

o~
AXB,
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Por ejemplo, en la figura anterior, AXBes cl arco menor, dibujudo en rojo, y AYBesel
arco mayor, dibujado en negro. Cuando estd claro por ¢l contexto a qué arco nos
referimos, podemos escribir simplemente AB.

Ahora, definiremos las medidas en grgdos de los arcos de la manera sugerida por
las marcas en las figuras siguientes: | "

180°
60°
60° !
300° P —
300°
45°
45°
P
315°
315°

Obsérvese que la medida en grados de un arco no depende del tamafic de la circun-
ferencia. Enlos pares de circunferencias concéntricas anteriores, los arcos correspon-
dicntes tienen la misma medida. Obsérvese, también, que a medida que un arco
aumenta (en una circunferencia dada), su medida aumenta. Asi, un arco mayor
sicmpre tiene una medida en grados mayor que 180.

La siguiente definicion se relaciona con
estas ideas:

Definicion

(1) La medida en grados de un arco
menor es la medida del dngulo central ;
correspondiente.

Ao

>,

—~
) . AXE =180.
(2) La medida en grados de una semi- "

circunferencia es 180.

(3) Lamedida en grados de un arco mayor
es igual a 360 menos la medida del arco

. —~
menor correspondiente. mAXB - 360 —r.

!
i
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De ahora en adelante, nos referiremos a la medida en grados de un arco simplemente
. . e , ~
como su medida. La medida de un arco AB se denotard por mAB.

El siguiente teorema parece plausible, pero
su demostracidn es asombrosamente tediosa:
- B
l'O o
H
A
c
P
mABC = r--s.
Omitimos la demostracion de este teorema, y lo consideramos como un postulado.
Py . N
Obsérvese que cuando ABC es un arco menor, nuestra férmula se deduce inmediata-

mente del postulado de la adicidon de dngulos. No obstante, hay otros casos que
tendriamos que considerar en una demostracion completa.

C
A
D
B
2. En la figura de la izquierda, a continuacion, P es el centro de la circunferencia y RQ == PS.
—~ — TN N
Determinense mRQ, mRS, mSRQ y mRSQ.

c
A
Q .
B
D

3. En lafigura anterior de la derecha, los didametros ABy CD se intersecan en P. Sim/ ABC
= 40, determinese la medida de cada uno de los arcos menores de la circunferencia.

Teorema 14-15. El teorema de la adicién de arcos

Si B es un punto de AC, entonces

TN —~ Py
mABC = mAB + mBC.

Conjunto de problemas 14~4

1. Enla figura, A y B son los extrémos de un
diametro.

(a) Nombrense las semicircunferencias.
(b) Nombrense los arcos menores.

(¢) Noémbrense los arcos mayores.

P2

\
4. Dcnumlrm;l_«: siguicnte: Si GH y MK son dos didmetros de una circunferencia, entonces
mGR -~ mHM.
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5, En la figura de la derecha, icuél de los arcos tiene la de la derecha, todos los dngulos indicados -

: , . . o> . «y A
medida mayor? N $ cstén inscritos en el arco AC que se dibujo
310 en rojo y parecen ser todos congruentes. En
-— efecto, esto es lo que siempre sucede, como
- C P A R

veremos pronto.
. Demostrar lo siguiente:- La bisectriz de un dngulo central de una circunferencia bisecn
al arco menor correspondiente.
E
- . . N D .
7. Datos: AB es una semicircunferencia con
— . _—
centro C; PQ es concéntrica con AB; R S
EC | AByDC | CF. Y

En cada una de las figuras que aparecen a continuacién, el dngulo intercepta el
arco rojo:

Demostrar que mAD + m&‘ — mEF + mRS.

Dos puntos de una circunferencia determinan un arco menor y un arco mayor. Si la

medida del arco mayor es 40 menos que 4 veces la medida del arco menor, determineso
la médida de cada uno.

Ll

14-5. ANGULOS INSCRITOS Y ARCOS INTERCEPTADOS

En cada una de las siguientes figuras, el £ x se dice que estd inscrito en el arco @
ojo. /

Pero en la figura que sigue, no decimos que el éngulo intercepta el arco rojo:

/ iNo!
Esta idea se describe con palabras, rdpida y facilmente. ;

En la definicién siguiente, admitimos los primeros cuatro casos, pero descartamos
inici | el quinto:
Definici6én ,

Un dngulo estd inscrito en un arco, si Definiciéon

(1) los lados del dngulo contienen los extremos del arco y

Un dngulo intercepta un arco, si
(2) el vértice del dngulo es un punto, pero no un extremo, del arco.

(1) los puntos extremos del\ arco estdn en el dngulo,

. . . \ i i lo,
Desde luego, si D es un punto cualquiera del arco ABC, distintode 4 y C, entonces v (2) todos los otros puntos del arco estdn en el interior del dngulo, y

- —— . M ~
ABC wm ADC'y, ast, el £ ADC estd también inscrito en ¢l mismo arco, En la figura (3) cadn Iado del iingulo contiene un extremo del arco.
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Teorema 14-16 Caso 3. Finalmente, supongamos que By C estdn al mismo lado del didmetro gue
pasa por 4. Entonces,

La medida de un dngulo inscrito es la mitad de la medida de su arco interceptado. r+s=mBCD

O de otro modo: Sea el £ A un dngulo , y

inscrito en un arco BAC de una circunfe-

rencia, y que intercepta el arco BC. En-
tonces,

t+u=m/ BAD.
Por el caso 1,

t+u=3r+s)

y 1
§ U= 3.

Luego,

m/l A =%m1’3?].
t=13r

ymlLA= %ml/it’, como anteriormente. (;Cual es la razén de cada paso?)

Demostracion: Caso I. Consideramos primero el caso en que el £ A contiene un ) .
didmetro de la circunferencia. En virtud del El teorema 14-16 tiene dos corolarios importantes.

corolario 9-13.3,

r=s4+1. Corolario 14-16.1

Por el teorema del tridngulo isdsceles, ¢ = s.
Luego,

Un édngulo caulquiera inscrito en una semi-
circunferencia es un dngulo recto.

r
S=—, . ’
2 La demostracién es evidente, pues un tal angu-
E BC i intercepta una semicircunferencia, y 180!
Esto demuestra el caso 1 del teorema, porque s =m/ Ay r = mBC. 19(6 Slelmpl;eo p
=1-180.

Ahora, sabemos que el teorema es vdlido en el caso 1. Utilizaremos esto para
demostrar que es vélido en todos los casos.

Corolario 14-16.2
Dos dngulos cualesquiera inscritos en el mismo arco son congruentes.

Caso 2. Supongamos que By C estdn a
Indos opuestos del didmetro que pasa por 4,

También, la demostracion es evidente, pues los dngulos interceptan el mismo

arco.
como muestra la figura:
Definiciones
Por el caso 1, sabemos que 4 Un cuadrildtero esta inscrito en una circunferencia, si los vértices del cuadn}ulcro
r s ‘ estdn en la circunferencia. Si cada lado del cuadrildtero es tangente a la circun-
t=5 Y “= 5 ferencia, entonces el cuadrildtero estd circunscrito a la circunferencia.

En consecuencia, por adicion,

t+u=4r+5s).
Pero

t+u=mlLA y r+s=mBDC.
((Cudl es la razdn de cada paso?) Por consiguiente, m/ A = imfi?. como anterior-

mente, / - ’\
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Conjunto de problemas 14~5

1. Sea dadu la figura de la derccha.

() Nombrar el arco en el cual estd inscrito el / 2. 8
(b) Nombrar el arco interceptado por el / x.
(¢) Nombrar ¢l arco interceptado por el / z.

I » - [
(d) Nombrar el angulo inscrito en el BCA.
(¢} Nombrar el arco interceptado por el / BAD.

(f') Nombrar el 4ngulo inscrito en el CBD.

Sea dada la figura de la derecha, con Z:S)‘
tangente en S,

(0} Nombrar el arco (o los arcos) intercep-
tndos por el /Zx.

{b) Nombrar el arco (o los arcos) intercep-
tudos porel /z.

(¢) Nombrar el arco (o los arcos) intercep-
tados porel /y.

. En la figura de la izquierda, a continuacion, P es el centro de la circunferencia. Si

. Si m/ RQS =45y P es el centro, demuéstrese

0.

m/ B =235, determinense m/ Ay m/ P.

D K

AEAN}

[~

ANZ

B H

En la figura anterior de la derecha, si m / M = 75, m}VII\( =90y mGH = 70, determ inense
lus medidas de todos los arcos y angulos.

R

que RP . SP.

AB es un didmetro de una circunferencia y Cy D son
puntos de la misma a lados opuestos de AB tales que
BC' BD. Demuéstrese que

AABCZ AABD.
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. . C
7. Datos: P ¢s el centro de la semicircunferencia @

:4-1\3; PR bisecaa AC y F@ biseca a BC. R
Demostrar que PR _PQ.

8. Demostrar lo siguiente: Si dos circunferencias son tangentes interiormente de¢ manera
que la circunferencia menor contenga el centro de la circunferencia mayor, entonces una
cuerda cualquiera de la circunferencia mayor que tenga un extremo en el punto de tan-
gencia, es bisecada por la circunferencia menor.

M
9, Se da la figura de la derecha, con mAG = mBG.
Demuéstrese que B
AMHB ~ ANMAG. h

G

10. Demostrar lo siguiente: En una circunferencia cualquiera, las cuerdas paralelas intercep-
tan arcos que tienen medidas iguales.

11. Demostrar el siguiente teorema:

En una circunferencia, un diametro perpendicular a una cuerda biseca a cada uno de
los arcos determinados por los extremos de la cuerda.

12. Demostrar lo siguiente: Si un angulo inscrito en un arco circular es un angulo recto, ¢l
arco es una semicircunferencia.

—_ e —
13. En la semicircunferencia ACB, CD | AB en D. Demuéstrese que CD es la media geomé-
trica de AD y DB.

C
14. Se da la figura de la derecha.
(@) SiAD =9y DB =4, determinese C'D.
(b) Si AB =25y AD =5, determinese CD. R .
D

(¢) SiAD =32y CD = 8, determinese DB.
(d) SiAD =3y DB =1, determinese CD.
(e) Si AB=25y CD =12, determinense ADy DB.

Figura para los problemas
13y 14

* 15, En una circunferencia, si el diametro AB es perpendicular a la cuerda CD en E, démués-
trese que CD? =4AE - BE. p s

16. Demostrar el siguiente teorema:

e o . .
Los angulos opuestos de un cuadrilatero inscrito
en una circunferencia son suplementarios.
AY
. . ‘ — Q
17. En la ligura de la derecha, sim /P =60y mPSR = 128, Figura para los problemas
Leudles sonvm, Qum g Ry msS? 16y 17
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I8 En La ligura, A8 s un digmetro de la mas pequena
de dos circunferencias concéntricas. AP y BO son
tangentes a la circunferencia mas pequefiaen Ay B,
respectivamente.  Demuéstrese que AB y FQ se
intersecan en ¢l centro de las circunferencias.

19. Si un tridngulo isésceles estd inscrito en una B
circunferencia, la medida del arco interceptado
por ¢l dngulo en el vértice es dos veces la
diferencia de las medidas del angulo externo

en la base del tridngulo y de un angulo en la
base A\\/C P

I AABC estd inscrito en una circunferencia. La cuerda AE | BC y la cuerda CD1 An.
Demudstrese que BD ~ BE.

20

Z1. Dos circunferencias congruentes son tangentes exteriormente en 7. FEl didmetro PQ ¢x

— <>
paralelo al diametro SR, con S'y Q en lados distintos de PR, Demuéstrese que el [JPQRS
s un rombo.

-6, ARCOS. CONGRUENTES

Definicion

En la misma circunferencia, o en circunferencias congruentes, dos arcos se
Haman congruentes, si tienen la misma medida.

Obsérvese que aqui, como de costumbre, el significado intuitivo de la palabra

congruente ¢s que las dos figuras tienen el mismo tamafio y la misma forma; una puede
moverse hasta coincidir con la otra.

Teorema 14-17

Iin la misma circunferencia, o en circunferencias congruentes, si dos cuerdas son
tongruentes, entonces también 1o son los arcos menores correspondientes.
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Demostracién: La notacion de la demostracion es la de la figura. Hay que verificar
que r = 5. Por ¢l postulado LLL,

AAPB = AA'P'B’.
“D ’ ! 7 ’ !
Por tanto, m/L APB=m/ A'P'B’. Como mAB=m/ APB Yy mA'B ' =m/ A'P'B,
—— N
fecnemos r =sy ABx~ A'B'.

Teorema 14-18

En la misma circunferencia, o en circunferencias congruentes, si dos arcos son
congruentes, entonces también lo son las cuerdas correspondientes.

En la demostracién, es necesario considerar tres casos, porque los dos arcos con-
pruentes pueden ser arcos menores, arcos mayores o semicircunferencias. Las figuras
siguientes sugieren la demostracion para el segundo de los casos mencionados:

Obtenemos 4B = A’'B’, utilizando el postulado LAL.

Teorema 14-19

Se da un dngulo con el vértice en una circunferencia, formado por un rayo
secante y un rayo tangente. La medida del dngulo es la mitad de la medida del

arco interceptado.

Demostracion: Utilizando la notacién de la figura, tenemos

x+y =290, 2y + z = 180;
y deseamos demostrar que
x =1z
Esto resulta fdcil, porque
x=90 -y \

z = 180 = 2y,
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- >
Conjunto de problemas 146 10. En la lfgura, PAYy .PD son tangentes en A y D,
respectivamente. Si

1. En la figura de la izquierda, a continuacién, 4B ~ CD. Demuéstrese que AC = BD. mAD = 70, mBC =170

m/TAB =40,

determinese la medida de cada angulo y cada arco
menor de la figura.

11. 4B es un didmetro de la circunferencia en la cual

J— <> ' [,A E F
la cuerda DE es paralela a la tangente CB. .
2. En la circunferencia anterior de la derecha, con centro P, PM = PK'y PM 'y PK son per- ' (a) SimBD = 64, determinese la medida de cada
pendiculares a las cuerdas RS Sy OT, respectivamente. Demuéstrese que RS = Q7. angulo y de cada arco menor de la figura. A 8
3. En la siguiente figura, KH y KG son tangentes a la (b) Si AE = 16 y el radio de la circunferencia es
circunferenciaen Hy G. Sila medida del arco mayor F 10, determinese la longitud de cada segmento.
GH es 242, determinense m /. DGH GHK. - . .
i < ymL (¢) Utilizando la informacion de la parte (b), D c
4. En la figura para el problema 3, /por qué es determinese el drea del [J4DB
L KHG =~ / KGH? H

12. Se da un angulo con el vértice en una circunferencia, formado por un rayo secante y un
. ite. Demuéstrese que el punto medio del arco interceptado equidista de los
En la figura para el problema 3, si m/ K =60, rayo tang"mte uéstrese q p P q
lados del angulo.

w

demuéstrese que la medida del arco mayor GHes dos
veces la medida del arco menor GH. Il) S

K * 13. Dos circunferencias no congruentes son tangentes en un punto 7. Una secante, /., que

pasa por 7, interseca a la circunferencia mayor en A y a la menor en B. Demuéstrese (e
las tangentes en A y en B son paralelas. [Nota: Hay dos casos: (a) Las circunferencins
son, tangentes interiormente; (b) Las circunferencias son tangentes exteriormente.]

&

- Demostrar lo siguiente: Si dos tangentes a una circunferencia se intersecan, forman un
triingulo isésceles con la cuerda que une los puntos de tangencia.

~3

. Demostrar el siguiente teorema: > > 1 ‘
14. En la figura de la derecha, PR y QS son 5
Si dos arcos son congruentes, entonces un angulo cualquiera inscrito en uno de los tangentes y T’@ es un diametro. Dado que R M
arcos es congruente con un angulo cualquiera inscrito en el otro. o ‘
mMQ =120 y RQ =38,
8. En la figura de la izquierda, a continuacién, AD ~ CB. Demuéstrese que el [JADBC

L, t i i rencia. 14 Q
¢s un trapecio isésceles. determinese el radio de la circunferencia
D
D ! 15, Demostrar el siguiente teorema:
A C La medida de un angulo formado por
g
A dos secantes a una circunferencia, que
8 se intersecan en un punto del interior de
C P B la circunferencia, es igual a la semisuma
de las medidas de los arcos interceptados
9. Lin la figura anterior de la derecha, el cuadrado JABCD estd inscrito en una circunferen- por ¢l dngulo y su opuesto por el vértice.
3 0 — . . ™ " . ——— — ) l —
ciay P es un punto cualquiera de AB, distinto de 4 y de B. Demuéstrese que PCy PD [Sugerencia: Demuéstrese que m/ DKB - }-(,"/D.Tg + mAC). Tricese primero BC.]

triseean al £ APB,
—
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16. Refiérase a la figura para ¢l problema 15.
(0) SimDB =40 y mAC = 90, determinar m /. AKC.
(b) Si mAD - 100 y mBC = 170, determinar m / BKC.
(¢) Si mAC = 130 y m/ DKB =175, determinar mDB.
() Si mACD =310 y mBC = 200, determinar m / AKC.
(¢) Si mB/A\C =180 y m/ DKB = 57, determinar mAD.

22. Se dan dos tangentes a una circunferencia que se intersecan en K. Si la.medida de uno
de los arcos interceptados es 4 veces la medida del otro, icudl es la medida del £ K?

*o23, .
B
A
En la figura, si mBD =70 ym/ DMB=4m/K, determinense mAC'y m/ K.

B
*+ 24, Dada la figura de la derecha, determinese la
razdn de x a y para que p
m/ DMB=2m/K. A
yO
K c\/ D

angentce

3

Demostrar el siguiente teorema:

L.a medida de un angulo formado por

dos secantes a una circunferencia, que K A/\ B -
s¢ intersecan en un punto en el exterior
de la circunferencia, es igual a la mitad

de la diferencia de las medidas de los D
arcos interceptados.

| Sugerencia: Demuéstrese que m/ K = %(mf?_ﬁ — mZb). Primero, tracese BC.]

I8. Reliérase a la figura para el problema 17.
() Si mBD =170 y mAC = 30, determinar m / K.
(b) Si mBD =126 y mAC = 18, determinar m / K.
(¢) SimAC =50y m/K =22, determinar mBD.
(d) Si mAB =80, mBD =80 y mCD =190, determinar m /K.

* 95 Se dan una circunferencia y un punto en su exterior. Una recta que pasa por'P est '
a la circunferencia en 7. Una secante que contiene al punto P corta ﬂa circunferencin
en Qyen R, estando Q entre Ry P. La bisectriz de! / QTR intersecaa RQen S. Demués-

(e) Sim/K =28, mABD.= 166 y mACB = 290, determinar mCD. trese que
. PT =PS.
19. Verificar que el teorema del problema 17 es valido si las palabras “dos secantes”™ se — ) . , Sk
reemplazan por “‘una secante y una tangente’” o por ‘““‘dos tangentes’. . * 26. Datos: AD y DB son diametros ie): circunferencias m
congruentes y tangentes; BC es una tangente A B

| D
8 en C.
K B

Demostrar que mAC = mDC + mDE.

14-7. SEGMENTOS SECANTES Y TANGENTES. LA POTENCIA DE UN
PUNTO CON RESPECTO A UNA CIRCUNFERENCIA

20. Dos tangentes a una circunferencia forman un dngulo cuya medida es 72. (Cudl es el

\ . Definicién

numero de grados de cada arco interceptado? x
T s oy ircunferenci A
. <~ K Si QA es tangente a una circunierencia
21. En la figura de .la derecha, KS es tangcntij S en A, entonces OA se llama un seg-

In c.nrcunferenma en T y la secante KR mento tangente desde Q a la circun-
t:()IlIICI'N: ul. punto P, centro de la circun- ferencia. . Q
ferencia. Si m/ K =35, determinense mQT R .
y m/ STR. ‘ AN
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Teorema 14-20

Los dos segmentos tangentes a una
circunferencia desde un punto
exterior son congruentes y deter-
minan dngulos congruentes con el
segmento que une el punto ex-
terior al centro.

O dc otro modo: Sea C una circunferencia con centro Py sea Q un punto del exterior

de C. Si QA y OB son tangentes a C en A y B, respectivamente, entonces 04 =08
y LPQA= [ PQB. "

Demostracion: PA = PB, porque A y Bestdn en la circunferencia; también, PQ = PQ.
En virtud del teorema 14-3; los dngulos /. 4y £ B son dngulos rectos. Por el teorema
de la hipotenusa y el cateto (teorema 7-4), tenemos

APQA =~ APQB.

En consecuencia, Q4 = QBy L PQA = / PQB, como se queria demostrar.
Consideremos ahora el caso de dos rectas secantes a una circunferencia, que pasan
por el mismo punto del exterior.

En la figura anterior, QS y QT se llaman segmentos secantes a la circunferencia. A
continuacion, se da una definicion mds precisa de este término:

Definicion

Si un segmento corta a una circunferencia en dos puntos y precisamente uno de
éstos es un extremo del segmento, entonces el segmento se llama segmento
secante a la circunferencia.

El teorema de mds adelante establece que en la figura anterior, siempre tenemos

QR-QS=0QU- QT.
Es decir, el producto de las “dos distancias” desde Q a la circunferencia estd com-

pletamente determinado por la circunferencia y el punto @, y queda inalterado cuando

clegimos diferentes rectas secantes, i
y
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Teorema 14-21. El teorema de la potencia de un punto

Se dan una circunferencia C y un punto Q de su exterior. Sea L, una secante
que pasa por ( e interseca a C en los puntos Ry S; y sea L, otra recta secante que
pasa por Qe interseca a C en los puntos Uy 7. Entonces,

OR- QS =QU- QT.

PR, TB TC TP
Demostracion: Consideremos los tridngulos AQSU y AQTR. Estos tridngulos tienen
comin el £ Q. También, L QSU = , QTR, porque estdn inscritos en el mismo arco
RSU = RTU. Por el corolario AA (12-3.1), tenemos

AQSU ~ AQTR.
Por tanto,
oS _QUu
oT ™ OR
y, asl,

QR 0§ =QU- 0T,
como queriamos demostrar.
Asi, pues, el producto QR - OS queda determinado cuando se dan la circunferencin
Cy el punto exterior Q. Este niimero se llama la potencia de Q con respecto a C.

El teorema 14-22 nos dird que en la siguiente figura, en la cual QT es un segmento
tangente, tenemos

OR- QS = QT>.

Esta igualdad significa que

OT = ,/0OR-0S.

Por tanto, QT es la media geométrica de QR y QS.
Este teorema es mds fdcil de enunciar que el anterior.

Teorema 14-22

Se da un segmento tangente QT a una circunferencia, y una recta secante que pasa
por Q e interseca a la circunferencia en los puntos Ry S. Entonces,

QR - QS = QT>

Con otras palabras, el cuadrado de la longitud de un segmento tangente cs la
potencia con respecto a lu circunferencia del extremo del segmento distinto del punto
de contacto, )
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Demostracion: TR es ¢l arco interceptado por los dngulos L QST'y £ QTR. Los panon

principales de la demostracion son los siguientes:
(1) m, QST =imTR
(2) m/. QTR = imTR
(3) LQST=~ /[ QTR

@4 1L0=.0

(5) AQST~ AQTR -
9s_or |

(6) o7~ OR

() QR-QS=QT?
{Cudl es la razdén de cada paso?

El teorema a continuacién afirma que en la figura siguiente, tenemos

OR- QS = QU QT.

Teorema 14-23

Sean RS y TU cuerdas de la misma circun-
ferencia que se intersecan en Q. Entonces,

OR- QS = QU - OT.
De nuevo, presentamos solamente los pasos principales de la demostracién:

(1) LU= LR

(2) LSQU= LTQR

(3) ASQU ~ ATQOR

95 _QU
OT OR

(5 QR-0S=QU-QT

(4)

Este teorema nos permite definir la potencia de un punto con respecto a una circun
ferencia en el caso de que el punto estd dentro de la circunferencia. Hemos encontrado
que ¢l producto QR - QS se determina cuando se dan la circunlerencia Cy ¢l punto ¢
y este nimero queda inalterado cuando elegimos diferentes cuerdas que pasan por 0.
Por tanto, podemos definir la potencia de Q conrespecto a Cecomo el nlimero QR - O,

\

s

4. Datos: Las circunferencias C y C’ son ambas

HSegmentos soccantes y tangentes. La potencia de un punto 487

Conjunto de problemas 14-7

1. Demostrar lo siguiente : Si la medida del angulo determinado por dos segmentos tangentes

a una circunferencia desde un punto del exterior es 60, entonces los segmentos tangentes
forman un tridngulo equilatero con la cuerda que une los puntos de tangencia.

2. Un punto P esta a 13 centimetros del centro de una circunferencia cuyo didmetro cs

de 10 centimetros. (Cuales son laslongitudes delos segmentos tangentes desdeel punto ?

3. La suma de las longitudes de dos segmentos tangentes a una circunferencia desde cl

mismo punto exterior, es igual al diametro de la circunferencia. Hadllese la medida del
angulo determinado por los segmentos tangentes.

tangentes a L en T P es un punto cualquiera
de L, distinto de .T; PA y PB son segmentos
tangentes.

Demostrar que PA = PB.

C
5, Los lados del [JABCD son tangentes a una circun- D S
ferencia, segin se indica en la figura de la derecha.
Demuéstrese que
r
AB+ DC == AD + BC. , R
A P B

6. Dos segmentos tangentes a una circunferencia desde un punto del exterior determinan

un angulo de 60°, Si el didmetro de la circunferencia es 10, ;cuales son las longitudes
de los segmentos tangentes ?

7. Si los segmentos tangentes mencionados en el problema 6 determinaran un angulo de

120°, (cudles serian las longitudes de dichos segmentos?

8. En la figura de la derecha, QR y QS son segmentos r

tangentes a la circunferencia cuyo centro es P. QP

. . Q
“corta a la circunferencia en M. Demuéstrese que ‘

M equidista de los segmentos tangentes.
S
!

9, Dos cuerday de uni circunferencia se intersecan. Las longitudes de los segmentos de una

cuerdn son 4 y 6, Si la longitud de un segmento de la otra cuerda es 3, determinese lu
longitud del otro segmento,
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10, Determinar la potencia de Q con respecto a C (véase la ligura), si se da la siguicnle

informacion:

@w) 9S=-9 y Q@R=5
(b) QS 3 y SR=12
() QU=T7 y QT=5
(Jd) QT=1 y TU=13
(¢) QR=4 y SR=14

. En una circunferencia de 37 pulgadas de didmetro, un didmetro corta a una cuerda de

12.

13

14

. En la figura de 1a devecha, si PB =24, AB =

16.

17

tal modo que el punto de interseccion estd a 4 pulgadas de un extremo de la cuerda y
una pulgada de un extremo del didmetro. (Cudl es la longitud de la cuerda?

En la figura, AB=25, AE=18 y DC=21.
Determinense EB, DE y EC,

Determinar la potencia de Q con respecto a C (véase la figura), si s¢ da la siguiente

4 S £
&.\
[ 4
A
8
C
D

Figura para los problemas 14, 15y 16

informacion:

@ QR=4 'y Q8=13
(b) QR=6 y RS=8

© Q=17 y UT=9

d) QU=V1I4 y QT=V56
(€) QS=23 y RS=17

En la figura de la derecha, si P4 = 6, FB = 1§
y PC == 8, determinese PD,

16 y PD = 16, determinese PC.

En la figura de la derecha, si PD =20,
CD =12y AB =27, determinese PB.

En la figura de la derecha, OT es un segmento tangente. Determinese la potencia de Q
con respecto a C, si se da la siguiente informacioén:

(@) QR=4,08 =9y 0T =6

S
(b) @S==13 'y RS=9
(c) OT=8 y RS=12 c R
() QOR=V6 y 0S=+54 o
(¢) OS=VI17T y QT=+V13
T
. 1in Ja figura de la parte superior de la pdgina 459, PA es un segmento tangente. Si PR S

y P wa 20, determinese PA.

19.

20.

21.

22,

Segmentos secantos y tangentos. La potencia de un punto %9

En la figura de la derecha, PAesun segmento A

tangente. Si PA=8 y PB =717, determinese
PC. P

En la figura, PA es un segmento tangente. Si
PA =16y BC =24, determinese PC. c

Figura para los problemas 18, 19y 20

Se da la figura de la derecha, a continuacidn, con ambas circunferencias tangentes a
Len T. P es un punto cualquiera de L distinto de 7. Demuéstrese que

PM + PR = PK - PS.

En la figura anterior de la izquierda, 4 es un punto cualquiera de L distinto de 7, el
punto de tangencia comun de las dos circunferencias. Demuéstrese que

Si una tangente comiin a dos circunferencias interseca a la recta de los centros en un
punto situado entre dichos centros, se dice que es una tangente comin interna. Si no
interseca a la recta de los centros en un punto situado entre los centros, se dice que es
una fangente conuin externa.

> <>
En la figura de mas adelante, AB es una tangente comun externa y CD es una tangente
comun interna.

Si se dan dos circunferencias, indiquese cudntas tangentes comunes externas y cuantas
tangentes comunes internas habra en cada uno de los siguientes casos:
(a) Las circunferencias no se cortan,
como en Ja figura.
(b) Las circunferencias son tangentes ,
exteriormente. A
(c) Las circunferencias se intersecan en
dos puntos.

(d) Las circunferencias son tangentes
interiormente.

(¢) Las circundferencias  son  concén-

tricin,
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24,

25,

20,

~
>

* 28,

2
<

0.
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Dos circunferencias tienen radios de longitudes 5 y 17 y una tungente comdn externa de
longitud 16. [Cual es la distancia entre sus centros?

A
Los radios de dos circunferencias tienen 8
longitudes 3 y 8, respectivamente, y la
distancia entre sus centros es 13. Deter-
minese la longitud del segmento tan-
gente comun externo.
[Sugerencia: Tracese una recta que pase
por Q 'y sea perpendicular a AP.]

l.a distancia entre los centros de dos D
circunferencias de radios 3 y 6, es 18. p
(C'udl sera la longitud del segmento

tangente comun interno ?

[

Demudstrese que los segmentos tangentes comunes externos a dos circunferencias son
congruentes.

Demostrar lo siguiente: Si dos circunferencias y una recta se intersecan en un punto, o
¢n dos puntos, entonces la recta biseca a cada segmento tangente comtin externo a las
circunferencias.

C

Caso 1

Demostrar lo siguiente: Las tangentes
comunes internas a dos circunferencias que
no se cortan y la recta de los centros de las
circunferencias se intersecan en el mismo
punto,

[Sugerencia: Utilicese una demostracién indirecta. Dibujense los radios y empléense
semejanzas y proporciones.]

Demostrar que los segmentos tangentes comunes internos a dos circunferencias que no
8¢ intersecan son congruentes. !

Circunferencins en un plano coordonudo 161

* 31. DB es un didmetro de una circunferencia. Una tangente por Dy una secante por If"se
cortan en un punto A. La secante también interseca a la circunferencia en C. Demucs-

trese que DB? = AB - BC.

% 32. RS es un diametro de una circunferencia. L; es la tangente a la c1.rcunferem:|1"‘l en R, |):
L, es la tangente en S. Una recta que pasa por Q, un punto cualquiera de L, distinto de
R, es tangente a la circunferencia en P e interseca a L, en T. Demuéstrese que

aC1QRST = 3RS - OT.

x+ 33, En la figura de la derecha, AB es un
<>
diametro y CD es la tangente €n B. H
Demuéstrese que

AC-AG=AD - AH.

<

14-8. CIRCUNFERENCIAS EN UN PLANO COORDENADO

Si marcamos un sistema de coordenadas en un plano, es fdcil deducir la ecuu.cu'm l‘|(‘
una circunferencia. Consideremos primero el caso en que el centro de la circunlys

rencia estd en el origen.

La circunferencia con centro O y radio r viene definida por la condicion
OP =v.

Siendo (x, ) las coordenadas de P, utilizamos la férmula de la distancia y escribimos
la ecuacidn algebraica asi:

Vo= OF TGP =

X2 4y m 2,
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Si el centro es el punto Q(a, b), entonces la circunferencia vicne definida por I
condicion

QP =r. 1 24
Algebraicamente, tenemos
Vx -+ (=) =r -
o Qla, b)

(x—a)*+(y - bP=r2

Teorema 14-24

La grdfica de la ecuacion
x=a¥+(p—-bP=r?

es la circunferencia con centro (e, b) y radio r.

Podemos aplicar este teorema de dos maneras:

(1) Si sabemos cudles son el cen- V
tro y el radio, podemos escribir una 3l
ecuacidn para representar la circun-
ferencin. . Por ejemplo, 1a circunferen- 24
clu Gen coritéon(3:4) 'y radio 2 es la
grifica de la ecuacién T
(x=3N+(@-1)=4 0 %

(2) Si se da una ecuacién del tipo
presentado en el teorema 14-24,
podemos decir cudles son el centro
y ¢l radio de la circunferencia. Por
cjemplo, si se da la ecuacion

G+ D2+ (y-27=9,

subemos que el centro es (—1,2)y
¢l radio es 3.

=y

Hasta ahora, todo va bien. Pero, supongamos que la segunda ecuacion para la
circunferencia cae en manos de alguien que gusta de “simplificar’ todas lus ecuaciones

/

- /

Cirennferenelns en un plano coordenado 463

que ve. Estu persona hubiera “simplificado™ la forma candnica, obteniendo primero

X +2x+1+y -4y +4=9
y, luego,
X 4+yP+2x—4y—4=0.
Algunas veces, encontraremos ecuaciones de circunferencias dadas en esa forma.

Para determinar cudles son las grdficas correspondientes, tenemos que “‘deshacer la
simplificacion” de las ecuaciones, para obtener la forma candnica

(x—a+(@y-b?=ri

El método consiste en completar cuadrados. Primero, reagrupamos los términos en
x vy los términos en y; después, pasamos los términos constantes al otro miembro de¢
la igualdad. Para el caso en consideracidn, esto nos da

2+2x +yP—4y =4

Ahora, debemos afiadir algo a los dos primeros términos para completar un cuadrado
perfecto. Es decir, queremos

x4+ 2+ (N =(x —a).
Puesto que

(x — a)* = x* — 2ax + d?,
tendremos a = —1 y, en consecuencia, a*> = 1. Por tanto, lo que debemos afiadir ¢s 1.
(La regla es simple: Dividimos el coeficiente de x por 2 y cuadramos el resultado,)
Del mismo modo, vemos que para obtener otro cuadrado perfecto, debemos afiadir 4
a los términos en y.

Como hemos afiadido un total de 5 unidades al miembro de la izquierda, debemos
también afiadir 5 unidades al miembro de la derecha. Esto nos da
X +2x+1+)y* —4y+4=4+5,

o sea,

x+ D2+ (@ ——”3)2 =9,

que es la forma candnica. Basdndonos en ésta, podemos decir que la grdfica es la
circunferencia con centro (—1, 2) y radio 3.

Si en la forma canénica (x — a)? + (y — b)* = r?, efectuamos las multiplicaciones
y reagrupamos los términos, obtenemos '

x?+y* —2ax —~2by + a® + b> —r* =0.
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Esta ecuyacion ticne la forma
x> +y*+Ax+By+ C=0,
donde
A=—-2a, B=-2b y C=a*+b>—-r.

Ast, pues, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 14-25

Toda circunferencia es la grdfica de una ecuacidn de la forma

x*+y° 4+ Ax+By+ C=0.

Tal vez, parezca razonable suponer que el reciproco de este resultado también es
cierto. Es decir, podriamos pensar que la gréfica de toda ecuacién de la forma indicada
es una circunferencia. Pero esto no es cierto. Por ejemplo, consideremos la ecuacién

x2+y2=0.

Aqui, 4 = B= C=0. Si xy y satisfacen a esta ecuacion, entonces ambos son cero.
Por tanto, la gréfica contiene un solo punto, a saber, el origen.
Ahora, consideremos la ecuacion

x> +32+1=0.

Aqui, AmB=0y C=1. Como x*>0y y* >0 para todo x y todo y, se deduce
guo x? + y* + 1 > 1 para todo x y todo y. Por consiguiente, x? + y* + 1 serd dis-
tinto de 0 para valores arbitrarios de x y y. Asl, pues, la grdfica de nuestra ecuacidn
no contiene punto alguno; la gréfica es el conjunto vacio.

El siguiente teorema nos dice que; en efecto, las Gnicas grdficas posibles son la
circunferencia, como corrientemente se espera, y las dos posibilidades inesperadas
que acabamos de considerar:

Teorema 14-26

La gréfica de la ecuacién
x24+yP 4+ Ax+By+C=0

es o bicn (1) una circunferencia, o (2) un punto, o (3) el conjunto vacio.

Demostracion:  En la ecuacion general, completaremos ¢l cuadrado en los términos

i
It
3

Circunforencias on un plane eoordenado 168

en x y, fambién, en los términos en y, tal como hicimos en el ejemplo anterior, Tene-
mos, pues,

x% 4 Ax + 3%+ By = ~C,

A\? B\? A\? B\?
2 4 2 2V - -z =
X +Ax+(2) +y +By+(2) C+(2) +(2) R

( +4)2+( +1_9)2__A2+B2—4C
) yT3) T 4 :

Ahora, hay tres posibilidades:
(1) Sila fraccion de la derecha es positiva, tiene una raiz cuadrada real. La gréfica
es, entonces, la circunferencia con centro

B
(a,b) = (_é __5)
y radio

r=4J4% + B> - 4C.

(2) Si la fraccion de la derecha es 0, entonces la grdfica es el punto

(4-3
2’ 2/ ‘

(3) Si la fraccion de la derecha es negativa, entonces la grdfica es el conjunto
vacio, porque el miembro de la izquierda nunca puede ser negativo.

Conjuntd de problemas 14-8

[Nota: Los ejercicios en este Conjunto de problemas deben resolverse mediante métodos de
la geometria cartesiana, en lo posible.]

1. En cada uno de los siguientes casos, escribir la ecuacion de la circunferencia cuyo centro
esta en el origen y cuyo radio se da a continuacion: ’
(2) 4 (b) 7 © 3
@ 1 (e) V15 )=

2. Dada la circunferencia cuya ecuacion es x2 4 y2 =25, cudles de los siguientes puntos
estan ¢n la circunferencia ?

@ ©, 9 (b) (3, —4) © (3,2
) 24 1 {©) (V8, —=VI17) ~ () V3, V13)
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Se da la circunferencia cuya ecuacion es x? -+ p? =236, Indlquense cudles de los si-
guicntes puntos estdn en su interior, cudles estdn en su exlerior y cuales estin en I
circunferencia:

@ (3,3v3) (b) @4, —5) © (—6,0) () (5, —3)
© (—4, —4) () 2v2,2v7) ® G % (h) (—2v6, 4)
4. En cada uno de los siguientes casos, determinar el radio y escribir la ecuacion de la

10.

12

13.

circunferencia con centro en el origen y que contiene al punto dado:

@ 0, -9 ® G, 5 © (2,7 (d) 2, V17)

. Escribir la ecuacién de cada una de las circunferencias cuyo centro y radio se dan a

continuacion:
(a) (2,5); 4
(¢) (-4, —6); V21

(b) (3,06
@ ©,7;3

. Una circunferencia cuyo centro es el punto (2, 3), contiene al punto (6, 6). Escribase su

ccuacion,

. Una circunferencia con centro (—4, 0) pasa por el punto (2, —1). Escribase su ecuacion.

. Los extremos de un didmetro de una circunferencia son (— 6, 2) y (6, —2). Determinense

el centro y el radio de la circunferencia y escribase su ecuacion.

. Escribir la ecuacién de la circunferencia que tiene un didmetro con extremos (5, 8) y

(" 1 ’ _4)'

i
Determinar el centro y el radio de la circunferencia representada por cada una de las
siguientes ecuaciones:

(@ x*+y*=16

© x—=3)*+(p—7N*=8

@ (x—2)2+y*=13

(g 9x2+9*—25=0

() 26+ 52 +2y—4)>2—14=0

) x2+y2—-9=0

d x+H*+(—5*=36
(f) 4x* + 4y* = 36

(h) 3x2+3(y—1)2=12
() 5x*+5y*=7=0

Determinar el centro y el radio de la circunferencia cuya ecuacion es

x2—6x+9+y*—8y+ 16 =4,

Determinar el centro y el radio de la circunferencia cuya ecuacion es

x2+y2+ 8x—2y—8=0.

Dibujar la grifica de la ecuacién

x2 4 p* — Bx + 6y = 11,

i
N

T

14.

15,

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Circunlerencian en un plane coordenado 167

Dibujar la grafica de la ecuacidn

x24+y*—4x+ 8y +4=0.

Dibujar la grafica de la ecuacién

x*+y? 4 6x — 2y = —10.

i

Escribir la ecuacion de la circunferencia con centro (-3, 4) y que es tangente al eje x.

Escribir la ecuacion de la circunferencia tangente al eje x y al eje ¥, si se sabe que su radio
es 3 y que su centro esta en el cuarto cuadrante.

Identificar las figuras geométricas representadas por las siguientes ecuaciones:
(@) x2+y*=15

(b) x>+ y2 + 14x — 16y + 104 =0

© x*+6x—2y—x2+2=0

(d) x>+ y*+10x—4y+33=0

(€ 2x2+2y2+12x+9=0

() x*+y*+4x— 10y +29=0

En la circunferencia cuya ecuacién es x2 4 y> =49, una cuerda es perpendicular a un
didmetro en el punto (0, 4). Determinense la longitud de la cuerda y las coordenadus de
sus extremos. 5

Demostrar que la mediatriz del segmento cuyos extremos son (a, 0) y (0, a), contiene al
centro de la circunferencia cuya ecuacion es x2 -+ y? = g2,

Se dan la circunferencia cuya ecuacion es x2 + y? = 225 y los puntos A(— 15, 0) y B9, 12).
(a) Demuéstrese que AB es una cuerda de la circunferencia.

(b) Determinese el punto medio de AB.

(c) Determinese la ecuacion de la mediatriz de AB.

(d) Demuéstrese que la mediatriz de 4B contiene al centro de la circunferencia.

Se dan la circunferencia cuya ecuacion es x? + y? — 8x — 4y —5=0 y los puntos
D(—1,2)y E, 5).

(a) Demuéstrese que DE es una cuerda ‘de la circunferencia.
(b) Demuéstrese que Ia mediatriz de DE contienc al centro de la circunferencia.

(¢) Deternninese by distancia del centro de la Sircunferencia o DE.
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23. Determinar ¢l drea de un cuadrado inscrito en la circunferencia ¢uya ecuacion es x? -

Y144,

24. Determinar el area de un cuadrado inscrito en la circunferencia cuya ecuacion es x? +-

yi-8x—10y+5=0.

25. Una cuerda de la circunferencia x2--y? =72 es tangente a la circunferencia x2--

»? == 18, Determinese la longitud de la cuerda.

Si 1a cuerda del problema 25 es tangente a la circunferencia mas pequeiia en el punto
( -3, —3), obténgase la ecuacion de la recta determinada por la cuerda, y hallense las
coordenadas de los extremos de la cuerda.

. Determinar las longitudes de los segmentos tangentes desde el punto (13, 0) a la circun-
ferencia cuya ecuacion es x2 + y? = 25.

Determinar las longitudes de los segmentos tangentes desde el punto (16, 12) a la cir-
cunferencia cuya ecuacion es x2 - y2 = 100,

. Determinar las longitudes de los segmentos tangentes desde el punto (—8, 3) a la circun-
ferencia cuya ecuacion es x2 + y? — 14x + 10y + 10 = 0.

. Se da la circunferencia cuya ecuacion es x %2 4 y2 = 36. (Para qué valores de a estara
¢l punto (a, a + 4) en el interior de la circunferencia ?

Demostrar que las dos circunferencias cuyas ecuaciones son x*+4 y?2=16 y x2+4
»* 20x+ 64 =0 son tangentes exteriormente. (Cudles son las coordenadas del punto
de tangencia ?

Demostrar que las dos circunferencias cuyas ecuaciones son x2 4 y2+8x+ 6y =0y
A% 4y — 16x — 12y =0 son tangentes exteriormente. Determinese la ecuacion de la
recta que pasa por el punto 'de contacto y que es la tangente comtun.

Se da la circunferencia cuya ecuacion es x? 4 y2? 4 16x -+ 12y = 125,

(a) Determinese la ecuacion de la circunferencia de radio 5 gue es tangente interiormente
a la circunferencia dada en el punto (4, 3).

(b) Determinese la ecuacion de la tangente comun a las dos circunferencias.
Déterminar la ecuacion de la circunferencia que es tangente a cada una de las cuatro
circunferencias representadas por las siguientes ecuaciones:

x*+y24+10x=0

x*4+y*—10x=0

x4+ y2+ 10y =0

X2+ yt—10pe=0 |

Roepaso del enpitulo 4169

*+ 35, Utilizar una escala aproximadamente de | pulgada =1 unidad, para hacer un dibujo

detallado de las circunferencias cuyas ecuaciones son las siguientes:
=D+ —-1D*=1
G+D*+(—-1D2=1
G—D2+ O+ D=1
G+D*+ O+ =1

(a) Determinese la ecuacion de la circunferencia que es tangente interiormente a cada una
de las circunferencias dadas.

(b) Determinese la ecuacion de la circunferencia que es tangente exteriormente a cada una

de las circunferencias dadas.

Repaso del capitule

. El alumno debera cerciorarse de que sabe definir cada uno de los siguientes términoxs:

circunferencia circunferencia maxima arco interceptado
superficie esférica extremo de un radio angulo central
cuerda punto de contacto arco mayor
secante interior de una circunferencia . arco menor
tangente tangente interiormente semicircunferencin
radio tangente exteriormente segmento {angente
didmetro angulo inscrito %

Completar el siguiente enunciado: Dos circunferencias, o dos superficies esféricas, con
el mismo centro se llaman

Completar el siguiente enunciado: La interseccién de un plano y una superficie esférica
es o o

Completar el signiente enunciado: La interseccion de una recta y una circunferencia s
o o ~

Completar el siguiente enunciado: Un punto estd en el exterior de una circunferencia, si
esta en y su distancia al centro es :

Completar el siguiente enunciado: Un angulo inscrito en un arco mayor €s siempre un
angulo | y un angulo inscrito-en un arco menor es siempre un angulo ________;
un angulo inscrito en una semicircunferencia es un angulo

Completar el siguiente enunciado: Si dos cuerdas de una circunferencia se interseean
en un punto do su interior, la potencia del punto con respecto a la circunferencia
e

~
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* 23,

24,

w25,

*26.

Clircunferencias y superficies esféricas

Iin la figura de la derecha, AB es un dia- A

metro de la circunferencia. Si AB =8,

AQ -4 y PQ =12, determinense PB y P
PR.

Demostrar que los segmentos tangentes a todas las circunferencias que son tangentes
una recta en el mismo punto, trazados desde otro punto cualquiera de la recta, son con-
gruentes.

Se sabe que A4, B, y C son puntos de una circunferencia tales que mAB =mAC -
mBC = 120. P es un punto cualquiera de AB. Demuéstrese que PA + PB == PC. [Su-
gerencia: Tracese una recta por A paralela a PB.]

A
—_ . P
En la figura de la derecha, PA es tangente a la circun- Q
ferencia en 4; AP=PX=XB. SiPQ=1y QR=38,
calcular AX.
B

PROBLEMAS OPTATIVOS

(a)

(b)

Uno de los primeros datos que aprende un estudiante de astronomia es que la latitud de
un lugar en la Tierra es la misma que el dngulo de elevacion de la estrella Polar sobio
el horizonte, cuando se observa desde dicho lugar. Demuéstrese por qué esto es asl,
probando el teorema de mas adelante. La situacion real se describe mediante el siguiente

<>
simbolismo: NS es el eje terrestre, la circunferencia es un meridiano, C es el centro, /)

<>
esta en el ecuador, O es el observador, OH es el horizonte, y m / POH es la altura de
la estrella Polar.

NE Hgr
Datos: La circunferencia con centro C;
J— > o
radio CE | NS;
<_-> . .
OH es la tangente a la circunferencia en O; < E
—> <>
OP || NS.
Demostrar que mOE = m/POH. s

Dos circunferencias no congruentes se intersecan en dos puntos X'y Y, Una secante e
pasa por X corta a la circunferencia mayor en 4 y a la circunlerencia menor en 8. Una
secante que pasa por Y interseca a la circunferencia muayor en 'y a la circunferencia
menor en . Demuéstrese que AC || BD.

TN

Repano del capftulo 4717

(©) Sobre ¢l puente de un barco que navega

en el océano, el capitén pide a un joven
oficial nuevo que determine la distancia
al horizonte. El oficial toma papel y
ldpiz'y a los pocos instantes presenta su
respuesta. En el papel, habia escrito la
férmula d = £ VA, Demuéstrese queesta
férmula da una buera aproximacién de
la distancia en millas al horizonte, si % es Ia altura en pies del observador sobre ¢l nivel
del mar. (Puede suponerse que el radio de ia Tierra es 4000 millas.) Si el puente estaba
a 88 pies sobre el nivel del mar, jcual era la distancia al horizonte ?
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y construcciones
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15-1. CARACTERIZACIONES

El alumno recordard que en el Capitulo 6, demostramos un teorema de caracteri-
zacién referente a la mediatriz de un segmento en un plano.

Teorema 6-2

1
La mediatriz de un segmento en un pla-
no, es el conjunto de todos los puntos
del plano que equidistan de los extremos . L
del segmento. A ' t

Mds brevemente, decimos que los puntos de la mediatriz L estdn caracterizados por
la condicién PA = PB. Con esto, entendemos que (1) todo punto de L satisface a la
condicién PA = PB, y (2) todo punto del plano que satisface a la condicion PA w I'l}
estd en L.

Andlogamente, demostramos en el Capitulo 8 que el plano bisecante perpendicular
de un segmento AB estd caracterizado por la condicién P4 = PB. (Desde luego,
aqui P puede ser un punto cualquiera del espacio.)

Las caracterizaciones aparecen no solamente en teoremas, sino también en delini-
ciones. Por ejemplo, la superficie esférica con centro P y radio r es, por definicién, el
conjunto de todos los puntos Q tales que PQ = r. Asi, pues, decimos que la superlicie
esférica estd caracterizada por la condicion

PO =r.

Advertencia: En la ﬁ‘gura plana presentada a continuacién, todo punto de D
equidista de 4 y B:

A
M
~,
\/\\ '
— &
\\
~,
\\ P
Ce 1 R oD
4
4
U4
,I
ps ,)1('
P
4
,/
B y

Pero el segmento CD no estd caracterizado por la condicion PA = PB, porque esta
condicién I satixfhcen muchos puntos que ho estdn en CD, a saber, todos los puntos

475
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de la recta {TD Andlogamente, en la figura siguiente, todo punto del arco 4B dista
I unidad del punto P. Pero AB no estd
caracterizado por la condicion PQ =1,
porque todos los demds puntos de la circun-
ferencia satisfacen a la misma condicién.

Esta es la razén por la cual, al expresar de otro modo un teorema de caracterizacién,
generaimente el nuevo enunciado consta de dos partes:

(1) Todo punto del conjunto dado satisface a la condicién dada.

(2) Reciprocamente, todo punto que satisface a la condicién dada estd en cl
conjunto dado.

Véase, por ejemplo, cémo se redactaron de otro modo los teoremas 6-2 y 8-6.

Conjunto de problemas 15-1

En los problemas del 1 al 8, se acompafia cada enunciado de caracterizacion con una figura
representativa. El alumno debera decidir si cada enunciado es, efectivamente, una caracteri-
zacion. Silo es, contéstese ““Cierto’”. Si no lo es, corrijase el enunciado y constraiyase una hi-
gura correcta. En las figuras presentadas, el conjunto de puntos que se pide esta indicado
mediante lineas de trazo lleno, mientras que las lineas de trazos corresponden a las condiciones
dadas o a figuras necesarias para la explicacion. '

1. El conjunto de todos los puntos del plano E que equidistan de dos rectas paralelas en 2

es la mediatriz, en E, de un segmento cualquiera perpendicular a las dos rectas, que tenga
un extremo en cada una de ellas.

~.
//’_“\\x
e e e e e - Vs
3 , >
- o ! \
- + — ! \
-+ | ]
S w R - \\ ]
\ /
N\ s
~o -

2. Lt conjunto de todos los puntos que son puntos medios de los radios de una circunferencia
dada es una circunferencia concéntrica con la dada y cuyo radio ¢s igual a la mitad del
radio de la circunferencia dada.

Carncteriznciones ' 477

3. El conjunio de todos los puntos de un plano que estan a 1 centimetro de una recta dadn
es una recta paralela a ella y a una distancia de 1 centimetro de la misma.

1_'Iin.
P ettt -

4. El conjunto de todos los puntos que estdn a 1 centimetro de una recta dada cs una
superficie cilindrica de radio 1 centimetro y que tiene comoveje Ja recta dada.

5. El conjunto de todos los puntos que son centros de circunferencias tangentes a una recta
dada en un punto dado de ella, es un rayo perpendicular.a la recta-en el punto dado.

* e~
//a—\ ~
VAR
72N \\ \
¥ VR S
ot
I»{\,—// i/
I\ // /
| \t\__/ //
TN

6. El conjunto de todos los puntos que son centros de superficies esféricas de radio r, tun
gentes a un plano dado, es un plano paralelo al dadoy a una distancia r de éste.

»n m ¥

7. El conjunto de todos los puntos de un plano que son
vértices de angulos rectos de tridngulos rectdngulos que
tienen el mismo segmento como hipotenusa,- es una
circunferencia con la hipotenusa como didmetro, ex-
ceptuando los extremos de éste.

8. El conjunto de todos los puntos de un plano que distan
de un punto dado menos de 2 pulgadas, es la reunion
de una circunferencia de radio 2 pulgadas con centro
en el punto dado, y su interior.

En cada uno de los problemas del 9 al 20, describase el conjunto de puntos mencionado y
hagase un dibujo para representario:

9. El conjunto de todos los puntos que equidistan de dos puntos dados.

10. L1 conjunto de todos los puntos que son puntos medios de todas las cuerdas de una
clreunferencia, que tienen una longitud dada.
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12,

13.

14.

15.

16.

17.

18,

20.

21,

22

23

Caracterimnclonos y construcciones

El conjunto de todos los puntos que son puntos medios de las cuerdas de una circunferen-
cia que tienen un punto dado de la circunferencia como extremo comun.

El conjunto de todos los puntos que estin a 1 centimetro de un segmento dado de longitud
4 centimetros y que, también, distan 2 centimetros del punto medio del segmento.

El conjunto de _tidos los puntos A4, de un plano, para los cuales el AABC, que tiene el
segmento dado BC como base, tiene un area dada.

El conjunto de todos los puntos de un plano que son centros de circunferencias tangentes
a una circunferencia dada en un punto dado de la misma.

El conjunto de todos los puntos del exterior de una circunferencia de didmetro 6 que son
extremos de segmentos tangentes de longitud 4.

El conjunto de todos los puntos de un plano que estan a 3 centimetro de un segmento AB
de longitud 2 centimetros.

El conjunto de todos los puntos que estan a ¥ centimetro de un segmento AB de longitud
2 centimetros.

El conjunto de todos los puntos de un plano que son centros de circunferencias de radio
dado y que pasan por un punto dado.

. El conjunto de todos ios puntos de un plano que distan 3 centimetros de dos puntos cuya

distancia es 5 centimetros.

El conjunto de todos los puntos que distan 3 centimetros de un plano dado y que, ademas,
distan 5 centimetros de un punto dado del plano.

Se dan una circunferencia C, con centro P, y
un punto A4 en el plano de C. Sea B el punto

>
de interseccion de AP y C tal que P no esté
entre A y B. Entonces, AB es la distancia del
punto A a la circunferencia C.

Describase el conjunto de todos los puntos de un plano cuyas distancias a una circun-
ferencia son iguales al radio de la circunferencia.

Describir el conjunto de todos los puntos de un plano cuyas distancias a una circunferen-
cia son un mismo ndmero, menor que el radio. '

Algunas veces, para resolver un problema de caracterizacion, es nccesario analizar
varios casos. Consideremos, por ejemplo, el siguiente problema y su resolucion, que cl
wlumno deberd completar, llenando los espacios en blanco:

T

+

24.

25.

26.

27.

Kl empleo de carncterizaciones en ln geometria cartesiana 479

Describase ¢l conjunto de todos los
puntos de un plano a una distancia Cc
fija de un punto dado y que equi-
distan de dos rectas paralelas dadas.

Resolucion:

(1) El conjunto de todos los puntos
a una distancia r del punto P es
la - C concentro P y
radio r.

«¥
(2) El conjunto de todos los puntos equidistantes de las rectas paralelas L, y L, ¢s AR,
la de un segmento entre L, y L, y perpendicular

a las dos rectas.

(3) El conjunto en cuestion es la interseccion de C'y ;1—;3
(i) Si Cy AB no se intersecan, el conjunto es

(ii) Si Cy ABson

(i) Si /(—1_1)3 contiene un punto en el
mente puntos.

, el conjunto contiene solamente un punto.
de C, el conjunto contiene exacli-

Describir el conjunto de todos los puntos de un plano que equidistan de dos puntos dudos
y, también, de dos rectas paralelas dadas.

Describir el conjunto de todos los puntos de un plano que estan a una distancin Nju e
un punto dado y a una distancia fija de una recta dada.

Describir el conjunto de todos los puntos de un plano que son centros de circunferencinn
tangentes a una recta dada en un punto dado de la misma y que son centros de clreun
ferencias de radio dado, tangentes a la misma recta dada.

Describir el conjunto de todos los puntos que estan a una distancia fija de un plano
dado vy a una distancia fija de un punto dado de dicho plano.

15—2.' EL EMPLEO DE CARACTERIZACIONES EN LA GEOMETR{A

CARTESIANA

En la geometria cartesiana, constantemente utilizamos caracterizaciones. Por

ejemplo, en la figura, lg recta Les la X

grafica de la ecuacion

(;Por qué?) Esto significa que la

recta estd caracterizada por la con-

dicién x + y = 1; todo punto (x, y)

de L satisfuce ol condicidn y ninglin 0
otro punto (v, 1)l satisface, N

™\

x+y=1
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Andlogamente, en la proxima figura, la circunferencia cstd caracterizada por la
condicidon : y

(x—D2+y*=1.

(;Por qué?) De hécho, cada vez
que decimos que una figura es la
grifica de cierta ecuacién, impli-
camos que la ecuacion es una carac-
terizacion de la grdfica. En la
mayoria de los casos, nuestro trabajo
en la geometria cartesiana depende

de que las figuras que estamos tratando estén caracterizadas por ecuaciones
simples. : '

Conjunto de problemas 15-2

[Nota: La siguiente notacion se utiliza frecuentemente para describir conjuntos en la geometria
cartesiana:

G x+y=lyx=1}
Esto significa *“El conjunto de todos los pares ordenados (x, y) talesque x -y =1 y x = 1™,
Desde luego, el conjunto consiste en el par unico (1, 0). Por tanto, podriamos escribir
e, Mx+y=1yx=1}={1,0)}]
1. Hacer un esquéma de los siguientes conjuntos (es decir, dibujar sus graficas):
(@ {(x,»)|x=3} ®) {¢x,»|y=-2}
© G, »)|y=x—2} @ {C,»x+y=0}
2. Hacer un esquema de los siguientes conjuntos:

@ {x, »]|x>—-1} ) {x, N]y<0}
© {(x,»x<y} @ & »nx+yr=1}

3. Hacer un esquema del conjunto de todos los puntos P(x, y) que equidistan de los puntos
A(S, 0) y B(1, 0) y describir dicho conjunto mediante una ecuacion.

4. Hacer un esquema del conjunto de todos los puntos P(x, y) que equidistan de los puntos
C(2, 2) y D2, —8) y describir dicho conjunto mediante una ecuacion.

5. Hacer un esquema del conjunto de todos los puntos P(x, y) que equidistan de las rectas
x = —3y x =7y describir dicho conjunto mediante una ecuacién.

6. Hacer un esquema de cada uno de los siguientes conjuntos:
@ {(x,»)|x*4y*=25} ® {(x, »)|x*+y*=8}
© G N|x—1)>+p> =4} D {2+ G+ D=9}

7. Hacer un esquema del conjunto de todos los puntos P(x, y) que equidistan de los puntos
A0, 5) y B(5, 0) y describir dicho conjunto mediante una ecuacién.

RN
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8. Hacer un esquema de cada uno de los siguientes conjuntos y describir el conjunto de In
manera mas breve posible:
@ {x,»|x=3yy=6}
® {&x,N|x=yyx=5}
© {G, M|x?+y2=16yx=—4}
(@) {x, »|x*+y*=25yy=3}
© e Ny==2y|x|=T
€ x| =3y|y|=5

+ 9, ;Cudl es la diferencia entre los dos conjuntos siguientes ?
@) {x,N|x=4yy=35} ®) {x,»|x=40y=5}

++ 10. Hacer un esquema de todos los puntos P(x, ) que distan de (8, 0) dos veces 1o que distan
de (2, 0).

»+ 11. Hacer un esquema del siguiente conjunto: O, | —1<x <5 y 0<y<4}

#+ 12, Hacer un esquema del siguiente conjunto:

6, | (x—32+y2=25 o (x+6>+y* =52}

15-3. TEOREMAS DE CONCURRENCIA

Definicion

Dos o mds rectas son concurrentes, si hay un solo punto que esté en todas ellas,
El punto comin se llama el punto de concurrencia.

Desde luego, es facil que dos rectas de un mismo plano sean concurrentes. Esto

es lo que esperamos cuando dibu- \/

jamos dos rectas al azar; si ocurre

que dos rectas son paralelas y gira-, =~ k

mos una de ellas aunque sea un /{\

poco, se convicrien en rectas con- - ‘ o
currentes. / , \
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Ahora bien, que tres rectas sean concurrentes es otra cuestion. Generalmente,
esperamos que tres rectas de un plano determinen un tridngulo,

> oK

Si son concurrentes y movemos una de ellas aunque sea un poco, es probable que
dejen de ser concurrentes.

Sin embargo, en ciertas condiciones, podemos demostrar que tres rectas tienen que
ser concurrentes. Nuestro primer teorema de esta clase es el siguiente:

Teorema 15-1. El teorema de concurrencia de las mediatrices

Las mediatrices de los lados de B Lz

un tridngulo son concurrentes, Ly
Su punto de concurrencia equi-

dista de los vértices del tridngulo. L

Demostracion: - Se da el AABC. Sean Ly, L, y Ly las mediatrices de 4B, AC y BC,
respectivamente. S(i_) L, y L, fueran paralelas, entonces /(17? y /TZ' serian paralelas.

’ . «>
((Por qué?) Pero AB interseca a AC. Por tanto, L, corta a L, en un punto P.
En virtud del teorema de caracterizacién de las mediatrices (teorema 6-2), tenemos
que PA = PB, porque Pestd en L,. Por el mismo teorema, PA = PC, ya que P estd en

L,. En consecuencia, PB = PC. Por el mismo teorema, esto significa que P estd en
L.

Asi, pues, las mediatrices son concurrentes y su punto de interseccion equidista de
los vértices.

Corolario 15-1.1

Tres puntos no alineados cualesquiera estdn en una circunferencia y s6lo en una.

(Estian en ta circunferencia con centro P y radio PA =« Pl - ()
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Corolario 16-1.2
Dos circunferencias diferentes pueden intersecarse a lo mds en dos puntos.
(En la demostracion, se necesitan los corolarios 14-6.1 y 15-1.1.)
Hasta ahora, hemos utilizado el término altura (con referencia a un tridngulo) en dos
sentidos: puede significar (1) un segmento perpendicular desde un vértice del tridingulo
al lado opuesto, o (2) la longitud de ese segmento perpendicular. .En el siguiente

teorema, utilizamos la palabra altura en un tercer sentido; aqui, significa (3) una rectu
que pasa por un vértice del tridngulo, perpendicular al lado opuesto:

Teorema 15-2. El teorema de concurrencia de las alturas

Las tres alturas de un tridngulo '
son siempre concurrentes. D N

La demostracion es fdcil, si se
utiliza el artificio indicado a la de-
recha.

Demostracién: Se da el A4BC; por cada uno de los vértices, dibujamos una rectn
paralela al lado opuesto. Dos cualesquiera de estas tres rectas no son paralelis,
(¢Por qué?) En consecuencia, determinan un tridngulo ADEF.

Sabemos-que los lados opuestos de un paralelogramo son congruentes. Aplicando
este-teorem}dg)s veces, obtenemos

AD = BC = AE.

Por consiguiente, la altura desde A a |

BC es la mediatriz de DE. Por las
mismas razones, las otras dos alturas
del AABC son las mediatrices de los ' /
otros dos lados del ADEF. Envirtud - ‘
del teorema 15-1, estas tres rectas son
concurrentes.

Obsérvese que este teorema seria
falso si interpretdramos la palabra
altura como un segmento. Los seg-
mentos perpendiculares no necesaria-
mente se intersecan. Son siempre las
rectas luy que ~on concurrentes, ~
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l

Conjunto de problemas 15-3

I. Copiese cada uno de los siguientes triangulos en una hoja de papel y constriiyanse las

*+ 10,

tres mediatrices de sus lados y las tres alturas, iridicando sus puntos de concurrencia:

K M P Q

- El punto de concurrencia de las alturas de un tridngulo se llama el orfocentro.

(a) (En qué tipo de tridngulo es el ortocentro un vértice del triangulo ?

(b) (En qué tipo de tridngulo coincide el ortocentro con el punto de concurrencia de
las mediatrices ?

- Tres puntos estdin en una circunferencia. Los puntos determinan tres segmentos que

forman un tridgngulo. (Cual sera el punto de concurrencia de las mediatrices de los
segmentos ? ‘

. Dados tres puntos no alineados, /cual sera el punto del plano determinado por ellos, que

equidista de los tres puntos dados? ¢Por qué no deben estar alineados los puntos?

Hacer un esquema del conjunto de todos los puntos que equidistan de tres puntos no
alineados y describir dicho cenjunto.

. Dado un tridngulo rectangulo, jcual es el punto del plano del triangulo, que equidista de

sus vértices ?

. La longitud de la altura correspondiente a la hipotenusa de un tridngulo rectangulo

isosceles es 7. (Cual es el area del tridngulo ?

. Se da un dngulo / BAC cualquiera. Describase el conjunto de todos los puntos de su

interior que equidistan de los lados del 4ngulo. El alumno debera justificar su respuesta.
(Advertencia: Este conjunto no-es un rayo ni una recta.)

. Decimos que un cuadrilatero es ciclico, si sus cuatro vértices estan en una circunferencia,

Demuéstrese que las mediatrices de los cuatro lados y las mediatrices de las dos diagonales
de un cuadrildtero ciclico son concurrentes.

Se dan los puntos 4(3, 4), B(5, 8) y C(—1, 10). Determinar las ecuaciones que representan
las mediatrices de los lados del AABC (V. 1a figura de la izquicrda en la parte superior de
la pagina 485) y verificar que dichos lados son concurrentes.

Las bisecirices do lon dugnlos dé un tridngulo 445

c(—1,10)

B(8,0) X

*+ 11, Se da la figura anterior de la derecha. Determinense las ecuaciones que representan las
alturas desde A y B del AABC y demuéstrese que esas alturas se intersecan en el eje y,

PROBLEMA OPTATIVO

En un antiguo documento, se encontraron las siguientes instrucciones:

“Partiendo de la interseccion del Camino del Rey y el Camino de la Reina, sigase hacln
el norte por el Camino del Rey y busquese un pino y, después, un arce. Regrésese o la
interseccion. Hacia el oeste, por el Camino de la Reina, hay un olmo y hacia ¢l este ¢n
ese mismo camino, hay un abeto. El punto en el cual la recta determinada por el olimo
y el pino corta a la recta determinada por el arce y el abeto es uno de dos puntos migicon,
El otro punto magico esta situado en la interseccion de la recta determinada por ¢f nbeto
y el pino y la recta determinada por el olmoe y el arce. El tesoro esta enterrado donde In
recta que une los dos puntos magicos interseca al Camino de la Reina’.

Una patrulla encontré el olmo a 4 kilémetros de la interseccidn, el abeto a 2 kildmietros
deellay el pino a 3 kildmetros de la misma, pero no encontro trazas del arce. No obstante,
mediante las instrucciones, logrd hallar el tesoro. Muéstrese como fue esto posible.

Uno de los miembros de la patrulla comentd acerca de cuan afortunados habian sido
por haber encontrado el pino. El jefe de la patrulla sonrié y dijo: “Tampoco necesitd-
bamos elbi{lo”. Demuéstrese que estaba en lo cierto.

15-4. LAS BISECTRICES DE LOS ANGULOS DE UN TRIANGULO

Ahora, demostraremos que las
bisectrices de los dngulos de un
tridngulo son siempre concurrentes.

Sin embarpo, para obtener este
resultado, debemos aprender un poco
mds aceren  de las biseetrices dJe ~
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dngulos. Lo que necesitamos es una caracterizacion y el siguiente tcorema nos la da:

Teorema 1563

La bisectriz de un dngulo, exceptuado su extremo, es el conjunto de todos los
puntos del interior del dngulo que equidistan de los lados del 4ngulo.

O de otromodo: (1) Si Pestd en el interior del

L BAC, y P equidista de ;1—2)? y Z—C)‘, entonces
P estd en la bisectriz del £ BAC.

(2) Si P estd en la bisectriz del £ BAC, y
P # A, entonces P estd en el interior del

... ©> “«>
L BAC y equidista de ABy AC.

Las figuras anteriores ilustran las dos partes de la segunda redaccién del teorema.
La notacién utilizada en las demostraciones es la misma que aparece en las figuras.

Demostracién de la parte (1)
AFIRMACIONES RAZONES

I, P estd en el interior del £ BAC. Dato
2. PM L 4B y PN L 4C. Definicién de la distancia de un punto a
una recta

3. Los dngulos £ M y £ N son 4n- Dato
gulos rectos.

LMz [N Los dngulos rectos son congruentes
PM = PN Dato

AAMP = AANP

LPAM & L PAN

AP es la bisectriz del £ BAC.

Teorema de la hipotenusa y el cateto

Partes correspondientes

E RS R RN

Pasos 1 y 7 y la definicién de la bisectriz
de un dngulo

Law bisectricen de low angulos de un teidngulo 87

Demostracion de la parte (2)
AFIRMACIONES RAZONES

1. P estd en la bisectriz del L ABC, Dato
y P #A.

2. Pestd en el interior del /. BAC. Paso 1y la definicion de la biscctriz de

un dngulo
3. LPAM = [/ PAN Definicion de la bisectriz de un dngulo
4, /M= /N “Los dngulos rectos son congruentes.
5. PA=PA Identidad
6. AAMP =~ AANP El teorema LAA
7.

MP = NP Partes correspondientes

Los pasos 2 y 7 son las conclusiones que desedbamos.

Ahora, podemos demostrar el teorema de concurrencia:

Teorema 15-4. El teorema de concurrencia de las bisectrices de los angulod

Las bisectrices de los dngulos de un
tridngulo son concurrentes en un punto
que equidista de los tres lados del tri-
dngulo.

A

Demostracion: En el AABC, sea P la interseccion de las bisectrices de los dngulos
/L.Ay £ B. Entonces, P estd en el interior del /4 y en el interior del £ By, por tanto,
en el interior del / C. En consecuencia,

(1) P equidista de ;{_é y /(17?;
(2) P equidista de ;1—1)? y EZ’ ;
(3) P equidista de /IZ‘ y EZ‘ ;
(4) P estd en la bisectriz del 2 C.

{Cudles son las razones?

Conjunto de problemas 15-4

B
1. Upa recta interseca a los lados del / BAC p
/c’(flns puntos I’y . Obténgase un punto de

e
F() que equidinie de Aly AC, ~

R T2
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. Demostrar el siguiente teorema:

Curactorlznelones y conmtruceiones

. L ABCD es un cuadrilatero convexo cualquiera. D

>
(n) Explicar cémo hallar un punto que equidiste de AD y
>
AB y que también equidiste de Dy C. c

<«~>
(b) Expliczlr_) c6mo hallar un punto que equidiste de 4B,
“>
ALl y DC, A

(¢) (Coinciden los puntos descritos en las partes (a) y (b)? 8

. Describir el conjunto de todos los puntos que son centros de circunferencias tangentes u

ambos lados de un angulo dado.

. Describir el conjunto de todos los puntos de un plano que equidistan de dos rectas quo

s¢ intersecan.

. Desceribir el conjunto de todos los puntos de un plano que equidistan de dos rectas que

s¢ cortan y que distan 2 centimetros del punto de interseccion de las mismas.

. Describir el conjunto de todos los puntos que equidistan de dos planos que se cortan.

. Describir el conjunto de tedos los puntos del interior de un angulo, que equidistan de los

lados de éste, y que estan a una distancia fija de una recta dada.

. Demostrar que las bisectrices de dos angulos consecutivos de un paralelogramo se inter-

secan en un punto que equidista de un par de lados opuestos.

Se dan el dngulo /. DAE y A-C-E' y
A-B-D. Entonces, las bisectrices de los
angulos / DAE, / DBC y /ECB son
concurrentes.

Describir el conjunto de todos los puntos que equidistan de las tres rectas determinadus
por los ladoes de un triangulo.

. Dibujense varios cuadrilateros convexos diferentes y tricense con cuidado las bisectrices

de los dngulos. (Son concurrentes las cuatro bisectrices en cada caso? (Para qué tipo
especial de cuadrilatero son las bisectrices concurrentes? ;Habra una manera general de
describir los cuadrilateros tales que las bisectrices de sus angulos sean concurrentes?

Se da un par de ejes coordenados. Demuéstrese que el conjunto de todos los puntos que
cquidistan de los dos ejes es

emly x o y=-—x}

TR TR e
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15-. 1.1 TEOREMA DE CONCURRENCIA DE LAS MEDIANAS

Una mediana de un tridngulo es un
segmento que une un vértice y el punto
medio del lado opuesto. En la figura
de la derecha, D es el punto medio de
BC, y AD se llama la mediana desde A
a BC.

Una figura dibujada con precision
sugiere que las tres medianas de un
tridngulo son siempre concurrentes. En
efecto, esto es cierto. Sin embargo,
serd mucho mds facil de demostrar, si
utilizamos una figura auxiliar para
poder hacer una conjetura acerca de
donde debera estar situado el punto de
interseccién. La figura de la derecha
sugiere que AP=2PD, BP=2PE y
CP = 2PF. En definitiva, esto también
es cierto.

A

Teorema 15-5. El teorema de concurrencia de las medianas

Las medianas de todo tridngulo son concurrentes y su punto de concutrrencln
estd en cada mediana a dos tercios de camino del vértice.

En la demostracidn, serd conveniente utilizar un sistema de coordenadas.

'Y
Alba, 6b)

E(3a+3¢, 3b)

B ' Cléc, 0)

Demostracion: Tomamos los ejes como se indica en la figura anterior. Utilizamos 6a,
6b y 6¢ para evitar tener que trabajar con fracciones mds tarde. E.es el piinto medico
de AC; obtenemos sus coordenadas mediante la férmula del punto medio (teorcma
13-5).

Ahora, sea P el punto de la mediana BE tal que BP = 2PE. Por el teorema (36
(que el estudiante deberd volver a leer), obtenemos

(0 +2(3a+3c) 0+ 2~3/))
P= ,
3 3
= (2a + 2¢, 2b)~
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4
Alba, 6b)
D C
* x
B 3¢ b6¢c

Sca Q el punto de la mediana 4D desde 4 a BC tal que 4Q =2QD. Como D =
(3¢, 0), tenemos que

0= (6a+2-3c 6b+2-0)
= 3 , 3
= (2a + 2¢, 2b).

Esto significa que P = Q, pues un punto viene determinado por sus coordenadas.
Angdlogamente, se deduce que el punto correspondiente de la mediana desde C a

Definicion

El punto de concurrencia de las medianas de un tridngulo se llama el centroide o
haricentro del tridngulo.

Conjunto de problemas 15-5

1. En la figura de la izquierda, a continuacién, las medianas AE, BF y CD son concurrentes

cn Q.
() Si AE =9, cuintoes AQ?
(¢) Si BQ == 12, (cuanto es QF?

(b) Si QD =35, (cuanto es CD?
(d) Si QF =4, /cuanto es AQ?

C

A D B

2. Se da la figura anterior de la derecha, donde CD es una mediana y Q es el centroide del
AABC,

Demuéstrese que la altura desde (0 o AR es un tercio de la alturn desde ' a 4B,

[ ———

i

+

Constrneciones con regla y compin 191

3. Utiliando la figura para el problema I, demostrar que aAAQB al JCEQL.

G
4. Enel AGKM, ¢l centroide Q esta en la mediana GR
y GH es una altura. Si QR =4y HR =6, (cuanto o
es GH?
K H R M
'Y

5. Se da el AABC con vértices A(6, 0), B, 10) ¥y |
(0, 0). )

(a) Determinar las coordenadas del punto de concu- 1
rrencia de las mediatrices de los lados.

(b) Determinar las coordenadas del ortocentro.

(c) Calcular la distancia del ortocentro al punto de
concurrencia de las mediatrices.

coal

6. Para el AABC del problema 5, determinense las coordenadas del centroide y la distnnicln
del centroide al ortocentro.

7. Se da el APQR con vértices P(—6, 0), 0(2, 0) y R(0, 6). Determinese la distancia entre
el centroide y el punto de concurrencia de las mediatrices de los lados.

8. Para el APQR del problema 7, determinense las coordenadas del ortocentro y la distancia
del ortocentro al centroide.

15-6. CONSTRUCCIONES CON REGLA Y COMPAS

Hasta ahora, hemos estado haciendo geometria con una regla y un treimspc-)rtz‘ldvm'.
En efecto, nuestros postulados nos dicen que tenemos una regla de longlltud_ mlm.nu,
con marcas numéricas. Utilizamos esta “regla” para trazar rec'tas' y medir dista I]L‘lll’lS.
Ademds, tenemos un transportador. Con éste, podemos medir dngulos y, tambicn,
marcar dngulos con una medida dada, a partir de un rayo dado.’ y

P;é/buhlcmcnlc. ésta es la manera mds simple de hacer geometria. Sin cmhurg‘o, hay
otra mineri muy importante, que consiste ep hacer uso de regla y compids, Fnoeste
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CONSTRUCCION 1. Bisccar un
angulo dado.

Se da el £ A.

Paso |, Utilizando 4 como centro, trdcese una circunferencia cualquiera. La
circunlerencia intersecard a los lados del £ A4 en los puntos By C. Evidentemente,
AB = AC, como indica la figura anterior.

Paso 2. Trdcese la circunferencia con centro By radio r = BC.
PAso 3. Trdcese la circunferencia con centro C y el mismo radio r = BC.

Por ¢l teorema de las dos circunferencias, éstas se cortan en dos puntos que estdn

«>
a distintos lados de BC. (La hipotesis del teorema de las dos circunferencias se cumple,
porque cada uno de los ndmeros r, ¥y  €s menor que la suma de los otros dos.) Sea P

. .y , . . «>
el punto de interseccion que estd a distinto lado de BC que 4, como en la figura.
B —>
PPAso 4. Trdcese AP.

Por ¢l tcorema LLL, tenemos que AP4B =~ APAC. Luego, / PAB =~ [/ PAC,y
AP es I bisectriz.

(Al trazar las dos circunferencias, en los pasos 2 y 3, pudimos haber utilizado
cunlquier radio mayor que $BC. No tendremos dificultades, a menos que utilicemos
un radio tan pequefio que las circunferencias no se corten.)

CONSTRUCCION 2. Copiar un dngulo dado a un lado dado de un rayo dado.

d

4
Fa’
,I

X S

A ———
D

Se danel L A4, un rayo con extremo D'y un semiplano H, en cuya arista estd ¢l rayo
—>

dudo. Queremos construir un rayo DF, con Fen H, de modo que obtengamos un
segundo dngulo congruente con ¢l primero,
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PAso I, ‘T'rdcese una circunferencia con centro 4 y con un radio # cualquiera. La
circunferencia intersecard a los lados del / A4 en los puntos By C.

@) (4)

(3}

Paso 2. Trdcese la circunferencia con centro D y radio r = AB = AC. Esta circun-
ferencia intersecard al rayo dado en un punto E.

Paso 3. Trécese la circunferencia con centro E y radio s = BC.

Estas dos tltimas circunferencias se cortardn en dos puntos F'y G, a distintos lados

de De% {Pregunta: {Cémo sabemos que cada uno de los numercs #, s y r es menor
que la suma de los otros dos? Esta condicidn es la que se necesita para poder aplicar
el teorema de las dos circunferencias.) Sea F el punto de interseccion que estd en H,
como se indica en la figura.

—>
Paso 4. Trdcese DF.

Este es el rayo que buscdbamos. Por el teorema LLL, AFDE ~ ABAC. En
consecuencia, / FDE =~ / BAC, como queriamos.

CONSTRUCCION 3. Copiar un tridngulo dado a unlado dado de un rayo dado.

N e

Fo

A b C

Se da ¢l lrixingﬁo AABC. También, se dan un rayo con extremo D y un semiplano
H que contiene al rayo en su arista, Queremos construir el ADEF, con F en el rayo
dado y Een H, de modo que ADEF = AABC.
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Paso |.  Primeramente, trazamos
una circunferencia con centro D y lF
radio b= AC. Esta circunferencia
corta al rayo dado en un punto F, y
DF = AC.

Oy
o
—_

Paso 2. Trdcese una circunferencia con centro D y radio c.

Paso 3. Trédcese una circunferencia con centro F y radio a. Estas dos ultimas
circunferencias deben intersecarse, como se indica en la figura, en dos puntos a lados

distintos de 5_1)7 Por el teorema de las dos circunferencias, sibemos que, en realidad,
éste es el caso, porque cada uno de los nimeros a, b y ¢ es menor que la suma de los
otros dos. (¢ Por qué?) Como se indica en la figura, sea E :1 punto de interseccion
queestden H.

PAso 4. Ahora, tricense los segmentos DE y EF. Por el teorema LLL, tenemos
que ADEF =~ AABC, como queriamos. ‘

Si examinamos de nuevo la seccién 6-7, veremos que en la demostracién del
teorema LLL, tenjamos casi la misma situacion que en la construccidn 3, a saber, la d¢
copiar un tridngulo dado a un lado dado de un rayo dado. Vale la pena comparar
los dos métodos. (En la seccion 6-7, utilizamos una regla graduada y un transportador,
en vez de una regla sin marcas y un compds. También, alli utilizamos el postulado
LAL, en vez del teorema LLL, para demostrar que nuestra construccién cra
correcta.)
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Conjunto de problemas 15-7

[Nota: Las construcciones indicadas en este Conjunto de problemas deben hacerse con reglo
y compas unicamente.]

1. Tricese una recta horizontal en la parte superior de una hoja de papel. Utilizando la
longitud del segmento AB que aparece mas adelante, marquese una escala (con un com-
pas) de 10 unidades de largo, al menos. Utilicese la escala cuando sea necesario pura
resolver los problemas que siguen.

A———B
Constriiyanse triangulos cuyos lados tengan las longitudes dadas a continuacién:
(a) 5,6,8 ) 3,5,7 ) 4,4,5 @ 6,10, 8

2. Dibujese un tridngulo obtusangulo cualquiera y tracese la bisectriz de cada uno de sus
angulos.

3, Dibujese un tridngulo escaleno cualquiera A4BC. Copiese el tridngulo a un lado dado
de un rayo dado, mediante un método que dependa del postulado ALA.

4. Constrayase un tridngulo equilatero con un lado de longitud 5.

S. Constriyase un tridngulo isosceles con la base de longitud 8 y dos lados congruentes de
longitud 5.

6. Demuéstrese que siempre es posible construir un tridngulo equilatero que tenga un seg
mento dado como uno de sus lados.

7. Sean a y b las longitudes de los lados congruentes y de la base, respectivamente, do un
triangulo isésceles que ha de construirse. (Qué condiciones deberan cumplir a y # para
que la construccidn sea posible ? '

8. Trdcese un cuadrilatero convexo cualquiera. Copiese éste a un lado dado de un rayo
dado.

15-8. CONSTRUCCIONES ELEMENTALES (CONTINUACION)

CONSTRUCCION 4. Construir

una paralela a una recta dada por /
un punto exterior dado. F

Se dan la recta L y el punto exte-
rior P. Sean Q vy R dos puntos cuales-

quiera de L. / Q
<>
Paso 1. Tricese PQ.

PAs0 2. Mediante la construccién 2, trdcese el £ QPS congruente con ¢l £ PQOR,
a4
de modo que Sy R estén a distintos lados de PQ. Entonces, los dngulos £ QPS 'y
> >
LPQR son dngulow nlternos internos y, por ‘tanto, PS| OR, como se querfa,

4
—
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CONSTRUCCION 5. Dividir un segmento en un nimero dado de segmentos
congruentes.

Dado 4B, queremos dividirlo en #n segmentos congruentes. (En la figura, se indica
¢l cason=35.)

<>
Paso 1. Partiendo de 4, trdcese un rayo cualquiera que no esté en AB.

-

PAso 2. Sobre este rayo, mdrquense sucesivamente n segmentos congruentes
AP, P.P,, ..., P,_ P, (La ‘Iongi't'ud de estos segmentos no es importante, con tal
que sea la misma para todos los segmentos. Por consiguiente, podemos elegir P,
arbitrariamente y, luego, con el compds, marcar los demds segmentos uno a uno.)

PAso 3. Trdcese P,B.

PAso 4. Por los puntos Py, P, ..., P,_;, trécense rayos paralelos a P,B que
corten a ABen los puntos Q, O,,. .., @y_1.

. >
Como las rectas paralelas determinan segmentos congruentes en la secante AP,

>
también determinan segmentos congruentes en la secante AB. (Corolario 9-30.1)
En consecuencia, los puntos Q,, Q,,..., Q,.; dividen al segmento 4B en n
scgmentos congruentes. \‘

CONSTRUCCION 6. Construir la mediatriz de un segmento dado.

Se da el segmento AB.

Paso 1. Trdcese la circunferencia con centro A4
y radio r = AB.

PAso 2. Trdcese la circunferencia con centro B
y radio r = AB.

Ahora, puede aplicarse el teorema de las dos
circunferencias, porque cada uno de lcs niimeros
r, 'y res menor que la suma de los otros dos. Por
lanto, las circunferencias se intersecan en dos pun-
tos, Py Q.

3 <
PAso 3. Tricese PQ.
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Como P equidista de 4 y B, P estd en la mediatriz de AB. Por la misma razén,
Q también estei_fn la mediatriz de AB. Pero, dos puntos determinan una recta. En
consecuencia, PQ es la mediatriz de 4B.

Desde luego, no era necesario utilizar circunferencias de radio r = 4B; cualquier
radio mayor hubiera servido. En realidad, hubiéramos podido utilizar cualquier radio
mayor que 34B. (;Por qué?)

Evidentemente, si podemos construir la mediatriz de un segmento, podemos cons-
truir el punto bisecante. (Este es el punto R de la figura anterior.) Consideramos esto
como una especie de “construccién corolaria”.

CONSTRUCCION 7. Construir el punto medio de un segmento dado

La mediatriz nos da inmediatamente el punto medio.

CONSTRUCCION 8. Construir una perpendicular a una recta dada, por un
punto dado.

Caso 1. Se dan una recta Ly un punto P. Supongamos primero que P es un punto
exterior. Sea Q un punto cualquiera de L.

P P
)
,&\ (] ) / Y \\ (2)
I’r \\ r 4 \\ r
re’ r 4
4 AN ,’ \\
S N / AN
s Q \J " 1 1 .
¥ T
L R S R R
N .
. /
N, ’r
r
\\ ’/

Paso 1. Trédcese una circunferencia con centro Py radio r > PQ. Como @ estd
en el interior de la circunferencia, del teorema 14-9 se deduce que L interseca a la
circunferencia en dos puntos, Ry S.

Paso 2. Constriyase la mediatriz de RS. Esta recta pasa por P, ya que P equidista
de RyS.

Obsérvese que para trazar la mediatriz, no es necesario efectuar fodos los pasos deln
construccion 6; basta con trazar una parte de cada una de las dos circunferencias para
obtencr un punto de interseccion Q diferente de P.

Por tanto, ITZ) tiene que ser la mediatriz, pues contiene dos puntos que equidistan
de Ry N,

/
/
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Caso 2. Sicl punto P estd en la recta L, la construccidn es mads [icil.

{2)

(1) (1)

PAso 1. Trécese una circunferencia con centro P, que corte a L en los puntos Ry S.

Paso 2. Constriiyase la mediatriz de RS.

Con esto, queda terminada la construccién.

Conjunto de problemas 15-8

[Nota: Las construcciones indicadas en este Conjunto de problemas se deberan efectuar con
regla y compas unicamente. ]

1. Construir un tridngulo rectangulo isosceles.
2. Construir un ronibo, dadas las longitudes de sus diagonales.

3. Construir un paralelogramo, si se dan uno de sus angulos, la longitud del lado mas corto
y lu longitud de la diagonal mas larga.

4. Construir un éngulo de 60°.
8. Construir un angulo de 30°.
6. Construir un dngulo de 15°.
7. Construir un angulo de 75°.
8. Construir un tridngulo isésceles, si se dan la base y la altura correspondiente.
9. Construir un tridngulo equilatero, dada su altura.
10. Dado el angulo del vértice de un tria’mgulo isésceles, construir un angulo de la base.

I1. Construir un tridngulo isésceles, dados un angulo de la base y la altura correspondiente
a la base,

12. Trisecar un segmento dado.

13. Dado un segmento de longitud a, construir un segmento de longitud av/2.

14,

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23,

24,

25.

26.

27.

28,

29,
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Dado un segmento de longitud a, construir un segmento de longitud aVv3.

Dados dos segmentos cuyas longitudes son a y b, constriyase un segmento cuya longitud
sea la media geométrica de a y b. [Sugerencia: Véase el problema 13 del Conjunto de
problemas 14-5.]

Dado un segmento cuya longitud es a, constriyase un segmento de longitud av/6.
Construir un triangulo rectangulo, dade un angulo agudo y la longitud de la hipotenusa.
- N \

Construir un triangulo rectangulo, dado\%n angulo agudo y la altura correspondientc a
la hipotenusa. NN \\ .

WV

\ ;
Construir un triangulo, si se dan las longitpdes e dos lados y la longitud de la mediana

\

correspondiente al lado mas largo. \ \

Construir un paralelogramo, dados un 4ngulo; un lado y la altura correspondiente a
ese lado. ‘

Construir dos circunferencias tangentes interiormente, dado el radio de cada circuns
ferencia. A

N
Construir una circunferencia tangente a ambos lados de un angulo, dados el dngulo y
el radio de la circunferencia.

Dado el radio, construyanse tres circunferencias congruentes y tangentes cntre s (om
a dos.

Construir un triangulo equilatero, dado un segmento cuya longitud es igual al perimetro
del triangulo.

Construir una tangente a una circunferencia desde un punto exterior a ella. [Sugerencia:
Utilicese el corolario 14-16.1.] \ \

Construir un trapecio isosceles, dadas las bases y una diagon‘al:.“\
Construir un tridngulo isosceles, dadas la base y la altura correspondiente a uno de los
lados congruentes. [Indicacion: El problema 25 debera servir de ayuda.]

|
Construir un triangulo rectangulo, dado un dngulo agudo y un segmento cuya longitud
es la suma de las longitudes delos catetos. [Indicacion: (Como puede utilizarse un dngulo
de 45°7]

Se dan dos puntos, 4 y B, de una recta L.
Una circunferencia C es tangente a L en A.
Constriyase una circunferencia tangente a
L en By, también, tangente a la circun-
ferencin €, [Swugerencia: Analicese el dia-
grama, en el cual Q es el centro de la
circuntorencin requerida.}
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* M. Construir un tridngulo, dadas las longitudes de dos lados y In longitud de la medinn

or . CONSTRUCCION 9. Circunscribir una circunferencia a un trigngulo dado.
correspondiente al tercer lado.

Se da el AABC.

Paso 1. Constrayanse las mediatrices de AB
y AC. Estas rectas se intersecan en un punto P.
Por el teorema 15-1, P equidista de 4, By C.

PROBLEMA OPTATIVO

Paso 2. Trédcese una circunferencia con cen-
tro P y radio r = PA. Puesto que PB= PC =
PA = r, la circunferencia contiene no solamente
a A4, sino tambiéna Bya C.

Dados un segmento AB y un angulo £ C, construyase el conjunto de todos los puntos
de un plano tales que / APB~ /C.

15-9. CIRCUNFERENCIAS INSCRITA Y CIRCUNSCRITA Definicién

En la figura de mds adelante, la circunferencia C, estd inscrita en el AABC y la El punto de concurrencia de las mediatrices de los lados de un tridngulo se llama
circunferencia C, estd circunscrita al AABC. el circuncentro del tridngulo.

También, podemos dibujar la circunferencia inscrita.

CONSTRUCCION 10. Inscribir una circunferencia en un tridngulo dado.

C2

Se da el A4ABC.

B
Paso 1. Biséquese el / A. A"

PAso 2. Biséquese el / B.

Por el teorema 15-4, estas bisectrices

: se cortan en un punto que equidista de c
Definiciones ’ ‘ los tres lados del tridngulo.
. . . ., , Paso 3. Trdcese una perpendicular
Si una circunferencia es tangente a los tres lados de un tridngulo, entonces deci- desde P a AC. Sea D el piepde la ver
. . c . . . . esde P a . -
mos que la circunferencia estd inscrita en el tridngulo y que el tridngulo estd dicula p p
, . . . . . : ) endicular,
circunscrito ala circunferencia. Si una circunferencia pasa por los tres vértices de¢ P
un tnangu'l?, entonce§ <.ie01rr.10s que lq c1rcunfere{1c1a esta circunscrita al tridangulo PAso 4. Trdcese la circunferencia de
y que el tridngulo estd inscrito en la circunferencia. centro Py radio r = PD C
N . .7 s . . P . . . . . <> «> . . -ty
En realidad, todo tridngulo estd circunscrito a una circunferencia e inscrito en otra. La circunferencia es tangente a AC en D, porque AC es perpendicular al radio PD.
Una mancra intuitiva de ver por qué esto es cierto es considerar una pequefia circun- ~Por la misma razén, la circunferencia es también tangente a los otros dos lados. Por

[erencia en el interior de un tridngulo, que va dilatdndose gradualmente. Cuando ya | consiguiente, hemos construido la circunferencia requerida.
no puede agrandarse mds, tiene que quedar inscrita. Andlogamente, consideremos una '
cinta de acero ajustable, que va cifiéndose gradualmente a un tridngulo en su interior,
Cuando ya no pueda ceilirse mds, tiene que quedar circunscrita.

Ahora, demostraremos no solamente que existen circunferencias inscritas y circuns-
critas, sino que también pueden trazarse con regla y compds.

Definicion

El punto de concurrencia de las bisectrices de los dngulos de un tridngulo se
lama el incentro del tridngulo.
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Conjunto de problemas 15-9

[Nota: Las construcciones indicadas en este Conjunto de problemas deben hacerse con regln

y compas tinicamente.]

1. Construir un tridngulo equilatero. Después, constriyanse sus circunferencias circuns-
crita e inscrita.!

2. Construir un tridngulo rectangulo isésceles. Después, constriiyase su circunferencia
inscrita.

. Dado un tridngulo escaleno cualquiera, constriiyase su circunferencia circunscrita.
. Dado un triangulo escaleno cualquiera, constriyase su circunferencia inscrita.
Circunscribir una circunferencia a un cuadrado dado.

. Dado un rombo, constriyase su circunferencia inscrita.

N A AW

Contéstese la siguiente pregunta, efectuando la construccion indicada; luego, comprué-
bese la respuesta.

(Cuéntas cuerdas, colocadas de manera que cada una con la siguiente solo tenga un
extremo comin, cabran en una circunferencia, si cada cuerda es congruente con cl
radio de la circunferencia ?

®E

8. Construir un triangulo rectangulo, dado un dngulo agudo y el radio de la circunferencin
circunscrita.

9. Construir un tridngulo isosceles, si se dan la base y el radio de la circunferencia inscrita.

10. Construir un tridngulo rectangulo isosceles, dado el radio de la circunferencia circuns-
crita.

11. Construir un tridngulo equilatero, dado el radio de la circunferencia inscrita.

12

Construir un triangulo rectangulo, dados un cateto y el radio de Ia circunferencia inscrita,

13. Construir un tridngulo isdsceles, dados el angulo en el vértice y el radio de la circunferencia

inscrita.

14. Demostrar que el perimetro de un tridngulo rectangulo es igual a la suma del diametro de
la circunferencia inscrita y dos veces el diametro de la circunferencia circunscrita.

15-10. LOS PROBLEMAS DE CONSTRUCCIONES IMPOSIBLES DE LA
ANTIGUEDAD

Los antiguos griegos descubrieron todas las construcciones que hemos estudiado
hasta ahora y muchas otras mds complicadas. Hubo, sin embargo, varios problemas
que los mejores matemdticos griegos trataron de resolver, durante muchos aflos,
sin éxito alguno.

Los problemas de consirucciones imposibles de lu antigviodad 808

Para lograr una idea de lo dificil que
puede ser un problema de construccion,
consideremos el problema de dividir con
regla y compds una circunferencia en 17
arcos congruentes contiguos, de manera que
cada arco sélo tenga un extremo comun con
el arco siguiente.
Cuando se dibujan las cuerdas correspon-
dientes, se obtiene una figura llamada poligono
regular de 17 lados. Este problema era muy T '
conocido, pero permanecié sin resolver durante mas de d9s mil afios. F‘.lflalmentc:Z en
el siglo pasado, el matemdtico alemdn C. F. Gauss descubrié la construcmor} requeridu,
Sin embargo, algunos problemas de los antiguos griegos resultaron mads que muy
dificiles; en realidad, sus resoluciones eran imposibles.

(1) EL PROBLEMA DE LA TRISECCION DEL ANGULO

Se da un dngulo / BAC cualquiera;

. —_—> >
queremos construir dos rayos ADy AE (con
Dy E en el interior del £ BAC) de manera
que

L BAD =~ [ DAE= [ EAC.

A

Para esta construccion, sélo debemos emplear una regla y un compads. .
Lo primero que la mayoria de las personas trata de hacer es tomar A Il“r AC,

trazar BC y, luego, trisecar BC, como se indica en la figura de la derecha. Lsto no

funciona; se puede demostrar que los dngulos

[ BAD y / EAC son congruentes, pero nin- B

guno de estos dngulos es congruente con el

/ DAE. En realidad, nadie ha encontrado

un método que efectiie la construccion.

12

(2) LA DUPLICACION DEL CUBO. Uncubo de
arista a tiene un volumen igual a a®. Dado un segmento
de longitud a, queremos construir un segmento delongitud
b, tal que el cubo de arista b tenga un volumen doble que a
el cubo de arista a. Algebraicamente, desde luego, esto
significa que ' -

- vV ~ad,
b e 2a? 0 b= a3/2.
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Tampoco, nadie ha podido resolver este famoso problema. Hay una leyenda curiosa
acerca de éste. Se cuenta que los habitantes de una cierta ciudad griega se moriar
en gran nimero a causa de una plaga, y decidieron consultar al ordculo de Delfos para
averiguar el dios que estaba enojado y por qué. La respuesta dada por el ordculo fue
que Apolo estaba enojado. El altar dedicado a Apolo en la ciudad consistia en un cubo
sOlido de oro y Apolo queria que su altar fuese exactamente el doble.

Cuando la gente regres6 de Delfos, construyeron un nuevo altar, con una arista
doble que la del antiguo. Entonces, la plaga empeoré en lugar de mejorar, y la gente
se dio cuenta de que Apolo debi6 haber estado pensando en el volumen de su altar.
(Desde luego, al hacer la arista el doble, el volumen se multiplicé por ocho en lugar
de por dos.) Esto planted el problema de la duplicacién del cubo, pero los matemdticos
locales fueron incapaces de resolver el problema. De modo que la primera oportunidad
de aplicar la matemdtica a la salud publica fue un fracaso total.

(3) LA CUADRATURA DEL CIRCULO. Dado un circulo (la reunién de una

circunferencia y su interior), queremos construir un cuadrado Cuya drea sea igual a
la del circulo.

A=ra?, A=b2,

Algebraicamente, esto significa que b = a. /.

Durante mds de dos mil afios, los mejores matemdticos trataron de resolver estos
problemas mediante construcciones con regla y compds. Finalmente, se descubrié
en tiempos recientes que los tres problemas son imposibles de resolver con sélo regla
y compds.

Imposibilidad en la matemdtica no significa lo mismo que imposibilidad en 1a vida
real y, por tanto, requiere una explicacién.

Frecuentemente, cuando decimos que algo es ‘imposible, queremos significar sim-
plemente que es muy dificil, como encontrar una aguja en un pajar. A menudo,
queremos decir que no sabemos cémo hacer algo y que dudamos de que se pueda
hacer. Asi, la gente solia decir que era imposible construir una midquina que volase y
estaban en lo cierto hasta que alguien construy6 un acroplano y volé en ¢l
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La imposibilidad matemadtica no es asi. En la matemdtica, hay algunas cosas que,
efectivamente, no se pueden hacer, y es posible demostrar que no se pueden hacer.

(1) Por muy capaz que una persona sea, no podrd encontrar un nimero naturul
entre 2 y 3, porque no existe tal niimero.

(2) Si el problema anterior parece demasiado trivial para considerarlo seriamente,
examinemos la siguiente situacion: Partimos de los nimeros enteros positivos, negu-
tivos y cero. Nos estd permitido efectuar la adicidn, la sustraccién, la multiplicacién y
la divisién (excepto por cero). Decimos que un niumero “se puede construir®, si
podemos obtenerlo a partir de los enteros, efectuando las operaciones indicadas un
nimero finito de veces. Por ejemplo, el nimero siguiente/puede construirse:

Ahora, supongamos que se nos plantea el problema de “construir” el nimero J'Z
mediante operaciones de ese tipo. Este problema es imposible, es decir, no puede
resolverse. La razén es que los nlimeros que “pueden construirse” de acuerdo con
estas reglas son los niimeros racionales, y ﬁ no es uno de esos numeros. No vale
de nada tratar de encontrarlo entre los “nimeros que pueden construirse’, porque 1o
pertenece a este conjunto.

Los problemas referentes a construcciones con regla y compds son muy parecidos
a este segundo ejemplo. Empezando con un segmento AB, vemos que hay cierton
segmentos que podemos construir con regla y compds. Por ejemplo, podemos cons-
truir segmentos cuyas longitudes sean 24B, 4B, \/2ABy T5A4B. Pero no podemos
construir un segmento CD para el cual se verifique

CD?®=24B>.

Esto es lo que significa decir que Ia duplicacion del cubo con regla y compds ey
imposible.
El problema de la triseccién de un dngulo merece algiin andlisis ulterior.

(1) Algunos dngulos pueden trisecarse fdcilmente mediante regla y compds. Por
ejemplo, un dngulo recto puede trisecarse de esa manera y esto significa que la tri-
seccidn es posible para los dngulos de 45°, de 223° y muchos otros. Cuando decimos
que el problema de la triseccion de un dngulo es imposible, queremos significar que
hay algunes dngulon para los cuales no pueden construirse rayos trisecantes.
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(2) El problema de la triseccién del dngulo se convierte en uno soluble, si permiti-

mos hacer dos marcas en la regla. Conjunto de problemas 15-10

1. (a) Determinar el ntimero tal que al sumarle 5, la suma sea igual a 5 veces el nGmero
buscado. Justifiquese la respuesta.

(b) Determinar el niimero tal que 4 veces el numero dividido por dicho ntimero es iguul
a 5. Justifiquese la respuesta.

2. Explicar cémo trisecar un angulo de 135° con regla y compas.

3. Demostrar que es imposible construir un tridngulo dos de cuyos lados miden 2 y 3
centimetros de largo, respectivamente, y en el cual la altura correspondiente al tercer
lado sea de 4 centimetros.

e D M C
Supongamos que se nos da el £ By una regla con do&arcas en ella. Sea r la 4. Se da un cuadrado OJABCD. My N son los
distancia entre las dos marcas. Primero, dibujamos una circunferencia con centro B puntos_medios de DC' y BC, respectivamente. R N
y radio r. Esta interseca al dngulo en dos puntos, 4 y C. AM y AN intersecan a BD en Ry S. Demués- J
. . trese que AM y AN trisecan a BD, pero no
Se coloca ahora la regla de manera que (a) pase por C. Luego, se desliza y se gira trisecan al / DAB
de manera que () una de las marcas coincida con el punto Q de la circunferencia y (c) ' A B
’ =

la otra marca coincida con un punto P del rayo opuesto a BA.

Tenemos asi la situacion indicada en la figura. Como el AQBP es is6sceles, con
QB = QP =r, sus dngulos en la base tienen la misma medida a, seglin se indica;
andlogamente para el ABCQ.

Ahora, la medida de un dngulo externo de un tridngulo es la suma de las medidas

" de los dngulos internos no contiguos. Aplicando este teorema al AQBP, obtenemos
b=a+ a=2a. Aplicando este mismo teorema al ABCP, obtenemos ¢ = b + a. F
Por tanto, ¢ = 3a. Es decir, m/ P =3im/ ABC.

5. Un carpintero puede trisecar un dngulo cualquiera con el instrumento que s¢ muesira en
la figura de la derecha, llamada una escuadra de
carpintero. Todos los angulos son dngulos rectos
y EF = CD = {AB.

‘E S

Para trisecar a un angulo /PRQ con esta escuadra, el cérpintero emplea primero
—_ —>

Ahora, copiamos el / P dos veces en el interior del / ABC: arista mas larga para trazar un rayo ST paralelo a RP a una distancia EF deéste. L nlomcn

coloca la escuadra de manera que DE contenga al punto R, 4 esté en ST y Bestéen RQ

asi, sabe que RD y RA trisecan al £ PRQ. Demuéstrese que esto es cierto.

Hemos, pues, trisecado al 2 ABC.

Desde luego, este procedimiento no estd de acuerdo con las reglas de Ios antiguos
griegos para hacer construcciones con regla y compds.
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Repano del capitulo

b

10,

-
N

Describir ¢l conjunto de todos los puntos de un plano que equidistan de dos rectas para-
lelas dadas.

Describir el conjunto de todos los puntos que son los centros de las circunferencias tan-
gentes a una circunferencia dada en un punto dado de ésta.

. Describir el conjunto de todos los puntos del espacio que estan a una distancia fija de

un punto dado.

. Enun plano E, se dan una recta y un punto que no estd en la recta. Describase el conjunto

de todos los puntos de E que estan a una distancia d de la recta dada y, también, a una
distancia r del punto dado.

. Describir el conjunto de todos los puntos que estdn a una distancia dada de un punto

dado Py que, ademas, equidistan de P y de otro punto Q.

. Hacer un esquema que represente cada uno de los siguientes conjuntos*

@ {(, ] x=—1}
© {(x,»|y=2}

® {x,»]y=x}
) G, | y<x}

. Hacer un esquema del conjunto de todos los puntos equidistantes de los puntos A(—35, 0)

y B(3, 0) y representar dicho conjunto mediante una ecuacion.

Hacer un esquema del conjunto de todos los puntos que distan 3 unidades de la gréifica
de In ecuacion y = 0 y representar dicho conjunto mediante una ecuacion. (No se permite
¢l uso det signo +.)

Constrayase un triangulo escaleno bastante grande. Luego, dcterminense, por construc-
cldn, el ortocentro, el centroide y el incentro del triangulo.

Construir un rombo, dado un 4ngulo y un segmento cuya longi ud sea igual a la longitud
del rombo.

f

. ] 4,6
Se da el AABC con vértices. A(—4, 6), A4 6—’—F cta, 6)

B, —-3) y C4, 6).
(a) Demuéstrese que el AABC es isosceles.

(b) Determinense las coordenadas de su
centroide.

Se da el APQR con vértices P(—4, 7), Q(8, 7) y R(8, 2). Determinense las codrdénadas
de su ortocentro.

Repuwo del capitnlo sl

+ 13. Se du ¢l AEFG con vértices E(—2, 0), F(4, 6) y G(10, 0).

(a) Determinense las coordenadas del circuncentro. .
(b) Escribase la ecuacion de la circunferencia circunscrita.

++ 14, Determinar las coordenadas del centroide del triangulo cuyos vértices son A(—S5, 0),

B9, 0), y CG, 8)-

15. Sea A el centro de una circunferencia con radio a y sea B el centro de una circunferencin

con radio b; ambas circunferencias estan en el mismo plano. Sia-+b> AB, {deberdn
intersecarse las circunferencias? (Por qué?

16. El (JABCD es un trapecio con bases ABy DC. (En qué condiciones existird un punto ,

en ¢l plano del trapecio, equidistante de 4, B, C'y D?

17. Se dan dos rectas paralelas L, y L. y una secante T. Describase el conjunto de todos los

puntos equidistantes de Ly, L,yT.

+ 18. Construir un paralelogramo, si se dan un lado, un angulo agudo y la diagonal mas larga.

* 19, Construir un tridngulo rectangulo, si se dan un angulo agudo y el radio de la circunleren-

cia inscrita.

* 20. Se da un segmento cuya longitud es la suma de 1as longitudes de una diagonal y un ladoy

de un cuadrado. . Constriyase el cuadrado.

* 21. Se da un segmento cuya longitud es la diferencia de las longitudes de una diagonal y un

lado de un cuadrado. Construyase el cuadrado.



16-1. POLIGONOS

16 | Areas de circulos
y sectores

Un poligono es una figura formada por la reunién de varios segmentos de maneran
que no se crucen y solamente se toquen en los extremos, asi:

[\ [=]]
AN

i
%

Pero no asi:

>

La idea representada por las figuras se puede enunciar de modo mas preciso de ln

siguiente manera: ¢
E Definiciones
Sean P,, P,, ..., P, una sucesidn de n_puntos distintos de un plano con n 2 3
Supongamos que los n segmentos P P,P,, P,P,,..., P,_ P,_,P, P, PP, ticnen
las siguientes propiedades:.
; q / (1) Ningun par de segmentos se intersecan, salvo en qu puntos extremos.

(2) Ninglin par de segmentos con un extremo comun son colineales.

Entonces, la reunién de los n segmentos se llama pblzgono Los puntos £y,
P,, ..., P,son los vértices del poligono
y los'segmentos PP, P,P,,...,P,_\P,
PP, son los lados. Los dngulos del
poligono son el / P,P,P,, el L P P,Ps3,y
asi sucesivamente. Para abreviar, a me-
nudo denotamos los angulos por L Py,
L P, ctc. La suma de las longitudes
de los lados se Hama el perimetro del
poligono,

513
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Ahora, ¢l alumno debe volver a examinar las siete figuras al principio de la seccién
y asegurarse de que ha entendido bien por qué nuestra definicidén de poligono admite
las cuatro primeras figuras, pero rechaza las otras tres. (Recuérdese que los puntos
Py, Py, ..., P, tienen que ser todos distintos.)

Un poligono con n lados se llama un n-gono. Asi, pues, podemos referirnos a
los triangulos y cuadrilateros como 3-gonos y 4-gonos, respectivamente, aunque
cstos términos casi nunca se utilizan. Los 5-gonos se llaman pentdgonos, los 6-gonos
son hexdgonos, los 8-gonos son octégonos y los 10-gonos son decdgonos. Algunos de
los otros n-gonos (para valores pequefios de n) tienen también nombres especiales
derivados del griego, pero éstos raras veces se utilizan.

Cada lado de un poligono esta en una recta y cada recta, desde luego, separa al
plano en dos semiplanos.

AN '/ \\
\\ -’ ——— e A —7
\\ /
, \
s
N -
AN TN /
N\ N\ ’

Pucde ocurrir facilmente (como en la figura anterior de la izquierda) que cada uno de
cstos semiplanos contenga puntos del poligono. Si esto no ocurre para ninguno de
los lados del poligono (como en la figura de la derecha), entonces se dice que el poligono
es convexo. Redactaremos esta idea en forma de definicion.

Definicion

Un poligono es convexo, si ningin par de sus puntos estd a lados opuestos de
una recta que contenga un lado del poligono.

El empleo del término *“‘convexo” es natural: si un poligono es convexo, entonces
¢l poligono, reunido con su interior, forma un conjunto convexo en el sentido de la
definicién presentada en el Capitulo 3. Cuando hablamos del area de un poligono
convexo, queremos decir el area de la region poligonal convexa correspondiente.

Conjunto de problemas 16-1

1. En esta figura, ninglin par de segmentos se cortan, salvo en
Sus puntos extremos, y ningin par de segmentos con un
extremo comun son colineales. No obstante, la figura no es
un poligono. (Por qué?

Poligonon 510

. . '3 . A > !
2. (Cuales de las siguientes figuras son hexagonos? (Cudles son hexdgonos convexos ?

(@) (b © @
p A E A F
F B D c
B E
. A B
E C
F c D
D B C E F
B
© £ ® F ® (h) ¢
E A
F D F b
p A
A B C
C F D
A B C B
. . P
3. Dar una explicaciéon precisa de por qué la figura s M

de la derecha no es un poligono convexo.

Q
4. Nombrar los angulos de cada poligono:
D Q
G P
A N K
B
H J

5. ;Tiene que ser necesariamente un cuadrado, unvpoligono que
tiene todos sus lados congruentes y cuyos angulos son todos
angulos rectos?

6. Un segmento cuyos extremos son dos vértices no consecutivos de-un poligono se Jlama
una diagonal del poligono. \ .
() Nombrar todas las diagonales de cada uno de los siguientes poligonos:

E
E D F
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Podemos construir #-gonos regulares con un numero cualquicra de lados, mediante
el siguiente método: Empezamos con una
circunferencia, de centro Q y radio r. Prime-
ro, dividimos la circunferencia en n arcos
congruentes, de manera que no se crucen
y solamente se toquen en sus extremos.
Entonces, la medida de cada uno de los arcos
¢s 360/n. (La figura de la derecha representa
¢l caso n = 8.) Para cada arco, dibujamos la
cuerda correspondiente. Asi, se obtiene un
poligono con vértices Py, P, ..., P,. Es
(Gctl ver que el poligono es convexo. Los
lados son todos congruentes, porque los arcos
lo son.

Si trazamos los radios desde Q a los vértices, obtenemos un conjunto de tridngulos
isdsceles. En virtud del teorema LLL, todos esos tridngulos son congruentes. Por
tanto, todos los angulos del poligono son congruentes. (La medida de cada angulo
¢s el doble de la medida de cada uno de los angulos en la base de cada triangulo
isOsceles.) En consecuencia, el poligono es regular. R

Es cierto que todo poligono regular puede construirse mediante este método. Es
decir, todo poligono regular puede inscribirse en una circunferencia. No nos deten-
dremos a demostrar este enunciado, porque no lo necesitaremos. Utilizaremos
poligonos regulares solamente en el estudio de las circunferencias y todos los poligonos
regulares que consideremos estaran construidos mediante el método que acabamos de
cxplicar.

El centro Q de la circunferencia en la cual se inscribe un poligono se lama centro
del poligono. Como todos los tridngulos isdsceles de la figura anterior son con-
gruentes, tienen la misma base ¢ y la misma altura a. El nimero a es la distancia del
centro a cada uno de los lados.

Definicién

La distancia a desde el centro de un poligono regular
a cada uno de los lados se llama apotema del poligono.

El perimetro del poligono se denota por /. Evidentemente,

[ = ne.

Es facil calcular el rea de la region formada por el poligono, reunido conisu interior.

El area de cada uno de los triangulos es lae. Hay n tridngulos, PPor con‘ugumnte el
frca ¢s A, = n - Jae = Lal. \

!

Poligonos reguliees 519
Conjunto de problemas 162

1. Nombrar un cuadrilatero que sea equildtero, pero no regular, si hay alguno. Nombrar
uno que sea equidngulo, pero no regular, si hay alguno.

2. Hagase un diagrama de un poligono cuyos angulos sean todos angulos rectos y cuyos
lados sean todos congruentes, pero que no sea un poligono regular.

3. La figura de la derecha representa parte de un n-gono regular inscrito en una circunferen-
cia con centro Q.

(a) Calcular m/ PsQPs. Ps

(b) Calcular m/ QPsPs+ m/ QPePs. 4 Q
(c) (Porquées L QPsPs= LQPsP,? b
(d) ¢(Por qué es m/ P PsPs=m/P,PsQ+
m/ QPsPg? a
360 Pe

(e) Verificar que m/ P,PsPgs= 180 — P

4. Determinar las medidas de los angulos de un poligono regular de 5 lados; de 9 ladony
de 12 lados; de 15 lados; de 17 lados; de 24 lados. (Véase el problema 3.)

5. Determinar el ntshero de lados que tiene un poligono regular, si la medida de un angulo
externo es 72; 45; 36 24; 17%.

6. Determinar el numero de lados que tiene un poligono regular, si la medida de uno de sus
angulos es 128%; 140; 144; 160.

7. (Cémo se podria construir un octégono regular, utilizando solamente un compas y uni
regla sin marcas?

8. (Como se podria construir un hexdgono regular utilizando solamente un compas y una
regla sin marcas?

9. El perimetro de un poligono regular es 48 y su apotema es 6. (Cual es el area de la
regién poligonal correspondiente ?

10. Determinar el area de un hexégono regular que tiene lado de 10 centimetros de largo.

11. La longitud de un lado de un hexagono regular inscrito en una circunferencia, cs 4.
Determinense el radio de la circunferencia y la apotema del hexégono.
.
12. Demostrar quc el area de un hexagono regular de lado s puede expresarse mediante In
formuln §V3 &2
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13. 1) [JABCD es un cuadrilatero cada uno de cuyos lados es C
tangente a una circunferencia de diametro 9. Si el peri-
metro del [JABCD es 56, (cuanto es a[JABCD?

14. Determinar el area de un poligono regular de 9 lados, sabiendo que la longitud de uno
de sus lados es 8. (Refiérase a las razones trigonométricas.)

15. Determinar el area de un poligono regular de 15 lados, sabiendo que la longitud de uno
de sus lados es 4.

16. Demostrar que cada uno de los lados de un octégono regular inscrito en una circun-
ferencia de radio 1 tiene longitud igual a /2 — V2.

PROBLEMA OPTATIVO

Un problema que aparece corrientemente en los proyectos
arquitecténicos es el de cubrir una superficie con regiones
poligonales regulares. Por ejemplo, un plano se puede
cubrir con regiones cuadradas congruentes, con un
vértice comin cada cuatro de ellas, como se indica en la
figura.

N

N

(a) (Cuantas regiones triangulares equildteras tienen que colocarse alrededor de un
vértice para cubrir un plano?

(b) (Qué otras clases de regiones poligonales regulares pueden utilizarse para cubrir
un plano? (Cuantas se necesitaran alrededor de cada vértice?

(c) Dos octogonos regulares y un cuadrado pueden cubrir com-
pletamente la parte de un plano alrededor de un punto, si se
disponen como se indica enla figura. (Qué otras combinaciones
de tres regiones poligonales regulares (dos de ellas iguales)
pueden hacer lo mismo? El alumno debera encontrar otras
dos combinaciones.

(d) Averiguar si hay otras posibilidades de recubrimiento de un plano con regiones
poligonales regulares. Una tabla de medidas de los angulos de poligonos regulares
puede servir de ayuda puara obtener otras combinaciones posibles,

La longitud do una eircunferencla. El ndimero L]

16-3. LA LONGITUD DE UNA CIRCUNFERENCIA.
EL NOMERO
£ /

En esta seccion y en la siguiente, consideraremos n-gonos regulares para diversos
valores de n. Como es habitual, denotamos el lado, la apotema y el perimetro de un
n-gono regular inscrito en una circunferencia de radio » por e, a y /, respectivamente.

Sea C la longitud de una circunferencia. Parece razonable suponer que si queremos
medir C‘\aproximadamente, podemos hacerlo, inscribiendo un poligono regular de
un gran nimero de lados y midiendo entonces el perimetro del poligono. Es decir,
el perimetro / debe ser una buena aproximaciéon de C cuando x es grande. Con
otras palabras, una vez que decidimos cuin cerca de C queremos que esté /, podemos
lograrlo con sélo tomar » suficientemente grande. Expresamos esto con simbolos,
escribiendo

I-C, k

y decimos que / se aproxima a C como limite.

Sin embargo, no podemos demostrar esto, y 1a razon de ello es un tanto inespernda,
Consiste en que, hasta ahora, no disponemos de una definicion matematica de lo (ue
significa la longitud de una circunferencia. (No podemos obtener la longitud de lu
circunferencia simplemente afiadiendo las longitudes de ciertos segmentlos, come
hicimos para obtener el perimetro de un poligono, porque una circunferencin no
contiene segmento alguno, ni ain segmentos muy pequefios. En efecto, ¢l corolurio
14-6.1 nos dice que ninguna circunferencia contiene zres puntos que estén alinendon,)

Pero el remedio a esta dificultad es facil. Tomamos el enunciado

I-C
como definicion de C.
L

Definicion
. . /’ . ’ . ’ rd
La longitud de una circunferencia es el limite de los perimetros de los poligonos
regulares inscritos.
Ahora, podemos definir el nimero 7, del modo usual, como la razén de la longitukl
de la circunferencia a su diametro. Pero, para estar seguros de que esta definicion

tiene sentido, necesitamos primero saber que la razén C/2r es la misma para todas las
circunferencias, no importando sus tamafios. En efecto, esto es cierto.

Teorema 16-1

La razén de la longitud de una circunferencia a su didmetro es la misma para
todas Iny circunferencias.
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Demostracion:  Se dan una circunferencia con centro Q y radio r y otra con centro
Q" y radio r. En cada circunferencia, inscribimos un n-gono regular.

En la figura anterior, mostramos solamente un lado de cada n-gono con el triangulo
isdsceles correspondiente. Los dos 4ngulos centrales son congruentes, como indican
las marcas, porque la medida de cada uno es 360/n. También, los lados incluidos son
proporcionales: r'/r = r’[r. Por el teorema de semejanza LAL,

ABQA ~ AB'Q'A’.
Por tanto,

| o
x
~ N\
=
R
St
~ i~

donde /'y I’ son los perimetros de los dos n-gonos. Ahora bien,

I-C y I'>C,

por definicién. En consecuencia,

l C ll Cl
Iinders

r r r r

\
|
«

!

Puesto que p y = son iguales, sus limites son iguales. Asi,

=7 Y Ty

c c
r
como queriamos demostrar.

La razén C/2r se denota por n. Como este nuii.ro es el mismo para todas las cir-
cunferencias, la formula

C =2nr

es vilida para tedas las.circunferencias.
El namero z no es racional y no puede calcularse exactamente medinnte ninguno de

La longitad de una circunferencin. Kl ndmero 023

los métodos ordinarios del algebra. Por otra parte, puede aproximarse con nameros
racionales con la exactitud que se desee. Algunas aproximaciones Gtiles son:

3, 3.14, 3%, /3.1416, 335, 3.14159265358979

No es dificil convencernos, mediante mediciones reales, de que 7 es un poco mayor
que 3. Pero, para obtener una aproximacion mas exacta, es necesario emplear técnicas
matemaAticas muy avanzadas.

Conjunto de problemas 16-3

1. Un poligono regular se inscribe en una circunferencia; luego, se inscribe otro poligono
regular con un lado mas que el primero, y asi sucesivamente, teniendo cada poligono un
lado mds que el anterior.

(a) (Cual es el limite de 1a longitud de la apotema?

(b) (Cual es el limite de la longitud de cada lado?

(c) (Cual es el limite de la medida de un angulo del poligono?
(d) (Cual es el limite del perimetro del poligono?

2. El didmetro de una rueda de bicicleta es 70 centimetros. (Qué distancia recorre la
bicicleta con cada vuelta de la rueda? (;{Qué aproximacién de = hacc may fieil vl
calculo?)

, . .y ’ . 1
3. (Qué aproximacion de = es mas exacta, 3.14 6 37?

4. La longitud de la circunferencia de un tronco es 62.8
pulgadas. ;Cual sera la longitud del lado de una seccion
transversal de la mayor viga cuadrada que puede recortarse
del tronco? (Utilicese 3.14 como valor aproximado de =.)

5. (Cuadl es el radio de una circunferencia cuya longitud es = ?

6. Se va a construir una cerca de forma cuadrada para encerrar una piscina circular cuyo
diametro es 12 metros. Se requiere que la longitud total de la cerca sea el doble de la
circunferencia de la piscina. (Cual sera la longitud de un lado de la cerca?

7. La longitud del lado de un cuadrado es 8 unidades. Calcilese la longitud de la: circun-
ferencia inscrita y la de la circunferencia circunscrita.

b

La longitud de un lado de un triangulo equildtero es 12. (Cual serd la longitud de In
circunferencia inscrita ?; z,y)la de la circunferencia circunscrita ?

9. La Tierra estda a una distancia del Sol de 155,000,000 kilometros, aproximadamente.
La trayectoria de la Tierra alrededor.del Sol es casi circular. (Qué distancia recorremos
“en Orbita™ airededor del ‘Sol cada ato? FCual-serd .una buena aproximacion de i
volocidid de la Tierra-en su 6rbita?
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10, 1 radio de la Tierra es 4000 millas, aproximadamente,
A medida que ta Ticrra gira, los cuerpos ¢n su super-
ticic se mueven constantemente a distintas velocidades
con relacion al eje de la Tierra, dependiendo de la
latitud del lugar de cada cuerpo.  (Cudl serd la
velocidad aproximada, en millas por hora, de un
cucrpo que csté cerca del ecuador? (Cudl serd la
velocidad aproximada de un cuerpo que esté en una
latitud de¢ 45"N?

11. La longitud de un lado de un hexdgono regular es 6. (Cual sera la longitud dc la
circunferencia circunscrita?; (y la de la circunferencia inscrita?

12, l.os radios de tres circunferencias son 1 metro, 10 metros y 10,000 metros, respectivamentce.
Il radio de cada circunferencia se aumenta 1 metro, de manera que los nuevos radios
son 2, 11 y 10,001 metros, respectivamente. Determinese el aumento en la longitud de
cada circunferencia debido a la variacién del radio.

13. Sc da la figura, en la que el (JABCD es un
cuadrado circunscrito a la circunferencia, el
| V\WXYZ es un cuadrado inscrito en la cir-

> £=->
cunferenciay AC y BD contienen las diagonales
de ambos cuadrados. EI JPQRS es un
cuadrado cuyos vértices son los puntos medios
de AW, BX, CY y DZ. Determinese si el
perimetro del JPQRS es menor, igual o
mayor que la longitud de la circunferencia.
Tomese el radio de la circunferencia igual a 1

y justifiquese la respuesta mediante calculos.

o

16-4. EL AREA DE UN CIRCULO
Definicion

Un circulo o una region circular es la reunién de una circunferencia y su interior,

Cuando hablamos del “area de un circulo”, queremos decir el area de la region
circular correspondiente. (Este es el mismo modo de abreviar que se utiliza cuando
hablamos del “area de un triangulo”, queriendo decir el arca de la region. triangular
correspondiente.) Ahora, obtendremos una férmula para ¢l drea de un circulo.

Kl drea de un chreulo P

Dada una circunferencia de radio r, inscribimos
en ella un n-gono regular. Como se acostumbra,
denotamos el area del n-gono por A,, su perimetro
por /'y la apotema por a. En 1a seccién 16-2, pagina
518, obtuvimos que

Esta formula contiene tres cantidades, cada una de las cuales depende de n. Son
l,ay A, Para obtener la férmula para el érea‘de un circulo, tenemos que l]%l]‘ill' a
qué limites se aproximan estas cantidades a medida que n crece 1nd’eﬁn1damentc1

(@) (Qué le sucede a A,? A, es siempre un poco menor que’ el area A4 del cifculu.
porque siempre hay algunos puntos que estan dentro del circulo, pero fuern del
n-gono regular. Sin embargo, la diferencia entrg A,y Aes muy pequedia cuando n
es muy grande, porque entonces la regién poligonal cubre casi completamente e
interior de la circunferencia. Asi, es de esperar que

A,— A )

Pero lo mismo que en el caso de la longitud de una circunferencia, esto no puwde
demostrarse, puesto que no hemos dado todavia una definicién del area de un erenly,
Aqui, también, el remedio es facil.

e

Definicion

El drea de un circulo es el limite de las areas de los poligonos regulares inscritos
en la circunferencia correspondiente.

Asi, pues, 4, — 4, por definicion.

(b) ¢Qué le sucede a a? La apotema a es siempre un poco menor que r, pu_esto que
un cateto de un triangulo rectangulo es mas corto que la hipotenusa. Pero, la diferencia

entre a y r es muy pequefia cuando n es muy grande. Asi, pues,
-

o

a->r. (2)
(c) ¢Qué le sucede al? Por definicién de C, tenemos
I-C. 3

Reuniendo los resultados (2) y (3), obtenemos .

tal = 3rC.
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Por tanto, como A, = §al, tcnemos
A, —3rC.
$ .
Pero, por (1), sabemos que 4, — A; en consecuencia.
A =1rC.
Como C = 27nr, esto nos da
A =1r - 2nr = nr2.

Asi, la formula familiar se ha convertido en un teorema.

Teorema 16-2

El area de un circulo de radio r es 2.

Conjunto de problemas 16-4

. [ [ g l Cl Cu]l‘e]ellcla y el area de ]Cu]() COf Iesl)()“(hell‘e 1 ]
2 I )Clel minar la 1011 ltud de a I ] Ct
\/ , SI €

3. C'alcular el radio de un circulo cuya area es 497; 207; 25; 16; 1873

4. Calcular el area de un circulo i i
para el cual la longitud i i
e gitud de la circunferencia correspond/lente

5. (.a]culadr. el area de ulna cara de una arandela de hierro, si se sabe
ue su dia T i i j
(';]- ) iametro es' 1’4 centimetros y que el didmetro del agujeroes
2 centimetro. (Utilicese 37 como valor de .)

6. Demostrar el siguiente teorema:

La razon de las areas de dos circulos es igual al cuadrado de la razon de sus radios
7. L i i i
Los radios de dos circulos son 3 y 12, respectivamente. (Cual es la razén de sus areas?

8. Las fongitudes de las circunferencias correspondientes a dos circulos son 7 y 4#. Cual
os la razon de las dreas de los circulos? S

9, . . .
La Iiongllud de la circunferencia corresponuiente a un circulo y el perimetro de un
cuadrado son 20 unidades cada uno. ¢Cudl tendrd el area mayor, el clrculo 0\ ¢l cus
drado? Cuanto mayor? "

/

1 I)C[el minar la l()ng]t 1 Y ]
. U d de la C]rcunferenCIa el area del IICUIO corres Ondlellte 1 el
C |
lddl() €S 3, 5, VZ, . p i l

*
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10. Dado un cuadrado con un lado de longitud 10, determinese el Area de ln region limitada
por las circunferencias inscrita y circunscrita.

11. En la figura de la derecha, el diametro de cada semi-
circunferencia pequefia es igual al radio de la semi-
circunferencia grande. Si elradio de la semicircunferencia
grande es 2, (cual es el area de la region sombreada?

12. El JABCD es un cuadrado delado s. X'y Z son los puntos
medios de AD y BC, respectivamente. Los centros de los
arcos DY y BY son X y Z, respectivamente. Determinese
el area de la region sombreada.

13. En una superficie esférica de radio 10 pulgadas, se
determinan dos secciones mediante dos planos que
estan a 4 pulgadas y 5 puigadas del centro. {Qué
seccion tendra el area mayor? Calculese la razon de las
areas de las dos secciones.

14. Un anillo es una region determinada por dos circunferencias concéntricas. Calediene
el area del anillo determinado por las circunferencias inscrita y circunscrita correspon-
dientes a una region triangular equilétera cuyo lado tiene longitud 6.

15. Se dan dos circunferencias concéntricas y una cuerda de la circunferencia mayor, tangente
a la circunferencia menor. Demuéstrese que el area del anillo determinado por lus
circunferencias es igual a un cuarto del producto de 7 y el cuadrado de la longitud de lu

cuerda.

16. Las semicircunferencias trazadas en la figura tienen
como diametros los catetos del triangulo rectangulo
AABC. Las areas de las regiones son x, ¥, z, my n,
como se indica. Demuéstrese que x + y = Z.

L

17. El 12-gono que se muesira a la derecha, tiene 8 de sus
vértices en una circunferencia. Todos sus lados son con-
gruentes y, ademas, todos sus angulos son rectos. Sise sabe
yue ln longitud de cada lado es 4, determinese el drea de la
parte de la region circular exterior al poligono.




1

*

nan Arveun do siroulos y sectoros

I8. Unu circunferencia de longitud 47 se inscribié en un rombo cuyo perimetro es 20,
Culedlese el area total de las regiones limitadas por la circunlerencia y ¢l rombo,

19

Un trapecio isdsceles cuyas bases miden 2 y 6 centimetros, respectivamente, se circuns-
cribe a una circunferencia. Determinese el area de la parte de la regién del trapecio que
estd (uera de la circunferencia.

20. Un blanco en el cual se supone que un aficionado dé en su
region central con tanta frecuencia como en cualquier
region anular, se construye de la siguiente manera: Se
toma como radio de la region central la distancia P4 = r

— —> . .
enire dos rayos paralelos PM y AN. La circunferencia

—>
con radio r y centro P interseca a PM en Q. La perpen-
— —

dicular a PM en Q corta a AN en B. Entonces, se traza
una circunferencia con radio PB=r; y centro P. Este
proceso se repite, trazando perpendiculares a Ry Sy
circunferencias concéntricas con radios PC=r, y PD = r;.
Desde luego, pueden construirse mas anillos.

(a) Exprésense ry, r2, 3 en funcion de r. |

(b) Muéstrese que las areas de la region central y de los anillos, representadas por a, b, ¢\
y d, son iguales.

16-5. LONGITUDES DE'ARCOS Y AREAS DE SECTORES

Para delinir la longitud de un arco circular, utilizamos ¢l mismo tipo de procedi-
miento que para definir la longitud de la circunferencia
completa. Primero, dividimos el arco dado AB en n
(reos congruentes que no se crucen y sélo se toquen en
los extremos. Entonces, trazamos las cuerdas corres-
pondicntes. Como en el caso anterior, todas las cuerdas
tienen la misma longitud e, y la suma de sus longitudes €s

I = ne.

La longitud de AB se define como el limite de / a medida
que » crece indefinidamente.

Lin ¢l estudio que haremos ahora, convendra considerar una circunferencia como
un arco cuya medida es 360. Asi, podremos considerar su longitud como la de un
arco de medida 360. ‘

Longitudes do arcos y éreas de sectores 529
Teorema 16-3

Si dos arcos tienen radios iguales, entonces sus longitudes son proporcionales a
sus medidas.

A .

longitud 4B _ longitud 4B
mA4B maAB

En casos sencillos, es muy fécil ver que esto es cierto. Si duplicamos la medidn
de un arco, se duplicara la longitud; si se divide 1a medida por 7, se dividira la longitud
por 7;y asi sucesivamente. Sin embargo, una demostracién de este teorema s den
siado dificil para este curso. Por tanto, consideraremos el teorema como un nuevo
postulado.

A base de este teorema, podemos calcular las longitudes de arcos.

Teorema 16-4

Si un arco tiene medida ¢ y radio r, entonces su longitud es

Demostracion:  Sea C la longitud de una circunferencia de radio r. Por el teorema
16-3,

L_¢
q 360
Pero C = 2nr. Por consiguiente,
) L 2
g 360°
y
L= 4. nr.

180
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Definiciones

N . . . .y
Sea AB un arco de una circunferencia con centro Q y radio r. La reunién de
todos loE\segmentos QP, donde P es un punto cualquiera de AB, se Hama un
sector. AB es el arco del sector y r es el radio del sector.

Definimos el drea de un sector de una manera analoga a como definimos el area de
un circulo. Utilizando el mismo tipo de demostracién, obtenemos el siguiente
teorema:

Teorema 16-5

El drea de un sector es la mitad del producto de su radio y la longitud de su
arco.

Expresado en forma breve,
A=3rL.

Hay una manera facil de recordar esta formula. El 4rea de un sector de radio r
dudo debera ser proporcional a la longitud de su arco. (En efecto, esto es cierto.)
Cuando el arco es la circunferencia completa, el area es nr? = 1Cr, donde C = 2xr.
En consccuencia, para un sector con arco de longitud L, y de area 4, tendremos

L ¢ 7 = L.

Utilizando la férmula para L del teorema 16-4, obtenemos el teorema siguiente::

Teorema 16-6

Si un sector tiene radio r y su arco tiene medida ¢, entonces su area es

A=L .2

Obsérvese que para g.= 360, el teorema dice que 4 = nr2, como debe ser.

Longitudos do arcos y fireas de sectoren 841

Conjunto de problemas 16-3

1. El radio de una circunferencia es 18. Calciilese la longitud de un arco de 60°; de 9073
de 120°; de 150°; de 180°; de 270°.

2. (Cudl es el radio de una circunferencia, s..i la longitud de un arco de 45° es 37 ?

3. (Cudl es el radio de una circunferencia, si la longitud de un arco de 72° es 4m?

D
4. Los arcos 4B y CD son ambos de 60°, pero sus longi- B
tudes no son iguales. P es el centro de ambos arcos.
Si PA= 6y AC= 3, (cuales son las longitudes de 4B
CD?
y CD? . 60° A c
fo——6——>+—3—

5. La longitud de un arco de 60° es de 1 centimetro. Determinese el radio del arco y la
longitud de su cuerda.

6. Expliquese la diferencia entre el significado de la medida de un arco y la longitud del
arco.

7. Calcular el area de un sector de radio 10, cuyo arco es de 90°; de 72°; de 180°; de 216",
de 324°. ‘

8. El area de un sector de radio 2 es . (Cual es la medida del arco del sector?
L3

9. El area de un sector de radio 6 es 157, (Cual es la longitud del arco del sector ?

10. El minutero de un reloj en la torre de un edificio publico tiene 2 metros de largo. Deter-
minese la distancia que recorre la punta del minutero en 5 minutos. (Cuantos centi-
metros recorrerd la punta del minutero en 1 minuto?

11. Al proyectar edificios muy altos, los ingenieros deben tener en cuenta un movimich(o
oscilatorio que es tipico d¢ todos los rascacielos. La altura del edificio Empire Stale
hasta el piso 102 es 1250 pies. Si el edificio a esta altura describe un arco de %°, qué
distancia recorre al moverse\de un lado a otro?

X

12. Un segmento circular es una regioén determinada por un arco
de una circunferencia y la cuerda correspondiente. Describase
un método para calcular el 4rea de un segmento circular.
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13. Determinar ¢l drea de un segmento circular, si se sabe que ¢l radio, r, y la medida del
R . .
arco, mAB, son los siguientes:

(8) r=12; mAB = 60 (b) r=6; mAB =120

14. Determinar el 4rea de un segmento circular, si s¢ sabe que el radio, r, y la medida del
_— . .
arco, mAB, son los siguientes:

(@) r=8; mAB=145 (®) r=10; mAB= 30

15. Un octégono regular se inscribié en una circunrerencia de radio 6. Determinese el drea
de la parte de la regién circular que esta en el exterior del octégono.

16. El radio de cada uno de los arcos circulares que forman la
figura de seis pétalos es el mismo que el radio de la circun-
ferencia que contiene las puntas exteriores de todos los
pétalos. Si el radio es 1, /cual es el area de la figura ?

17. En la figura de la derecha, se representa una
correa continua en torno a dos ruedas. Los
radios de las ruedas son 3 centimetros y 15 )
centimetros, y la distancia entre sus centros
es 24 centimetros. Calculese la longitud de la
correa.

18. Una correa continua corre en torno a dos ruedas
de manera que éstas giren en sentidos opuestos.
Las ruedas tienen radios de 3 pulgadas y 9
pulgadas, y la distancia entre sus centros es 24
pulgadas. Determinese la longitud de la correa.

PROBLEMA OPTATIVO

Deducir una férmula para determinar €l drea de un 6valo.
Constriuyase un évalo de la manera siguiente: Séan AB y
CD didmetros perpendiculares de una circunferencia de
radio r. Con 4 como centroy AB como radio, tracese un arco
“«>
desde B que interseque a AC en G. Analogamente, con B
. . ——
como centro y AB como radio, tracese 4H de manera que
<>
interseque a BC en H. Finalmente, con C como centro y

C'G como radio, tracese GH. Determinese el drea del Gvalo
ADBGH.

Ropaso del capitulo hHH]

Repaso del capitulo
1. (Es un poligono convexo un conjunto convexo?
2. Definir un poligono regular.

3. Un hexéagono se circunscribié a una circunferencia de didmetro 10. Si el perfmetro del
hexagono es 28, jcudl es el drea de la region hexagonal?

e

Comparar la apotema de un poligono regular y el radio de la circunferencia inscrita.

»

Comparar la apotema de un poligono regular y el radio de la circunferencia circunscrita,
(Para justificar el resultado, puede suponerse que la longitud de una arista es e.)

gl

Un poligono convexo tiene 13 lados. (Cual es la suma de las medidas de sus 13 dnguloxs
externos?

7. (Cuantos lados tendra un poligono convexo, si la suma de las medidas de sus angulos ex
10807

8. Determinar la medida de cada uno de los dngulos de un pentagono regular; de un
hexagono regular; de un octégono regular; de un decagono regular.

9. (Cual es la apotema de un poligono regular cuya area es 225 y cuyo perimetro es 607
10. Si Ia longitud de una circunferencia es C y su radio es r, (cual ser4 el valor de C/r?

11. ;Cual sera el radio de una circunferencia, si su longitud €s igual al area de la region
circular correspondiente ?

12. El area de un circulo es 6 veces la longitud de la circunferencia correspondiente. LCudl
es su radio?

13

by

Los radios de dos circunferencias concéntricas son 5 y 13. Determinese el radio de un
circulo cuya area sea igual al drea del anillo determinado por las dos circunferencias
dadas.

14. Si el radio de una circunferencia es 4 veces el radio de otra, (cual sera la razén de sus
diametros?; (de sus longitudes?; (y de las areas de las regiones circulares correspon-
dientes ?

15. Las longitudes de dos circunferencias son 67 y 107. (Cual es la razon de las areas de

las regiones circulares correspondientes ?
AN

16. Comparar las areas de/un tridngulo equilatero circunscrito a una circunferencia y de

un triangulo equildteroinscrito en la misma circunferencia.
Yy

17. Demostrar que el area de un circulo puede expresarse mediante la férmula *md? donde

d ey ¢l diametro del circulo.



* 22. En la figura, se muestra un cuadrado inscrito en un sector de

. q
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L]

I8, (Pusard mas agua por tres tubos de 2 centimetros o por un tubo de 6 centimetrog? con lado de 10 centimetros de largo, aproximadamente. El agujero resullantc’scré el

Justifiquese la respuesta. (Un tubo se mide por su didmetro interior.) ' agujero cuadrado de prueba. Ahora, en otro trozo de cartulina, cgnstrﬁyase un tridngulo
equilatero cuyo lado sea de la misma longitud que el lado del agujero cuadrado. Con'un
compas, y tomando los vértices del triangulo como centros, tracense los arcos ne'cesarms.
Recortese este tridngulo de Reuleaux. El alumno hallard que el triéngulo gira en cl
agujero, pero que siempre se mantendra en contacto con cada lado del agujero cuadrado.
El proyecto del taladro esta ahora en manos del estudiante.

19. Sc sabe que la longitud de un lado de un tridngulo equildtero
NAABC es 6y que P, @'y R son los puntos medios de sus
lados. Los arcos f’a, PR y Q-R tienen como centros los
vértices del tridngulo. Determinese el drea y la longitud de
la frontera de la regién PQR.

20. El area de un cuadrado es igual al 4rea de un circulo de didmetro 2. (Cual es la longitud
de un lado del cuadrado?

21. Ei perimetro de un cuadrado es igual a la longitud de la circunferencia correspondiente a
un circulo. (Cual tendra el 4rea mayor, el cuadrado o el circulo ? Determinese la razén
del 4rea del cuadrado al area del circulo.

90° cuyo radio es r. Dedizcase una formula para el area de la
regién sombreada.

23. Cada uno de los vértices de la figura 4BC es el centro del
arco opuesto. La figura tiene la propiedad interesante de
que cuando se hace rodar entre dos rectas paralelas, siempre
tocard las dos rectas, como lo haria una circunferencia.
Témese r como radio de cada arco y dedtizcase una formula ‘
para el area de la figura ABC y otra para el perimetro de la A B
figura ABC.

PROBLEMA OPTATIVO

(Ha visto el alumno alguna vez un taladro que haga un agujero
cuadrado? Un taladro de este tipo se inventé en 1914. Es
simplemente una modificacién de la figura triangular indicada
en el problema 23 anterior. La figura se conoce con el nombre
de tridngulo de Reuleaux, en honor de Franz Reuleaux (1829~
1905), quien fue el primero que advirtid su propiedad de an-
chura constante. El alumno puede proyectar muy facilmente un \
taladro que haga un agujero cuadrado. Empiécese de/la mancra /\
siguiente: De un trozo de cartulina dura, recértese un cuadrado &




En las figuras, la region dada, R, esta en el plano E;.

Por cada punto P de R, tracemos un segmento PP’, perpendicular a E,, que uni ol
punto P con un punto P’ del segundo plano. La reunidn de todos estos segmenton se
llama prisma recto. La region R se llama la base inferior o, simplemente, ln haye,
Podemos considerar un prisma recto como el cuerpo sélido engendrado por ln bine ol
moverse verticalmente hacia arriba desde E; a E,.

Un cuerpo sélido como éste se llama prisma recto, porque los segmentos tjue
trazamos son perpendiculares al plano de la base. Podemos formar prismas do oltun
clases, trazando los segmentos en una direccion fija cualquiera, que puede 0 no et
perpendicular al plano de la base. En la siguiente definicién, consideramon exin
posibilidad:

Definicion

A

Sean E, y E, dos planos paralelos, R una region poligonal en £, y L unu rectn
que interseque a E, ya E,,pero no a R. Por cada punto Pde R, sea PP’ un seg-
mento paralelo a Iy que una el punto P con un punto P’ de E,. La reunion de

todos los segmentds PP’ se lama prisma.
N
’ 537
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(Obsérvese que en la definicién anterior, no podemos permitir que L interseque a R,
porque, entonces, ningin segmento que pase por el punto de interseccidn sera paralelo
all)

Definiciones

La regi6n poligohal R se llama la base inferior o, simplemente, la base del prisma,
La parte del prisma que esta en E, se llama la base superior.. La distancia entre
E,y E, se llama la altura del prisma. Si L es perpendicular a E,; y E,, entonces
el prisma se llama prisma recto.

Obsérvese que para los prismas rectos, la altura es la distancia PP’, pero para los
prismas no rectos, la altura es siempre menor que PP’

Los prismas se clasifican segin sus bases: un prisma triangular es uno cuya base es
una regién triangular, y asi sucesivamente.

Definicién

Una seccion transversal de un prisma es la interseccion del prisma con un plano
paralelo al plano de la base (con tal que la intersecciéon no sea vacia).

Teorema 17--1

Todas las secciones transversales de un
prisma triangular son congruentes con
la base.

Desde luego, las secciones transversales y
la base son realmente regiones triangulares,
mas bien que tridngulos. Cuando decimos
que son congruentes, significamos que los
tridngulos correspondientes son congruentes.

Demostracion: Como en la figura, sea la base la reunién del A4BC y su interior, y
scan D, E y F los puntos ea que la seccidén transversal interseca a A4’, BB' y CC,
respectivamente. Entonces, 4D | FC, porque estos dos segmentos son paralelos a L.
En virtud del teorema 10-1, DF || AC. Por tanto, el [JADFC es un paralelogramo y,
cn consecuencia, DF = AC.

[Pregunta: El teorema 10-1 nos dice lo que sucede cuando dos planos paralelos son
intersecados por un tercer plano. Aqui, los dos planos paralelos son los que contienen a
los triangulos AABC 'y ADEF. {Cuil es el tercer plano?]

Prisman 339

Exactamente de la misma manera, demostramos que DE = ABy EF = BC, Porcl
teorema LLL, tenemos que ADEF = AABC, como se queria verificar.
Corolario 17-1.1
Las bases superior € inferior de un prisma triangular son congruentes.

Esto es evidente, pues la base superior es una seccidn transversal.

Teorema 17-2. El teorema de la seccién transversal del prisma

Todas las secciones transversales de un prisma tienen la misma area.

Demostracion: Sean R la base y S una seccidn transversal. Entonces, el area de Res
la suma de las areas de un conjunto finito de regiones triangulares. El area de Ses la
suma de las areas de las regiones triangulares correspondientes en S. Como los
triangulos congruentes tienen la misma area,
la suma es la misma para Ry para S.

Corolario 17-2.1

Las bases de un prisma tienen la misma
area.

e

Esto es asi, porque la base superior es una

seccion transversal.

La mayoria de las veces, consideraremos prismas cuyas bases son regiones poli-
gonales convexas. Por una regidn poligonal convexa, entendemos la reunién de un
poligono convexo y su interior. En tales casos, podemos hablar de una arista o de un
vértice de la base.

La figura anterior nos recuerda la definicion de un prisma. En la figura, A y B son
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veértices de lu base y A8 es una arista de la base. Los segmentos A4’ y BB se llaman
aristas laterales del prisma. La region paralelogramica determinada porel [144’B'B
s¢ llama una cara lateral del prisma. Enunciaremos esto de modo mas preciso:

Definicion

Si A es un vértice de la base de un prisma y 4’ es el punto
correspondiente de la base superior, entonces AA’ es una
arista lateral del prisma. Si 4B es una arista de la base y
Fes la reunion de todos los segmentos PP’ para los cuales
Pestien ABy P’esel punto correspondiente a P en la base
superior, entonces F es una cara lateral del prisma.

Teorema 17-3

Las caras laterales de un prisma son regiones paralelogramicas.

Para demostrar este teorema, necesitamos saber que A4’ | BB y que AB|| A'B'.
Justifiquese esto.

Corolario 17-3.1
Las caras laterales de un prisma recto son regiones rectangulares.
I

L.u demostracién se deja al alumno. (Sabemos que L L E, y que AA’ || L)

Definiciones

La reunion de las caras laterales de un prisma se llama su superficie lateral.
La reunién de las caras laterales y las dos bases se llama su superficie total.

Definiciones [\‘\ —

Un paralelepipedo es un prisma cuya base es una \,/r
region paralelogramica.
Un  paralelepipedo rectangular es un prisma

rectangular recto.
e

4

Asi, pues, todas las caras (laterales, superior e inferior) de un paralelepipedo

son regiones paralelogramicas y todas las caras de un paralelepipedo rectangular son
regiones rectangulares.

Definicién

Un cubo es un paralelepipedo rectangular cuyas aristas son todas congrucntes,

Prismus 541
Conjunto de problemas 17-1

1. (a) El prisma representado a la derecha se llama un c’

prisma | D’
(b) Laregion ABCDsellama ...~ . .

(c) AA’ se llama
(d) HH sellama ___ . | D

(e) Si AA’ fuera perpendicular al plano de la base,
entonces el prisma se llamaria . A B

(f) La region paralelogramica BB’C’C se llama
(g) La reunion de las caras laterales se llama

(h) Si el JABCD fuera un paralelogramo, el prisma se llamaria

2. La figura de la izquierda, a continuacion, representa un prisma recto que descansa sobre
una de sus caras laterales. Sus bases son regiones trapezoidales. Las longitudes de liun
aristas paralelas de la base son 4 y 9, las longitudes-de las aristas no paralelas son 5y 6,y
BF= 12, Determinese el area de la superficie lateral del prisma.

T/
1
P’ | %
H G : /

Q’ 1 R
|
r

y F ,/”*\\\

A B Q R

3. La altura del prisma pentagonal recto representado por la figura anterior de la derecha
es 8 y las longitudes de las aristas de Ia base son 2, 5, 7, 7y 8%. Determinese el 4rea de la
superficie lateral del prisma.

4. Un prisma recto tiene una arista lateral de longitud 3 y el perimetro de su base es 34.
(Cudl es el area de su superficie lateral?

|
5. Demuéstrese que el drea, S, de la superficie lateral de un prisma recto viene dada por la

formula S = hl, donde 4 es la altura del prisma y / es el perimetro de la base.

6. Determinar la altura de un prisma recto para el cual el area de la superficie lateral es 143
y el perimetro de la base es 13.
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7. Si una cara tateral de un prisma es un rectangulo, ¢se podrd deducir que todas las caras 17-2. PIRAMIDES
Internles son rectingulos ?

A El cuerpo solido representado a continuacién es una pirAmide con basc Ry
. - vértice V:
8. Las bases del prisma representado a la derecha son

tritngulos equilateros y sus caras laterales son C
regiones rectangulares. Si se sabe que la longitud de E

una arista de la base es 6 y la altura del prisma es 10,
calcilese el drea de la superficie total del prisma.

9. Demostrar que dos aristas laterales no consecutivas
cualesquiera de un prisma son coplanarias y que la
interseccion con el prisma del plano determinado por
cllas es una region paralelogramica. (Primeramente,
exprésese el enunciado anterior utilizando la notacién
de 1a figura.)

La piramide es la reunién de todos los segmentos V0, donde Q es un punto cunlquicin
A de la base.

1. (Cudl es el area de la superficie lateral de un cubo con arista de longitud 5?7 (Cual es el Definiciones

drca de su superficie total ?

Se dan una regién poligonal R en un plano E y un punto ¥ que no esth en !/

11, Las aristas de una seccion transversal de un prisma triangular tienen longitudes 3, 6 y A ; 40 de todos los segmentos 1'Q) pati
3V3. (Cuiles son las longitudes de las aristas de otra seccion transversal? (Qué figura La pirdmide con base Ry vértice V' es la reunion de todos los segm o :l" ’
geométrica es? (Cudles son las medidas de sus dngulos? Calculese el drea de una seccion los cuales Q pertenece a R. La altura dela piramide es la distancia (perpesdivuliv
transversal del prisma. desde V a F.

12. L i diagonal de un V3. ines 5 i .
loia]lo ngitud de la diagonal de un cubo es 16v3. Determinese el drea de su superficie Las secciones transversales se definen de la misma manera que en ¢l coso e fuom

‘ prismas. Es decir, una seccion transversal de una pirdmide es la interscccion de In

13. Las dimensiones de un paralelepipedo rectangular son 4, 7 y 12. Calculese el drea de su piramide con un plano paralelo al plano de la base (con tal que, como antes, ¢l plann

superficie total. ' realmente interseque a la piramide).

A medida que el plano de dicha seccion transversal se mueve hacia arribn dewdu by
base hasta el vértice, es evidente que el area de la seccion transversal disminuye
constantemente, hasta tomar el valor cero en el vértice. En el teoremi sigirient,
obtenemos una férmula que nos dice exactamente cémo varia la seccion fransversil

cuando la base es triangular:

\

'Q

14. Las dimensiones de la base de un paralelepipedo rectangular
son 5y 8, y su altura es 12. Un agujero que va desde la base
superior hasta la base inferior, tiene la forma de un prisma
triangular recto, cuyas bases son iridngulos equilateros con
aristas. de longitud 3. Determinese el area de la superficie
total de la figura.

o i e i

N e e e e e

~

]

1

21
L

~,

@

La base de un paralelepipedo es una regién rec-
tangular de dimensiones 6 por 15. Las caras
extremas son regiones cuadradas que forman un )
dngulo de 60° con la base. Un plano perpendicular / \ !
a la arista mas larga de la base interseca al .

Teorema 174

——
\\
«
A
Y

Toda seccion transversal de una piramide triangular, entre la base y cl vertice, ¢8
una regién triangtlar semejante a la base. Si/esla altura 'y k.es la distancia del
puralelepipedo  segin una region rectangular. - ""';‘L'"' vértice a la seccién transversal, entonces el area de la seccion transversal es
Determinese el drea de la superficie total. g igual a k2/h2 multiplicado por el area de la base.

‘ 1S -




R4 Low cuerpon wolidon y wan voltimenes Pirdmides 843

Y Aqui, no hay nada especial acerca de ABen labascy A'B’ en la seccion transversal
las aristas BC y B'C’ estan relacionadas de la misma manera. Por consiguicnie,
K tenemos
A/ P/ BIC, k
6 =—
© BC h
h
y
AC k
A P 7 —_——
@ AC h
Del teorema de semejanza LLL, se deduce que
L.a notacién usada en la demostracién es la que se indica en la figura. La base es la ‘ (8) A4'B'C'~ AABC.
region determinada por el A4BC. El tridngulo AA'B'C’ es el tridngulo correspon- Esto d la bri te del t La ot ¢ de deducir ahor
diente en la seccion transversal. VP es el segmento perpendicular desde ¥ al plano de del Sto emule;trga a prlinera par (;: e d60fem3~ | Z otra parte s¢ dP uet ece ;K;” shora
la base, con VP = h; VP’ es el segmento perpendicular desde ¥ al plano de la seccién cNt eorem? 7 puesl a razdonl € (;a, a';c)lar ¢ ©a ols corresp 10 " ,1en ez CT, ‘,/."' »
transversal, con VP’ = k. La figura de la derecha presenta los tridngulos AVAP y o¢es sol amente en e tcasz ¢ 25 pirami ?s rl?ng}x ares que als a;eas ¢ 1“:"“" u”":"
AVA'P' en su propio plano. Obsérvese que el 2 Py el £ P’ (es decir, el 2 VP'4") son transversales se comportan de esta manera; cualquiera que sea la forma de la base, In

. <> . razén es siempre k?/h%, como anteriormente.
realmente 4angulos rectos, porque VP es perpendicular a los dos planos paralelos al ‘

plano de la base.

. . .. Teorema 17-5
Demostracion:  Los pasos principales son los siguientes:
En toda piramide, la razén del area de una seccion transversal al drea de ln
base es k2/h?, donde 4 es la altura de la pirAmide y k es la distancia del vértice
al plano de la seccidn transversal.

(1) AVA'P' ~ AVAP.

Como los angulos £ Py / P'son angulos rectosy £ V = £V, la semejanza se deduce
del corolario AA.

o Ak
VA h’°
porque éstas son las longitudes de lados correspondientes. Demostracion:  Descomponemos la base en
[xactamente de Ja misma manera, utilizando los triangulos AVP'B’ y AVPB, regiones triangulares mas pequefias 7}, T,
podemos demostrar que ..., T,, como en la definicion de una regidon
VB k poligonal. Sean ay, 4, ..., a, las areas de
3 VB h esas regiones. En la figura, se presenta el
, caso n=3. Sean aj, a3, ..., a, las areas de '
. las regiones triangulares correspondientes en la seccion transversal. Entonces, cl
Por ¢l teorema de semejanza LAL, obtenemos . & 8 N e, ¢
area de la base es
(4 AVA'B' ~ AVAB. A=a,+u,+" " +a,
) 4 / ,
Por tanto,

4B VA k - yel area de la sec ibn transversal es
5 L =" == o
(3 AB V. h

e
[
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Por el teorema anterior,

.k , kP k*
al—-hzal, az——};az,..., dy =~ dy.
I:n consecuencia,
k? k2
A== +a+ - +a)=—4,
h h?

como se queria demostrar.
Este teorema, a su vez, nos permite demostrar el siguiente:;
Teorema 17-6. El teorema de la seccién transversal de la pirdmide
Si dos piramides tienen la misma altura y el area de sus bases es la misma,

entonces las secciones transversales equidistantes de los vértices tienen la misma
area.

I:n la figura, presentamos piramides triangulares, para mayor facilidad. Pero esto

no implica restriccién alguna en la demostracion, ni tampoco en la generalidad del
feorema.

Demostracién:  Como se indica en la figura, sea 4 el area de la base de cada piramide,
/i la altura de cada una, y & la distancia entre cada seccion transversal y el vértice
correspondiente. Entonces, las areas de las secciones transversales son las mismas
pues cada una de ellas es igual a (k2/h?)4. ’

Conjunto de problemas 17-2

1. Como en el caso de los prismas, las piramides se
clasifican segun las formas de sus bases. A la
derecha, se presenta un dibujo de una piramide
rectangular, Dibdjense algunas pirdmides trian-
gulares y piramides cuadradas.

2. (Cuil es otro nombre para una pirdmide triangular? (Véase el capitulo 3.)

N vy 11t P H H
3. Rediciense dcllmuones\formdles de arista lateral y cara lateral de unn pirmide.

4.

5.

6.

7.

9.

Pirdamidos 847

En la piramide V-ABC, el AABC es equildtero. Un plano
paralelo a la base inierseca a las aristas laterales en D, v
Ey F, de manera que VE = 3EB.

D
(a) (Cuanto es A_IV/ ? D F

(b) (Qué puede decirse acerca de los tridngulos ADEV'y

AABV?; yacerca delos tridngulos AABCy ADEF? A ¢

DE
¢) (Cuanto es — ?
© & B

(d) Si BC = 6, calciulese a/ADEF.

28

La altura de una piramide cuadrada es 10 y la longitud de un lado de la base es 185,
Determinese el area de una seccion transversal que dista 6 unidades del vértice.

El area de la base de una piramide pentagonal es 72 centimetros cuadrados. La altura
de la pirdmide es 12 centimetros. (Cual es el area de una seccion transversal que disti
4 centimetros de la base?

Se da una piramide cuya base tiene un area de 180 pulgadas cuadradas. Una seceidn
transversal cuya area es 108 pulgadas cuadradas dista 9 pulgadas del vértice. Determi
nese la altura de la piramide.

v

Las dos piramides representadas aqui (la de la izquierda, una pirdmide cuadrada), tienen
alturas iguales. Sus bases son coplanarias y las secciones transversales también lo non.
Si AB = 2V6, A’B’ = 3V2 y el area de la region poligonal SUVWXYZ es 24, determinons
el 4rea de la seccion transversal de la pirdmide de la derecha. ’

A
Una pirdmide cuya base es un poligono regular y cuyo
vértice equidista de cada uno de los vértices de Ia base,

se llama pirdmide regular. e

Demuéstrese que la altura desde el vértice de una
piramide regular a su base interseca a ésta en su circun-
centro (es decir, en un punto equidistante de cada uno
de los vértices de la base).
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10. Una arista de la base de una pirdmide cuadrada regular tiene 10 centimetros de largo y
la altura de la piramide es 12 centimetros. Determinese el drea de lu superficie lateral de
la pirdamide,

Demostrar que las caras laterales de una piramide regular estan limitadas por triangulos
isdsceles congruentes.

12

La altura de cada una de las caras laterales de una piramide regular se llama la altura
ob/mua.o altura inclinada de la piramide. Verifiquese que el 4rea de la superficie lateral
¢s la mitad del producto de la altura oblicua y €l perimetro de la base.

1. Delerminar el drea de la superficie total de una piramide regular cuya altura es 15 y cuya

base es un cuadrado con lado de longitud 16.

A

14. Determinar el area de la superficie total de una piramide

hexagonal regular, si la longitud de una arista de la

basc es 8 y la altura de la piramide es 12.

B E
C D

P

§c da una pirdmide triangular ABCD cualquiera. Describase verbalmente un plano cuya
interseccion con la pirdmide sea una region paralelogramica.

PROBLEMA OPTATIVO

Se da un tetraedro regular (una pirdmide triangular) con una arista de longitud 8.
Determinese el drea de una seccidn transversal que contenga el punto de concurrencia
de las cuatro alturas de la piramide.

17-3. VOLUMENES DE PRISMAS Y PIRAMIDES.
EL PRINCIPIO DE CAVALIERI

Ahora, aprenderemos cémo hallar los volimenes de varios cuerpos solidos. Este
proceso emplea varias de las ideas que utilizamos al determinar areas de regiones
poligonales. Sin embargo, nuestro estudio serd mas informal que ¢l del Oapitulo 1
y no incluird un conjunto completo de postulados adecuados para jusliﬁ{:‘zrr todo lo
que hagamos cen cada etapa. No obstante, enunciaremos los dos |N)Nl4l’lllld()h‘ princi-
pales que utilizaremos para obtener respuestas numéricas.
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El alumno recordara que en el Capitulo 11, tomamos la formula para el arca de un
cuadrado, 4 = e*, como postulado y, luego, utilizamos un artificio para obtener In
férmula del 4rea de un rectangulo, 4 = bh. Para el volumen de un cuerpo solido,
nuestro artificio no funciona y, por consiguiente, utilizamos un postulado de In
unidad mas fuerte:

POSTULADO 23. E! postulado de la unidad

El volumen de un paralelepipedo rectangular es el
producto de la altura y el drea de la base.

V= Ah=abh

Desde luego, cualquier cara de un paralelepipedo rectangular puede considerurse
como base. Siempre obtenemos la misma respuesta para el volumen, porque, en
cada caso, 4k es el producto de las longitudes de tres aristas con un extremo comiin.

Para comprender lo que sucede en el siguiente postulado, pensemos primero en
un modelo real. Podemos hacer un modelo aproximado de una piramide de bune
cuadrada, formando un montdén de tarjetas cuadradas, recortadas del (nmnno

adecuado:

La figura de la izquierda representa la piramide exacta y la de la derecha es el modelo
aproximado construido con tarjetas. ' )

Ahora, supongamos que taladramos un agujero en el modelo, desde el vértice
hasta la base, e insertamos una varilla delgada de modo que atraviese todas las
tarjetas. Podemos, entonces, inclinar la varilla en cualquier direccion que deseemos,
manteniendo fijo su extremo. de apoyo en la base. Entonces, la forma del modclo
cambia, pero su volumen no. La razén de esto es que su volumen es sencillamente ¢l
volumen total de las tarjetas, y este volumen total no varia cuando las tarjetas sc
deslizan unas sobre otras.

El mismo principio se aplica de una manera més general. Supongamos que tenemos
dos cuerpos solidos con bases en el mismo plano. Consideraremos éste como el plano
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horvizontal, Sitodas las secciones transversales de los dos cuerpos solidos y al mismo
nivel, ticnea la misma Area, entonces los dos cuerpos sélidos ticnen ¢l mismo volumen.

A=A/

isto es cierto por la siguiente razén: Hagamos un modelo con tarjetas de cada uno de
los solidos. Entonces, cada tarjeta en el primero tiene exactamente el mismo volumen
que la tarjeta correspondiente en el segundo modelo. Utilizando tarjetas muy del-
gadas, podemos hacer modelos que son aproximaciones muy buenas de los cuerpos
sOlidos dados. En efecto, podemos hacer las aproximaciones tan buenas como
queramos, utilizando tarjetas suficientemente delgadas. Por tanto, los volumenes
de los dos cuerpos sélidos originales son iguales.

Lil principio implicado aqui se lama Principio de Cavalieri. Nolohemosdemostrado;
simplemente, hemos explicado por qué es plausible. Por consiguiente, lo enunciamos
¢n forma de postulado:

POSTULADO 24. Principio de Cavalieri

Se dan dos cuerpos solidos y un plano. Supongamos que_todo plano paralelo al
Plano dado que interseca a uno de los dos cuerpos, interseca también al otro y da
secciones transversales con dreas iguales. Entonces, los cuerpos tienen el mismo
volumen. ‘

El principio de Cavalieri es la clave de lcs calculos de volimenes, como veremos
pronto.

Figura para el teorema 17-7

Voliunenes de prismas y pirdmides. Kl principio de Cavallert a8t

Teorema 177

El volumen de un prisma cualquiera es el producto de la altura y f:l arca de In
base.

Demostracion: Sean /1 y A la altura y el 4rea de la base del prisma dado. Considérese
un paralelepipedo rectangular con la misma altura 4 y la misma area A dela base y con
ésta en el mismo plano que la del prisma dado. Sabemos, por el teorema de la seccion
transversal del prisma, que todas las secciones transversales para ambos prismas
tienen la misma 4area. Por el principio de Cavalieri, esto significa que los prismas
tienen el mismo volumen. En virtud del postulado 23, el volumen del paralelepipedo
rectangular es 4k, de donde se deduce la validez del teorema.

Teorema 17-8

Si dos piramides tienen la misma altura y sus bases la misma area, siendo &stas
coplanarias, entonces tienen el mismo volumen.

Demostracién: Por el teorema de la seccidn transversal de la pirémide, las secciones
transversales correspondientes de las dos pirdmides tienen la misma area. En virtud
del principio de Cavalieri, esto significa que los volumenes son iguales.

Teorema 17-9

El volumen de una piramide triangular es un tercio del producto de su altura y ¢l
area de la base.

Demostracién: Dada una piramide triangular, formamos un prisma triangular con
las mismas base y altura.

(Podemos utilizar un prisma triangular recto, como en la figura; esto no restringe la
validez del teorema.)

/1
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Ahora, descomponemos el prisma en tres pirdmides, segun muestra la figura de la
dcrc‘chzl al final de la pagina anterior. Denotamos las pirdmides por el nombre de sus
vértices cn cualquier orden. Asi, las tres piramides nuevas son ADEF, ABEFy AFBC
Dibujadas separadamente, se ven de esta manera: ’ .

Dy F
F
A B
A C
(a) (b) ©
E
D E F
@
(b B
A - B c

(1) ADEF y ABEF tienen el mismo volumen.

I).omostracién: Podemos considerar F como vértice de cada una de las
pirimides 4 DEF y ABEF. Entonces, sus bases son las regiones triangulares
determinadas por los triangulos AADE y AABE. Como estos triangulos son
c«mg::ucntes, sabemos que ADEF y ABEF tienen la misma area de la base y
tambicn, la misma altura, porque la altura de cada una de ellas es la distancizi
de F al plano que contiene sus bases. Por tanto, tienen el mismo volumen.

(2) ABEF y AFBC tienen el mismo volumen.

Demostracién: Podemos considerar A como vértice de cada una delas piramides
ABEFy AFBC. Entonces, sus bases son las regiones triangulares determinadas
por los tridngulos ABEF y AFBC. Como estos triangulos son congruentes
sgbemos que ABEF y AFBC tienen la misma area de la base y, también, la;
misma al.tura, porque la altura de cada una de ellas es la distancia de 4 al plano
que contiene sus bases. En consecuencia, tienen el mismo volumen.
(3) AFBC y la pirdmide original PABC tienen el mismo volumen. ‘
(L.a demostracién es.evidente, pues tienen la misma base y fn misma altura.)

Voltmenes do prismas y piramidos. El prineipio de Cavallerd b H)

Ya casi hemos terminado. Sean a el area del AABCY hla altura de PABC. k-
tonces, el volumen del prisma es ah. Si Ves el volumen de cada una de las pirdmides,
tenemos 3V = ah. Por consiguiente,

V = 1ah,

Wi

como se queria demostrar.
El mismo resultado es valido para las piramides, en general.
Teorema 17-10

El volumen de una piramide es un tercio del producto de su altura y el area de lu
base.

V=3ah

Demostracion: Se da una piramide de altura h y area de la base a. TOmene i
piramide triangular de la misma altura y la misma area de base, con ésta en ¢l minma
plano. Por el teorema de la seccién transversal de la piramide, las secciones trin
versales al mismo nivel tienen la misma 4area. Por tanto, en virtud del principio e
Cavalieri, las dos piramides tienen el mismo volumen. Luego, el volumen de cuda vina
de ellas es $ah, como queriamos demostrar.

Conjunto de problemas 17-3

1. La altura de un paralelepipedo rectangular es 7 centimetros y las dimensiones de la buse
son 4 centimetros y 5 centimetros. Determinese su volumen.

2. Un recipiente rectangular, de 1 pie por 1 pie por 1 pie, se llené con agua. Si 1 galon de
liquido tiene un volumen de 231 pulgadas cubicas, (cuantos galones de agua caben en el
recipiente ?

3. A ciertas barras de plata\se les da forma de prisma recto
cuya base (un extremo de la barra) es un trapecio. Las
longitudes de las bases del trapecio son 7 centimetros y
10 centimetros. La altura de la barra es S centimetros y su
longitud es 30 centimetros. Sila plata pesa 103 gramos
por centimetro cibico, icudnto pesara una barra?
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e

10.

12.
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Al introducirse un trozo de metal en un tanque
rectangular, lleno de agua, de dimensiones 50
centimetros por 37 centimetros, el nivel del agua
subid | centimetro. (Cual es el volumen del
trozo de metal?

Para calcular el costo de abastecimiento de aire acon-
dicionado a una estructura que se proyecta construir,
un contratista tiene que determinar el volumen de aire
contenido en un edificio rectangular como el que se
representa en la figura. El edificio tiene 130 pies de
largo y 42 pies de ancho. A ambos lados del edificio, los
aleros estdn situados a 9% pies de altura y el punto mas
alto del techo esta a 15 pies del piso. Determinese el
volumen del edificio.

. Un prisma rectangular recto tiene una altura de 18 centimetros y una base que mide 6

centimetros por 8 centimetros. El plano determinado por una diagonal de la base y un
vértice de la base superior forma una pirdmide con las caras del prisma. Determinese el
volumen de la piramide.

. Determinar el volumen de una piramide cuadrada regular

cuya altura es 12 y cuya base tiene una arista de longitud

12. Determinese, también, el rea de su superficie lateral. \

. Deducir una féormula para el volumen de una pirdmide cuadrada regular cuyas caras

laterales son tridngulos equildteros de lado s.

. Si dos piramides cuadradas regulares cuyas caras

laterales son tridngulos equildteros se colocan de
manera que sus bases coincidan, se forma un cuerpo
sélido de 8 lados llamado octaedro regular. Demuéstrese
que el volumen, V, de un octaedro regular con arista de
longitud e, viene dado por la formula ¥ = 3v/2¢3.

Calcular el volumen y el area de la superficie total de un octaedro regular cuya arista
tiene longitud 3.

Demostrar que el volumen de un octaedro regular viene dado por la férmula V = 3d.d,d;,
donde d,, d. y ds son las longitudes de sus diagonales. i,

Una seccion transversal de una pirdmide determina una pequeda pirdmide cuyb volumen
¢s 2 y cuya altura es 1. El volumen de la pirimide grande es 54. [C'udl es8 su altura ?

13.

14.

15.

16.

PROBLEMA OPTATIVO

Voltimenes de prisman y piramidos, ELprineiplo do Cavallor W]
p

La piramide P-ABCDE es pentagonal y el area de su
base es 64. La altura PFes 12. V, W, X, Yy Z son los
puntos medios de las caras laterales, como se indica
en la figura. Determinese el area de la seccion trans- v
versal VW XYZ. ((Por qué es unaseccion transversal ?)
Determinese el volumen de la pirdmide pequedia.
(Cual es la razon de los volumenes de las dos pira-
mides?

La parte de una piramide limitada por la base, una seccion transversal y-las regiones
trapezoidales de las caras laterales, se llama tronco de piramide o pirdmide truncada.
En la figura para el problema 13, los vértices del tronco son A4, B, C, D, E, V, W, X,
Yy Z. Determinese el volumen de este tronco.

El drea de la base de una piramide es 45 y el area de una seccién transversal es 20, Si I
altura de la piramide es 6, (a qué distancia de la seccion transversal estd el vérlive?
;Cual es la razén de los vollimenes de las dos piramides?

Un plano paralelo a la base de una piramide cuadrada
regular interseca a la altura en un punto a tres cuartos de
la distancia del vértice a la base. La altura de la pirdmide
es 16 y la longitud de una arista de la base es 24. Deter-
minese el area de la superficie lateral del tronco y el
volumen del mismo.

<

Sugerencia: Sea h’ la altura de la’piramide pequefia. Obténganse los voltumenes de liun
dos piramides. Obsérvese que

N h+h VB

Verificar que el volumen de un tronco viene dado por la

férmula
V== th(B+ B’ + VBB,

donde By B’ son las dreas de las bases y h es la altura del
tronco.

X VB’
de manera que

h_VB-VE o VB
v v T VB-VE
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ARQUIMEDES (287-212 a. de 1.C.)

A Arquimedes se le considera generalmente como el mas grande de los matematicos de la
antigiiedad y como uno de los tres o cuatro mas grandes de todos los tiempos. Fue el primero
en determinar el volumen de una region esférica. Hizo un calculo muy aproximado de 7. Los
métodos que desarrollé para resolver problemas referentes a areas y volumenes lo colocaron
muchos siglos por delante de su tiempo. Podia calcular el area de regiones limitadas por
curvas muy omplicadas y sus logros en este tipo de geometria no pudieron igualarse en mil
ochocientos afios. El préoximo paso importante de avance en el calculo de areas y volimenes
fue el descubrimiento del calculo infinitesimal por Newton y Leibniz, en el siglo X VII.

A diferencia de la mayoria de los matematicos griegos, Arquimedes se intereso en las
uplicaciones de la matematica. Dice una leyenda que cuando los romanos atacaban su
ciudad natal de Siracusa, en Sicilia, él jugd un papel importante en la defensa de la ciudad
aterrorizando a los invasores con armas que él mismo inventaba. Se dice que bombarde(;
los barcos romanos con grandes piedras, lanzadas con las catapultas mas grandes que
jomds se habfan visto. También, se dice que incendié la flota romana, utilizando espejos
para concentrar los rayos del Sol sobre los barcos. Al convertirse el ataque en sitio, Arqui-
medes no pudo servir mas de ayuda y volvio a su estudio y a sus trabajos de matematicas.

Murié en su trabajo. Cuando los romanos finalmente capturaron a Siracusa, un soldado’

lo encontré en su casa dibujando figuras geométricas en la arena del piso. “No estropee mis
clreulos”, dijo' Arquimedes. Estas resultaron ser sus tltimas palabras. El general romano
habiu dado 6rdenes de que no debia hacerse dafio a Arquimedes, pero nadic sube si el soldado
conocfa o le importaba quién era su victima. ‘

Cilindrow y conon L1

17-4. CILINDROS Y CONOS

Si el alumno recuerda c6mo formamos un prisma con una region poligonal duda
como base, vera que el mismo procedimiento se aplica igualmente con bases gue 1o
son regiones poligonales. Supongamos, por ejemplo, que empezamos con dos
planos paralelos E, y E,, como antes, pero que utilizamos una regién circular en I,
como base.

De igual modo que anteriormente, utilizamos una recta L, queinterscca n by ya by,
pero no a la base, y formamos la reunién de todos los segmentos QQ’, donde () eald

en la base, Q' esta en E, y Q0’| L. El cuerpo sélido resultante sc Homa etlinedr
circular. No hay necesidad de repetir las definiciones de la altura, sceclotes fraim
versales, etc., porque son exactamente las mismas que las correspondicntes puiiy hos

prismas. Si L L E,, entonces el cilindro se llama cilindro recto.

Desde luego, pueden obtenerse otras clases de cilindros, utilizando otras ligtitus
como bases. Sin embargo, los cilindros circulares son los unicos que estudinremon
en este libro.

Analogamente, el esquema que utilizamos para formar una piramide puede
utilizarse también, cuando la base no es una regién poligonal. Sitomamos uni regiém
circular como base, el cuerpo sélido resultante se llama cono circular.

v

Utilizando la definicién de una pirdmide como modelo, el alumno no deberd tener
dificultades al redactar la definicién de cono circular.
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Los teoremas siguicntes acerca de cilindros y conos son andlogos a los (coremas
correspondicentes acerca de prismas y pirAmides. Sus demostraciones son también
parecidas, pues la forma de la base no tiene gran importancia, Por tanto, omitiremos
los detalles,

Teorema 17-11

Toda seccidn transversal de un cilindro circular es
una regidn circular congruente con la base.

La demostracion se basa en que P, @, = PQ = r; esto
¢s cierto, porque PQ y P,Q, son lados opuestos del
paralelogramo [(1QQ, P, P.

Teorema 17-12
Toda seccion transversal de un cilindro circular tiene la misma area que la base.

l:l teorema siguiente es un poco mas dificil :

Teorema 17-13

S¢ dan un cono de altura 4 y una seccidn transversal formada por un plano a
una distancia k del vértice. El area de la seccién transversal es igual a k?/h®
multiplicado por el area de la base.

Utilizando la notacién de la figura de la pagina siguiente, los pasos principales de
la demostracion son los siguientes:

(1) AVPT ~ AVP'T,

Cilindros y conon hhll

VT

P’ T

p T4

en la seccion transversal. Por consiguiente, la seccion transversal es una regién circubn
de radio r’ y su area es

Esto es igual a k?/h? por el area de la base. /
Ahora, podemos calcular los volumenes de cilindro$ y conos, utilizando el prin
cipio de Cavalieri del mismo modo que lo hicimos para los prismas y lus pirdmides,

Teorema 17-14

El volumen de un cilindro circular es el producto de su altura y el dren de In
base. '

La demostracion es analoga a la del teorema 17-7.

Teorema 17-15

El volumen de un cono circular es un tercio del producto de su altura y el drea
de la base.

@) VP’_ VT’_ ic
v VT kK La demostracion es analoga a la del teorema 17-10.
(3) AVP'Q' ~ AVPQ,
P'Q" VP k k Conjunto de problemas 174
@ o Tw TR Y FeTTe
1. La base de un cilindro es una regién circular de didmetro 8. La altura del cilindro es,
Asi, pues, si Q esta en la circunferencia con centro P y radio r de la base, entonces también, 8. (Cual es el volumen del cilindro?
Q" estit en ia circunferencia con centro Py radio * , 2. Un canal de desagiie es una lamina cilindrica de 50 centimetros de largo. Los didmetros
k k ‘ interno y externo son 9 vy 12 centimetros, respectivamente. Determinese el volumen de

r'==PQ=-—ry v
-~ h

h yeso necesario para construir el canal. (Utilicese 3% como valor de 7.)
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3

o

7]

6.

~3

Los dos cilindros de la figura anterior son idénticos. Comparese el volumen del cono
inscrito en el cilindro de la izquierda con los voltimenes de los conos (la figura que
representa un reloj de arena) inscritos en el cilindro de la derecha.

. {Cudl debera ser la longitud de un tubo cuyo diametro interno mide 1 pulgada para poder

contener un galén de agua? (El volumen de un galén es 231 pulgadas ctibicas. Utilicese

¥ como valor de 7.)

) . . 1 .
Un cstanque conico tiene 103 pies de hondo y su borde superior circular tiene un radio

de 5 pies. (Cudntos galones de liquido podra contener? (En 1 pie ciibico, caben 7.48
galones.)

Determinar el volumen de un cono circular cuya altura es
[2 y cuya base tiene un radio igual a 3.2.

La figura de la derecha representa un cone circular recto.
Definase un cono circular recto. Determinese su altura, si el
volumen es 487 y el diametro de la base es 8.

La altura de un cono es 9. Un plano paralelo
al plano de la base interseca al cono, determi-
nando un cono pequefio en la parte superior.
La distancia entre los planos es 5.

(0) (Cudl es la razén de las alturas de los conos?

(b) (Cudl es la razén de los radios de las bases?

(¢) (Cudl es la razon de las dreas de las bases?

(d) (Cudl es ln razén delos volimenes de Tos conos?

9.

10

11

12.

13.

14.

+ 15. Un tronco de un cono tiene de altura 8 y los radios de sus bases

Cilindros y nonos Bol

La altura de un cono es 5 centimetros. Un plano a 2 centimetros del vértice del cono es
paralelo a la base del cono. Si el volumen del cono mas pequefio es 24 centimetros ¢hbi-
cos, icual es el volumen del cono mds grande?

Una piramide cuadrada se inscribié en un cono circular, de manera que tengan ¢l mismo
vértice y la base de la pirAmide quede inscrita en la base del cono. La altura comun es
18 y la longitud de un lado del cuadrado es 15. Determinese el volumen de cada cucrpo

solido.

Un arcon tiene la forma de la figura de la derecha. El radio del
borde superior circular es 7 pies. La altura del arcén completo es
26 pies y la altura de la seccién cénica es 12 pies. Determinese la

capacidad del arcon.

Dentro de una superficie cilindrica, hay una super-
ficie conica. La base del cono coincide con la base
del cilindro y el vértice del cono esta en la base
superior del cilindro. Escribase una formula para el
volumen del espacio limitado por las dos superficies
y la base superior, en términos de r, el radio de la
base, y A, la altura del cilindro.

Un plano corta a la figura del problema 12 a mitad de camino entre las bases y ex puralelo
a ellas. Hagase un esquema de una vista desde arriba de la interseccion. Si el rudin
del cilindro es 4, (cual sera el area de la interseccion del plano con el espacio entro lnn
dos superficies ?

En la figura de la derecha, la superficie conica circular
recta estd inscrita en el cilindro circular recto. El
plano E es paralelo a la base del cilindro y esta situado
14 centimetros por encima de la base. La altura del
cono es 21 centimetros y ¢l radio de la base es 6 centi-
metros. Determinese el irea de la interseccion del
plano E con el espacio entre las dos superficies.

superior e inferior son 4 y 6, respectivamente. (Cual es el
volumen del tronco?, gVéase el problema 14 del Conjunto de
problemas 17-3.) —~
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17-5. KL VOLUMEN Y EL AREA DE LA SUPERFICIE DE UNA ESFERA

Por volumen de una esfera, entendemos el volumen del cuerpo sélido que es la
reunion de ta superficie esférica y su interior.

Hasta ahora, para calcular volimenes, nuestro mejor instrumento ha sido el
principio de Cavalieri. Para utilizar este principio en el problema de la esfera,
necesitaremos encontrar otro cuerpo solido con las mismas areas de secciones trans-
versales en todos los niveles. Per tanto, nuestro primer paso debe ser determinar las
drcas de las secciones transversales de la esfera. Esto es facil. Dada una esfera de
radio r, las secciones transversales son regiones circulares. Si la seccidn transversal
estd a una distancia s del centro y su radio es ¢,
entonees, sabemos, en virtud del teorema de
Pitdgoras, que

12 =r?—~ 5%

Por consiguiente, el irea de la seccidn a la distancia
5 cs

A, =nt?
= n(r? — 5%)
= nr? — 75,

Fsta dltima formula tiene un significado geométrico:
es ¢l drea de la regién anular que estd dentro de
una circunferencia de radio r y fuera de una cir-
cunferencia de radio s, como se indica a la derecha.
liste tipo de figura se llama anillo.

Ahora, formaremos un cuerpo sélido que tiene por secciones transversales regiones
como la indicada:

El volumen y el frea de hn superdicie de una esfera 363

Tomamos un plano horizontal E, tangente a la esfera. En este plano, tomamos unu
regién circular de radio . Utilizando ésta como base, formamos un cilindro circular
recto de altura 2r. Sea V el punto medio del eje del cilindro, es decir, del segmento
vertical que une los centros de las bases. Formamos dos conos con vértice V' y con
la tapa y el fondo del cilindro como bases.

El cuerpo sélido que esta dentro del cilindro y fuera de los conos es precisamente
del tipo que buscamos: cada una de sus secciones transversales es un anillo y la
seccion transversal a la distancia s de V tiene por area n(r? — s%). En consecuencia,
el volumen de este cuerpo sdlido es igual al volumen de la esfera.

Pero el volumen del nuevo cuerpo solido es facil de calcular; es igual al volumen
del cilindro menos los voliimenes de los conos. 'Esto da

2 2

nr”-2r — 2-%nrr
=2nr® — 3nr®
= %nrs.

Asi, pues, hemos demostrado el siguiente teorema:

Teorema 17-16

o
&

. l 3
El volumen de una esfera de radio r es $nr°.

Hay un artificio que nos permite utilizar este resultado para calcular ¢l drea de
la superficie de la esfera. Dada una esfera de radio r, formamos una esfera un poco
mayor, de radio 7 + h. El cuerpo solido que estd entre las dos superficies esférican
correspondientes se llama cdscara o cdpsula esférica, y su aspecto es el de la figurn
de la derecha. Sean A el area de la superficie de la esfera y V el volumen de la ciscarn
esférica. Entonces, V es Ah, aproximadamente, y, si & es pequefio, la aproximacion
es buena. (Por ejemplo, si tuviéramos una bola corriente
y la pintdramos con una capa muy delgada de pintura,
digamos de una centésima de un centimetro de espesor,
entonces, el volumen total de la pintura seria alrededor
de ti5A4.) Asi, V/h es aproximadamente 4, cuando / es
pequefio. A medida que /# — 0, tenemos

—lf——»A.
ho

Pero, podemos calcular V/h exactamente y ver a qué se aproxima a medida que
h— 0. Obsérvese que V es la diferencia de los volumenes de las dos esferas.
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Por tunto,
V=tn(r+n)° - $ur®
= 4nl(r + h)* — 1]
=42l + 35k + 3rk? + B — ]
= 4n[3r%h + 3rh* + 1°].

lkl".l alumno debera comprobar que (r + h)* es realmente igualar® + 3r%h 4 32 + 1]
Iin consecuencia, / '

V.._ 4 2 2
Z—gn(3r + 3rh + h?)
= 4nr? + h(4nr + 4nk).
/"‘ n?edida que 41— 0, el segundo término completo se aproxima a cero. Por con-
siguiente, o
LN 4nr2,
h
Como sabemos también que
Vu,
h
2 deduce que
A=4n? =

Asl, pues, hemos demostrado el siguiente teorema:

Teorema 17-17

El 4rea de la superficie de una esfera de radio r es
A = 4nr?,

Obsérvese la propiedad interesante de que el area de la superficie de una esfera es
cxactamente cuatro veces el area de la seccion transversal que pasa por el centro.

»

Conjunto de problemas 17-5

1. Determinar el érf:a de la superficie y el volumen de una esfera cuyo radio es 4.
- . o .

2. Para una esfera de didmetro 4, (cudl es mayor, el 4rea de su superficie o su vqumen/?
D41 4 fe 1 ;

3. Pura una esfera de didmetro 10, icudl es mayor, el 4rea de su superficie 0 su volumen ?

4. (Cudl serd el diametro dc,unu esfern tal que su volumen sea igual o su dren de superficie 9

El volumen y el drea do ln suporficio de una esfora L)

5. Un tanque esférico tiene un radio de 7 pies. ;Cuantos galones puede contener? (Ultilicose
m=3%)

6. Un cono de helado tiene 1257 centimetros de hondo y 5 centimetros de diametro
superior. Se echan en él dos cucharadas semiesféricas, también de didmetro 5 centi-
metros. Si el helado se derrite dentro del cono, (lo rebasard ?

7. Un almacén grande tiene la forma de un hemisferic. Si se
necesitan 13 galones de pintura para cubrir el piso, [cuantos
galones se necesitaran para pintar el exterior del almad:}én?

8. Los volimenes de una esfera y un cilindro circular son iguales y el didmetro de la esfern
es igual al didmetro de una base del cilindro. Determinese la altura del cilindro en
términos del didmetro de ia esfera.

9. El diametro de cierta esfera es igual al radio de una segunda esfera.
(a) {Cual es la razon de sus radios? °
(b) (Cual es la razén de sus areas de superficie ?
(c) (Cual es la razon de sus volimenes ?

10. El didmetro de una esfera es un tercio del radio de otra. Contéstense lus proguntan el
problema 9 con relacion a estas esferas.

11, Arquimedes (287-212 a. de J. C.) demostré que el volumen de una
esfera es dos tercios del volumen del cilindro circular recto mas
pequeiio que puede contenerla. Verifiquese esto.

12. El diametro de la Luna es, aproximadamente, un cuarto del didmetro de la Tierra
Compérense los volimenes de la Luna y la Tierra.

13. Alrededor de tres cuartas partes de la superficie de la Tierra estd cubierta de agua.
({Cudantos millones de kilébmetros cuadrados de la superficie de la Tierra constituyen
terreno seco? (Utilicense 12,800 kilometros como diametro de la Tierra y 3.14 como

valor aproximado de 7.)
A

pes

14. En la figura, la esfera estd inscrita: en un cono circular
recto. AB es un didmetro de la base y C es el vértice del
cono. El AABC es equilatero. Determinese el volumen
del cono en términos de r, el radio de la esfera.
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18, 1l volumen de una esfera es la mitad del volumen de otra. {Cudl es la razén de sus

16. E

17.

rndios?

| mgcnie,ro- municipal, quien mide 6 pies de alto, marchaba a inspeccionar el nuevo
tanque esférico de agua. Cuando se colocé en un lugar a 18 pies del punto de contacto
del tanque con el suelo, su cabeza tocaba el tanque. Sabiendo que la ciudad' astab.

10,000 galones de agua por hora, inmediatamente calculd cuantas horas 0dr1’g d o
un tanque lleno. [Cémo lo hizo y cudl fue el resultado ? ’ .o

: o
Utilizando el método mediante el cual se dedujo la f6rmula @
para calcular el drea de la superficie de una esfera (teorema T
17-17), verifiquese que el area de la superficie lateral de un | da
cilindro circular recto es 27rra, donde r es el radio de una
base y a es la altura. 41'

PROBLEMA OPTATIVO

Un.a esfera y 1'1n cilindro circular recto tienen voltimenes iguales. Fl radio de la esfera
cs lgua! al radio de la base del cilindro. Comparese el drea de la superficie de la esfera
con el drea de la superficie total del cilindro.

Repaso del capitulo

2.

{¢) Si dos pirdmides triangulares tienen bases congruentes, los vol

Sin referirse al capitulo, tratese de escribir e identifi
volimenes estudiadas en el mismo.

car todas las férmulas para areas y
Completar cada uno de los siguientes enunciados con los términos apropiados:

(a) Las bases de todo prismason ____ _y

(b) Las caras laterales de un prisma son regiones

(¢) La superficie lateral de un prismaesla ______de las del prisma

(d) Si la base de un prisma es un paralelogramo, el prisma se llama

. umenes de las pirami
son proporcionales a sus P ides

~Te ( [
l 7
] ompietar Cdda uno de IOS Slgulentes enunCIadOS con IOS ter minos apl Opladog.

(w) En un prisma recto, cada arista lateral es

(b) Una secci6n transversal de una pirimidcesla ____

a la base.

de ln pirimide y un plano

a la base.

10.

1.

12.

. En un estante de un colmado, hay:dos tarros

Repaso dol eapitulo o7

(c) Las areas «de dos secciones transversales de una piramide son proporcionules u lus
de sus al vérticedela .

(d) Si un cono y un cilindro tienen bases congruentes y alturas iguales, el volumen del
cilindro es. ¢l volumen del cono.
de sus radios y
de sus radios.

(e) Los volumenes de dos esferas son proporcionales a los
las 4reas de sus superficies son proporcionales a los

. La base de un prisma recto es una region hexagonal regular. Una arista de la base mide

2 centimetros :de largo 'y una arista lateral del prisma mide 7 centimetros dc largo.
Determinese €l area dela superficie lateral del prisma. Determinese el area de una seccion
transversal que dista 5 pulgadas de la base y es paralela a ésta.

de la:misma marca de mermelada de fresa. El
tarro mas -alto tiene doble altura del otro,
pero su .didmetro-es la mitad del didmetro del
mas bajo. El tarro mas alto cuesta 23 cen-
tavos y el otro 43 centavos. ;Cual es la me-
jor compra? g TABE TBR] )

. (Cudl es el volumen de un cono, si su altura es 6 y el diametro de la basc ey 107

. El volumen de una piramide cuadrada es 384 pulgadas ctibicas y su altura es 8 pulgudan,

(Cual es la longitud de una arista de la base? ;Cudl es el drea de la superficie lutornl de
la piramide? (Supdngase que la proyeccion del vértice es.el centro de la base.)

3O

. Las bases de un ‘hemisferio 'y un cono son

circulos .congruentes y coplanarios. Un
plano que -pasa por -el vértice del cono es
paralelo al plano de las bases y tangente al
hemisferio. (Cual es la razon del volumen
del cono al volumen.del hemisferio ?

. La base.de un tetraedro es un tridngulo cuyos lados tienen longitudes 10, 24 y 26. 1.

altura del tetraedro es 20. Determinese el area de una seccidn transversal cuya distancia
de ésta es 15. ’

Dado que.el didmetro de -una esfera es 18, determinense su volu/men y su area de super-
ficie.

‘El volumen de un cono es 400 centimetros ciibicos y.el radio de‘la base es 5 centimetros
Determinese su altura. '

Una bola esférica cuyo radio es ‘8 centimetros tiene un hueco central esférico dc radic
5 centimetros. ;Cual es el volumen de la cascara o capsula esférica?
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13. Demostrar que el volumen de una esfera viene dado por la férmula $7d?, donde d es el
diametro.

14. El volumen de una piramide cuya altura es 12 pulgadas, es 432 pulgadas ciibicas. Deter-
minese el drea de la seccion transversal 3 pulgadas por encima de la base.

15. Se dan dos conos. La altura del primero es la mitad de la altura del segundo y el radio
de la base del primero es la mitad del radio de la base del segundo. Comparense sus
volumenes.

16. Una esfera se inscribe en un cilindro circulat recto, de manera que sea tangente a ambas

bases. (Cudl es la razdn del volumen de la esfer@ al volumen dei cilindro?

AN
17. Un recipiente cilindrico de radio 12 centimetros y altura 25 centimetros, se llend con
agua. En el recipiente con agua, se introdujo una bola con un diametro de 20 centi-
metros y, después, se saco. (Qué volumen de agua quedé en el recipiente ?

* 18, Un paralelepipedo rectangular cuya base mide 12 por 20 se inscribio en una esfera de
diametro 25. Determinese el volumen de la parte de la esfera que sobresale del para-
lelepipedo.

* 19, La base de un cono circular recto tigne un didmetro de 12 pulgadas y la altura del cono
es 12 pulgadas. El cono se llen6 con agua. Una bola se introdujo en el cono hasta que
quedo ajustada. Exactamente la mitad de la bola quedaba fuera del agua. Cuéanta
agua quedé en el cono, después de sacar la bola?

* 20, La altura de un cono circular recto es 15 y el radio de la base es 8. Se taladrd un agujero
cilindrico de diametro 4 en el cono, a lo largo de su eje, resultando un cuerpo sélido
como el que se muestra en la figura anterior de la derecha. (Cual es el volumen de ese
cuerpo solido? #

PROBLEMA OPTATIVO

Se da un rectdngulo [JABCD. PQ es un segmento que no estd en el plano del OA4BCD,
tal que PQO| AB. Tracense los segmentos P4, PD, OBy QC. La longitud de un seg-
mento perpendicular desde un punto cualquiera de PQ al plano del [J4ABCD es h. Sean
AD=a, AB= by PQ = c. Demuéstrese que el volumen del cuerpo s6lido ABCDPQ es
igual a

Lah(2b + ¢).
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