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RESUMEN

El presente trabajo titulado Aplicacion de la matematica a la economia es una
elaboracién bibliografica que desarrolla contenidos matematicos de manera general y se
enfoca en mostrar su aplicacion econémica de manera detallada, mediante explicaciones

tedricas y con ejemplos practicos.

El trabajo se ve reforzado con la presentacion de su Software Educativo, el cual de
manera clara y sencilla pero a la vez atractiva presenta parte del contenido de dicho
material, con el propésito de mostrarlo de una manera diferente y de acuerdo a los gustos y

motivacion del interesado lo estudiara de la forma que méas le motive y le agrade.

Para la presentacion del trabajo, se ha dividido en cinco capitulos. ElI PRIMERO
titulado EI Problema, se presenta una descripcion detallada de la finalidad, importancia,
motivacion, justificacion, objetivos y antecedentes del desarrollo de esta trabajo; EL
SEGUNDO titulado Marco Tedrico, contempla las bases pedagdgicas, psicoldgicas,
sociologicas y legales que sustentan el por qué y el como de la realizacién de la propuesta;
EL TERCERO titulado Marco Metodolégico, presenta la forma y la metodologia utilizada
para el desarrollo del trabajo; EL CUARTO titulado Desarrollo de la Propuesta, presenta
lo que dese0 abordar: el contenido matemaético y su aplicacion a la economia. Para ello se
dividio en cinco secciones que presentan contenidos sobre ecuaciones, funciones, limites y
continuidad, derivacion e integracion. Cada uno de ellos organizados con una seccién
introductoria formada por el aspecto meramente matematico, luego la aplicacion econémica
del contenido y luego una serie de problemas propuestos; EL QUINTO titulado Software

Educativo es la presentacion impresa del software educativo que refuerza el trabajo.

Se presentan los contenidos con gran cantidad de ejemplos tedricos y practicos para
su mayor comprension, ademas de la posibilidad de encontrar la solucién de algunos de los

problemas propuestas al final de trabajo.



En fin se busca mostrar de manera amena y comprensible la matematica, para
contribuir al proceso de cambio de la mentalidad y actitud negativa de la sociedad y en
especial del estudiante hacia esta importante ciencia, aportando una clara muestra de la
necesidad de su existencia y estudio, dado que es indispensable para el desarrollo de todos
los &mbitos de la vida social y en este caso de un campo tan importante y de tan cotidiano

estudio como lo es La Economia.

Se presenta con el propdsito de que el docente encuentre y tenga a la mano un
material que le permita revisar y orientar su préctica educativa en busca de que el alumno
obtenga un aprendizaje significativo y contextualizado, ademas de cambiar la ideologia

actual de la total abstraccion e inaplicabilidad de la matemaética.

Pero ademas de ser utilizado por el docente para su actuacion profesional, también
estd diseflado para que el estudiante lo consulte y profundice el contenido impartido en
clase (si se le imparte en clase), y de lo contrario su sencillez permite que lo estudie de

manera autonoma e independiente.

En fin se espera que el presenta trabajo fruto de un esfuerzo conjunto entre el autor

y el tutor recoja sus frutos al contribuir a la formacion intelectual del ciudadano.



INTRODUCCION

El trabajo Aplicacion de la Matematica a la Economia es la culminacién de una
meta personal, ademés de una contribucion para el enriquecimiento de la préctica educativa

y valoracion de la matematica, al mostrar su necesidad y aplicacion en la sociedad.

Es una meta personal, pues como estudiante de Contaduria Publica en la
Universidad Nacional Abierta (U.N.A) el estudio de la matemaética, no se basé en el sélo
calculo matematico, sino en un abordaje profundo y detallado de su aplicacion en la
economia hecho éste que causé gran curiosidad por ahondar en este tema, y mas aun dar a
conocer a todos, y en especial a aquellos que consideran a la mateméatica como netamente
abstracta y sin mas aplicacion que para efectuar operaciones, que la MATEMATICA es la
ciencia mas importante, pues en ella se basan las demas ciencias como la medicina, la

biologia, y en este caso especial, la Economia.

Es una contribucion hacia el enriquecimiento de la préctica educativa de la
matematica, pues coloca a la disposicion tanto del docente como del alumno, un material
diferente y de facil utilizacion para complementar y mostrar la aplicacion real y practica de
esos contenidos matematicos que el estudiante considera inaplicables més alla de un

cuaderno, al efectuar calculos.

Ademas, como futura Docente de matematica, durante el proceso de formacién se
insistio de sobremanera en cambiar, en modificar aquellos aspectos de la ensefianza que se
considerara necesario para mejorar la calidad y aprendizaje significativo del estudiante. Y
este trabajo contribuye a este cambio por su caracter de aplicacion de la matematica y por la

utilizacion adecuada de la tecnologia en la educacion.

En fin elaborar este trabajo es la muestra de que se existe y se esta formando una

generacion de educadores de calidad y en busca de la calidad del proceso educativo.



CAPITULO |

El Problema



1.- TITULO:

Aplicacion de la Matemaética a la Economia

2.- PLANTEAMIENTO Y FORMULACION DEL
PROBLEMA:

La politica, el desarrollo econdémico y social de un pais se percibe estrechamente
relacionado con la Educacion, por cuanto, son los hombres capacitados por ésta quienes

alcanzan las metas que permiten calificar una nacion como desarrollada.

Es evidente que el recurso humano capacitado es el eje central y el capital basico de
la nacion, el cual crea el progreso, siempre y cuando esté apto para ello. Ademas de ser el
ente productor, el individuo se convierte en beneficiario, consumidor, ciudadano y en fin

desempefia diversos roles dentro de la sociedad.

Para poder desenvolverse activamente en los &mbitos mencionados, el hombre debe
estar muy bien preparado y capacitado, es decir, el individuo debe haber recibido una
educacion orientada a la produccién y contextualizacion de los contenidos, los cuales deben
incluir todos los aspectos que formen al individuo como un ser integral. Y asi lo confirma
MEDINA RIVIL, Antonio: “A medida que la sociedad actual postindustrial e informatizada
adquiere mayores indices de desarrollo, requiere de sus miembros mas elevados niveles de
especializacion, y para contraste y cumplimiento, se hace imprescindible una preparacion
global e intensa de aquellos para responder a la incesante transformacion de la actividad

laboral, econdmica, cientifica y tecnoldgica”. Pag. 59.

Esto confirma la necesidad de una formacién auténtica y estable de los
profesionales del futuro, donde los individuos sean capaces de contribuir activamente en el
proceso de evolucién y desarrollo social.



Pero no es nada nuevo que uno de los conocimientos méas importantes y sin el cual
ningdn individuo podria vivir activamente en sociedad es la matematica; pues es
considerada como un excepcional ejercicio para el desarrollo de la mente, “una gimnasia
del cerebro”, como acostumbraba a definirla Bertrand Russell, y todo esto por su alto nivel

de abstraccion.

Ademas de esto, por su aplicacion, la matematica aumenta su importancia al ser una
ciencia auxiliar fundamental de otras disciplinas. Por esto, toda persona debe poseer
aunque sea un minimo de conocimiento de la matematica y su contenido; aspecto éste muy
dificil de encontrar actualmente, pues el docente contrariamente de ensefiar a valorar este
conocimiento, mediante una motivacion al estudio de la matemaética, se ha dedicado a crear
en el estudiante un temor innecesario hacia la materia, dado que se la presenta como algo
irreal, sin antecedentes y ademas sin aplicacion y utilizacion en la vida, excepto de las
operaciones matematicas basicas; por lo que el individuo considera innecesario profundizar

en el conocimiento matematico.

Por este poco interés en la matematica , el estudiante no estd consciente de que en
cualquier aspecto de la vida social en el que piense desenvolverse necesitard un buen

dominio de esta ciencia para alcanzar sus metas y propdsitos.

Si la ensefianza de la matematica que reciba el estudiante es vaga, abstracta y
descontextualizada, jamas se apropiara del conocimiento y tendra problemas para concretar
y resolver las situaciones que se le presenten. Por lo cual teniendo clara la poca
contextualizacion que se hace del conocimiento matematico en las actuales aulas de clase,
es necesario comenzar a demostrarle tanto a algunos docentes como al estudiante en qué

puede usar la matematica que conoce y mas aun, por qué debe seguirla estudiando.
Para lograr contextualizar los contenidos matematicos en el aula, se hace necesario

ensefiarle al estudiante el uso y la necesidad de la matematica en muchas disciplinas con las

cuales él se identifica.
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El individuo desde muy temprana edad se relaciona con muchos aspectos de la
sociedad, pero uno de los mas comunes e importantes es con el aspecto econémico, pues no
existe la persona que no tome en cuenta el factor monetario en su vida cotidiana, desde la

simple compra de bienes hasta el manejo econémico méas complejo.

Las personas administran su dinero y su vida en general, con el presente trabajo
“Aplicacion de la matematica a la Economia” se persigue basicamente demostrar la
aplicacion de la matematica y el calculo matematico en los aspectos y contenidos
econdmicos, Yya que son de uso cotidiano, ademas de concientizar al estudiante de la

utilizacién de la matematica en la vida.

3.- OBJETIVOS.

3.1 OBJETIVO GENERAL.:

Dar a conocer la utilizacion y aplicacion de los conceptos y operaciones

matematicas en problemas relativos a Economia.

3.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS:

e Presentar al estudiante la aplicabilidad de la matematica a la realidad.

e Presentar de manera mas ilustrativa y demostrativa la aplicabilidad de la

matematica en el area de la Economia.

4.- JUSTIFICACION E IMPORTANCIA:

Los Estudiantes de la carrera de Educacion, mencion matematica, frecuentemente se
preguntan ¢Para qué aprender tanto calculo? , ;Qué utilizacién practica tiene la derivada?,
por ejemplo, preguntas a las que no es facil encontrar una respuesta que no sea mas
complicada que la misma pregunta.
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A los docentes también les ocurre, que los estudiantes les preguntan ¢En qué pueden
utilizar ellos los contenidos matematicos que les imparten?, y de igual manera no es facil
darles una respuesta clara y convincente. Todas estas situaciones llaman la atencion de
cualquier investigador, ain méas de alguno que conozca los aspectos fundamentales de la
matematica, y ocasiona una busqueda de la aplicacion de los contenidos matematicos y del
calculo en la cotidianidad, tanto para su propio aprendizaje (docente) como para darlo a

conocer a sus estudiantes.

En muchas ocasiones el docente no le presenta al estudiante problemas de
aplicacion de la matematica no porque no quiera, sino porque ni siquiera él mismo los

conoce.

Con el presente trabajo se espera sirva de herramienta para mejorar la calidad de la
ensefianza de la matematica, facilitindole material al docente para impartir dichos
conocimientos, y a su vez sirva para demostrarle al estudiante la gran utilidad de la

matematica, motivandole a estudiarle, ademas de servirle como consulta en sus estudios.

En la busqueda de esa aplicacion de la matematica en la vida, se puede encontrar
facilmente a la Economia como campo de aplicacion de la misma. Por ser estudiante de la
Contaduria Publica en la Universidad Nacional Abierta (U.N.A), en los estudios de
matematica se dedica gran parte de los contenidos matematicos a su aplicacion en la

Economia.

Al profundizar en dichos contenidos, es facil, encontrar aplicacion de la matematica
a la economia y mas aun, se presentan los contenidos de manera que se facilita su
utilizacion para demostrarle a los estudiantes una de las tantas aplicaciones de la

matematica como lo es en el campo econémico.
Ademas de los objetivos planteados con este trabajo, se espera que el mismo motive

el desarrollo de futuros proyectos del estudio de la aplicacion de la matematica a otras

ramas del conocimiento.
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El desarrollo del presente trabajo, es de gran importancia en el plano personal, para
el perfeccionamiento de los conocimientos matematicos, pero sobre todo para poder dar
solucion y respuesta a las interrogantes de la utilizacion del conocimiento matematico en la
vida, pues esto contribuira a una mayor motivacion por parte del estudiante al estudio de la
matematica, ya que es muy bien sabido que aprendemos con mayor facilidad , rapidez y
con alta probabilidad de lograr aprendizajes significativos, cuando asociamos y aplicamos
lo que nos imparten, y asi lo afirma: SANCHEZ HIDALGO, Efrain (1969) “Mediante las
percepciones, adquiere el individuo conciencia del mundo de los objetos y sucesos que lo
rodean... EI maestro debe proporcionar oportunidades de practica para que el alumno
descubra los procedimientos y desarrolle su capacidad para responder rapida y exactamente

cuando sea necesario”. Pag. 508-509.

La tarea del docente no radica solo en dar a conocer los contenidos, sino asegurarse
de que el alumno aprenda y para ello debe buscar la manera de hacerle mas facil su
aprendizaje. Si se conoce que de manera asociativa y practica el alumno aprende maés
eficazmente, entonces el docente debe ensefiarle utilizando recursos enfocados a esta
manera. Por todo esto se presenta este trabajo, para que el docente lo use como herramienta
de ensefianza y en la misma medida, para que el estudiante lo use en su proceso de

aprendizaje.

Ademas, la intencidn de este trabajo esta dirigida a producir un material que no se
quede en el simple cumplimiento de un requisito académico, sino que se elaboren textos de
consulta, materiales que colaboren y que le sirvan al docente o al alumno y hasta a ambos a
la vez, en su respectiva participacion en el proceso de ensefianza y aprendizaje. Es decir, se
busca elaborar trabajos que sean utilizados frecuentemente, en el caso de la presente
produccion, éste podra ser utilizado por el docente de grados superiores a la segunda etapa
de Educacién Basica, pues se presentaran ejemplos de aplicacion de la matematica desde
esos niveles hasta el calculo avanzado, para que lo use demostrandole al estudiante unos

casos de aplicacion de la matematica (a la economia en este caso).
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También podréa ser utilizado por el estudiante de Educacion Media, diversificada y

Profesional de acuerdo a sus necesidades.

5.- LIMITACIONES:

En la realizacion de cualquier trabajo es muy comuin tener que afrontar y superar
obstaculos y dificultades para llegar a su culminacion, estas limitaciones son de 6rdenes

muy variados: econdémicos, teodricos, de tiempo, etc.

El presente trabajo no podia escapar de esta situacion y la principal limitacion y
dificultad es la de adecuar el contenido tedrico de la aplicacion de la matemaética a la
Economia a un contexto educativo, es decir, existen muchos materiales de la matemaética
aplicada a las ciencias econémicas pero la intencion del presente trabajo no es hacer la
misma presentacion del contenido que en ellos, la idea es presentar la informacién de una
manera mas didactica y desde los niveles mas bajos del contenido matematico, hasta los
mas complejos, de manera que el docente encuentre ejemplos sencillos de la aplicacion de

la matematica en problemas econdémicos y los utilice en su practica educativa.
Ademas del docente, que el alumno encuentre en el presente trabajo los contenidos
de manera clara y sencilla y con ejemplos de cada tema, es decir, que le sirva en su proceso

de aprendizaje.

Por lo tanto la principal limitacion se encuentra en la elaboracion de problemas

sencillos para cada ndcleo tematico.
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CAPITULO I

Marco Tedrico
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e Antecedentes:

En la mayoria de las ocasiones, lo ideal es realizar un trabajo nuevo, que no existan
otros con la misma tematica, pues lo hace mas novedoso y de dificil ejecucion, pero
también es cierto que no es menos importante mejorar trabajos ya existentes y hacerlos més

adecuados al punto de vista del investigador.

Si bien es cierto que son muchas las publicaciones de matematica financiera o
matematica aplicada para Administradores, que existen en la actualidad, su enfoque no es

el mismo que se le dara en el presente trabajo.

Los trabajo existentes de Matemética Financiera son dirigidos a ensefiar Célculo
Matematico y muy poco a la aplicacion de la matematica a las Finanzas, aspecto este que

diferencia el presente trabajo de dichas publicaciones.

Sin embargo con ideas similares, se encuentra de antecedente al presente trabajo, los
Mddulos Instruccionales de Matematica para Estudiantes de la U.N.A. y los Mddulos
Instruccionales para la Ensefianza del Calculo Diferencial dirigida para Estudiantes de

Administracion realizado por VERA, Miguel.

e Bases Teoricas:
A. Bases Pedagogicas:

1.- Ideas Pedaqgodqicas de la Ensefianza:

Es muy importante para el educador definir claramente la educacion y la ensefianza,

distinguiendo con precision los conceptos, pues no siempre se educa mediante la

ensefianza sistematica, asi como no s6lo mediante ella se educa.

La Educacion, como sabemos, es una palabra que corresponde tanto al proceso de
educar como al resultado de ese proceso. Enfocar la educacion como resultado es analizar
los fines del proceso educativo.
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Para algunos educar es desarrollar lo innato; es favorecer la realizacion de las
potencialidades contenidas en el joven, ser que es sometido al proceso educativo. Es hacer
aflorar las tendencias y desarrollar las aptitudes.

Al vivir nos educamos. EIl medio exterior nos va presentando, dia a dia, situaciones-
estimulo que, percibidas por nosotros, asimiladas y reelaboradas, van paulatinamente
alterando, para bien, nuestras ideas, sentimientos y acciones. Por el contrario, ese mismo
ambiente puede también presentarnos situaciones-estimulo negativas, que se transforman,
dentro de nosotros, en experiencias “deseducativas”, llevandonos a formular falsas ideas,
estructurando prejuicios, impulsandonos a actuar en forma poco constructiva o hasta
destructiva, o también dando origen, en nuestra sensibilidad, a sentimientos y emociones
que perjudican el desarrollo armonico de nuestro ser o nuestra adaptacion eficiente a los
medios fisicos, social y cultural.

Esas experiencias, educativas 0 no, pueden provenir de las personas mas diversas y
de las situaciones mas variadas. Una conversacion, un libro, una pelicula, una obra de
teatro, una noticia en la prensa, una carta, 0 un programa de televisién pueden tener ese
efecto, modificarnos. Sin embargo, como el medio social desea que aprendamos ciertas
ideas, que dominemos algunas tecnicas y que estructuremos determinadas actitudes para
desempefiar bien nuestros papeles en los diversos grupos a los que pertenecemos — grupo
familiar, profesional, religioso, politico, etc. — surge entonces la ensefianza, o sea, el
esfuerzo educativo deliberado, consciente y sistematizado. Es tradicional, pues, distinguir
la educacion sistematica de la educacion asistematica; la ensefianza escolar esta relacionada
con la primera categoria, 0 sea, con las experiencias adquiridas sisteméaticamente.

Contrariamente a la educacion, - que tiene siempre, caracter positivo — la ensefianza
puede referirse a experiencias positivas como negativas. Tanto se puede ensefiar a ser buen
hijo, un profesional competente, un fiel cumplidor de sus deberes y derechos, como se
puede, por medio de la ensefianza, reparar un habil falsificador, un eficaz tramposo, un
excelente carterista, etc.,. Hasta a veces la intencion de quien ensefia es buena, pero su
ineficiencia técnica puede provocar un aprendizaje erroneo.

Cuando se divulgaron los trabajos de los fisidlogos en el campo de los reflejos

condicionados, los educadores consideraron la ensefianza como una técnica capaz de
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formar una serie de condicionamientos, una cadena de reflejos condicionados. De ahi que
la expresion “ensefiar es formar habitos”.

Posteriormente, surgio la definicidn: “ensefiar es distinguir y dirigir técnicamente el
aprendizaje”. Esta posicion, aceptada casi undnimemente por quienes se dedican a los
estudios pedagogicos, pone de relieve el hecho de que el proceso de ensefiar tiene, como
corolario obligatorio , el de aprender.

Siendo ciencia aplicada, la técnica nos dice que, para ensefiar, es necesario conocer
las ciencias de la educacion y saber emplear sus conclusiones en el momento oportuno y en
las condiciones adecuadas. Pero siendo la ensefianza una tarea compleja y llena de matices
profundamente dependiente de la naturaleza de la materia que se ha de ensefiar y, sobre
todo, altamente subordinada a las peculiaridades personales del que aprende, es también un
arte, pues exige inspiracion y alta creatividad. Cada clase, cada sesion de estudio, cada
tarea que se propone el alumno, debe tener ese toque artistico, esa inspiracion creadora para
realizar, de hecho, el ideal estético y creativo de una auténtica obra de arte.

De todo lo anteriormente expuesto se describen ciertos principios que deben guiar al
docente para obtener un aprendizaje auténtico:

e Debe facilitar la comprension total inicial, incentivando y orientando al
alumno.

e Para facilitar la comprension total, debe presentar, el Estimulo en forma
adecuada (con claridad, precision, simplicidad, etc.).

e Si el aprendizaje es complejo, debe descomponerlo en sus elementos.

e Para fijar la relacién Estimulo-reaccion, debe hacer que el alumno repita
la respuesta correcta.

e Si la respuesta es incorrecta, debe presentar nuevamente el estimulo de

otra manera, para facilitar su comprension.

2.- Precursores de la enseflanza-aprendizaje:

Para el desarrollo de cualquier trabajo dirigido a la ensefianza hay que tomar en
cuenta los aspectos e ideas que grandes pensadores dedicados a mejorar la ensefianza, luego

de sus grandes estudios, han establecido como guia para lograr una educacion efectiva. Por
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todo esto se deben tener presentes las ideas de COMENIO, quien afirmaba que el objeto y
fin de la educacion, es hacer que los seres humanos se parezcan a Cristo. Esto implica
preparacion para la vida, y no solo para una profesion. Esto implica ademés, una
correspondencia entre la accion y el ideal; la virtud es el corazén del proceso educativo. Y
para el logro de dicha idea, propone su metodo pedagogico el cual puede resumirse en
nueve principios basicos: 1.- La naturaleza actta en el momento oportuno; 2.- La naturaleza
prepara el material, antes de empezar a darle forma; 3.-La naturaleza elige un sujeto
apropiado para actuar sobre él o lo somete primero a un tratamiento adecuado para
convertirlo en tal; 4.- La naturaleza no es confusa en sus operaciones, sino que, al
progresar, pasa distintamente de un punto a otro, 5.- En todas las operaciones de la
naturaleza, el desarrollo viene desde adentro, 6.- En sus procesos formativos, la naturaleza
comienza por lo universal y termina por lo particular. 7.- La naturaleza no salta, sino que
avanza paso a paso. 8.- Si la naturaleza comienza algo no lo abandona hasta haber
completado la operaciéon y 9.- La naturaleza evita cuidadosamente los obstaculos y las
cosas que pueden causar dafios.

En el estudio sobre los pensamientos educativos de grandes pedagogos, no se
pueden olvidar las espectaculares tendencias de ROUSSEAU, para quien el principio y el
fin de la educacion no era el adulto, sino el nifio, éste tenia sus propios interese y vivia en
su propio mundo, y sus valores eran completamente distintos de los de los adultos. La
sociedad se habia equivocado al considerar absolutos los patrones educacionales. Estos
eran sélo postulados, mas importante que la sociedad era el individuo, cuya integridad se
debia salvaguardar. Rosseau como muchos pensadores progresistas que lo siguieron, creia
que, en educacién, se debe comenzar por el presente. La escuela no es una preparacion
para la vida; es la practica de la vida. Se debe, sobre todo, proteger al nifio de los vicios de
las sociedades, a fin de que sus virtudes puedan desarrollarse.

Otro pensador cuyos aportes hay que tomar en cuenta en cualquier estudio
pedagodgico es Johann H. Pestalozzi, cuyos ideales pedagogicos se basan en su filosofia
social. Al igual que Comenio y Kant, tenia tendencias utopistas: queria crear una sociedad
realmente ética, en la que se adorara a Dios se reconociera la moral y se estimulara el

espiritu creador del hombre.
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Una de las ideas mas importantes del pensamiento de Pestalozzi era la importancia
de las situaciones concretas, pues opinaba que lo que se ve se recuerda mas vivamente que
lo que se oye. Por eso, en la ensefianza del lenguaje, comenzaba con objetos, como
manzanas y arboles. Estaba seguro de que el conocimiento pasaba de lo concreto a lo
abstracto. Hizo también, varias innovaciones: uso pizarras y lapices y ensefi¢ las letras del
alfabeto por medio de tarjetas. Ademas, en lugar de ensefiar a un alumno por vez, organizé
clases especificas. Pestalozzi ensefiaba que debemos encarar la educacion desde el punto
de vista de la integracion: la cabeza, la mano y el corazon deben desarrollarse en armonia.
La educacion general es mas importante que la educacion especifica, pues todos
enfrentamos la vida en su complejidad.

La importante idea de que la mente tiene tres funciones: sabe, siente y quiere, se le
debe a otro pedagogo cuyos aportes también hay que tomar en cuenta y es Johann Fr.
Herbart. Segun él la voluntad no es una facultad aparte; es el deseo subyacente en nuestros
procesos mentales y en nuestras reacciones emocionales.

Otro aporte muy importante en el presente estudio, son las ideas de Jhon Dewey,
para quien la preocupacion radicaba en el alejamiento de los métodos pedagogicos de los
requerimientos de los métodos cientificos. Esta razon lo lleva a concebir una Escuela-
laboratorio donde todo gire alrededor de construcciones que involucren la experiencia,
entendida a la vez como el ensayar y el saber, como la prueba y el conocimiento.

La experiencia educativa es una reconstruccion constante de aquello que el nifio
hace y su estructura a partir de lo que vive. Esto lleva a la reconstruccién permanente del
proceso educativo. Un buen programa educativo esta relacionado con las preocupaciones y
con las experiencias personales del nifio. Por tal razén, no existe jerarquia en los estudios.
Cada experiencia es nueva. Ademas de que ninguna instruccién puede separar el saber del
hacer, y éste el sentido de su énfasis en el trabajo manual. La escuela es una comunidad
oficiosa, donde el orden y la disciplina se desarrollan a partir del trabajo que el nifio realiza.

Es importante destacar ademés las ideas de Maria Montessori, pues el método
Montessori otorga un papel primordial a la educacion de los sentidos, para cada uno de los
cuales hay un material especifico y una actividad motriz, este es un método de

investigacion y de trabajo donde el nifio actla con libertad y le permite crear un medio
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adecuado para experimentar, actuar, trabajar, asimilar y nutrir su espiritu. Este método de
aproximacién al mundo es valido para los conocimientos.

El punto de vista pedagdgico es muy importante a la hora de guiar la realizacion de
un trabajo dirigido a la ensefianza, pero no en grado menor el aspecto cientifico también
debe ser tomado en cuenta, para ello es necesario abordar las teorias conductuales y
cognoscitivas del aprendizaje.

Entre las teorias conductuales encontramos al condicionamiento clasico de Pavlov-
Watson, donde se condiciona el reflejo condicionado como la unidad bésica del
aprendizaje. Se considera que el aprendizaje consiste en la asociacion o apareamiento de
un estimulo condicionado (EC) y un estimulo incondicionado (El), en forma repetida y
sucesiva, hasta que el EC por si solo llega a provocar o evocar la misma respuesta.

Continuando con las teorias conductuales se presenta la Teoria Conexionista del
Aprendizaje de Thorndike. Para éste el aprendizaje era fundamentalmente una cuestion de
resolucion de problemas. Considera que la forma mas caracteristica de aprendizaje ocurre a
través de un proceso de ensayo y error, 0 como lo denomind mas tarde, un proceso de
seleccion y conexion. Establece una serie de Leyes sobre el aprendizaje: la primera que
denomina Ley del Efecto, segin la cual, cuando se establece una conexion entre una
situacion y una respuesta, las fuerza de dicha conexion aumenta o se debilita segun el
efecto gratificador o perturbador de la misma. Una segunda ley denominada Ley del
ejercicio, la que se refiere al fortalecimiento de las conexiones mediante la practica (ley del
uso) y al debilitamiento de las conexiones, cuando la practica se interrumpe. La tercera ley
se denomina Ley de Disposicion o Aprestamiento, de acuerdo con la cual todo aprendizaje
se relaciona con una actitud, o disposicion del organismo. Las actitudes o disposiciones
humanas generalmente estdn enmarcadas dentro de las caracteristicas de la cultura a la cual
pertenece el individuo. La actitud o disposicion determina no s6lo lo que haré la persona,
sino que es lo que le producird satisfaccion o fastidio.

Continuando con la Teoria conductual del aprendizaje del Condicionamiento
Operante de Skinner, quien considera que hay dos tipos de conducta que se corresponden
con dos tipos de aprendizaje, de la siguiente manera: la conducta respondiente ocasiona un
aprendizaje por condicionamiento clasico y una conducta operante ocasiona un aprendizaje

por condicionamiento operante.
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La conducta respondiente, conducta refleja o conducta de reaccion, abarca todas las
respuestas de los seres humanos u organismos animales que don determinados por la accién
de los estimulos.

Por conducta operante se entiende todo aquello que hacemos para producir un
cambio en nuestro mundo exterior. Es una conducta emitida por el sujeto y controlada por
sus efectos o consecuencias, que constituyen factores reforzadores.

El aprendizaje por condicionamiento clésico, se fundamenta en el concepto de
conducta respondiente y consiste en un proceso de asociacion a través del cual, un estimulo
antes neutral adquiere el poder de suscitar una respuesta que originalmente era causada por
otro estimulo.

El condicionamiento operante se concibe el aprendizaje como producto de las
consecuencias de las conductas emitidas por el organismo, podemos observar que el sujeto
que aprende es considerado un agente activo que opera sobre el ambiente, promoviendo
efectos sobre su mundo exterior.

Entrando ahora en las teorias Cognoscitivas del aprendizaje encontramos la teoria
del procesamiento de la informacion cuyo punto mas sobresaliente es el grado en que los
alumnos se consideran procesadores activos de la informacion en la medida en que el
individuo sea capaz de evaluar criticamente la informacién, y de pensar y comprender
contenidos nuevos, integrard méas facilmente esa informacién en las estructuras de
conocimiento ya existentes y podran aplicarla a situaciones nuevas. Segun esta teoria en la
resolucion de problemas se cumplen los siguientes pasos:

e Entender el problema con precision.

e |dentificar claramente la meta que conducira a la solucién.
e Identificar las condiciones o datos del problema.

e Disefiar un plan operativo que lleve a la solucion.

Esta importante teoria tiene las siguientes implicaciones pedagogicas: - El docente

debera tener presente que la percepcion, el aprendizaje y la memoria constituyen un

continuo de procesamiento, unificado por los principios internos que operan en el

sujeto. — La atencidn relaciona la percepcién con la accion y con las necesidades y

motivos de que aprende. — Las caracteristicas ambientales se constituyen en factores

que faciliten o retardan el desarrollo cognitivo del nifio.
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Encontrando ahora otra teoria cognitiva importante como lo es la del Aprendizaje
significativo de Ausubel, segin la cual existen distintos tipos de aprendizaje como
Memoristico o por repeticion, significativo, por recepcion y por descubrimiento.

Continuando con la teoria del aprendizaje Conceptual y por descubrimiento de
Bruner, para quien el ser humano desde el inicio de su desarrollo, comienza a formarse
representaciones sobre sus acciones y sus experiencias. Por lo que aparece el aprendizaje
por descubrimiento que consiste en la transformacion de hechos o experiencias, de manera
que se va mas alla de la informacion recibida. En este aprendizaje el estudiante tiene que
evaluar toda la informacién que le viene del ambiente, sin limitarse a repetir lo que le es
dado.

3.- Ensenanza Individualizada:

La ensefianza individualizada se pude definir como el tipo o especie de instruccién
que atiende las necesidades de cada estudiante desde el nivel en que se encuentra y propicia
su desarrollo libre de presiones, de competencias y tutelares continuos, contribuyendo a la
adquisicion, por parte del alumno, de un sentido de independencia mediante la evaluacion.

Se basa fundamentalmente en una concepcion de la educacion como proceso de
separacion individual, mediante el cual *... se intenta que el sujeto vaya desarrollando, y
haciendo efectivas sus propias posibilidades, que vaya disminuyendo o neutralizando sus
propias limitaciones y que vaya descubriendo los tipos de actividad y relaciones mas
acordes con sus caracteristicas propias”.

La ensefianza individualizada se apoya en la comprension de los intereses y
necesidades de cada grupo de alumnos como ente bio-psico-social para ofrecer contenidos
y experiencias de aprendizaje adecuadas a las singularidades del mismo.

La pedagogia moderna y dentro de ella la Ensefianza, pretende combatir y superar
esa concepcion anticuada del alumno medio, bueno o malo que no toma en cuenta las
diferencias individuales en aptitud, rendimiento, intereses y emotividad, que demandan un
trato distinto para cada alumno, tomando en cuenta que ... “ cada uno de los alumno es algo
peculiar y caracteristico, con una cualidades que, a pesar de ser posesion comuin, de todos,
se apartan de una norma ideal en grano matiz haciendo patente la condicion humana de
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constituir cada uno de un microcosmo un pequefio y gran universo de capacidad y
potencialidades variado y desemejante respecto a los otros”.
La ensefianza individualizada cumple con los principios bésicos de:

e Libertad
Se sedimenta en la autonomia de las personas y gracias a ésta el hombre
supera la coaccion del mundo que lo rodea. Sin la libertad seria imposible
hablar de la verdadera individualidad, ya que su ausencia obligaria a seguir
unos pasos estereotipados.
e Accion
Una verdadera educacion requiere una actividad y si nos concretamos al
campo de la instruccion el asunto aparece mas claro. Para ello hay que partir
del aprendizaje y no de la ensefianza, ya que el primero esta en el campo de
los objetivos y la segunda en el terreno de los medios.
Es preciso en el sistema de hilvanacion, que promueve los intereses del
alumno. Se ha dicho que la motivacion encuentra su maxima especificacion
en el interés y no hay que olvidar que la motivacion es la causa formal del
aprendizaje.
El principio de la accidon nos lleva a un sistema en el que el sujeto debe
conocer los objetivos que se persiguen ya que no puede andar ciego, sin
saber a donde va, los objetivos son los productos de aprendizaje del alumno
y de los Unicos que por si solo dan significado al planteamiento y a la
seleccion del materia.
¢ Responsabilidad.
Una vez que el alumno ha hecho uso de su libertad y ha elegido el trabajo
adecuado a su individualidad, esta obligado a responder de aquella eleccion,
y mas aun a compensarla si la actividad desarrollada no ha conseguido los
objetivos que libremente se eligieron.
El sujeto que se instruye mediante un trabajo individualizado, debe conocer
el significado de la actividad independiente y la autodisciplina para poder

responsabilizarse de aquella parte de la realidad que les incumbe.
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4.- Ensenanza Programada:

La ensefianza programada es un método pedagdgico y sistematico que se apoya en
bases experimentales. Este método se caracteriza por las siguientes notas:
e Labusqueda del orden de presentacion eficaz.
e La adaptacion al ritmo del alumno.
e Lacorreccién inmediata y punto por punto de lo adquirido.

Es necesario evitar confundir ensefianza programada y ensefianza automada. Es el
programa lo que ensefia no la maquina. La calidad del buen programa no se revela hasta
después de un largo uso. La maquina por el contrario, empezando por el simple manual
programado, provoca, siempre una reaccion de curiosidad, suscitando comportamientos
afectivos, permite una demostracion inmediata y también la inevitable y deliciosa

deserciones de la cultura, la tolerancia, el valor humano del profesor, etc.

5.- Ensenanza Asistida por computador:

La instruccion asistida por ordenador es una herramienta que permite al alumno
resolver ciertos problemas, que requieren potencia de célculo, adquirir cierto dominio de
una técnica de programacion.

En una clase escolar, el maestro decide qué tema ensefiar, lo presenta a los alumnos
(esperamos que requiriendo de su participacion, elevando la motivacion, presentando
ejemplos adecuados y utilizando todas las técnicas didacticas con las que su oficio y
experiencia le han provisto). La etapa siguiente es asignar ejercicios y actividades para que
los alumnos practiquen el conocimiento presentado.

La ensefianza asistida por el computador tiene los siguientes objetivos:

1. Facilitar al estudiante herramientas que sirvan no solamente para verificar o
fortalecer conceptos aprendidos, sino también como vehiculo de adquisicion de la
informacion, suficientemente flexible y adaptable en la medida de lo posible, al

nivel inicial y los progresos del estudiante.

25



2. Estimular el intercambio de informacion entre alumnos que trabajan de manera

independiente en ordenadores, relacionados entre si.

3. Analizar los medios de evaluacion de los progresos del alumno, bien en forma

asistida por el profesor, o bien de manera relativa.

La escuela tradicional se basa en la mayoria de los casos, en suposiciones como: La
escuela es el entorno donde los alumnos aprenden; Los maestros transmiten el
conocimiento a los alumno; Esta transmision se realiza en paralelo para grupos, de alumnos
estructurados en clases relativamente homogéneas.

La ensefianza asistida por el computador sostiene que: El aprendizaje puede realizarse
en la escuela, la casa, la empresa y en cualquier otro ambiente socialmente adecuado; El
maestro debe transformarse en un administrador de recursos educativos (uno de los cuales,
y muy importante es el maestro mismo) debe facilitar los procesos de aprendizajes del
alumno; Cada alumno progresara de acuerdo a un programa individual de estudios, definido
de acuerdo a su potencial, a su nivel, a sus inclinaciones y a las posibilidades y necesidades

de la sociedad.

6.- Didactica de la Matematica:

Una perspectiva tedrica que propone el desarrollo, de una rama del conocimiento
relativamente autonoma, designada como Didactica de las matematicas. Esta propuesta
tuvo su origen a raiz de la actividad desplegada basicamente por matematicos, En los
Institutos de Investigacion sobre la ensefianza de las matematicas (IREM) creados en
Francia luego de la reforma Educativa de fines de los afios 60, con la que se impuso la
ensefianza de la matematica moderna.

El objeto de estudio de la Didactica de matematicas es la situacion didactica
definida por Brousseau corno...

“Un conjunto de relaciones establecidas explicita y/o implicitamente entre un
alumno o un grupo de alumnos, un cierto medio (que comprende eventualmente
instrumentos u objetos) y un sistema educativo (representado por el profesor) con la
finalidad de lograr que estos alumnos se apropien de un saber constituido o en vias de

constituciones.
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El objeto fundamental de la didactica de Las mateméticas es averiguar como
funcionan las situaciones didacticas es decir, cuales de las caracteristicas de cada situacion
de aprendizaje resultan determinantes para la evolucién del comportamiento de los alumnos
y, subsecuentemente, de sus conocimientos. Esto no significa que s6lo interese analizar
situaciones didacticas exitosas. Incluso si una situacion didactica fracasa en su prcp6sito de
ensefar algo, su andlisis puede constituir un aporte a la didactica, si permite identificar los
aspectos de la situacién que resultaron determinantes de su fracaso.

Se plantea entonces al docente la eleccion de una estrategia de aprendizaje. Esta
eleccién (que cada uno hace al menos implicitamente) esta influida por numerosas
variables:

El punto de vista del docente sobre la disciplina ensefiada (¢,qué es la matematica?,
¢Que es hacer matematica?), su punto de vista sobre los objetivos generales de la ensefianza
y sobre aquellos especificos de la matematica, su punto de vista sobre los alumnos (sus
posibilidades, sus expectativas), la imagen que el docente se hace de las demandas de la
institucion (explicitas, implicitas o supuestas), de la demanda social o también de la de los
padres.

Muy esquematicamente se describiran tres modelos de referencia:

1. EL MODELO LLAMADO “NORMATIVO” (Centrado en el contenido):
Se trata de aportar, de comunicar un saber a los alumnos. La pedagogia es entonces
el arte de comunicar, de hacer pasar un saber.
e El maestro muestra las nociones, las introduce, provee los ejemplos.
e EIl alumno, en primer lugar, aprende, escucha, debe estar atento; luego
imita, se entrena, se ejercita, y al final aplica.
e El saber ya esta acabado, ya construido.
Se reconocen alli los métodos a veces llamados dogmaticos (de la regla a las

aplicaciones) o mayeuticos (preguntas/respuesta).

2. EL MODELO LLAMADO “INICIATIVO” (Centrado en el alumno)

Al principio se le preguntaba al alumno sobre sus intereses, sus motivaciones, sus
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propias necesidades ,su entorno.

e EIl maestro escucha al alumno, suscita su curiosidad le ayuda a utilizar
fuentes de informacién, responde a sus demandas, lo remite a
herramientas de aprendizaje (fichas), busca una mejor motivacion
(medio: célculo vivo de Freinet, centros de interés de Decroly].

e El alumno busca, organiza, luego estudia, aprende (a menudo de manera
préxima a lo que es la ensefianza programada).

e E1 saber estid ligado a las necesidades de la vida, del entorno (la
estructura propia de este saber pasa a un segundo plano).

Se reconocen alli las diferentes corrientes llamadas "métodos

activos".

3. EL MODELO LLAMADO "APROXIMATIVO" (CENTRADO EN LA
CONSTRUCCION DEL SABER POR EL ALUMNO):

Se propone partir de "modelos”, de concepciones existentes en el alumno y
"ponerlas a prueba” para mejorarlas, modificarlas o construir nuevas.

e EIl maestro propone y organiza una serie de .situaciones con distintos
obstaculos (variables didacticas dentro de estas situaciones), organiza las
diferentes fases (investigacion, formulacién, validacién, institucio-
nalizacion).

e Organiza la comunicacién de la clase, propone en el momento adecuado
los elementos convencionales del saber, (notaciones, terminologia).

e El alumno ensaya, busca, propone soluciones, las confronta con las de
sus compafieros, las define o las discute.

e E1 saber es considerado con su ldgica propia.
Notemos que ningun docente utiliza exclusivamente, uno de los modelos; que el

acto pedagdgico en toda su complejidad, utiliza elementos de cada uno de los modelos...,

pero que, a pesar de todo, cada uno hace una eleccion, consciente 0 no y de manera
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privilegiada, de uno de ellos.
Agreguemos que el estudio de estos modelos provee una buena herramienta de

analisis de las situaciones didacticas y de reflexidn para los docentes en formacion.

7.- Contextualizacion y Aplicabilidad del contenido:

Pedagogicamente, ya son varios los pensadores que concuerdan en el hecho de que
son de gran ayuda las situaciones concretas y la aplicacion cotidiana de los contenidos para
el logro de una aprendizaje efectivo y significativo, asi lo afirmaba Pestalozzi “las
situaciones concretas son de gran importancia, pues lo que se ve, se recuerda mas
vivamente que lo que se oye”. lgualmente afirmaba que el conocimiento pasaba de lo
concreto a lo abstracto.

Asi mismo, se encuentra la ideologia de Jhon Dewey, quien proponia una Escuela-
laboratorio donde todo sean construcciones que involucren la experiencia, pues consideraba
que la experiencia educativa es una reconstruccion constante de aquello que el alumno hace
y se estructura a partir de lo que vive. Por esto para ensefiar se debe empezar con una
experiencia del estudiante y dirigir esa experiencia hacia la construccion del conocimiento
deseado.

También se encuentra en esta ideologia las propuestas de Thorndike con la Teoria
Conexionista, pues en ella identifica el aprendizaje por ensayo y error, la ley del efecto o
conexién de algo vivido con el conocimiento, lo que confirma que si el conocimiento esta

asociado con situaciones experimentables por el estudiante se fijaran con mayor facilidad.

8.- La aplicacion de la matematica en el campo

econdmico:

Desde el comienzo de la Historia, los avances culturales y cientificos han dependido
del uso de simbolos. A medida que avanza el conocimiento en una disciplina, los simbolos
utilizados se hacen cada vez mas abstractos.

Cuando los conceptos a que se refieren los simbolos representas conceptos
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esencialmente cuantitativos es cuando las ciencias matematica resultan dtiles, y de hecho
indispensables, para analizar sus relaciones. En las matemaéticas, las definiciones o
axiomas y los supuestos se establecen con precision en forma simbolica, y el analisis se
realiza por deduccidn a fin de obtener conclusiones. En las matematicas aplicadas difieren
de las mateméticas puras en un aspecto muy importante: en la matematica pura los
simbolos representan conceptos abstractos cuyas propiedades se fijan por definicion,
mientras que en la matematica aplicada muchos simbolos corresponden a variables que se
observan en el mundo real; las propiedades de tales variables tienen que determinarse por
observacion y no por definicion abstracta, y luego enunciarse en forma matematica.

Dado que la Economia trata de conceptos que son de naturaleza esencialmente
cuantitativa, por ejemplo: precio, costo, escalas de salarios, inversiones, ingresos y
utilidades, gran parte del analisis economico es ineludiblemente matematico. Las
matematicas proporcionan una estructura sistematica logica dentro de la cual pueden
estudiarse las relaciones cuantitativas.

Las mateméticas hacen que el economista sea preciso al definir variables
pertinentes, al plantear con claridad las hipotesis formuladas, al establecer l6gicamente el
desarrollo del anélisis, y al considerar un nimero de variables mayor del que seria posible
expresar verbalmente. El analisis matematico toma las definiciones y supuestos tal como se
dan, y obtiene las conclusiones que se desprenden Iogicamente de ellos. Por lo tanto, el
analisis matematico es por naturaleza légico y no empirico, y puede considerarse
responsable de las conclusiones s6lo en cuanto a su validez légica, dadas las definiciones y
supuestos en que se basan aquellas, y no en cuanto a su exactitud empirica.

La matematica en la economia es una de las partes mas Utiles e interesantes de la
matematica aplicada, sobre todo en los tiempos actuales, cuando todo mundo aspira a lograr
con su dinero, el méximo de beneficios como comprador, y 6ptimos rendimientos como
inversionista. Esto demanda cada vez mas un mayor numero de profesionales y de
personas que sean capaces de efectuar célculo financieros, para llevar a cabo operaciones
econdmicas con seguridad y propiedad para obtener buenos resultados.

Es tanto que el estudio y aplicacion de la matematica a las finanzas, se reduce a algo
tan simple como disponer y saber utilizar los medios y elementos necesarios para trasladar

en el tiempo y de manera simbdlica, las cantidades de dinero que intervienen en cualquier
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operacion de carécter financiero.

La matematica en las finanzas es una ciencia de aplicacién inmediata, en el sentido
de que las personas que la estudian encuentran una fécil relacién entre los modelos
matematicos en que se basa y el mundo en que tales personas viven. La mayoria de ellas
compran autos, una casa u otro tipo de articulo a plazos, solicitan créditos, contratan pélizas
de seguro, etc. Asimismo, eluden la depreciacion de sus ahorros invirtiendo, en fin son
muchas las operaciones econémicas que en las personas realizan cotidianamente y en gran
cantidad de ocasiones sin conciencia de la operacion financiera que efectla.

De igual manera son la mayoria de los estudiantes los que realizan célculos
matematicos de manera mecénica y sin saber en qué los pueden aplicar y utilizar, situacion
ésta que reduce la motivacion de su parte para adquirir dichos conocimientos. Es por esto
que la aplicacion de la matemaética en la economia se hace necesaria para el desarrollo de la

vida social del estudiante.

BASES PSCOLOGICAS:
1.-El Aprendizaje:

Es el proceso que complementa la maduracion. Comprende todos aquellos cambios
o modificaciones de conducta relativamente permanentes, que son producto de la ex-
periencia, el adiestramiento o la préctica.

Es el proceso en virtud del cual una actividad se origina o se cambia a través de la
reaccion a una situacion encontrada.

Es el proceso por el que se adquiere la capacidad, de modificar favorablemente las
tendencias de reaccion debido a la experiencia previa, particularmente la construccion de
una nueva serie de reacciones motoras completamente coordinadas.

Desde el punto de vista educativo, el aprendizaje, debe conducir a:

e Adquisicion de nuevas formas de conducta socialmente deseables.
e Eliminacion de conductas no favorables pare el individuo o la sociedad.
e Sustitucion de conductas.

e Mejoramiento o afirmacion de la conducta deseable.
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2.- Importancia del Aprendizaje para el hombre.

El aprendizaje es un proceso de gran importancia para el hombre y por consiguiente
para la sociedad, en la cual éste se desarrolla ya que el aprendizaje es el que permite al
hombre interiorizar todas aquellas conductas que le permiten vivir en la sociedad.

También es de mucha importancia para el hombre ya que a través de éste el
individuo puede adquirir destrezas y conocimientos en determinadas areas que son lo que
le permite subsistir.

Sin el aprendizaje el hombre no tendria ningin tipo de educacion y cultura, no
podria vivir en sociedad, ya que para lograr y adquirir todas estas cosas el hombre debe
aprender e interiorizar ciertas conductas y habitos, que sean socialmente aceptados para
poder convivir con las demas personas de su especie.

Si no existiera el aprendizaje el hombre actuaria, por instinto y tarde o temprano

Ilegaria a la extincion de la especie humana.

3.- Tipos de Aprendizaje:

Para plantear los tipos de aprendizaje, los estudiaremos desde dos puntos de vista:
a. POR LAS CONDICIONES PRESENTES EN EL APRENDIZAJE.

1. Por_condicionamiento Clasico: En este tipo de aprendizaje se

busca una rapida respuesta basada principalmente en el estimulo, donde el aprendizaje no
esta relacionado en ningin momento con el comportamiento del individuo, las respuestas
son involuntarias, pues este aprendizaje actia a través del Sistema Nervioso Auténomo.

2. Por Condicionamiento Operante:: En este aprendizaje, la

respuesta es voluntaria del individuo, también en este aprendizaje son de Fundamental
importancia para el logro de una respuesta, factores como la recompensa o el castigo.

3. Aprendizaje por_Observacion: Este aprendizaje se presenta

cuando existe una identificacion con lo que se va a aprender, pues aparece cuando el
individuo aprende a imitar a través de la experiencia los problemas de la realidad.

4.- Aprendizaje por Habituacién: Es la Forma mas simple de

aprendizaje, pues surge cuando el individuo o animal repite gran cantidad de veces algo
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impuesto, logrando al final hacerlo algo normal y cotidiano.

5. Aprendizaje_Serial: Es un aprendizaje que afecta a los

comportamientos seriales motores, es decir, cuando se logre coordinar las secuencias

motoras para llegar a realizar una habilidad especifica.

b. POR LA FORMA EN QUE SE DA EL APRENDIZAJE:

1. Aprendizaje Motor: Las actividades motrices desempefian un

papel muy importante en la vida del individuo. Vivir exige cierto grado indispensable de
rapidez, precision y coordinacion de los movimientos. Tal vez por ser tan obvio, el
desarrollo motor no ha recibido en la escuela la atencion que merece, siendo esto mas
notable en el nivel de los grados elementales.

2. Aprendizaje Intuitivo: Es un tipo especial de aprendizaje, el cual

es precedido por un periodo de observacion y exploracion del ambiente (especialmente es
de los animales.

3. Aprendizaje Asociativo:  Mucho de lo que el ser humano

aprende se debe a su capacidad para memorizar, si repentinamente olvidaramos todas l1as
asociaciones que hemos establecido en la vida, perderiamos nuestra condicion de seres
humanos. Memorizar es uno de los requisitos basicos en la vida del hombre.

El aprendizaje asociativo esta intimamente relacionado con el desarrollo de las
percepciones, las cuales pueden definirse como sensaciones a las que se les, ha -adscrito un
significado. De este modo cuando el nifio oye cierto ruido, sabe que alguien esta
martillando, o cuando toca algo, puede decir que es tela, o cuando huele fruta puede
reconocer que es un mango, etc.

4. Aprendizaje de Ocasion: Es un aprendizaje realizado de modo

casual, sin salir del propio medio, es decir; sin esfuerzo o atencion especial, o0 sin intencion
de aprender.

5. Aprendizaje _Conceptual: La adquisicion de conceptos y

generalizaciones constituye una parte considerable del aprendizaje del hombre. El
aprendizaje conceptual es un medio valioso de organizar la experiencia el proceso de
desarrollar conceptos y generalizaciones, se extiende a lo largo de toda la vida.

E1l rasgo mas notable del aprendizaje de conceptos y generalizaciones es su
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acentuada dependencia de lo verbal. Elemento principal de dicho aprendizaje, tanto en su
logro como en su aplicacion, es la palabra. Empero, debe recordarse que existen ideas y
generalizaciones que no son verbales. Estas existen no solo antes de surgir el lenguaje, sino
en todas las etapas de la vida del individuo.

6. Aprendizaje en Masa: Es la memorizaciéon de series verbales

relativamente largas, o formacién de un habito motor complicado, mediante la repeticién
ininterrumpida.

7. _Aprendizaje Asociativo: En esta categoria incluimos todos

aquellos aprendizajes que dependen en gran parte de la apreciacién subjetiva del individuo,
tal como intereses, actitudes, ideales, gustos, preferencias, apreciacion estética, etc. La
caracteristica principal del aprendizaje apreciativo es la influencia notable de los factores
emocionales.

8. Aprendizaje Global vy por Partes: El aprendizaje logrado

mediante dos métodos para recordar material o aprender habitos, ya sea por repeticion de
todo el material 0 acto o ya sea por repeticion de alguna parte hasta que se ha aprendido,
procediendo luego con la siguiente.

9. Aprendizaje Creador: Todos los seres humanos tienen hasta

cierto punto capacidades creadoras. Por consiguiente, la labor de creacion no debe
limitarse a algunos individuos considerados excepcionales. Casi todas las personas nacen
con alguna capacidad para crear. Una de las funciones de la escuela consiste en
proporcionen un ambiente que estimule el desarrollo de esas potencialidades creativas.

10. Aprendizaje Mecanico: Es el aprendizaje logrado por la

pronunciacién y observacion repetida de una frase, estrofa, o de un largo parrafo de prosa o
poesia, hasta recitarlos sin error, y sin tomar en cuenta el significado.

11. Aprendizaje Reflexivo: EI aprendizaje reflexivo tiene gran

significacion en la vida del hombre. Su progreso se debe a su condicion de ente de
pensamiento. La actitud de indagacion frente a los problemas puede desarrollarse o
aprenderse.
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4. Factores Individuales del Aprendizaje:

Para explicar los factores individuales de aprendizaje se explicaran como variables.
Las variables son aspectos o condiciones de un fenémeno cuyas caracteristicas
Fluctdan de una situacion, a otra. Con respecto al aprendizaje, son ejemplos de variables:

la inteligencia, la edad, el sexo, la experiencia previa, etc.

VARIABLES QUE INFLUYEN EN EL APRENDIZAJE

1.- Variables relacionadas con el sujeto que aprende:
a. Variables Bioldgicas: Papel de:
e El sistema nervioso y secrecion endocrina.
e Lamaduracion, la edad y el sexo.

e Lapsicomotricidad.

b. Variables cognoscitivas: Papel de:
e Los procesos sensopercetivos.
e Laatencion.
e Lamemoria.
e El pensamiento.
e La inteligencia.
c. Variables psicosociales: Papel de:
e Lenguaje.
e Lacomunicacion.
e La motivacion.
e Lapersonalidad.
2. Variables relacionadas con la situacion de aprendizaje:
Papel de:
e La Tarea o material de aprendizaje.

e Las estrategias y métodos.
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e Latransferencia de aprendizaje.

e L as caracteristicas de los docentes.

VARIABLES BIOLOGICAS: Hacen referencia al papel que desempefian en el

aprendizaje, los sistemas y procesos del organismo que estan mas intimamente vinculados

con la organizacion y funcionamiento de los fendmenos que intervienen en el aprendizaje.

Dentro de estas variables tenemos:

EL SISTEMA NERVIOSO EN LOS PROCESOS DE APRENDIZAJE:

Al referirnos a las caracteristicas del cerebro humano, que permiten las
excepcionales posibilidades de aprendizaje que posee nuestra especie, mencionamos cuatro
areas que, segun los cientificos, cumplen funciones, fundamentales en la organizacién y
regulacion de las funciones psiquicas superiores.

Las cuatro areas consideradas son:

La Formacién Reticular: Esta formada por un entrecruzamiento de fibras
nerviosas y de neuronas que constituyen dos sistemas: El sistema reticular ascendente
S.R.A Yy el sistema reticular descendente S.R.D.

La F.R. esta situada en el tronco cerebral. El sistema reticular Ascendente ejerce
una accion activadora ascendente que culmina en importantes disposiciones a nivel de la
corteza cerebral, con participacion de la misma. Junto con los l6bulos Frontales, regula los
procesos de la atencion.

El Hipotdlamo: Contiene numerosas neuronas, mas densas en determinadas
regiones donde constituyen nucleos.

Junto con el talamo forma el diencéfalo. El hipotdlamo est4 situado al lado de la
hipdfisis.

El hipotdlamo cumple con las siguientes Funciones:

e Interviene en la iniciacion, mantenimiento v cese de comportamientos
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relacionados con necesidades corporales: hambre, sed, etc.

e Regula procesos relativos al equilibrio en el ambiente interno, esencial
para el normal funcionamiento de las células.

e El hipotdlamo recibe los efectos de otras partes del cerebro, de ahi que
sea susceptible a la influencia del aprendizaje.

e Influye en el Funcionamiento visceral vinculado a las reacciones
emocionales y al humor.

e Regula distintas necesidades, entre ellas, la sexualidad.

El Sistema Limbico: Estd formado por el bulbo olfatorio y las Formaciones
olfatorias, los nucleos amigdaloides y la formacion del hipocampo.

Parte del sistema limbico esté oculta en el uncus.

La Formacion del hipocampo esta situada en la profundidad de la fisura
hipocdmpica.

Anteriormente se creia que el sistema limbico se relacionaba exclusivamente con el
sentido del olfato. En la actualidad se reconoce que interviene en los procesos fisiolégicos
de las emociones. A partir de estudios experimentales recientes se le asigna al hipocampo

un papel importante En la transferencia de los recuerdos a la memoria a largo plazo.

Neocortex o cerebro cortical: El cerebro humano consta de dos hemisferios
simétricos unidos por el cuerpo calloso, cada hemisferio regula el lado opuesto del cuerpo,
sin embargo, no son independientes en su accion.

Ante la lesion de un hemisferio cerebral, el otro puede llegar a sustituirlo en amplia
medida.

Cada hemisferio cerebral tiene ciertas funciones respecto al Aprendizaje como:

e El hemisferio izquierdo es racional y el derecho es intuitivo.

e El hemisferio izquierdo es l6gico y el derecho es analdgico.

e El hemisferio izquierdo es secuencial y el derecho Es aglutinador.

e El hemisferio izquierdo responde e instrucciones verbales y el derecho a
Instrucciones no verbales.

e EIl hemisferio izquierdo hace juicios objetivos, el hemisferio derecho
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hace juicios subjetivos.
En Fin, son muchas les Funciones de cada hemisferio, pero esto no quiere decir que

trabajen separadamente al contrario, pueden trabajar muy bien ambos al mismo tiempo.

LA SECRECION ENDOCRINA EN EL APRENDIZAJE:

Las glandulas endocrinas pueden influir directamente en la conducta. Dichas
glandulas estan situadas en distintas partes del cuerpo y segregan sustancias quimicas
Ilamadas hormonas que pasan directamente a la sangre. De acuerdo con Burk, las

Funciones generales de la secrecidn endocrina son:

Accidn sobre el metabolismo.
Accién morfogenética.
Accion sobre las funciones de reproduccion.

Accion sobre la actividad nerviosa superior.

o~ w0 e

Accidn que moviliza las defensas del organismo en situaciones de emergencia.

LA MADURACION, LA EDAD Yy EL SEXO:

La Maduracion: Entendida como nivel de desarrollo, constituye una condicion
basica para el aprendizaje. Sin embargo, esta concepcion acerca de la relacion maduracion
aprendizaje, no es la Gnica que se ha postulado en el campo de la sicologia. Vygotski, en su
obra titulada EL DESARROLLO DE LOS PROCESOS SICOLOGICOS SUPERIORES,
opina que la relacion entre aprendizaje y desarrollo ha sido abordada en una forma
metodologicamente confusa y considera que se han incorporado postulados, premisas y

soluciones al problema, tedricamente vagas y carentes de evaluacion.
La Edad y el Aprendizaje: Con frecuencia oimos que la gente dice "loro viejo no

aprende a hablar”. ¢ Qué hay de cierto en esta afirmacion popular?.

Para dar respuesta a esta interrogante resumiremos lo siguiente:
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e Los primeros afios de vida tienen primordial importancia para el
aprendizaje del ser humano.

e Muchos aprendizajes guardan estrecha relacién con el proceso de
desarrollo y deben realizarse oportunamente.

e Todas las edades son buenas para aprender. Se aprende toda la vida.

Diferencias Sexuales y Aprendizaje: El sexo estd determinado fundamentalmente
por factores genéticos. La presencia de testiculos en el varon y de Ovarios en la hembra,
constituye los caracteres sexuales primarios.

Las diferencias que segun Maccoby y Jacklin parecen tener comprobacion empirica
son:

¢ Ventaja Femenina en el &mbito de las aptitudes verbales.
e Superioridad masculina en aptitudes espacio-visuales y en aptitud
matematica.

e Mayor incidencia de conducta agresiva en los varones.

Presentan como creencias populares que carecen de apoyo empirico en los estudios
examinados, las siguientes afirmaciones:
e Las mujeres son mas sociables y sugestionables.
e Las mujeres destacan en tareas sencillas y rutinarias mientras que los
hombres se destacan en tareas complejas que requieren pensamiento
analitico.

e Las mujeres tienen baja autoestima y escasa motivacion de logro.

LA PSICOMOTRICIDAD EN EL APRENDIZAJE:

Una gran parte de la conducta del hombre es motriz incluso entes de nacer la
criatura humana manifiesta movimientos variados y difusos. El ser humano dedica, en
forma prominente, los primeros afios de vida a desarrollar destrezas motrices
fundamentales.

Las primeras destrezas de respuesta al organismo son como actos de conducta, estan
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representados por las reacciones motoras del nifio.

En los primeros tres afios las adquisiciones motrices del nifio son considerables: en
un comienzo, los movimientos son globales e incoordinados, poco a poco va adquiriendo
una mayor coordinacion, a través de la interaccion desarrollo-aprendizaje.

Cada adquisicion motriz tiene una significacion tanto desde el punto de vista motor
como psicoldgico.

Las adquisiciones psicomotrices a las cuales haremos referencia son las siguientes:

e La coordinacién motora global.
e El esquema corporal.
e Estructuracion espacial: lateralidad y direccionalidad.

e Estructura temporal.

VARIABLES COGNOSCITIVAS: Las variables cognoscitivas, agrupan un

conjunto de fendmenos y funciones que permiten al sujeto que aprende su vinculacion con

el medio circundante, el incremento de su capacidad para obtener, seleccionar y producir
conocimientos que acompafian su actuacion como ser pensante y creativo. Con relacion a

esta categoria de variables se presentara un analisis de:

LOS PROCESOS DE SENSACION, PERCEPCION Y ATENCION EN EL
APRENDIZAJE.

La Sensacion: Se trata de una respuesta motora que por participacion de la corteza
cerebral se acompafa de conciencia: el sujeto se da cuenta de algo o siente algo. La
sensacion no surge pues, en los sentidos, sino en la excitacion de las neuronas corticales.

Las sensaciones representan el primer contacto de la mente con la materia.
Constituyen el medio basico por el cual la informacion acerca de los objetos y fendmenos
del mundo exterior y del propio organismo llega al cerebro, dandole al hombre la
posibilidad de orientarse en el mundo circundante y con respecto a su propio cuerpo.

La Percepcion: Es el proceso por el cual el individuo interpreta los estimulos
sensoriales.

Las percepciones siempre implican una imagen integral de los objetos y fendmenos
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de la realidad. Por ejemplo, cuando percibimos una rosa roja, no tenemos sensaciones
visuales y olfativas aisladas (color ,olor) sino que recibimos una imagen total, integral de la
rosa, con su forma, tamafio, color y olor caracteristicos.

Las percepciones es el resultado de un proceso complejo que no puede ser explicado
como un simple y agregado de sensaciones. En este complejo proceso intervienen algunos

factores corno:

La personalidad y la experiencia previa del sujeto, por cuanto el hombre al percibir
los objetos y fendmenos de la realidad, los interpreta segiin sus conocimientos actitudes,
motivaciones, intereses y valores, lo cual hace que las imagenes perceptivas cuando son
influenciadas predominantemente por factores internos, pueden carecer de objetividad.

La Participacion de distintos tipos de receptores sensoriales ya que la percepcion

casi nunca se reduce a los limites de una sola modalidad sensorial, sino que incluye en su
estructura el resultado de la labor mancomunada de varios érganos de los sentidos.

El lenguaje, en el sentido de que el hombre no se limita e mirar los objetos y
registrar pasivamente la informacion recibida. Al destacar y unificar los rasgos
substanciales, designa mediante la palabra los objetos percibidos, los nombra y clasifica en
determinadas categorias.

La atencion: Es la posibilidad de concentrar la actividad mental hacia un objeto o
circunstancia, o grupos de objetos o circunstancias, entre varios que se nos presentan en
forma simultanea.

Luria distingue tres aspectos caracteristicos de la atencion que nos permiten
comprender mejor el papel que desempefia dicho Fendmeno psicoldgico en la interaccion

del individuo con su medio. Tales aspectos son:

e Volumen de la atencion, es entendido como el nimero de sefiales

aferentes que adquieren caracter dominante en la conciencia.
e Estabilidad: Es la permanencia con que 1os procesos destacados por la
atencion, pueden conservar su caracter dominante.

e Las oscilaciones: Se refieren al caracter ciclico del proceso, segun el cual

determinados contenidos de la actividad consciente adquieren valor

dominante o lo pierden.
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LA MEMORIA EN EL APRENDIZAJE:

La memoria es una de las funciones béasicas que hacen posible el aprendizaje, ya
que gracias a ella el individuo almacena y conserva 1a informacion que adquiere, dia a dia.
El docente contribuird a facilitar en los alumnos el aprendizaje efectivo y la

adquisicion de una memoria a largo plazo si:

e Fomenta en ellos el deseo de aprender y recordar.

e Losayuda a organizar e integrar el material de aprendizaje.

e Hace énfasis en el dominio de los conceptos.

e Losayuda en la identificacion y solucion de problemas.

e Promueve la aplicacion de los conocimientos adquiridos.

¢ Insiste en que el aprendizaje sea secuencial y acumulativo.

e Ayuda a los alumnos a controlar aquellos factores que pueden ocasionar

el olvido.

EL PENSAMIENTO EN EL APRENDIZAJE:

Las operaciones basicas del pensamiento son de vital importancia en el aprendizaje,
ya que ellas le permiten al individuo Formar nociones y conceptos acerca de la realidad.
Sélo mediante el pensamiento se puede identificar, clasificar y organizar 1a experiencia.

El educador debe tener presente que la mejor Forma para que los alumnos
desarrollen tales operaciones es mediante la realizacion de numerosas y variadas
experiencias de aprendizaje que los capaciten para destacar lo esencial de los fendbmenos y

Ilegar por si mismos al proceso de generalizacion.
LA INTELIGENCIA EN EL APRENDIZAJE:
El desarrollo de IA inteligencia humane constituye necesariamente una de las

prioridades de la educacion, por cuanto la conducta inteligente es la que hace posible el

proceso de cambio de la persona como tal y de la sociedad.
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El docente estd siempre interactuando con nifios 0 jovenes que normalmente
presentan diferencias en sus habilidades mentales. Tendra alumnos que aprenden con
mayor, rapidez que otros, tendra nifios que manejan algunas situaciones mejor que otras, y
en general encontrard nifios con diferencias debidas a los niveles de desarrollo cog-

noscitivo alcanzado por ellos.

VARIABLES PSICOSOCIALES: Se refieren a aquellas caracteristicas de los

sujetos en una doble dimensién: como miembros de una sociedad a la cual pertenecen y

con la cual comparten tradiciones, creencias, lenguaje, actitudes y valores; y como personas
con necesidades, metas y propoésitos por los cuales luchar. Dentro de esta categoria de

variables, se hace referencia a:

EL LENGUAJE.
El lenguaje es un instrumento que permite al individuo la expresion del
pensamiento, la transmision de mensajes y por tanto, la comunicacion con los demas.

Representa uno de los logros mas caracteristicos de la especie humana.

LA COMUNICACION.

El hombre desde que nace participa en forma mas o menos activa en organizaciones
humanas. Primero en el seno de la Familia, luego en los grupos de juego, de trabajo o de
amigos; en la escuela, en la iglesia, en la comunidad. En cada una de estas instituciones el
individuo desarrolla una conducta social, interactla, intercambia experiencias, e ideas. Este

intercambio en sus distintas formas, constituye la comunicacién.

LA MOTIVACION..

La motivacion se define como cualquier condicién interna que inicia, guia y
mantiene una conducta. Comprende por tanto, todas aquellas condiciones béasicas que
activan una conducta, dirigiéndola hacia un fin u objetivo determinado.

El conocimiento de las motivaciones humanas es de particular importancia para el
docente, ya que a través de dicho conocimiento puede convertir el ambiente formal de la

escuela en un medio en el cual los nifios aprendan y se desarrollen en forma adecuada y
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eficaz. El proceso de la motivacion consiste en liberar energia que puede utilizarse para
alcanzar los objetivos educacionales.

Ahora bien -casi siempre- se insiste en que se debe motivar el inicio de una clase,
pero casi nunca se le informa al docente el por que de ello. Tal vez la justificacion mas
importante que se ha dado a la motivacion, es que ella posibilita la interconexion de los tres
tipos de cerebros que posee el ser humano, permitiendo de esta forma, que el individuo se

disponga a aprender con TODO el cerebro!.

LA PERSONALIDAD.

La personalidad es la organizacion dindmica, dentro del individuo, de aquellos
sistemas psicofisicos que determinan sus ajustes Unicos a su ambiente.

El ajuste deficiente de la personalidad tiende a estar asociado con un
aprovechamiento escolar inferior.

La mayoria de los problemas serios de personalidad, tienden a interferir en el
aprendizaje escolar de los alumnos.

Como caracteristicas que comunmente reflejan desajustes de la personalidad que
afectan el aprendizaje podemos sefialar:

e Los sintomas asociados a problemas organicos, especialmente
localizados en el sistema nervioso central. Entre estos se pueden
mencionar: la hiperactividad, irritabilidad, labilidad emocional, los
cuales obstaculizan la persistencia de la atencion.

e Altos niveles de ansiedad.

e Agresividad u hostilidad manifiesta.

e La falta de disposicion para cooperar.

e La falta de confianza en si mismo en inseguridad personal.

Por el contrario, podemos destacar como atributos de una personalidad armonica e
integrada que tienen efectos positivos en la actuacion de alumnos, los siguientes:
e Disposicién para asumir responsabilidades.
e Autonomia.

e Autoestima.
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e Sentimiento de identidad.

e (Capacidad para trazarse metas realistas.
e Equilibrio afectivo-emocional.

e Sentido del humor.

e Cooperacion y solidaridad humana.

o Otros.

VARIABLES RELACIONADAS CON LA SITUACION DE APRENDIZAJE:

Las variables relacionadas con la situacion de aprendizaje, denominadas también variables

situacionales abarcan todos aquellos factores del ambiente escolar que contribuyen al logro
de las metas educativas. Entre las maltiples variables que corresponden e esta categoria, es

objeto de analisis en el presente trabajo, las siguientes:

La tarea o material de aprendizaje.

- &

La estrategia y metodos.
c. Latransferencia del aprendizaje.
d. Las caracteristicas de los docentes.

5.- Principios Sicolégicos que fundamentan las

reqlas practicas para aprender con eficacia:

Existen muchas reglas practicas para lograr aprender con eficacia. Las mas

significativas son:

CALENTAMIENTO.

En este principio, le eficacia se logra solo después de cierto tiempo de préctica,
cuando se forma un conjunto, el cual tiene un efecto facilitador.

La practica constituye una condicion necesaria para aprender, la misma por si no es
suficiente, entonces es mas bien una condicién que un método de aprender y se puede
concebir corno rica experiencia.

Si es efectiva, la practica ofrece oportunidades, para modificar y fijar de una manera
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progresiva el aprendizaje. Para que la misma, sea fructifera, se requiere la presencia de
varios factores, entre ellos:

1.- La capacidad mental del individuo es muy importante en la determinacién de la
cantidad de préctica que requiere un aprendizaje para establecerse adecuadamente.

2.- Otro seria, la naturaleza de la actividad o de el material.

DISPOSICION O ACTITUD.

Esta regla, consiste en la disposicién o el animo de aprender un contenido, ya que;
si dicho contenido no absorbe la atencion, se podra estar estudiando durante, un tiempo
prolongado sin que al final se haya aprendido nada.

Por ende, la disposicion o preparacion mas o menos estable, de interés o proposito
que implica expectativa por un cierto tipo de experiencia y preparacion de una respuesta

apropiada; algunas veces se usa en un sentido.

LA MOTIVACION.

Es una de las condiciones fundamentales en el aprendizaje. So6lo mediante ella,
puede comprenderse el porqué de la conducta del hombre. Los motivos inician vigorizan,
dirigen y regulan las actividades del individuo.

Segun THORNDIKE, las funciones de los motivos son:

1.- Determinar la conducta.

2.- Provocar una reaccion que cambie el organismo o la situacion de modo que las
respuestas tiendan a ser satisfactorias.

No obstante, las motivaciones para aprender se pueden sintetizar en:

No hay conducta sin motivacion. De igual forma, tampoco hay aprendizaje sin que

haya una necesidad visceral, cortical o social que propicie o estimule a aprender. Siguiendo
la clasificacion de K. Lewin, él divide las motivaciones en dos tipos:
1.- LAS MOTIVACIONES PRIMARIAS, las cuales son: tanto positivas como
negativas.
1.1. La Motivacion primaria positiva, mas eficaz en el aprendizaje

humano, es especialmente en el intelectual, el cual es de indole cortico-social. Esta
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motivacion es innata y actla desde la corteza, recibe un notable refuerzo social en forma de
aplauso, aprobacién o simple confirmacién de lo exitoso de algin aprendizaje.
1.2. La Motivacion primaria negativa, Consiste en inducir a aprender pare

evitar un castigo el cual no tiene relacion directa con el aprendizaje.

2.- MOTIVACIONES SECUNDARIAS, son las que no consisten en gratificaciones

inherentes al mismo aprendizaje, sino en el logro de algo que queda mas alla del mismo.

LA RECITACION.

Se dice, que cuando se estad aprendiendo un material de apoyo nuevo, es
conveniente intercalar entre lecturas, sucesivas intentos de recitar todo o parte. La
recitacion nos proporciona un conocimiento inmediato de los resultados. Por otra parte,
supone una actitud mas activa, que la simple lectura, y ademas, se llega a practicar durante
el estudio las mismas destrezas que después se pediran en el aula.

En la misma, se distinguen varias etapas:

e LA ADQUISICION O FIJACION: que requiere recibir percepciones.

e LA CONSERVACION O RETENCION: Ademas de la adquisicion de
conocimientos, la memoria implica conservarlos durante un tiempo.

e LA EVOCACION o REPRODUCCION: Consiste en hacer presentes en
la conciencia los contenidos originales. Entonces, el olvido es el
fendmeno opuesto y se caracteriza por la imposibilidad de evocar.

e EL RECONOCIMIENTO: Consiste en reconocer el hecho pasado como

propio.

SOBREAPRENDIZAJE.

Es el aprendizaje en el cual la repeticion y la practica han proseguido més alla de lo
necesario para la retencion o recuerdo requerido; tal sobreaprendizaje puede, a pesar de
eso, ser necesario en vista de los factores que probablemente afectan el recuerdo, los que

necesariamente entran ulteriormente segun las circunstancias del caso.
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ESTUDIO MASIVO Y ESTUDIO DISTRIBUIDO.

Cuando un aprendizaje exige un gran empleo de tiempo es mas eficiente distribuir
los tiempos de estudio durante periodos prolongados, que concentrar el esfuerzo y la
energia en intervalo breve.

La explicacion més probable de esta conclusion experimental es que: la conducta al
estarse efectuando tiende a crear un estado que opera contra si mismo, se produce un

impulso negativo que reduce la eficiencia, es decir fatiga.

ESTUDIO GLOBAL Y ESTUDIO POR PARTES.
Es conveniente iniciar cualquier aprendizaje usando el método global, es decir,
haciendo una revision previa de todo lo que hay que aprender, para lograr una perspectiva

completa, y luego pasar a estudiar por partes procurando hacerlo progresivamente.

SIGNIFICADO.
La importancia de los significados en el aprendizaje ultimamente se le viene

concediendo mucha resonancia, siendo asi, que:

e Mas que un problema de hechos, aprender es un problema de
significados.

e Aprender es un problema de cambiar los significados.

e Aprender es descubrir los significados personales.

e EIl cambio en los significados personales requiere un clima apropiado.

e Retoy amenaza.

e El significado personal requiere experiencias.

e El aprendizaje ocurre mejor dentro de limites bien, definidos.

e Laensefianza efectiva depende de lo que uno considere importante.
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B. BASES SOCIOLOGICAS.

1. Computadora y Sociedad.

Los cambios tecnoldgicos habidos en los ultimos afios han alterado
profundamente el tejido de nuestra sociedad y han cambiado en gran medida nuestros
modos de proceder. Una de las principales protagonistas de esta situacion es la
computadora, concebida como una herramienta Gtil para la resolucion de una gran variedad
de problemas complicados Yy para realizar de forma rapida y eficaz las tareas pesadas, bien
por su tamafio, por su minuciosidad o por ser rutinarias.

En la actual sociedad es impensable la vida diaria sin el uso de las computadoras.
Han llegado a ser tan imprescindibles en multitud de aspectos cotidianos que sin ellas la
actividad se colapsaria.

Resumiremos en esta parte algunas de las diferentes aplicaciones y usos de la
computadora en la actualidad, teniendo en cuenta que cada dia aparece alguna nueva y que
su potencial parece ilimitado debido a sus principales caracteristicas:

Gran capacidad de almacenamiento y manejo de informacién. Alta precision y
rapidez en la realizacion de célculos, por complicados que estos sean.

Otro factor que afecta al crecimiento de las aplicaciones de la computadora es el
hecho de que su coste disminuye continuamente, habiéndose extendido su uso a pequefias
empresas, establecimientos y a los profesionales liberales.

Entre las muchas y muy diversas aplicaciones actuales de la computadora

podemos citar las siguientes:

a. Gestion Empresarial: Uno de los mayores impactos de la informatica ha sido el

que ha afectado a los trabajos administrativos de la oficina, dando lugar a una nueva técnica
conocida con el nombre de Ofimética. Algunas de las tareas administrativas que se pueden
realizar con la computadora son la gestion de personal, proceso de néminas, control de

inventarios, gestion de almacén, facturacion contabilidad, correspondencia, etc.

b. Aplicaciones Industriales: La computadora también ha ocupado su lugar en los
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procesos de fabricacion, siendo sus principales usos el control de procesos industriales,

robotica industrial, disefio y fabricacion asistidos por computadora.

c. Aplicaciones Técnico-cientificas: Son multitud las tareas que se realizan

dentro de esta area por medio de la computadora o con su ayuda.. En cualquier campo de
la investigacion se ha constituido en herramienta imprescindible. Algunas de las
aplicaciones técnico-cientificas principales son: la prediccion meteoroldgica, el control de

comunicaciones, control de satélite e ingenios espaciales, etc.

d. Aplicaciones médicas: La utilidad de la computadora en le medicina va desde

el control clinico de pacientes, hasta la investigacién de nuevos métodos de tratamiento de
enfermedades. Se pueden citar entre otras el diagnéstico clinico, mantenimiento de

historiales, etc.

e. Aplicaciones militares: El uso de la computadora por parte de los Gobiernos

en aplicaciones militares ha sido pionero y predecesor frente a las demés aplicaciones.
Como ejemplo basta decir que el Departamento de Defensa de los Estados Unidos es el
mayor consumidor usuario de informatica del mundo.

Destacan los sistemas computarizados de radar, conduccion automatizada de

misiles, espionaje militar por satélites artificiales, etc.

f. Aplicaciones Financieras: Los mercados financieros también se encuentran

afectados hasta en sus cimientos por el uso de las tecnologias de la informacion. Las
posibilidades de intercambiar ideas, realizar transacciones y transferencias de fondos a
través de las redes teleinformaticas internacionales permiten a los ejecutivos financieros

competir en una economia global.

g. Aplicaciones Educativas: El efecto de las computadoras en la educacion se ha

de contemplar desde dos puntos de vista. Por un lado la necesidad de incluir la informatica
como materia en los planes de estudios, ya que, como queda claro, la Computadora es ya

una herramienta esencial en todos los ambitos y por tanto es necesario que cualquier
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persona formada posea los conocimientos necesarios para su utilizacion 'y
aprovechamiento. En segundo lugar la computadora ha demostrado ser un complemento
muy (til en la formacion de los estudiantes en cualquiera de las reas mediante las técnicas
de EAO o Ensefianza asistida por computadora. En esta faceta educativa la computadora
proporciona caracteristicas didacticas importantes como perseverancia, paciencia,
disponibilidad continua y atencion individual, adaptandose al ritmo de aprendizaje y a los

condicionamientos particulares del alumno.

h. La Computadora Domeéstica: Desde que surgid la denominada
COMPUTADORA PERSONAL a comienzos de la década de los 80, el uso de esta

maquina Individual se ha popularizado enormemente llegando a la préctica totalidad de

medianas y pequefias empresas, oficinas y establecimientos, e introduciéndose finalmente
en multitud de hogares.

En este fendmeno de introduccion de la computadora en los hogares, conocido
como dom@tica, ha influido en gran manera la continua reduccion de sus precios asi como
la creacion y difusién de una gran cantidad de software general y especifico de aplicacién a
un elevado nimero de las tareas que realizamos habitualmente tanto en el &mbito de nuestro
trabajo como en el hogar.

No es facil predecir los futuros avances y mucho menos los plazos en que se
pueden llevar a cabo, habida cuenta que la evolucion y desarrollo de la tecnologia aumenta
a un ritmo cada vez mas acelerado. No obstante, a partir de los logros conseguidos y de
otros iniciados, se puede vislumbrar el efecto de su implantacién masiva, en la sociedad.

En el campo educativo, los programas tutoriales de ensefianza asistida por
ordenador (EAD) se generalizaran, en los centros docentes, lo que facilitard la labor del
profesor en la atencion individualizada y adaptacion a los diferentes ritmos de la
ensefianza-aprendizaje de los alumnos, asi como la atencion especializada a los alumnos
con algun tipo de discapacidad. Se utilizaran en esta area reconocedores y generadores de
voz para la comunicacion estudiante-computadora. Ademas, mediante el reconocimiento y
analisis de la voz, la computadora podra evaluar el estado fisico y animico del estudiante,
ajustando su programa a las necesidades de éste en cada momento.

En definitiva, podemos deducir que no todas las aplicaciones de la computadora
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son beneficiosas y ni siquiera efectivas, pero hemos de considerarlo como una herramienta
atil para ayudar a resolver nuestros problemas y que su efecto sobre los individuos y la
sociedad solamente dependera de la programacién que se le proporcione y del uso a que se

destine por parte de sus gestores.

2.- Caracteristicas de una Sociedad Tecnologica.

Entre las caracteristicas que definen la sociedad tecnoldgica destacamos:

e El incremento del consumo y materializacion progresiva de las
relaciones entre las personas.

e El desarrollo de un excesivo sentido de eficacia, y productividad como
criterio de realizacion personal.

e La valoracion de los resultados como criterio de avance del
conocimiento.

e La insistencia en los procesos de control y eficiencia.

e Laproduccion masiva de bienesde consumo.

e La continua anulacién de sistemas de produccion mecanismos,
sustituidos por los electronicos y robdticos.

e La seleccion continua de areas de desarrollo preferentemente en la
investigacion, ligadas al impacto tecnologico, proyecto Eureka, Comet,
etc.

e EIl impacto tecnoldgico en el ambito de las comunicaciones: satélites,
television, informética (redes), etc., que permiten una informacion
inmediata de lo acontecido a grandes distancias.

e La forma de vivir, relacionarse con el entorno, estructurar espacios y
realizar las actividades de produccién (trabajo).

e La busqueda de una rentabilidad inmediata, tanto, financiera como

pragmatica.
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3.- El sentido de la formacién del profesional en

una Sociedad Tecnolodgica:

La demanda de formacién en esta sociedad Tecnologica deviene tanto de las
propias exigencias del desarrollo, tecnolégico, como de la preparacion de los ciudadanos
para entender, concebir, usar, criticar y controlar los procesos y productos que la tecnologia
nos ofrece. En nuestra perspectiva es mas esta segunda exigencia la que reclama la
preparacion de ciudadanos y obviamente del profesor, para dominar y dar sentido a los
procesos Y recursos que la tecnologia pone a nuestro alcance.

La perspectiva tecnologica como provocadora de cambios exponenciales en le
relacion del hombre con el medio, con los otros y consigo mismo, exige al docente una
reflexion critica superadora de la misma. De ahi que la capacitacion del docente en el
analisis de la "dimensién tecnoldgica de nuestra sociedad y su consecuencia para el futuro”,
nos sea necesario el tenerlo en cuenta.

La formacién tecnoldgica ha de estar subsumida a una formacion general y
abierta del hombre que le capacite, en-la adquisicion de una conciencia critica y
prospectiva, descubriendo las posibilidades y riesgos que comporta un desmesurado
proceder tecnoldgico.

El siglo XXI y la formacion para el mismo es una exigencia inmediata. La
préxima centuria sera la del impacto tecnoldgico, lo que exigira de la educacion y los
profesores una prevision y apertura, pero con una actitud de cautela y critica. El docente ha
de reflexionar ante este nuevo desafio.

Obligandose a la adquisicion de un estilo de pensamiento que contemple estas
dimensiones:

e Critica.

e Prospectiva.

e Evolutiva-apertura.
e Socio-politica.

e Técnica-cientifica.
e Artistica-creativa.

e Cooperadora.
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e Tolerante-alteralidad.

¢ Riesgo-compromiso de cambio permanente.

e Profundo-reflexivo.

e Interiorizacion filtro selectivo del impacto:
e Medios.

e Tecnologia.

El profesor, el maestro y el experto en educacién son un tipo de profesionales que
preparan a los alumnos y profesores, respectivamente, para alcanzar un estilo nuevo de
aprender y ensefiar, este nuevo estilo se concreta en un dialogo o relacion comunicativa en
torno al analisis de unos conocimientos formalizados en disciplinas, que contribuyen a la
adquisicion de modos formativos de pensar y actuar.

Lo que una sociedad tecnologica demanda al profesional de la educacion es una
oferta clara sobre el modelo de hombre-educado y de nueva comunidad en proceso de
formacion, que habré de preparar para enfrentarse a los desafios de la proxima década y
siglo. EI profesional de la educacion precisa de una reflexion profunda sobre el sentido,
orientacion y modelo al que ha de responder con una 6ptima formacion en las demandas del

presente y futuro, asumiendo superadamente su pasado.

4.- Las Computadoras en la Educacion.

Las tecnologias informéticas y de comunicaciones han permeado todas las
organizaciones modernas y son utilizadas hoy en la mayoria de las actividades productivas
y de servicios. La razon de esto es que se reconoce que el acceso eficiente (rapidez,
calidad, confiabilidad) a la informacion juega un papel crucial en la sociedad moderna,
altamente competitiva, desburocratizada, de tendencias globalizantes y crecientemente
basada en el conocimiento.

El desarrollo tecnoldgico permite hoy en dia acceder a grandes recursos de
informacion, procesarlos y transformarlos en insumos de apoyo a la inteligencia vy
memoria de las personas. La tecnologia estd cambiando radicalmente las formas de trabajo,

los medios a través de los cuales las personas se comunican y aprenden, y los mecanismos
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con que acceden a los servicios que les ofrecen sus comunidades: transporte, comercio,
entretenimiento y gradualmente también, la educacion, en todos los niveles de edad y
profesion.

El objetivo general del sistema educativo es preparar a la gente para su vida post-
escolar. Esto quiere decir, disciplina y creatividad. Disciplina para trabajar en grado de
manera armonica y creatividad para imaginar soluciones distintas y mejores a los
problemas cotidianos y laborales.

Los objetivos de contar con tecnologias informaticas y de comunicaciones en los
establecimientos educacionales nos prestan grandes beneficios de los que se resumen los
siguientes:

e Modernizacién de la practica docente.

e Modernizacion de le gestion administrativa.
e Recursos de aprendizajes.

e Equidad y descentralizacion.

e Profesionalizacién.

Los profesores pueden compartir experiencias, guias de trabajo, éxitos y
experiencias educativas a través de las redes de comunicacion.

La utilizacion de la informatica en la educacion es un fendmeno que ya lleva més de
una década en los paises, desarrollados. También en Venezuela, numerosas escuelas, liceos
y colegios privados tienen computadores y la demanda por esta tecnologia aumenta afio a
ano.

E1 panorama actual, en general, refleja un consenso sobre la conveniencia de
utilizar computadores en la educacion, matizado con una serie de advertencias acerca de los
esfuerzos y recursos que deben invertirse, para que el impacto de las tecnologias sea

significativo.

a. Los proyectos exitosos han centrado sus esfuerzos en potenciar el
trabajo de los profesores. EIl profesor que ha logrado incorporar al
computador como una herramienta habitual en sus préacticas

docentes y en sus labores administrativas, puede ir logrando
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gradualmente cambios significativos en la calidad y efectividad de
su trabajo.

El s6lo hecho de colocar computadores en un establecimiento
educacional rara vez logra un impacto significativo. Para lograr
efectos, es fundamental considerar una capacitacion intensiva inicial
y un apoyo gradual en el largo plazo, comenzando con los
profesores, quienes a su vez, podran capacitar a sus alumnos.

El computador se considera una herramienta de uso general, para
todo profesor, independientemente de su asignatura, y no un fin si
logrado a través del aprendizaje de lenguajes de programacion o de
conocer la arquitectura interna de los computadores.

La tecnologia puede convertirse en aliada de los procesos de reforma
educacional, s6lo si los profesores La perciben como "aliada de su
parte”. El computador ha sido utilizado con éxito como herramienta
de apoyo a cambios graduales en las practicas pedagdgicas, como un
nuevo y poderoso recurso pedagdgico y para mejorar la relacion
alumno-profesor.

Ademas de los profesores, es necesario involucrar a la direccion del
establecimiento educacional en torno, a los actores que involucra, es
aquella que estimula la relacion institucién de educacion superior

establecimiento educacional.

La tecnologia computacional puede cumplir diversos roles en la educacion.

Algunos de ellos van estableciendo con el tiempo, una vez que los usos mas evidentes y de

efecto inmediato ya han sido asimilados. Existen literalmente miles de programas

computacionales susceptibles de ser utilizados en los establecimientos educacionales, los

cuales pueden clasificarse en las siguientes categorias:

1.- Programas de apoyo curricular, generalmente denominados software

educativo, que buscan reforzar completar o servir de material pedag6gico en una 0 mas

asignaturas.
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2.- Programas de apoyo administrativo, estas aplicaciones computacionales
buscan aliviar el trabajo de los profesores en areas tales como: planillas de notas, control
de asistencia, etc.

3.- Programas de proposito general o de productividad entre los cuales se
cuentan las planillas de calculo, los procesadores de Texto, y otros.

4.- Redes de datos. EIl uso de redes de datos en ambientes educacionales es
ampliamente difundido en el mundo y en Venezuela. Se usan como mecanismo de

coordinacion, de difusion y de acceso cultural especialmente para los centros mas alejados.

5.- La matematica en la sociedad:

El papel y la practica de las matematicas a nivel global y mundial esta sufriendo una
revolucion, con la influencia principal de la tecnologia de computo. Las calculadoras y los
sistemas de computo proporcionan a estudiantes y maestros la fuerza matematica que
ninguna generacion anterior podria haber imaginado. Incluso leemos en los periddicos
eventos impresionantes, como el reciente anuncio de la demostracion del Gltimo teorema de
Fermat. En términos de las matematicas, jseguramente ésta es la época mas excitante en
toda la historia!.

También es evidente que el dominio de la matematica es la puerta principal para las
carrera técnicas y profesionales para un nimero cada vez mayor de estudiantes en un rango
cada vez mayor de curricula. Adonde volteemos (en las empresas, el gobierno, la ciencia y
la tecnologia), casi todo aspecto del trabajo profesional esta relacionado con las
matematicas. Por tanto es necesario que se tenga un dominio de esta importante ciencia

para el avance y desarrollo en todos los ambitos de la sociedad.

6.- La Economia en la sociedad:

Durante siglos, la economia solamente existié de modo implicito, es decir, como
una préctica, sin que el hombre abordara su teorizacion. Mientras las sociedades

consumian aquello que producian, no se hizo sentir la necesidad de pensar
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econdmicamente. Cuando aparecio el sobrante o excedente econdémico, que permitia el
intercambio en el mercado, el hombre comenzé a desarrollar lo que David Ricardo (1772-
1823) Ilam¢é “Calculo economico”, cuyo centro de gravedad era la obtencion del méximo
beneficio en las operaciones de intercambio.

Hoy la ciencia econdmica ocupa un lugar tan destacado como cualquiera de las
grandes ciencias fisicas, y el “hecho econdmico” es el eje de la vida de las sociedades
modernas, tanto a nivel interno como a nivel exterior, pero en un proceso de engarce global
que permite ya hablar de la economia mundial.

Tedricamente la Economia “es la ciencia que estudia el uso 6ptimo de los recursos —
que son escasos por definicion- con el objetivo de satisfacer, dentro de un orden de
jerarquia y en la mayor medida posible, las necesidades econémicas ilimitadas del hombre
y de la sociedad.

La Ciencia econémica forma parte del conjunto de disciplinas sociales que tienen
como objeto de estudio al hombre en sus diversas manifestaciones. La Economia estudia al
hombre en su lucha por resolver el problema econémico. Una fase importante de la ciencia
econdmica es el estudio de las instituciones econdémicas creadas por las distintas sociedades
como medio para resolver el problema econémico.

A la luz del extraordinario papel que juegan los aspectos econdomicos en el
desenvolvimiento de la vida moderna, el conocimiento de los procesos econdmicos
fundamentales parece ya un imperativo para el ciudadano corriente. La progresiva
supeditacion de los drdenes sociales y politicos al orden econdémico, que se manifiesta en
los pueblos de occidente, y muy especialmente en los paises econémicamente menos
desarrollados, requiere de todo ciudadano medianamente culto, cierto conocimiento de la
estructura y funcionamiento del sistema econémico.

Aparte del valor cultural del estudio de la Ciencia Econdmica, el conocimiento de
los procesos economicos fundamentales es esencial para la mas eficaz participacion del
ciudadano en la vida publica.

Ademas de estas consideraciones generales que fortalecen la necesidad e
importancia del estudio de la Ciencia Econdmica, se puede sefialar en apoyo adicional la
estrecha relacion entre el éxito como empresario particular y el conocimiento del

funcionamiento del sistema econémico.
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D. BASES LEGALES.

1.- Ley Organica de Educacion (Articulo No. 27):

Le educacion tendra los siguientes objetivos:

1.- Continuar el proceso de formacion integral del hombre, formar profesionales y
especialistas y promover su actualizacion y mejoramiento conforme las necesidades, del
desarrollo nacional y del progreso cientifico.

2.- Fomentar la investigacion de nuevos conocimientos, e impulsar el progreso de
la ciencia, la tecnologia, las letras, las artes y deméas manifestaciones creadoras del, espiritu
en beneficio del bienestar del ser humano, de la sociedad y del desarrollo independiente de
le nacion.

3.- Difundir los conocimientos para elevar el nivel cultural y ponerlos al servicio

de la sociedad y del desarrollo integral del hombre.

2.- Resolucion No. 1 del Ministerio de Educacion

(Enero 1996).

El perfil profesional del docente en un contexto de educacion permanente, que
trasciende el marco curricular de los estudios que conducen a la habilitacion para el
gjercicio de la funcién educativa. En tal sentido, se aspira que todo docente sea promotor
de su desarrollo ulterior.

También ha de entenderse el perfil del docente como, una totalidad armdnica que
lo caracteriza o identifica como educador.

El perfil debe ser el punto de partida para la elaboracion de un curriculo que
enfatice en la integracion afectiva, ética e intelectual de 1a personalidad y el dominio de las
funciones profesionales del docente.

Un énfasis prioritario en la formacion del docente, debe ser el cultivo de la
capacidad de reflexion permanente en la accion y sobre la accion, para lograr la

transformacion creadora del acto educativo y de las condiciones que limitan el aprendizaje
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de los alumnos, al tiempo que se estimule el propio desarrollo profesional del educador. El
educador es un intelectual autbnomo y cooperativo, en proceso permanente de desarrollo
profesional que considera las estrategias de ensefianza-aprendizaje como hipdtesis de
accion, para analizarlas y comprobar su eficacia, eficiencia y pertinencia, a fin de
actualizarlas o sustituirlas.

El docente debe ser:

e (Capaces de propiciar la innovacion y el desarrollo educativo y de
participar consciente y creativamente en la elaboracién de disefios
pedagdgicos que conduzcan a la formacion de la poblacion.

e Preparados para comprender e interpretar los procesos de ensefianza y
aprendizaje, considerando el contexto social, las implicaciones éticas del
proceso educativo, el nivel de desarrollo del alumno, las caracteristicas
del contenido y los objetivos instruccionales.

e Con dominio tedrico y préactico de los saberes basicos de las areas del
conocimiento en las que se inscriben los programas oficiales del nivel,
modalidad o &rea de especializacion.

e Con un saber vivencial de los procesos de desarrollo y aprendizaje del
sujeto de su accion educadora.

e Conocedores de la realidad educativa y de sus relaciones con factores
sociales, econdmicos, Politicos y culturales del pais.

e Conscientes de sus responsabilidades en el andlisis y la solucion de los
problemas que afectan el funcionamiento de la institucién y la
comunidad donde presten sus servicios.

e Con una actitud critica, positiva y abierta a la posibilidad de cambio y de
superacion permanente, espiritu de servicios, solidos principios éticos
poseedores de caracteristicas y actitudes personales que les permiten
interpretar y desempefiar su rol en la comunidad y ser verdaderos

ejemplos de Educacion ciudadana.

60



CAPITULO Il

Marco Metodoldgico
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DISENO METODOLOGICO

3.1 Tipo de Investigacion:

La investigacion es basica y a partir de la informacion Tedrica y Practica
contenida en el presente trabajo en la seccion denominada “Desarrollo de la

Propuesta” de la pagina” “ se disefian las “pantallas” que permiten el desarrollo del

Software Educativo.

3.2 Fase de desarrollo:

Utilizando la Plataforma AUTHOWARE PARA WINDOWS (A.P.W), se
realizardn las implantaciones ocupacionales necesarias para desarrollar el Software

Educativo Propuesto.
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CAPITULO IV
Desarrollo de |la Propuesta
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PREFACIO

Es sabido que para el estudiante, la matematica no es nada facil, ademas segln
muchos estudios y luego de algunas discusiones se ha llegado a la conclusion de adjudicar
este hecho al caracter abstracto de dicha disciplina; pues dada su abstraccion, el alumno
considera que - la mencionada disciplina - no posee ningun tipo de aplicacion cotidiana,

mas alla de las operaciones bésicas.

La realizacion de esta propuesta es el producto de una inquietud por demostrar que a
pesar de la abstraccion del aspecto tedrico o conceptual de la matematica, ésta es de gran
utilidad y es aplicable en todos los aspectos de la vida social. En particular se mostrara

dicha aplicacion en un campo también muy importante como lo es La Economia.

Se escogid el campo Econdmico para mostrar la aplicacion de la matematica, dado
que como estudiante de Contaduria Publica, me ha llenado de satisfaccion y asombro, la

gran variedad de usos de diversos contenidos matematicos en este campo.

Ademés de la dificultad natural del estudio de la matemaética, se le agregan otros
factores psicoldgicos y pedagogicos que la hacen de menos facilidad de aprendizaje, dichos
factores son; desde el punto de vista psicoldgico es el temor y sobrenaturalidad atribuido a
la matematica desde nifios, tanto padres como docentes, le hacen creer al alumno que esta
disciplina es muy dificil y por ende son muy pocos los que la entienden, en fin, le crean una
predisposicion negativa hacia su estudio; el factor pedagdgico se encuentra en que el
docente de matemaética no presenta ningun tipo de actividad motivadora para introducir los
contenidos matematicos (importancia del contenido, historia, aplicabilidad, etc.),para
incentivar al estudiante y mostrarle estos aspectos surgidos de alguna situacion real o
natural, ademas de esto, tampoco le ensefian al alumno cémo pueden utilizar los contenidos

matematicos en la cotidianidad.
Pero esta situacion no es de total culpabilidad del docente, pues, éste en la gran
mayoria de los casos, no motiva al estudiante, ni le muestra la aplicaciéon de la matematica,

porque ni él mismo las conoce, por esto el desarrollo de esta propuesta esta dirigido a
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presentar tanto al docente como al alumno un material de referencia, donde se muestra una

de las tantas aplicaciones del conocimiento matematico, como lo es en la Economia.

Se busca que el docente lo use como herramienta para dar su clase, es decir,
resuelva y plantee problemas economicos donde se utilicen los aspectos teoricos del
conocimiento matematico ya impartidos por él en clase. Que el alumno lo utilice para
complementar el contenido dado en clase y tener mas material para ejercitarse, ademas de

aclarar cualquier duda.

El contenido de este trabajo estara organizado en unidades de aprendizaje, dentro de
las cuales se dara una explicacion general del conocimiento matematico a utilizar y se
pasara directamente a mostrar y explicar la aplicacion de dicho contenido a la Economia.
Luego de varios ejemplos y problemas resueltos se presentaran algunos propuestos cuya
respuesta, dada la complejidad del problema, se hara muy especifica o simplemente se dara

el resultado final.
La presente propuesta esté dirigida a la Educacion Bésica de la Tercera Etapa, la

media diversificada y profesional y a nivel Universitario. Por lo cual el docente puede usar

el aspecto que necesite de acuerdo al nivel en el cual se desemperie.
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1. ECUACIONES

Una Ecuacion es una proposicion que indica que dos expresiones son iguales. Las dos
expresiones que conforman una ecuacién son llamadas sus lados 0 miembros y estan

separadas por el signo de igualdad “="".

EJEMPLO 1: Resoluciéon de Ecuaciones

a. X+2=3
b. x-5=2
C. —l—:ﬁ

y—4
d. x?+3x+2=0

En el ejemplo anterior cada ecuacién contiene al menos una variable. Una variable es
un simbolo que puede ser reemplazado por un nimero cualquiera que pertenezca a un
conjunto numeérico. Los simbolos mas comunes para las variables son las ultimas
letras del alfabeto, X, y, z, w y t. En la ecuacién x + 2 = 3, los nimeros 2 y 3 son
Ilamados constantes. Son numeros fijos.

No esta permitido, en una ecuacion, que una variable tenga un valor para el cual alguna

expresion en esa ecuacion no esté definida. Por tanto, en

Y _s

y—4
y no puede ser 4, porque provocaria que el denominador fuese cero (no se puede dividir
entre cero).
Resolver una ecuacion significa encontrar todos los valores de sus variables para los
cuales la ecuacion es verdadera, (se cumple la igualdad). Estos valores son llamados
soluciones de la ecuacion y se dice que satisfacen la ecuacion. Cuando sélo esta
implicada una variable, una solucién también es llamada raiz. En ocasiones a una letra

que representa una cantidad desconocida en una ecuacién se le denomina incégnita.
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Ejemplos sobre terminologia para las Ecuaciones:

a. En la Ecuacion x + 2 = 3, la variable x es la incognita. EI unico valor de “Xx” que
satisface la ecuacion es 1. De aqui que 1 sea unaraiz y el conjunto solucién es {1}.

b. -2 esuna raiz de x* + 3x + 2 = 0 porque al sustituir —2 por “x”" hace que la ecuacién
sea verdadera: (-2)> + 3(-2) + 2 = 0.

c. W =7 -z es una ecuacion con dos incégnitas. Una solucidn es la pareja de valores
w =4y z = 3. Sin embargo, existe una infinidad de soluciones. ;Podria pensar en

otra?.

Ecuaciones Equivalentes

Generalmente, resolvemos una ecuacion encontrando una ecuacion equivalente que
tenga soluciones que se determinen facilmente. Realizando las siguientes operaciones,
encontramos ecuaciones equivalentes:
a. Sume o reste de cada lado de una ecuacion la misma expresién que represente
un namero.
b. Multiplique o divida cada lado de una ecuacion por la misma expresion que

represente un nimero diferente de cero.

EJEMPLO 2: Resolucion de una ecuacién con ecuaciones equivalentes.

Solucién.

3x-6=0 Sumando a ambos lados 6
3x—-6 +6 =0+6

3x=6 Multiplicando a ambos lados por %
1 1
—(3x) =(6) —
3( ) ()3

X=2
Para verificar la solucion, se sustituye el valor obtenido en la ecuacion original y se

debe cumplir la igualdad.

3(2)-6=0
6 -6=0
0=0
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1.1 Ecuaciones Lineales

Una ecuacion lineal en la variable x es una ecuacion que puede ser escrita
enlaforma ax+b=0,dondeay bsonconstantesya =0

Una ecuacion lineal también es llamada ecuacion de primer grado o
ecuacion de grado uno, ya que la potencia (exponente) mas alta de la variable que
aparece en la ecuacion es la primera (1).

Para resolver una ecuacion lineal realizamos operaciones en ella hasta que
tenemos una ecuacion equivalente cuyas soluciones son obvias. Esto significa una

ecuacion en la que la variable queda aislada en un lado de la ecuacion.

EJEMPLO 3: Resoluciéon de una ecuacién lineal

Resolver 5x — 6 = 3x

Solucién: Empezamos por dejar los términos que implican a x en un lado y las
constantes en el otro.
5X -6 =3x
5X =6 + (-3x) = 3x + (-3x) (sumando —-3x a ambos miembros),

2x-6=0 (simplificando),
2Xx-6+6 =0 + 6 (sumando 6 a ambos miembros),
2Xx =6 (simplificando),
% = g (dividiendo ambos miembros entre 2),
X = 3

El conjunto solucion es {3}.
EJEMPLO 4: Resolucidon de una ecuacion lineal
7X+3 9x-8 _

4
Solucion: Primero eliminamos las fracciones, multiplicando ambos lados de la

Resolver 6

ecuacion por minimo comun multiplo de los denominadores, que es 4.
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7X+3 9x-8
4. - = 4(6),
( 5 2 ) =4(6)
4. 7X2+ 3.4 9"4‘8 =24 (propiedad distributiva),
2(7x+3)—-(9x-8) =24 (simplificando),
14x+6-9x+8 =24 (propiedad distributiva),
5x+14 =24 (simplificando)
5x =10 (restando 14 de ambos lados),

X =5 (dividiendo ambos lados entre 5).

Toda Ecuacion Lineal tiene exactamente una raiz.

1.2 Ecuaciones Fraccionarias

Al resolver una ecuacion no lineal puede suceder que se reduzca a una ecuacion
lineal.

EJEMPLO 5: Resolucion de una ecuacién fraccionaria
Resolver i = L
Xx-4 x-3

Solucién:

Primero debemos escribir la ecuacion de forma que no tenga fracciones,

multiplicando ambos lados por el minimo comin multiplo de los denominadores.
(x = 4)(x - 3), tenemos

(x-Dx-3) ()= (x—4)(x—3)(xi_3)

5x-3)=6(x—-4) Ecuacion Lineal
5x -15=6x-24
9=x
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APLICACION ECONOMICA DE LAS ECUACIONES LINEALES Y
FRACCIONARIAS.

En la mayoria de los casos, para resolver problemas practicos deben traducirse las
relaciones establecidas a simbolos matemaéticos. Esto es conocido como modelacion, y

cada uno de los ejemplos ilustran las técnicas y conceptos basicos para ello.

EJEMPLO 6:
Pablo a ahorrado 2.300 Bs. Durante cuatro meses. En cada mes ha ahorrado

50 Bs. mas que en el anterior. ¢ Cual fue el monto de la primera cantidad ahorrada?

Solucioén:
Si llamamos x a la cantidad que ahorr6 el primer mes, entonces la segunda cantidad
(segundo mes) seria (x + 50), el tercer mes seria (x + 100) y finalmente el cuarto
mes seria (x + 150).
Para hallar el valor del primer mes resolvemos la ecuacién lineal

X + (x +50) + (x + 100) + (x + 150) = 2.300

4x + 300 =2.300
4x = 2.300 - 300

2000

X =
4

X = 500

La primera cantidad que ahorr6 pablo fue de 500 Bs.

EJEMPLO 7:
Un sastre compréd 20 metros de tela tipo A, y 30 metros de tela tipo B,

pagando 6 Bs. mas por el metro de tela tipo A que por el metro de tela tipo B; en

total pagd 1.120 Bs. ¢ Cudl es el precio de cada tipo de tela?
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Solucion :
Si llamamos x el precio de la tela tipo B, entonces el precio de la tela tipo A seria
(x + 6), por tanto la cantidad comprada seria 30x y 20(x + 6), luego para hallar el

precio de cada tipo de tela, resolvemos la ecuacion lineal

30x + 20(x + 6) =1.120
30x + 20x + 120 =1.120
50x =1.120 - 120

1000
X = ——
50
x =20

Dado que x es el precio de la tela tipo B entonces cada metro de tela tipo B cuesta
20 Bs. Dado que el precio de la tela tipo A esta dado por (x + 6), entonces el precio
de la tela tipo A es (20 + 6) = 26 Bs.

EJEMPLO 8:

La compafiia Anderson hace un producto para el que el costo variable por
unidad sea de 6 Bs. y el costo fijo sea de Bs. 80.000. Cada unidad tiene un precio
de venta de Bs. 10. Determine el nimero de unidades que deben venderse para
obtener una utilidad de Bs. 60.000.

Solucién: Sea g el nimero de unidades que deben ser vendidas (en problemas
econodmicos, q representa cantidad.) Entonces, si el costo variable (en bolivares) es
6q, el costo total ( la suma del costo variable y el costo fijo) serd 6g + 80.000, y el
ingreso total por la venta de g unidades resultard en 10g. Ya que

Utilidad = ingreso total — costo total.
El modelo para este problema es

60.000 = 10q - (69 + 80.000).
Resolviendo se obtiene

60.000 = 10q — 6q — 80.000

140.000 = 4q
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35.000 =q
Por tanto, se deben vender 35.000 unidades para obtener una ganancia de Bs.
60.000.

PROBLEMAS PROPUESTOS 1.1

1.- Un granjero vendi6 20 pollos e igual nimero de gallinas, cobrando por cada gallina 3
bolivares mas que por cada pollo y recibiendo en total 460 Bs. ¢Cual fue el precio unitario
de cada pollo y de cada gallina?.

R. 10 Bs. Los Pollos y 13 Bs. Las gallinas

2.- Cuatro amigos acordaron ahorrar, segun sus posibilidades econémicas, para comprarse
una carpa que cuesta 2.100 Bs. Juan y Pedro se comprometieron en pagar cada uno ¥ del
total. Luis se comprometid en pagar la tercera parte (1/3). El resto le correspondi6 pagar a
Carlos. ¢Cuanto tuvo que pagar cada uno de ellos?

R. Juan 525 Bs., Pedro 525 Bs., Luis 700 Bs. y Carlos 350 Bs.

3.- Antonio tiene cierto nimero de cromos y Luis tiene 13 méas que Antonio. Juntos tienen
77 cromos. ¢Cuéntos cromos tiene Antonio y cuantos tiene Luis?.

R. Antonio 32 cromos y Luis 45 cromos.

4.- En un corral, entre gallinas y conejos hay 41 animales y 118 patas de animales.
¢ Cuéntos conejos y cuéntas gallinas hay en el corral?.

R. 18 conejos y 23 gallinas.
5.- Una columna tiene % de su longitud introducida en tierra, 5/9 de la misma en el aguay 7

metros en el aire. ;Cuénto es la longitud total de la columna?
R. 36 metros.
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6.- Al sumar a un nimero su mitad se obtiene % menos la quinta parte de dicho nimero.

¢Cual es el nimero?
R. 15/34.

7.- En una escuela, 18 nifios y 20 nifias van a llevar 188 ladrillos, que estan en la camioneta,
al aula para repararla, de modo que todos sean llevados en un solo viaje y que cada nifio
Ileve dos ladrillos mas que cada nifia. Averigua cuantos ladrillos tiene que llevar cada nifio
y cada nifia.

R. Cada nifio 6 ladrillos y cada nifia 4 ladrillos.
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2. FUNCIONES.

Usualmente la palabra funcion es utilizada para indicar la dependencia de una
cantidad respecto a otra.

La funcién habitualmente se usa como sindnimo de “regla” 6 “correspondencia”.
Asi en una forma descriptiva y practica se define una funcion f de un conjunto X en un
conjunto Y como una regla que asigna a cada elemento x de X un unico elemento y de Y.
El conjunto X se llama dominio de definicion de f o simplemente dominio de la funcion f
y el conjunto Y que es el conjunto donde f toma valores es denominado codominio de f.

De otra manera: Una funcion f de X en Y es una relacion de X en Y, esto es, un
subconjunto de XxY, que satisface la siguiente propiedad:

También podria definirse funcion de la siguiente manera: Una funcion es una regla
que asigna a cada numero de entrada “x e X” exactamente un nimero de salida “y €Y”.
Al conjunto de nimeros de entrada a los cuales se les aplica la regla se le llama dominio de

la funcion. El conjunto de nimeros de salida es llamado el rango.

Para cada “x” € X hay exactamente un Unico “y” € Y tal que (x,y) € f.

Una funcion f de X en Y se denota de alguna de las formas siguientes:

. XY, X5y,

En el presente trabajo utilizaremos la primera notacion.

La correspondencia definida por una funcion es costumbre denotarla con letras
minasculas como f, g, h ... 0 bien con letras griegas ¢,¥..., en ocasiones se utilizan letras
mayusculas F, G, H,...

Un elemento cualquiera en el conjunto X se acostumbra denotar por x. Se  dice
que x es un elemento genérico de X y que es la variable independiente. Un elemento
genérico de Y se acostumbra denotar por y. Se dice que y es la variable dependiente, la
funcion se escribe mediante y = f(x).

Se pueden usar otras notaciones como:

y =f(v), v =g(u), y = H(t), u= Y(Kx),.
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EJEMPLO 9:

Dada la funcién y=x+2

Solucion:

f(x) no significa f veces x. f(x) es la salida que corresponde a la entrada x. Asi la
salida f(x) es lo mismo que y. Pero comoy = x + 2, podemos escribiry = f(x) = x + 2, 0
simplemente

f(x)=x+2

Siendo en este caso x la variable independiente, mientras que *“y” representa la
variable dependiente.

Por ejemplo para encontrar f(3), que es la salida correspondiente a la entrada 3,

reemplazamos con 3 cada x en f(x) = x + 2:

f(3)=3+2 =5
Del mismo modo,

f(8)=8+2 =10

f(-4)=-4+2=-2

Los ndmeros de salida tales como f(-4) son llamados valores de la funcion (o

valores funcionales). Y estan en el rango de f.

EJEMPLO 10:
La funcion de Interés esta definida por | = c.r.t. Con c el capital, r la taza de interés
y t el tiempo.
Solucion:
Por ejemplo, supongamos que se 500 Bs. ganan un interés simple a una tasa anual
del 6%. Entonces, en este caso:
| =500(0,06)t
Donde el tiempo (t) es la variable independiente y el Intereés (I) es la variable
dependiente. Conten afios e | en Bolivares.
Si queremos calcular el interés en 6 meses = % de un afio, entonces:
| =500(0,06)(1/2) = 15
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Lo que significa que 500 Bs. a una taza de 6% anual, alcanza un interés simple en 6

meses de 15 Bs.

Para continuar hay que ser mas especificos acerca del dominio de una funcion. A
menos que se establezca otra cosa, el dominio consiste en todos los nimeros reales (R)
para los cuales la regla de la funcion tenga sentido, esto es, que den valores de la funcion

reales.

EJEMPLO 11:

Con la funcién

h() = ——
X—6

Solucién:

Aqui cualquier nimero real puede ser usado para X excepto 6, ya que el
denominador es cero cuando x = 6. Por tanto, el dominio de h se entendera como todos los

numeros reales excepto 6.
Determinacion de dominios.

El dominio consiste en todos los nimeros reales para los cuales la regla de la
funcion tenga sentido, esto es, que los valores de la funcidn sean nimeros reales.

Formalmente El dominio de la funcion f es el mayor subconjunto del conjunto
de los nimeros reales para el cual f esta definida.

Por lo tanto, se deben determinar los valores x € R tales que f(x) € R. Muchas
veces la determinacion del dominio de f conduce a resolver ecuaciones e inecuaciones en
una variable.

EJEMPLO 12:

Solucioén:

- - 1 . .
e El dominio de la funcién f(x) = 3 es todo el conjunto de los nimeros reales,
X_

excepto el 3, pues para éste la funcion no esta definida, pues el denominador es

igual a cero, y dicha solucion no esté definida en los nimeros reales.
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e EIl dominio de la funcion f(x) = es todo el conjunto R ya que para

+x?

cualquier valor que tome x la funcién estara definida, pues el denominador no se

hara cero, y sabemos que 1 + x* > 0 para todo x € R.
e EIl dominio de la funcién h(t) = +/t+2 es el intervalo infinito [-2,:0), ya que

~Jt+2 esun ndmero real siy sélo si t + 2 > 0, es decir, t>-2. Pues sabemos que

en los nimeros reales no esta definida una raiz con indice par de un nimero

negativo.

EJEMPLO 13:
Solucioén:
Para la funcion de interés del ejemplo anterior definida por la formula I = c.r.t, el
namero de entrada t no puede ser negativo ya que el tiempo negativo no tiene sentido

fisico. Asi que el dominio consiste en todos los nimeros no negativos.
Determinacion del dominio y de valores funcionales.

Sea g(x) = 3x* = x + 5.

Primero observamos el dominio de la funcidn, que en este caso se aprecia que
podemos utilizar cualquier nimero real en lugar de x y obtenemos un nimero real.

Por tanto podemos sustituir a x por cualquier nimero real, como:
Encontrar g(z).

9@z)=3(2)’-z+5=32-z+5
Encontrar g(3).

9(3) =3(3)°-(8) +5=3(9)—-3+5=27+2=29
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APLICACION ECONOMICA DE LAS FUNCIONES

Como se ha visto, una funcion es en esencia una correspondencia por la que a cada
numero de entrada en el dominio se asigna un nimero de salida en el rango.

En Economia son muchas las situaciones que se expresan como una funcion, es
decir que una situaciéon determinada, depende del comportamiento de un aspecto. En el
presente trabajo, se abordaran las funciones mas conocidas y mas utilizadas, como lo son:

la funcion demanda, oferta, costo, ingreso y beneficio.

Funciéon demanda.

Suponga que la ecuacién p= 100/q describe la relacion entre el precio por unidad p
de cierto producto y el nimero de unidades q del producto que los consumidores compraran
(demanda) por semana a ese precio. Esta ecuacion es llamada ecuacién de demanda para el
producto. Si g es un nimero de entrada, entonces para cada valor de g se asigna
exactamente un nimero de salida p:

100
q—>—=p

Por ejemplo, 20—)% =5;

Esto es, cuando g es 20, entonces p es 5. Asi, el precio p es una funcion de la
cantidad demandada, q. Esta funcion es llamada funcion de demanda. La variable
independiente es g, y p es la variable dependiente. Ya que g no puede ser cero (la division
entre cero no esta definida) y no puede ser negativa (g representa una cantidad), el domino

es todos los valores de g tales que g>0.

Analizando cotidianamente la funcion de la demanda, en general, salvo casos muy
singulares, la ecuacion de la demanda representa a g como una funcién decreciente de
p, debido a la tendencia en la poblacion a consumir menor cantidad del bien a medida que

el precio de éste aumenta.
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También se puede expresar la funcién de demanda de g en funcion de p, siendo esta

q = f(p), donde la cantidad demandada g depende del precio unitario p.

EJEMPLO 14:
Se tienen dos bienes, B1y B2, con funciones de demanda dadas por:
Bien B1:q=f(p) = 90;3p

Bien B2: q=f(p) =140-12p

Donde p viene expresado en bolivares.

a) Si el precio unitario de ambos bienes es de Bs. 5,75, ¢Cuél de los dos bienes tendra
mayor demanda?

b) ¢Existe algin precio del mercado para el cual la demanda de ambos bienes sea la
misma?
Solucioén:

a) Para averiguar cual de los dos bienes tendrd una mayor demanda, si el
precio unitario de ambos es de Bs. 5,75; bastard hacer p = 5,75 en cada
una de las funciones de demanda y hallar el valor de g correspondiente.
Asi.

Para B1: q= 0-36,75) 35(5’75)

= 14,55

ParaB2:  q=140-12(575)="71

Por lo tanto para un precio unitario de Bs. 5,75, el bien B2 tendra una mayor
demanda (71) que el bien B1 (14,55).

b) La respuesta a la interrogante planteada acerca de la existencia de algin
precio que iguale la demanda de ambos bienes, la tendremos al resolver la
ecuacion que resulta al igualar las cantidades demandadas de dichos
bienes. Es decir, el precio p, que iguala la demanda del bien B1 con la del

bien B2, es aquél que verifica la ecuacion:
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90-3P _ 140-12p

Esto es:
90 — 3p =5 (140 - 12p)
90 — 3p = 700 — 60p
60p — 3p =700 - 90

57 p =610
_ 610
57
p =10,70

Por lo tanto, si el precio es de Bs. 10.70, ambos bienes tendran la misma
demanda. EI valor de demanda comun se obtiene al sustituir este precio en

cualquiera de las dos funciones de demanda; en este caso, resulta ser g =11,6

unidades.
EJEMPLO 15:
La funcion de demanda de un producto est4 dada por:
551—
p=f(g) =

Si la demanda del producto es de 255, ;Cual sera el precio unitario del producto?

Solucioén:
Para averiguar el precio del producto, s6lo hay que hacer q = 255 en la funcion de
demanda y hallar el valor de p.
551- 255
=— =74
4
Por lo tanto el precio unitario del producto es de 74 Bolivares.
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Funcion de oferta

La siguiente tabla es un programa de oferta.

p q
Precio por Cantidad surtida
Unidad por semana
500 11
600 14
700 17
800 20

Esta tabla da una correspondencia entre el precio p de cierto producto y la cantidad
g que los fabricantes proporcionan por semana a ese precio. A cada producto le
corresponde exactamente una cantidad y viceversa.

Si p es la variable independiente, entonces g es una funcion de p, digamos g = f(p),
y f(500) = 11, f(600) = 14, f(700) = 17 Y F(800) = 20.

Observando que, cuando el precio por unidad se incremente, los fabricantes esta
dispuestos a surtir mas unidades por semana.

Por otra parte, si q es la variable independiente, entonces p es una funcion de q,
digamos p = g(q), y g(11) = 500, g(14) = 600, g(17) = 700 y g(20) = 800.

Por esto se habla de fy g como funciones de oferta.

Asi como la demanda se refiere a la cantidad de un bien que los consumidores estan
dispuestos a comprar en un determinado periodo de tiempo. La oferta trata de la cantidad
del bien que los productores colocan en el mercado para su venta.

La funcién de oferta s = f(p) de s (oferta) en funcion de p (precio unitario),
también se puede expresar de p en funcién de s siendo esta p = f(s), donde el precio
depende de la cantidad ofertada.

La funcién de la oferta, en contraposicion a la funcion de la demanda,
representa, en general, a p como funcion creciente de s; esto se explica por el incentivo
de los productores a generar més cantidades del bien a medida que el precio en el mercado

Sea mayor.
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EJEMPLO 16:

Se tienen dos bienes A y B, con ecuaciones de oferta dadas por:

Bien A: s=f(p) = P ;20
. 120+ p
Bien B: s=f(p) =
() 15

Un consumidor acude al Mercado con las intenciones de comprar uno cualquiera de
dichos bienes:
a) Si el consumidor esta dispuesto a pagar Bs. 12 por cada unidad del bien comprado,

¢Cudl de los bienes deberia comprar?

Solucion:

Para determinar el bien a comprar por el consumidor, que solo esta dispuesto a
pagar Bs. 12 por cada unidad del bien comprado, deberan evaluarse para este precio, las
cantidades ofrecidas para cada productor de los bienes considerados y seleccionar aquél

cuya oferta sea mayor.

Para el bien A: s= 12 ; 20 =6,4
Para el bien B: s= 123; 12 =88

Por lo tanto, el consumidor debera comprar el bien B.

EJEMPLO 17:
Una compafiia va a entregar mensualmente 5000 linternas de bolsillo a un precio de
Bs. 500 la unidad; si el precio unitario es de Bs. 350, ofrece s6lo 2000 unidades.

Suponiendo que la funcion de la oferta es lineal. Obtenga la funcion de la oferta.

Solucioén:
Para s = 5000, se tiene que p = 500; es decir:
5000 = a + 500b.

Analogamente, si p = 350, s = 2000, lo que se traduce en:
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2000 = a + 350b.

Los valores de “a” y “b” se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones:
5000 = a + 500b
2000 = a + 350b

cuya solucion es: a = - 5000, b = 20. La Funcion de la oferta es por tanto:
s =-5000 + 20p.

Hasta ahora se han presentado dos funciones muy importantes en el mercado; la
oferta y la demanda. No obstante que en cada una de ellas influye el precio, ninguna por si
sola puede determinar el precio. Los precios en un mercado de competencia estan
determinados por el equilibrio de estas funciones. De esto surge la definicién de Punto de
Equilibrio.

Sea B un bien cualquiera y T un periodo de referencia, llamamos Punto de
equilibrio del bien B, en el periodo T, al punto en donde se igualan la cantidad ofrecida, s y
la cantidad demandada, g.

El valor del precio, en el punto de equilibrio, lo denominamos Precio de Equilibrio
del bien B; la cantidad demandada (ofrecida) en el punto de equilibrio la denominamos
Cantidad de Equilibrio.

EJEMPLO 18:
Si las ecuaciones de la demanda y de la oferta de un determinado bien son,
respectivamente:

_180-15p
a 2

s=6p-18
Obtenga el punto de equilibrio.

Solucién:

Por definicion, las coordenadas del punto de equilibrio se obtienen hallando el punto

de interseccion de las curvas de demanda y de oferta del bien considerado. Es decir,
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obteniendo el punto para el cual la demanda g se iguala a la oferta s; en otras palabras;
cuando se da la igualdad;
q=s
En este caso, la igualdad anterior adopta forma:
180-15p _ 6p— 18

De donde,
180-15p=12p-36
180 + 36 = 12p + 15p
216 =27p
216 _
o7 p
8=p
Siendo p = 8; el valor de la cantidad ofrecida para p = 8, resulta ser q = s = 30.

En definitiva, el precio de equilibrio es 8 y la cantidad de equilibrio es 30.

Funcion Costo, Ingreso y Beneficio

Las empresas realizan dos funciones basicas; por un lado, elaboran o transforman
bienes y recursos para su posterior venta; por otro lado, compran recursos en el mercado de
factores. Una de las decisiones fundamentales que toda empresa debe tomar es la cantidad
que va a producir, y ésta depende del precio de venta y del costo de produccion; esta
decision es guiada por el deseo de maximizar el beneficio, definido como la diferencia

entre el ingreso y el costo total.
BENEFICIO = INGRESO - COSTO TOTAL.

En general, el costo total (C), asociado a un proceso productivo, es el resultado de la
suma de dos tipos de costo: el costo fijo (CF) y el costo variable (CV). El primero
contempla aquellos gastos que no dependen de las cantidades producidas como por ejemplo
los incurridos en: compra y mantenimiento del edificio, compra de maquinaria, pagos al

personal administrativo, etc. EI costo variable depende de la cantidad producida; aqui se
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incluyen los gastos efectuados en la compra de materia prima, gastos energeticos,
transporte, pago de obreros, etc.; este costo aumenta conforme aumenta la produccion.

Se puede establecer la relacion entre los costos anteriores por la ecuacion:

C=CF+CV.

Por lo tanto llamamos Funcion de costo de un bien B, en el periodo T, a la funcién
que nos muestra para cada nivel de produccién g, el costo total asociado C. Es decir la
funcion: C=1f(q) conC>0,q>0.

En adelante supondremos que la ecuacién de costo es del tipo lineal, es decir de la forma:
C=a+hqg

Interpretando econdémicamente las constantes “a” y “b” que aparecen en la ecuacion

anterior:

e a, la ordenada en el origen, es el valor del costo cuando g = 0; podemos

interpretar este valor como el correspondiente al costo fijo de produccion.

e Db, la pendiente, representa el aumento de costo necesario para producir una

unidad adicional del bien.;Por qué?; a este valor lo llamamos costo marginal
(Cma) del bien.

EJEMPLO 19:
La funcion de costo de un bien es: C = 4680,35 + 200q
a) Obtén el Costo fijo y el costo variable.

b) Determina el costo marginal.

Solucién:

El Costo fijo es igual a la ordenada en el origen, a, esto es:

CF =4680,35

La funcion de costo variable es C — CF; o sea;
CV =200q

El Costo marginal es el valor de la pendiente, b; es decir:
CMa=b =200
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Funcién de Ingreso

Llamamos Funcion de Ingreso de un bien, en el periodo T, a la funcion que nos
muestra para cada nivel de produccion g, el ingreso proveniente de la venta, I. Es decir a la

funcion: I = f(g) con 1>0, g>0.

Funcion de Beneficio

Como se dijo en parrafos anteriores, la funcion primordial de una empresa es la de
maximizar sus beneficios. EIl beneficio dado por un bien B, producto de la venta de q
unidades del mismo, es:

B=1-C
Siendo | el ingreso obtenido y C el costo ocasionado, por la venta y produccion,
respectivamente de g unidades de dicho bien.

Tanto I como C son funciones de Q, en consecuencia B también lo es.

Llamamos Funcidn de Beneficio de un bien en el periodo T, a la funcion que nos
muestra para cada nivel de produccion q, el beneficio obtenido B. Es decir a la funcion:

B = f(g) con ¢=0.

EJEMPLO 20:
Una empresa puede vender un determinado articulo a un precio unitario de Bs. 70.
El costo fijo de produccion es de Bs. 8000, mientras que el costo marginal se estima en Bs.
30 por unidad.
a) Obten las funciones de Costo e Ingreso.

b) Obtén la funcién de Beneficio.

Solucioén:
El Costo fijo es por condiciones del problema, CF = 8000; el costo variable, CV, se
determina mediante la relacion:
Cv=CMa.q

Es decir:
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CV =30q

Por lo tanto, la funcion de Costo, C es:
C=CF+CV =8000 + 30q

La funcidn de Ingreso se obtiene mediante la relacion fundamental
I=p.q

En consecuencia:
1=70q

La funcion de beneficio se obtiene mediante la relacion:
B=I1-C

Es decir,
B = 70q — (8000 + 30q)
B = 40q — 8000.

Funcion de Produccién

Las empresas en su proceso de produccion utilizan recursos, o mejor dicho, factores
de produccion. La idea del asunto esta en determinar la forma en que se combinan dichos
factores para producir un cierto nimero de unidades del bien considerado; es decir:

¢Que cantidad de producto se puede elaborar con determinadas
disponibilidades de tierra, trabajo, maquinaria, materias primas y demas recursos
productivos?

La respuesta a esta interrogante se tiene en la Funcion de Produccion; ésta no es
mas que una relacion que vincula, la cantidad de producto producido Q, con los factores
productivos — trabajo(L), capital (K), recursos naturales (T) — siguiendo los lineamientos de
una incentiva empresarial (H); en otras palabras, es una funcion de las variables: L, K. T,
H. Manteniendo constantes todos, menos uno, los factores que intervienen, la cantidad
producida g, sera funcion sélo del factor que se ha dejado como variable, y es en este

contexto que definiremos la funcion de produccion.
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Llamamos Funcién de Produccién de un bien relativo a un factor F, en el periodo
T, a la funcién que nos muestra para cada valor de F, la cantidad Q producida, manteniendo

el resto de los factores constantes. Es decir a la funcién: Q = g(F) con Q>0, F>0.

EJEMPLO 21:

El ndmero de unidades producidas de un determinado bien, Q, en términos de la
cantidad de trabajo L, medida en horas-hombre, estid dada por la funcion Q = 20L, con
L[0,8].

a) ¢Qué cantidad de bien se produce si se emplean 4,5 horas — hombre?

b) ¢Cuantas horas - hombre se necesitan para producir 125 unidades?

Solucion:
a) La cantidad del bien producida cuando se usan 4,5 horas-hombre del factor
trabajo, se obtiene sustituyendo L = 4,5 en la funcion de produccion.
Q=20(4,5) =90

Por lo tanto al utilizar 4,5 horas-hombre se obtienen 90 unidades del bien.

b) EI nimero de horas-hombre requerido para producir 125 unidades, se obtiene
sustituyendo en la funcion de produccion Q = 125 y luego resolviendo la
ecuacion resultante para L; es decir.

125 =20L
12_5 =L
20
6,25=1L
Por lo tanto para obtener 125 unidades del producto hay que utilizar 6,25 horas-
hombre.
EJEMPLO 22:

Una compafiia produce dos tipos de articulos: A1y A2. Las funciones de beneficio
para dichos bienes son:

Bien Al: B =2000Q - 30000
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Bien A2: B =2500Q - 150000

Ambos bienes usan como materia prima el algodon. Las funciones de produccion

asociadas a este factor son:

Bien Al: Q =0.75T, con T[0,100]
Bien A2: Q =1.20T; con T[0,100]

Siendo T la cantidad de algodon utilizada en Kg.

a) Si se dispone de 60 Kg. de algodon, ¢Cual bien conviene producir?

b) Expresa la funcién de beneficio de cada bien términos de la algodon utilizada en su

fabricacion.

Solucién:

a)

b)

Para deducir cual de los dos bienes se producirg, debe evaluarse para cada bien,
el beneficio que se obtiene al utilizar 60 Kg. de algodon en la produccion de los
mismos.
Para el bien Al se tiene:

Cantidad Producida: Q = 0,75(60) = 45 unidades

Beneficio Obtenido: B =2000(45) — 30000 = 60000

Para el bien A2 se tiene:
Cantidad Producida: Q =1,20(60) = 72 unidades
Beneficio Obtenido: B =2500(72) — 150000 = 30000.

Obviamente el bien a producir es el Al, ya que genera un mayor beneficio que
A2.

La funcién de beneficio para cada bien, en términos de la cantidad de algodon
utilizada en su fabricacion, se obtiene eliminando la variable Q del sistema
formado por las ecuaciones de beneficio y produccion; esto es:

Para el bien Al:
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B = 2000Q — 30000
Q=0.75T  con T[0,100]

Sustituyendo Q en B, se tiene:

B = 2000(0.75T) — 30000
B = 1500T — 30000 con T[0,100]

Para el bien A2:

{ B = 2500Q — 150000
Q=120T  con T[0,100]

Sustituyendo Q en B, se tiene:

B =2500(1.20T) — 150000
B =3000T - 150000 con T[0,100]

PROBLEMAS PROPUESTOS 2.1

1.- Una compafiia ha analizado sus ventas y ha encontrado que sus clientes compran 10
articulos més de sus productos por cada Bs. 2,50 de reduccion en el precio unitario.
Cuando el precio es de Bs. 12,75, la compafiia vende 500 unidades. Asumiendo que la
relacion entre la cantidad demandada g y el precio unitario p es lineal. ;Cual es la ecuacién
de la demanda?.

R.g=551-4p

2.- En un cierto mercado se sabe que cuando el precio de una lampara es de Bs. 2000, no
hay lamparas disponibles, sin embargo, por cada Bs. 1000 de aumento en el precio, se
dispone de 20 lamparas mas para el mercado. Asumiendo que la relacién entre la cantidad

ofrecida Sy el precio unitario p es lineal. ;Cual es la ecuacion de la oferta?.
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R.s=-40+0,02p

3.- Para cada una de las siguientes condiciones, obtén las coordenadas del punto de
equilibrio:

i. Laecuacion de la demanda es g = 10 — 2p, y la ecuacion de la oferta

ii. Se mantiene la ecuacion de la demanda del apartado anterior, pero la

., 8+3
ecuacion de la oferta es ahora: s = e+ap )

R. i: (34/7,18/7), iii: (46/7,12/7)

4.- La funcion de beneficio de un bien, viene dada por B = -25000 + 320g. Por cada 10
unidades de aumento en la produccion; se sabe que el ingreso se incrementa en Bs.

5354,25. ¢ Cudl es la funcidn costo? y ¢ Cudl es el costo de producir 90 unidades del bien?.

Sugerencia: Recuerde que el costo fijo CF = -B(0) y suponga que la funcion costo es lineal.

R. ¢(q) = 25000 + 215,43q; c(90) = 44388,70

5.- El costo fijo asociado al proceso de producciéon de un determinado bien es de Bs.
120000; por cada 5 unidades adicionales del bien producido, el costo se incrementa en Bs.
60000. El precio en el mercado es tal que por cada unidad adicional vendida, se genera un
incremento en el beneficio de Bs. 5000. Obtenga las funciones de Costo, ingreso y
beneficio.

R. ¢(g) = 120000 + 12000q; r(qg) = 17000q; B(q) = 50009 - 12000

6.- El incremento en las cantidades producidas de un determinado bien, cuando el factor
trabajo se incrementa en 40 horas-hombre, es de 650 unidades, a) ¢;Qué cantidad del bien
se produce si se emplean 6,8 horas-hombre?, b) ¢Cuantas horas hombres se necesitan para
producir 494 unidades?.

R. a) 110,5 ; b) 30,4 horas-hombre
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7.- Una muebleria fabrica gabinetes de cocina y los vende a Bs. 500 cada uno. En la
fabricacion sus costos fijos se elevan a Bs. 5000 y el costo y el costo de produccion de
cada gabinete es Bs. 200.
a) Exprese las funciones de ingreso y costo en funcion del nimero de gabinetes
que vende.
b) Cuantos gabinetes debe vender la muebleria para obtener una ganancia de Bs.
16000.
R. a) r(q) =500q, c¢(g) = 5000 + 200q ; b)70 gabinetes.

92



3.LIMITES Y CONTINUIDAD.

Limites

Tal vez has estado en un estacionamiento en el que debe “aproximarse” al carro de
enfrente, pero no quiere golpearlo ni tocarlo. Esta nocion de estar cada vez més cerca de
algo, pero sin tocarlo, es muy importante en matematicas y esta involucrada en el concepto
de limite, en el que descansa el fundamento del célculo. Basicamente haremos que una
variable “se aproxime” a un valor particular y examinaremos el efecto que tiene sobre los
valores de la funcion.

Por ejemplo, considere la funcion

x* -1
x-1

f(x) =

Aunque esta funcion no estd definida en x = 1, quizd desee conocer acerca del
comportamiento de los valores de la funcion cuando x se hace muy cercana a 1. La tabla
siguiente da algunos valores de x que son un poco menores y otros un poco mayores, que
1, y sus correspondientes valores funcionales. Observe que cuando x toma valores mas y
mas proximos a 1, sin importar si x se aproxima por la izquierda (x<1) o por la derecha
(x>1), los valores correspondientes de f(x) se acercan cada vez méas a exclusivamente un

nimero, el 3.

X 0.8 0.9 095 099 ]0.995 [0.999 |1.001 |1.005 [1.01 |1.05 |11

1.2

F(x) |244 |271 |2.8525|2.9701|2.9850|2.9970|3.0030 |3.0150|3.0301|3.1525 |3.31

3.64

Esto también es claro de la grafica de f en la figura (1).
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_ . xi-1
Figura 1. lim =3.
x>l X —1

Observe que aunque la funcién no esta definida en x = 1 (como se indica por un
pequefio circulo vacio), los valores de la funcion se acercan cada vez mas a 3 conforme x
se acerca mas y mas a 1. Para expresar esto decimos que el limite de f(x) cuando x se

aproxima a 1 es 3y escribimos

3_
Il’mx ! =3.
x>l X —1

Podemos hacer f(x) tan cercanos a 3 como queramos. El limite existe en 1 aunque 1
no esté en el dominio de f.
Llamamos el limite de f(x) cuando x se aproxima (o tiende) a a, es el nimero L,

escrito.

limfx =L,

x—>a
siempre que f(x) esté arbitrariamente cercano a L para toda x lo suficientemente cerca,
pero diferente, de a.

Enfatizamos que cuando debemos encontrar un limite, no estamos interesados en lo
que le pasa a f(x) cuando x es igual a a, sino sélo en lo que le sucede a f(x) cuando x es

cercana a a.
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Propiedades de los limites

Para determinar limites no siempre hace falta calcular los valores de la funcion o
esbozar una grafica. De manera alternativa, hay varias propiedades de los limites que

podemos emplear; las siguientes son las que mas utilizaremos.

1. Sif(x) = c es una funcion constante, entonces lim f (x) = limc=c.

X—>a X—a

EJEMPLO 23:
Solucién:

i (0= lin7=7

2. limx" =a", para cualquier entero positivo n.

X—a

EJEMPLO 24:

Solucién:
lim x?= 6°= 36

X—6

Si lim f(x) y limg(x) existe, entonces:
X—a X—a

3. lim[f(x) £ g(x)] = lim f(x) £limg(x) . Esto es, el limite de una suma o diferencia es la

suma o diferencia, respectivamente, de los limites.

EJEMPLO 25:

Solucion:
lim(x* + x)= limx® +limx = (2)* +(2)=6
X—2 X—2 X—2

4. lim[ f (x).g(x)] = lim f (x).limg(x) . Esto es, el limite de un producto es el producto de

los limites.
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EJEMPLO 26:

Solucién:

Il'ng(x +)x= Il'ng(x+1).lirr;x: (Il'ngx+ Il'ngl) . Il'ngx =(3+1).3=12

5. lim[cf (x)]=c. lim f (x), donde c es una constante. Esto es, el limite de una constante
X—a X—a

por una funcion es la constante por el limite de la funcion.

EJEMPLO 27:
Solucion:
I|’m23x3 =3. lim x} =3.(-2°%=-24
f(X) lim f(X) L o ) )
=x22 si limg(x)= 0. Esto es, el limite de un cociente es el cociente de

oag(x) limg(x)’

los limites, siempre que el denominador no tenga un limite de 0.

EJEMPLO 28:

Solucién:

2x?+x-3 lim@x+x-3) .9 .3 o .

lim =

-1 x3+4 lim(x® + 4) 1+4

x—1

7. limy/F(x) = gffim 7 ()

EJEMPLO 29:
Solucioén:
lim3/x* +7 = s’\/lin;(xz +7) =316 = 232
EJEMPLO 30:
3 J—
Hallar lim 3 -8
x>0 X —2
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Solucién:

Dado que Iin’(l)(x—Z);tO, se puede utilizar la propiedad del cociente de

limites para obtener:

3_go 1lim@3x*-8) 3limx*-lim8 _
Il’m 3X 8 — X~i0 — X'A)O 'XA)O — _8 — 4
x=0 X —2 |In](X—2) I|rr3x—llm2 -2

x—0

Limites Indeterminados de Funciones.

En algunas ocasiones los teoremas tratados anteriormente para el célculo de limites
no son aplicables ya que al evaluar el limite se puede presentar, algunas veces, formas
extrafias que no presentan ni dicen nada. Esta formas extrafias reciben el nombre de

x> -1

formas indeterminadas. Por ejemplo si consideramos a f(x) definida por: f(x) = 1
X —_

y

2

. i o X=1 I
deseamos averiguar su limite, es decir lim nos encontramos con que el limite del

x->1 x—1
denominador es cero, y en consecuencia, no es aplicable el teorema sobre limite de un

cociente para encontrar el valor del limite (que existe y es 2). Se dice entonces que

estamos ante una indeterminacion de la forma 0 Otras indeterminaciones que se pueden

e 0]
encontrar son: o —oo, 0.0,

R 9 ’ 1001 oooy 00-
o 0

En algunos casos las indeterminaciones sefialadas anteriormente, pueden hacerse
desaparecer a través de algunas manipulaciones algebraicas de la funcién (factorizando,

empleando conjugada, sacando factores comunes, entre otros).

En limites de la forma6 para levantar o suprimir la indeterminacion, se

recomienda utilizar la conjugada o factorizar tanto al numerador como al denominados de

la expresion.

Recordando que: a® —b® = (a—b)(a® +ab + b?)

a’+b® =(a+b)(a®—ab+b?)
x*-8=x*-2°
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EJEMPLO 31:

2

. X
Calcular lim -
x—>2 x> —8

Solucion:
2_ —
Iimx3 1:I|'m (x 22(x+2) im 2x+2 :i:l
x>2x° -8  o2(Xx—-2)(X"+2x+4) 2x"+2x+4 16 4

L. o0 .. . . . .,
En los limites de la forma— para levantar o suprimir este tipo de indeterminacion
o0

se sugiere dividir tanto el numerador como el denominador de la expresion por la mayor

potencia de la variable.

EJEMPLO 32:

X 0 . S
Calcular lim—— = — (indeterminacion)
x>oX+1 oo

Solucioén:
X
X oy .1 ]
lim = lim—*— = lim—— = lim——=1
xoo X +1  xow X+1 x5 1 x5»140
= 1+i
X X
Enlos limitesde laforma (o - o ) se puede suprimir o eliminar la

indeterminacion utilizando cualquier artificio matematico VALIDO para transformar dicha
indeterminacion a las formas antes mencionadas y luego aplicar segun sea el caso, su

criterio respectivo.

EJEMPLO 33:

Calcular Iim(\/ X% +2X — x): 0 — o0

X—0

Resolviendo previamente, la expresion aplicando conjugada:

(\/x2 +2X —XX\/XZ +2X —x) VX +2x)* —x?

Nx2+2x—x) X%+ 2X + X

_XP+2x—X° 2X

_\/x2+2x+x_\/x2+2x+x
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Por tanto:

. . 2X o0
lim (\/x2+2x—x): lim —=—
x> 00 X2 42X +X  ©

Levantando la indeterminacion:

Q 2X
lim| —X— = 1lim ; = lim| —X_
ool Ix2+2x 0 x| % A/ x? +2x e I G
—+— —+1 —+—+1
X X X X~ X
=lim # :2:1. Pues E=0

Continuidad

Gréaficamente se tiene la idea de que una funcion es continua cuando su gréfica es
una curva no segmentada, sin “huecos” o vacios. No todas las funciones tienen esta
propiedad pero las que si la poseen presentan caracteristicas especiales que las hacen
bastante importantes en el desarrollo del calculo. Por ejemplo, compare las funciones

f(x) = x y g(x) = X, SIix#1,

2, sl x=1,

cuyas graficas se presentan en la figura (2).

Cuando x =1 la grafica de f no se corta, pero la de g si tiene un corte. Poniéndolo
de otra manera, si tuviera que trazar ambas graficas con un l&piz, tendria que levantar el

lapiz de la grafica de g cuando x = 1, pero no tendria que levantar de la gréfica f.
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Por todo esto.
Una funcidén f es continua en a si y sélo si, las siguientes tres condiciones se
cumplen:
1. f(x) esta definida en x = a; esto es, a esta en el dominio de f.

2. lim f (x) existe,

X—a

3. IXm; f(x) =1(a)

Si f esta definida en un intervalo abierto que contenga a a, excepto tal vez en a misma, y f
no es continua en a, entonces se dice que f es discontinua en a, y a es llamada punto de

discontinuidad.

EJEMPLO 34:

Demostrar que el polinomio p(x) = 3x® - x + 5 es continuo en x = 1.

Solucioén:
Verificar que se cumplan los criterios de continuidad. Sin duda p(1) esta definido;
P(1)=3(1)%-(1)+5="7.

Ademas, lim p(x) existe.
x—1
lim p(x) = lim(3x® = x +5) = lim3x® — lim x + lim5
Xx—1 x—1 x—1 x—1 x—1

= 3Iimx3—Iimx+|in}5=3(1)3—(1)+5 =7

Xx—1 X—1 X

Luego se cumple que.
lim p(x) = p(1)

Por tanto p(x) es continuo en x = 1.

EJEMPLO 35:

., . X+1 .
Demostrar que la funcién racional f(x) = <2 es continua en x = 3.

100



Solucién:

Observando que f(3) existe y es % = 4. Puesto que Iingx -2 # 0, entonces.

lim(x +1)
lim £ () = lim XL x4y g (y)
x—>3 x>3 X —2 Ilng(x—Z) 1

Entonces se cumple la condicion de
Iin;f(x) = f(3)

Por lo que se verifica que f(x) es continua en x = 3.
APLICACION ECONOMICA DE LIMITES Y CONTINUIDAD

Basicamente la aplicacion econémica de los limites y la Continuidad de funciones
se aprecia al describir lo que le ocurre a las funciones econémicas cuando toman

determinados valores.

EJEMPLO 36:
4x* -100

Cierta funcion de Costo se define C(x) = { } X # 5en donde x es el nUmero

de articulos producidos (en cientos) y C es el costo de produccion (en miles de bolivares).

Encontrar e Interpretar: a) Il'rr;C(x), b)Iin;C(x) , C) IingC(x)
Solucion:
2 f— f—
a) Iim| =100\ _100-100 _ 0 . ieterminacion)
x>5  x—5 5-5 0

X—5) X—5 X—5)

|im|:wj| - |im{Mi| — Il'm|:(2X _10)(2X +10):|
X—=5 X—5 X—5

= lim
X—5

[Z(X —5)(2x +10)
X—5

} = Il’rr;2(2x +10) =40

Puede interpretarse la ruptura en x = 5, como el hecho de no estar preparado el
montaje de la produccion de los articulos, para funcionar aproximadamente cuando el
namero de articulos producidos sean 40.
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b) Iim

X—3

32.

4x*-100 | 4(3)°-100 -64
X-5 3-5 -2
El costo aproximado de tres articulos es de 32 (miles de bolivares) en €l se incluyen

todos los gastos que genera la elaboracion de cada uno de los articulos.

c) lim 20

x—0

4x*-100 | 4(0)*-100 -100 _
X-=5 0-5 -5
El costo o gastos que puede prever la empresa para iniciar la produccion de los
articulos es de 20 (miles de bolivares).

EJEMPLO 37:
El costo (en bolivares) de eliminar x% de la polucién del agua en cierto riachuelo
estad dado por:

75000x
100 — x

a) Hallar el Costo de eliminar la mitad de la polucion.

C(x)= para 0 < x<100

b) ¢Qué porcentaje de la polucion puede eliminarse con 20000 Bs.

c) Evaluar e interpretar el resultado del '"BOC(X)

Solucion:
a) La mitad de la polucion es el 50%, es decir, evaluar la funcion en x = 50.

75000(50)
100 - 50

Por lo tanto el Costo de eliminar el 50% de la polucion es de 75000 Bs.

C(50) = = 75000bs.

b) Conociendo el costo, tenemos que hallar a x , para la cual resolvemos la
ecuacion:
75000x

20000 =

= 20000(100 — x) = 75000x

2000000 — 20000x = 75000x
2000000 = 75000x + 20000x
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2000000
95000

21,05% = x
Con 20000 se puede eliminar el 21,05% de la polucion.

75000x
¢) lim
x-100 100 — X

Dado que 0<x<100 a medida que x se acerca a 100 ilimitadamente el Costo se
vuelve arbitrariamente grande.
(verificar con x cerca de 100, como por ejemplo 99,999)

EJERCICIOS PROPUESTOS 3.1

1.- Un colegio privado de San Cristébal ha lanzado una campafia para reunir fondos. Se

N . . , 0x
supone que los directivos del colegio estiman que llevara f(x) = semanas lograr el
X

X% de su objetivo. a) ¢ Cuénto tiempo llevara alcanzar el 50% del objetivo de la campafa?,
b) ¢ Cuénto tiempo se tomara cuando se tiende a alcanzar el 100% de los objetivos, es decir,
lim f(x).

x—100

R. a) 5 semanas, b) 20 semanas.

2.- Un minorista puede obtener cAmaras del fabricante a un costo de Bs. 50 cada una y las
vende a 80 Bs. cada una. A este precio, los consumidores compran 40 camaras al mes. El
minorista planea bajar el precio para estimular las ventas y estima que por cada 5 Bs. de
reduccion en el precio, cada mes se venderan 10 camaras mas. Expresar la utilidad
mensual como una funcién del precio de venta x.

R. P(x) = 2(100 — X)(x — 50)
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3.- La funcién de Produccion de cierto bien con respecto a la cantidad de Materia Prima (t)

2
en kilogramos, es P(x) = tt

4 , - .
5 a) Calcule e interprete la produccion para cuando se tiente

a 2 Kg. de materia prima, es decir, Il’rr; P(x), b) ¢(Qué cantidad de materia prima se utiliza

para producir 10 unidades del bien.
R. a) Se tiende a 4 unidades. b) t =8

4.- Un fabricante es capaz de producir 5000 unidades por dia. Si el costo (indirecto) fijo es
1500 Bs. por dia y el costo variable 2 Bs. por unidad producida, expresar el costo C como
una funcion de la cantidad de unidades producidas.

R. C(qg) = 1500 + 2q

5.- Se conoce que la oferta y la demanda de cierto articulo son funciones de la forma S(p) =
p>+ Ap -3y D(p) = Cp + 32 donde p es el precio por unidad y Ay C son constantes, y que
no se suministrara ninguna unidad hasta que el precio sea al menos de 3 Bs. Asi mismo, se
sabe que cuando el precio exceda 8 Bs. por unidad, no habrd demanda del articulo. A)
¢Cuéntas unidades deben ofrecerse y demandarse en el punto de equilibrio?, b) ¢En cuéanto
excede la oferta a la demanda cuando el precio es 6 Bs.?

R. a) S(p) = p* - 2p — 3, D(p) = -4p + 32, S(p) = D(p) = 12
unidades. b) S(6) — D(6) =13
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4. La derivada.

La derivada de una funcion f es la funcién denotada por f* y definida por

f’(x) = lim

lim FOx+ h; — ) ; siempre que éste limite exista.

Si puede encontrarse f’(x), se dice que f es diferenciable y f’(x) se llama derivada

de f en x, o derivada de f con respecto a x. EIl proceso de encontrar la derivada se llama

diferenciacion.

EJEMPLO 38:
Encontrar la derivada por medio de su definicion. Si f(x) = x2.

Solucién:

f= 1im f(x+h)—f(x)
h—0 h

x? +2xh + h? — x?

22
:Iimf(x+h) X =lim

h—0 h—0

2
= im 2NN XN ok ) = 2x
h—0 h h—0 h h—0

Observe que al tomar el limite tratamos a x como una constante porque era h'y no x

la que estaba cambiando.
Ademas de la notacion f’(x), se dan a continuacién otras maneras de denotar la

derivada de y = f(x).

% (derivada de y respecto a x),
X

di[ f(X)] [derivada de f(x) respecto a X]
X

y’ (y prima),
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Si la derivada f’(x) puede evaluarse en x = x;. el nimero f’(Xx;) resultante se llama
derivada de f en x; y se dice que f es diferenciable en x;.

La diferenciacion directa de una funcién por medio de la definicién de la derivada
puede ser un proceso tedioso. Afortunadamente existen reglas que permiten efectuar la
diferenciacion en forma por completo mecénica y eficiente. Con ellas se evita el uso

directo de limites. Estas son las que mas se utilizan.

1.- Derivada de una constante.

Si ¢ es una constante, entonces
d
—() =0
i ©

Esto es, la derivada de una funcién constante es cero.

EJEMPLO 39:

Solucién:

di(B) =0 porque 3 es una funcién constante.
X

2.- Derivada de una funcion potencia.

Si n es cualquier numero real, entonces
d .
_(Xn) — an l,
dx

siempre que x" ! esté definida. Esto es, la derivada de una potencia constante de s es igual
al exponente multiplicado por la x elevada a una potencia menor en una unidad que la

potencia dada.

EJEMPLO 40:
g(x) = x°
Solucién:

di(xz) =2x*1 =2x
X
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EJEMPLO 41.:
f(x) = x

Solucién:

di(x) =Ix"t=x"=1
X

EJEMPLO 42:

f(x) = V/x

Solucion:
d \/_ d 1/2 11/271 1 -1/2 1
dx( ) dx( ) 2 2 2/

3.- Regla del factor constante.

Si f es un funcion diferenciable y ¢ una constante, entonces cf(x) es diferenciable y
i[cf (X)] = cf'(x).
dx

Esto es, la derivada de una constante por una funcién es igual a la constante por la

derivada de la funcién.

EJEMPLO 43:
g(x) = 5x°
Solucién:

9 5x) =52 () = (B)@X* = 15¢°
dx dx

EJEMPLO 44:
13q

(ORE=

Solucién:

d (13q d (13 13 d 13 13
A g =2 =2 ==
dq(Sj dq(qu 5dq(q) 5() 5
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Estrategia: Primero rescribimos f como una constante por una funcion y luego

aplicamos la regla 2.

4.- Derivada de una suma o de una resta.

Si fy g son funciones diferenciables, entonces f + g y f — g son diferenciables y
d , ,
&[f(X)ig(X)] =f'(x)+9(x)

Esto es, la derivada de la suma ( o resta) de dos funciones es la suma ( o resta) de

sus derivadas.

EJEMPLO 45:
f(x) = 3x° +/x

Solucién:
d d
f(x) = —(3x°%) + —x'?
(x) dx( ) ix
d

=3i(x5) +—x"% = 3(5x") + Lyvegeey b
dx 2

dx 2\/;

5.- Regla del producto.
Si fy g son funciones diferenciables, el producto fg es diferenciable y

%[f(x).g(x)] = (09 () +9() ().

Esto es, la derivada del producto de dos funciones es la primera funcion por la

derivada de la segunda mas la segunda funcion por la derivada de la primera.

EJEMPLO 46:
F(x) = (x* + 3x)(4x + 5), encontrar F"(x).

Solucion:
F(x) = = (x* + 3x)(4x + 5)
H_J\ )
) || 9(x)
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Podemos entonces utilizar la regla del producto:
F () =109 (x) +9(x) f(x).

= (x? +3x)i(4x+5) + (4x+5)i(x2 +3X)
dx dx
= (X* +3x)(4) + (4x+5)(2x +3)
= 12x* +34x +15
6.- Regla del cociente
Si fy g son funciones diferenciables y g(x) = 0, entonces el cociente f/g es también

diferenciable y

d { f(x)} g f (0~ F (X7 x)
dx| g(x) [9(T

Esto es, la derivada del cociente de dos funciones es el denominador por la derivada
del numerador, menos el numerador por la derivada del denominador, todo ello dividido

entre el cuadrado del denominador.

EJEMPLO 47:
1

y= 1
X+ ——
X+1

Solucién:

Estrategia: Para simplificar la diferenciacién rescribimos la funcion de manera que

ninguna fraccién aparezca en el denominador.

11 x4l
y_x+ I x(x+D)+1 " x24x+1
X+1 x+1

dy (¢ +x+D)@) - (x+)(2x+1)
dx (X* + x+1)°
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dy (¢ +x+D)-(2x* +3x+1)  —x* -2
dx (x* +x+1)? (x* +x+1)?

dy  x*+2x
dx  (X*+x+1)?

7.-Regla de la cadena
Si y es una funcion diferenciable de u y u es una funcién diferenciable de x,
entonces y es una funcion diferenciable de x Y

ay _dy du
dx du dx

EJEMPLO 48: Uso de la Regla de la cadena
Siy=2u?—3u—2 yu=x?+4, encontrar dy/dx.

Solucion: Por la regla de la cadena

dy _dy du_ i(2u2 -3u —2).i(x2 +4)
dx du dx du dx
= (4u - 3)(2x)
Podemos escribir la respuesta s6lo en términos de x reemplazando u por x* + 4.
dy

o [4(X* +4) —3](2X) = [4x* +13](2X) = 8%> + 26X.

EJEMPLO 49: Uso de la Regla de la cadena
Siy=+w yw=7-t% encontrar dy/dt.

Solucion: Aqui y es una funcion de w y w es una funcion de t, por lo que podemos
considerar a'y como funcion d e t. Por la regla de la cadena

dy dy dw d d 3
Lo (Jw)—(7 -t
dt dw dt dw(\/w) dt( )
_(1 —1/2) 2 1 2 3t?
= | Zw? |(-8tY) = ——(-3t?) = ———
(2 (=3 2JW( ) 2w
3t?

Sustituyendo w =-

N7t
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8.- Regla de la Potencia
Si u es una funcion diferenciable de x y n es cualquier nimero real, entonces
du

d n n-1
—@U")=nu""—
dx( ) dx

EJEMPLO 50: Uso de la regla de la potencia.

Siy=(x*-1)", encontrar y’.

Solucion: Como y es una potencia de una funcidén de x, es aplicable la regla de la

potencia. Si hacemos u(x) =x> -1y n =7, tenemos

Y = nu(x)]"u(x) = 7(x° —1)”.%(%’ -1
=7(x*-1)° (3x9)
= 21x%(x% - 1)°.

EJEMPLO 51: Uso de la regla de la potencia.

d
5 , encontrar &y )
X =2 dx

Siy=

Solucién: Aunque la regla del cociente puede emplearse aqui, un procedimiento
més eficiente es tratar el miembro derecho como la potencia (x> — 2)* y usar la regla de la
potencia. Seau=x?—2. Entoncesy=uly

dy _ nu”’ld—u
dx dx

= (D)0 - 2)“%(% ~2)

(-D(x* -2)*(2%)

X
(x*-2)*

Derivadas de Orden Superior

Sabemos que la derivada de una funcién y = f(x) es a su vez una funcion f'(x). Si

diferenciamos f'(x), la funcion resultante se llama segunda derivada de f con respecto a x.
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Se denota con f"(x). Similarmente, la derivada de la segunda derivada se llama tercera
derivada Yy se escribe f""(x). Continuando de esta manera, obtenemos derivadas de orden

superior.

EJEMPLO 52: Encontrar derivadas de orden superior
Si f(x) = 6x° — 12x% + 6x — 2, encuentre todas las derivadas de orden superior.
Solucion: Al diferenciar f(x) resulta
f(x) = 18x% — 24x + 6.
Al diferenciar f'(x) resulta
f7(x) = 36x — 24.
Similarmente,
7 (x) =36
f9(x) = 0.

Todas las derivadas sucesivas son también cero.

EJEMPLO 53: Encontrar una derivada de segundo orden

Siy= e, encuentre y’.
Solucioén:
dy =e* (2x) = 2xe* .
dx

Por la regla del producto,
2

% = 2[x(e¥)(2x) + eX ()] = 26X (2%* +1).

APLICACION ECONOMICA DE LA DERIVACION

Analisis Marginal

Sean “x” e “y” dos variables econémicas cualesquiera, relacionadas por la ecuacion

y = f(x). En general se entiende por anélisis marginal el estudio de las variaciones de la

variable “y” en términos de las variaciones de la variable “X”.
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En la realidad el conjunto formado por los valores que toman las variables
econdmicas tales como precio, costo, oferta, demanda y beneficio, es un conjunto finito; sin
embargo, con el fin de aprovechar la potencia que nos brinda el célculo diferencial,

supondremos que los valores de las mencionadas variables son numeros reales.
Costo, Ingreso y Beneficio Marginal.

Costo Marginal
La funcion de costo total de un fabricante, ¢ = f8q9, nos da el costo total ¢
de produccién y comerciar g unidades de un producto. La razon de cambio de ¢ con

respecto a q se llama costo marginal. Asi,

Costo marginal = E
da

Igualmente, sea C = C(q) la funcion de costo asociada a un cierto bien A,
Llamamos costo marginal del bien A en el nivel de produccion g al valor de la derivada de
la funcion de costo en g, es decir a C’(q), siempre y cuando dicha derivada exista.

El costo marginal del bien A en el punto qo representa la velocidad

instantanea o tasa con la cual aumenta (disminuye) el costo del bien en el nivel de

produccion.
EJEMPLO 54:
Sea c= 0.1q% + 3 una funcién de costo, donde c esta en bolivares y q en kilogramos.
Entones,
de =0.2q.
do

El costo marginal cuando se producen 4 libras es dc/dg evaluado cuando q = 4:

dc
—Jq=4 =0.2(4) =0.80.
g lg=4 (4)
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Esto significa que si la produccién se incrementa en 1 kilogramo, de 4 a 5
kilogramos, entonces el cambio en el costo es aproximadamente de 0.80 Bolivares. Esto es,
el kilogramo adicional cuesta aproximadamente 0.80 Bolivares. En general, interpretamos
el costo marginal como el costo aproximado de una unidad adicional producida.

Si c es el costo total de producir g unidades de un producto, entonces el costo medio

por unidad, C es

ol
Il
oo

EJEMPLO 55:

Si el costo total de 20 unidades es de Bs. 100, entonces el costo medio por unidad

c= 100 = 5Bs. Multiplicando ambos miembros de la ecuacion (4) por g obtenemos,

20 ~
c=qc.

Esto es, el costo total es el producto del nimero de unidades producidas

multiplicado por el costo medio unitario.

EJEMPLO 56: Costo marginal
Si la ecuacion del costo promedio de un fabricante es

¢ =0.0001g% - 0.02q + 542000
q

Encontrar la funcion de costo marginal. ¢Cudl es el costo marginal cuando se
producen 50 unidades?

Solucioén:
Estrategia:  La funcion de costo marginal es la derivada de la funcion de costo

total c. Encontramos primero ¢, multiplicando Epor g.

c=cq

= q[0.000qu —0.02q +5+@}
q

¢ = 0.0001q° — 0.02g + 5q + 5000.

Al diferenciar ¢ obtenemos la funcion de costo marginal:
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j—; =0.0001(39%) - 0.02(2q) +5(1) + 0
= 0.0003q” — 0.04q + 5.
El costo marginal cuando se producen 50 unidades es

j—c = 0.0003(50)* — 0.04(50) +5 = 3.75.

g =50
Si ¢ es el precio y la produccidn se incrementa en 1 unidad, de g =50 a q = 51, el
costo de la unidad adicional es aproximadamente de Bs. 3.75. Si la produccion se
incrementa 1/3 de unidad desde g = 50, el costo de la produccion adicional es

aproximadamente de (1/3)(3.75) = 1.25 Bs.

Ingreso Marginal
Supongamos que r = f(q) es la funcidon de ingreso total de un fabricante.
La ecuacion r = f(q) establece que el valor total recibido al vender q unidades de un
producto es r.  El ingreso marginal se define como la razén de cambio del valor total
recibido con respecto al nimero total de unidades vendidas. Por consiguiente, el ingreso

marginal es solamente la derivada de r con respecto a g.

) dr
Ingreso marginal = —.
dg

El ingreso marginal es la razén a la que el ingreso cambia con respecto a las
unidades vendidas. Lo interpretamos como el ingreso aproximado recibido al vender una

unidad adicional de produccion.

EJEMPLO 57:
Suponga que un fabricante vende un producto a Bs. 2 por unidad. Si se venden g
unidades, el ingreso total esta dado por
r=2q.
Solucioén:
La funcion de ingreso marginal es
dr

d
— =—(29)=2
g dq(q)
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que es una funcion constante. El ingreso marginal es entonces igual a 2
independientemente del nimero de unidades vendidas. Esto es lo que esperariamos porque

el fabricante recibe Bs. 2 por cada unidad vendida.

Si r es el ingreso total de vender g unidades de un producto, entonces el

ingreso medio por unidad, r es
r

r=—
q

EJEMPLO 58: Ingreso Marginal

., . . , 4 .
La funcion de demanda de un cierto bien esta dada por p = LOZ . Determina:
q+

a) La funcién de ingreso.
b) La funcion de ingreso medio
c) La funcion de ingreso marginal
Solucioén:
a) La funcidn de ingreso r(q), se obtiene multiplicando el precio unitario de

venta “p” por el nUmero de unidades a vender “q”; es decir,

400 4009
r@)=pg=—_q=
q+2 q+2
b) La funcion de ingreso medio es:
4009
F(q)zizq_”:ﬂ’ > 0.
q q q+2

c) La funcion de ingreso marginal no es mas que la derivada de la funcion
de ingreso, en consecuencia:
_ 400(q +2)—400q(1) _ 800
(Q+2)° @@+2)°

Al igual que en la funcion Costo e Ingreso también se encuentra la funcion

r(a)

Beneficio marginal y Beneficio medio.
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EJEMPLO 59: Ingreso Marginal
La ecuacion de demanda para el producto de un fabricante es
p= SOT_q,O < <80, donde g es el numero de unidades y p el precio por unidad. ¢Para
qué valor de g se tendra un ingreso maximo?;Cuél es el ingreso maximo?.
Solucion:
Sear el ingreso total, que es la cantidad por maximizar. Como
Ingreso = (precio)(cantidad),

tenemos

80-q _ 80q-¢’
r=pg= 200,200

donde 0 < q <80. Haciendo dr/dq = 0:

dr _80-29 _,

dg 4 ’
80 -2q=0,
q = 40.

Asi, 40 es el Unico valor critico. Ahora veamos si este valor da un méximo.
Examinando la primera derivada para 0 <q <40, tenemos dr/dq > 0, por lo que r es
creciente. Si q > 40, entonces dr/dg < 0, por lo que r es decreciente. Como a la izquierda de
40 tenemos r creciente y a la derecha r decreciente, concluimos que q = 40 da un ingreso
méximo absoluto, esto es [80(40) — (40)?] = 400.

EJEMPLO 60: Ingreso Marginal
La empresa Netuno TV por cable tiene actualmente 2000 suscriptores que pagan
una cuota mensual de 20$ Una encuesta reveld que se tendrian 50 suscriptores mas por
cada 0,25% Bs. de disminucion en la cuota. ¢Bajo qué cuota se obtendra el ingreso maximo
y cuantos suscriptores se tendrian entonces?
Solucioén:
Sea x el nimero de disminuciones de 0.25$ La cuota mensual es entonces de 20 —

0,25x, donde 0<x<80(la cuota no puede ser negativa) y el nimero de nuevos
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suscriptores es 50x. Asi, el nimero total de suscriptores es 2000 + 50x. Queremos
maximizar el ingreso r que est& dado por:

r = (nimero de suscriptores)(cuota por suscriptor)

= (2000 + 50x)(20 - 0,25x)

=50(40 + x)(20 - 0,25x)

= 50(800 + 10x — 0,25x?)
Haciendo r'= 0 y despejando x, tenemos:

r'=50(10 - 0,5x) = 0,

x =20.

Puesto que el dominio de r es el intervalo cerrado [0,80], el valor méximo absoluto de r
debe ocurrir en x = 20 0 en uno de los puntos extremos del intervalo. Calculamos ahora r

en esos tres puntos:

Six=0, entonces r = 40000
Six =20, entonces r = 45000
Si x =40, entonces r=0

El ingreso méximo ocurre cuando x = 20. Esto corresponde a veinte disminuciones de
$0,25 para una disminucion total de $5; entonces la cuota mensual resulta de $15. El

numero de suscriptores bajo esa cuota serd de 2000 + 50(20) = 3000.

Beneficio Marginal
La funcion de beneficio total de un fabricante, B = f(q), nos da el beneficio
de producir y vender q unidades de un producto. La razén de cambio de B con respecto a g

se llama Beneficio Marginal. Asi,

Beneficio marginal = d—B
dq

Si B es el beneficio total de producir y vender g unidades de un producto,

entonces el beneficio medio por unidad, B es

B2
q
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EJEMPLO 61: Beneficio Marginal

_a
La Ecuacion de la demanda de un cierto bien es, p = 600e[ 100],q > 0. Si la funcién

de costo es c(qg) = 700In(g + 1) + 800, g>0. Obtener
a) La funcion de beneficio.
b) La funcion de beneficio medio.
c) La funcion de beneficio marginal
d) Latasa con la cual varia el beneficio en el nivel de produccion de 60 unidades.

Solucién:
a) La funcion de beneficio B(q) es:
B(a) = r(a) - c(a).
La funcion de ingreso, r(q), viene dada por:

r(q) = pq = [6006(_“?0] Jq

En consecuencia, la funcion de beneficio es:
B(q) = 600ge%'*® —700In(q + 1) — 800.

b) La funcion de beneficio medio es:

qa

B(q) 600ge ™ —700In(q+1)-800 600e_% _ 700In(g+1) 800

q q q

B(q) =

c) La funcion de beneficio marginal se obtiene derivando la funcién de
beneficio, por lo tanto:
q 1o q
B'(q) = 600| ¢ —% —% = 6e_1°°(100—q)—%
d) La tasa con la cual varia la funcién de beneficio en el nivel de
produccién de 60 unidades, es el beneficio marginal evaluado en g = 60;

es decir:
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60
B'(60) = 6e (100 — 60) ——
60 +1

~ 6(0,549)(40) — 11,475 = 120,285.

EJEMPLO 62:
Una industria estima que el costo total para producir g unidades por dia de un
producto p esta definido por:

c(q) = ng +80q + 60 (en bolivares)

y el precio de venta p por cada unidad es:
p =50 — x (en bolivares)

Determinar:

a) La funcidn ingreso total.

b) La funcion ingreso marginal.

c) La funcion Beneficio

d) El costo marginal para 5 unidades

Solucion:

a) r(q) esta dado por:
r(@) = p.q = (50 - X)q = 500 - ¢

b) Para hallar el ingreso marginal, sélo tenemos que derivar a r(q)
(@ =50-2q

c) La funcion de beneficio viene dada por.

B(6) = (@) - o(6) = 50q - o - > ~80q ~60 = ->q* ~30q - 60
d) Para hallar el costo marginal para q = 5, derivamos la funcién c(q) y la
evaluamosenqg=>5
c’(q) =3q+80
¢’(5) =3(5) +80 =95
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Optimizacion de las funciones de Costo, Ingreso y Beneficio.

Obviamente cuando hablamos de las funciones econdmicas Costo, ingreso y Beneficio,
queremos alcanzar el mejor resultado del proceso productivo, y esto se logra alcanzando el
Costo minimo, el ingreso maximo y el Beneficio maximo.

EJEMPLO 63: Optimizacion
La ecuacion de la demanda de un cierto bien es p = 400 — 2¢, mientras que la
funcion de costo es c(q) = 0.2q° + 4q + 400. Obtener:
a) El costo minimo.
b) EI Ingreso maximo.
c) El beneficio maximo.
Solucién:
a) Se trata de hallar el minimo de la funcion:
C(q) = 0.29° + 4q + 400, q e [0,+).
Comenzando por determinar los puntos criticos de la funcion, pues los valores
extremos (maximos y minimos) de una funcién sélo se alcanzan en sus puntos criticos.
c =c(q). Laderivada de esta funcion es:
c'(q)=0.4q + 4.
Observando que:
I. c’(q) existe para cualquier valor de g en el intervalo [0,+ ).
ii. C(q)=0 <0449 +4 =0 < q=-10, valor éste que no pertenece al
intervalo[0,+ ).
Se concluye entonces que el Unico punto critico de la funcion ¢ = c(q) es el extremo
inferior del intervalo [0,+ ), es decir g = 0.
Como c’(q) > 0 para cualquier valor de g en [0,+o0), la funcion ¢ = c(q) es creciente
en el mencionado intervalo y por lo tanto en q = 0 dicha funcién alcanza un minimo
relativo, que a su vez también absoluto, cuyo valor es ¢(0) = 400.
En resumen, la funcion de costo alcanza su valor minimo de 400 Bs. en el nivel de

produccion g = 0.
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b) La funcion de ingreso r(q) es:
r(d) = p.q = (400 — 2q)p =400q - 2¢°,  q € [0,+x).
Derivando r(q), se tiene:
r'(q) =400-4q, ¢ e[0,+x).
Es obvio que r’(q) existe en todo punto del intervalo g € [0,+). Ademas:
r'(q) =0 < 400-4q =0 < g =100.
El conjunto de los puntos criticos de la funcion de ingreso es {0,100}.
Estudiando el signo de la derivada r"(q), encontramos que:
r'(q)< 400-4q > 0 < q <100.
r'(q) <0 < g >100.

En consecuencia, la funcion r = r(q) es creciente en el intervalo [0,100) y
decreciente en (100,+). Se concluye que en q = 0 la funcion r = r(q) alcanza un minimo
relativo (no absoluto) cuyo valor es r(0) = 0, mientras que en g = 100 la funcién alcanza un
maximo relativo (que a su vez es maximo absoluto). Este valor méaximo es r(100) = 20000.
En definitiva, el ingreso maximo es de 20000 Bs. y ocurre cuando el nivel de ventas es de
g= 100 unidades.

c) La funcion de beneficio es:
B(q) = r(q) - c(a) = (4009 - 24°) - (0,2q” + 4q + 400) =
=-2,2¢° + 3960 - 400. g € [0,+).
Su derivada es B'(q) = -4,4q + 396. Como podréa apreciarse, B"(q) existe en todos
los puntos del intervalo [0,+x) y :
B(q) =0 < —4,4q+396 = 0 < ¢ = 90.
El conjunto de los puntos criticos de la funcion de beneficio es {0,90}.
A continuacion analizamos el signo de B”(q) para obtener los intervalos en donde la
funcion B(q) crece o decrece.
B(q) >0 < —-4,49+396 >0 < q < 90.
B(q) <0 < q>90.

De manera que la funcion B(q) es creciente en [0,90) y decreciente en (90,+ ). Asi

que en g = 0, B(qg) alcanza un minimo relativo (no absoluto), cuyo valor es B(0= = -400,
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mientras que en g = 90 alcanza un méaximo relativo dado que B".(90) > 0 y B"4(90)<0. Este
maximo relativo, que también es su méximo absoluto, vale B(90) = 17420.

La aplicacion del criterio de la segunda derivada nos hubiera permitido establecer
también la existencia de un méximo relativo en g = 90. En efecto B"'(q) = -4,4 y por lo
tanto B"°(90) = -4,4 < 0, concluyéndose entonces la presencia de un maximo relativo en
g=90.

EJEMPLO 64: Optimizacion
La funcidn de costo de un cierto bien es ¢(q) = 35q +2,/q —1,q €[1,1000], mientras

que la ecuacion de la demanda viene dada por p = 40 —./q —1,q <[1,1000]. Hallar:

a) Los valores maximo y minimo del costo medio

b) El beneficio méximo y el beneficio méximo.

Solucién:

a) En este ejercicio usaremos una propiedad muy importante de las funciones
continuas: “Si f es una funcion continua definida sobre el intervalo cerrado
[a,b], entonces f alcanza sus extremos (méximo y minimo) absolutos en puntos
pertenecientes a dicho intervalo™. Es claro que estos valores maximo y minimo
solo pueden aparecer en los puntos criticos d la funcion sobre el intervalo dado.
Si el niumero de puntos criticos es finito, entonces calculamos el valor de la
funcion en cada uno de los puntos criticos y el mayor de esto nimeros en el

méaximo absoluto y el menor es el minimo absoluto.

La funcion de costo medio y su derivada, vienen dadas por:

c(q) = C;q) _ 350 +2Vq_1 =35+2—’qu_1,q € [11000]

q ~Jg-1
() =21 _29%2 G c1000]

q? - g%/g-1

Como se observa E'(q) existe para todo valor de q en el intervalo (1,1000]; no existe

en g = 1; ademas E’(q): 0 < q=2. El conjunto de los puntos criticos para la funcion de
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costo medio es {1,2,1000}. En virtud de que dicha funcion es continua en el intervalo
[1,1000], procederemos a evaluarla en cada uno de sus puntos criticos y tomar el maximo

valor como méximo absoluto, y el minimo valor como el minimo absoluto.

&n=35+2”51=35
EQ):35+2“i;1:36
1000 -1

¢(1000) = 35+ 23— = =3506
1000

En definitiva, el minimo valor de la funcion de costo medio es 35 y ocurre cuando

g=1, y el maximo valor es 36 que ocurre cuando q = 2.

b) La funcion de beneficio, B(q), toma la forma:
B(g) = 1(q) - c(a) = pa - () = 40— dy/a 1350 - 2,/q -1 =
= 50— (q +2)y/q-1,q < [1,1000].
Su derivada es:

, 2 10./g-1-3
B'(q)=5-+q-1-—0-2 N4 —- 0

2Ja-1  2Jq-1

. 10 . L
Esta derivada se anulaenq=10yq= 5 como se muestra a continuacion:

B'(q) =0 < 10,/q-1-3q =0 < 10/g—1 = 3q < 100(q 1) = 9¢°

< 90¢°-1000+100=0<0q=10 6 q:%.

Ademaés B’(q) no existe en g = 1; el conjunto de los puntos criticos de la funcion de
beneficio es {1,10/9,10,1000}. Dado que B(q) es continua en el intervalo cerrado
[1,1000], evaluemos dicha funcién en cada punto critico para luego obtener los

valores extremos de la misma.

B()=5(1) - (1+2)4/1-1=5

10, .10, 10 10
B(-—)=5(—)-(-+2),|—-1~452
g)=565) -5 +245
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B(L0)= 5(10) — (10 + 2)y10—1 = 14
B(1000)= 5(1000) — (1000 + 2)41000 —1 ~ —26670,18

Se concluye que la funcién de beneficio alcanza su valor minimo de —

26670,18 en g = 1000 y su valor méximo de 14 en g = 10.
PROBLEMAS PROPUESTOS 4.1

1.- En los item siguientes estan dadas funciones de costo donde c es el costo de producir q
unidades de un producto. En cada caso encuentre la funcion de costo marginal. ;Cuél es el
costo marginal para el valor o valores dados de g?.
a) ¢ =500 + 10q; g=100
b) ¢ = 0,3¢° + 2q + 850; q=3
c)c= 0,O3q3 - 0,6q2 +4,5q+ 7700; q=10,9=20,9=100
R. a)c’(q)=10;10
b)c’(g)=0,6g+2;38
c)c’(q) =0,099°-1,2q + 4,5; 1,5; 16,5 ; 784,5

2.- En los item siguientes estan dadas las funciones de costo promedio, que es una funcién
del nimero g unidades producidas. Encuentre la funcion de costo marginal y el costo

marginal para los valores indicados de q.

a) ¢ =0,01q +5+@;q =50,q = 100.
q

20000

b) ¢ = 0,00002q% — 0,01q + 6 + :q =100, q = 500.

R a)c’(q)=0020+5;6;7
b) ¢’(g) = 0,00006¢% — 0,02q + 6 ; 4,6 ; 11

3.- En los item siguientes r representa el ingreso total y es una funcién del nimero g de
unidades vendidas. Encuentre la funcion de ingreso marginal y el ingreso marginal para los

valores indicados de q.
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a)r=q(15-3—10q); q=>5,q=15,q=150.

b)r=250q+45¢°-q¢%  q=5q=10,q=25
R. a)r'(q)=15-:q;14,67;14;5
b) r’(g) =250 + 90g - 39 ; 625 ; 850 ; 625

4.- La Ecuacion de la demanda de un cierto bien es p = 60 — 0,6q. Si la funcion de costo es
c(q) = ge” +30. Obtenga.
a) Las funciones de Costo marginal, ingreso marginal y beneficio marginal.
b) Las funciones de costo medio, ingreso medio y beneficio medio.
R a)  c(q)=¢e'(1+q)
r’'(q) =60-1,2q
B(q) =60 -1,29 —e9—qe".
b)  ofa) =€+

r(q) = 60-0,6q
B(q) = 60-0,6q e -2

5.- La funcidn de costo de un cierto bien viene dada por:

c(g) = 80 + 10q ,0<09<30

-220+20g ,30<q < 200.
Si la ecuacion de la demanda es p = 200 — q, 0<q < 200. Obtenga:
a) El costo minimo y el costo maximo.
b) El ingreso maximo.
c) El beneficio minimo y beneficio méximo.

R. a) costo minimo = 80; costo maximo = 3780

b) Ingreso maximo = 10000

¢) Beneficio minimo = -3780 ; Beneficio maximo = 8320
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5. LA INTEGRAL.

Integral Indefinida

Dada una funcién f, si F es una funcién tal que
F'(x) = f(x),
Entonces F se llama antiderivada de f. Asi,+

una antiderivada de f es simplemente una funcion cuya derivada es f.

Una antiderivada de una funcion F tal que
F(x) = f(x), 6 dF = f(x) dx.
Por ejemplo, como la derivada de x* es 2x, x* es una antiderivada de 2x, sin
embargo, no es la Gnica, veamos por qué. Como,

i(x2+1):2x y i(><2—5)=2X
dx dx

Tanto x* + 1 como x* — 5 son también antiderivadas de 2x. Es claro que como la
derivada de una constante es cero, x? + C es también una antiderivada de 2x para cualquier
constante C. Asi, 2x tiene un nimero infinito de antiderivadas. Lo mas importante, es que

todas las antiderivadas de 2x deben ser funciones de la forma x? + C, debido a que:
Dos antiderivadas cualesquiera de una funcion difieren solo en una constante.

Como la expresion x> + C describe todas las antiderivadas de 2x, podemos

referirnos a ella como la antiderivada méas general de 2x, denotada por IZxdx, que se lee
“integral indefinida de 2x respecto a x”. Escribimos entonces:
I2xdx =x"+C.
El simbolof se llama simbolo de integracion, 2x es el integrando y C la

constante de integracién. La dx es parte la notacion integral e indica la variable

implicada. Aqui, x es la variable de integracion.
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En forma més general, la integral indefinida de cualquier funcién f con respecto a

X se escribe J.f(x)dx y denota la antiderivada més general de f. Como todas las

antiderivadas de f difieren solo en una constante, si F es cualquier antiderivada de f,

entonces.

I f(x)dx = F(x) +C, donde C es una constante.
En resumen Integrar significa encontrar j f(x)dx.
If(x)dx= F(x)+C, siysolosi  F'(x) = f(x).

Usando las formulas de diferenciacion vistas en el apartado anterior, se pueden
compilar una lista de férmulas basicas de integracion, las cuales son féacilmente

verificables. Las mas utiles en el campo econdmico se presentan a continuacion:

Formulas basicas de Integracion

1. Ikdx =kx+C, k es una constante.
Xn+1
2. Ix“dx= +C, n#-1.
n+1
3. Ie*dx =e"+C
4. kf (x)dx = kI f (x)dx, k es una constante.
5, j[f (x) + g(x)]dx = j f (x)dx ijg(x)dx.
1
6. [~dx=In|x|+C.
X

A continuacion se presentan ejemplos de cada una de estas formulas.

EJEMPLO 65:

Encontrar J 1dx.

Solucién: Por la formula 1l con k =1,

jldx=1x+c - x+C.
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Usualmente escribimos Jldx como Idx. Entonces, '[dx= X+ C.

EJEMPLO 66:

Encontrar 'f x>dx

Solucién: Por la formula 2 con n =5,

5+1 6
.[xsdx = ;( 1+C:%+C.
+

EJEMPLO 67:

Encontrar J?xdx.

Solucién: Por la formula 4 con k =7y f(x) = x,
I?xdx = 7I xdx

Como x es x*, por la férmula 2 tenemos

1+1 2
X

ledx:l)( 1+Clz?+Cl
+

donde C; es la constante de integracion. Por tanto,

2
[7xdx=7[xdx =7 2 +C, _Teire,
2 2
Como 7C; es una constante arbitraria, por simplicidad la reemplazamos por C. Asi,
I?xdx:zx2+c.
2
EJEMPLO 68:

Encontrar j—gexdx.

Solucioén:
| Sex=-3 [erdx (formula 4)
5 5
3, ,
= —ge +C (férmula 3).
EJEMPLO 69:

1
Encontrar j —dt
Jt
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Solucion: Aqui, t es la variable de integracién. Rescribimos el integrando de

manera que podamos usar una férmula basica. Como /4t =t al aplicar la formula 2

obtenemos:
(-1/2)+1 1/2
I%dt:ft“zdt=t 1 +C=tT+C=2\/f+C.
t -—+1 -~
2 2
EJEMPLO 70:

Encontrar j %dx
X

Solucién:

—-3+1
iadx = 1J'x’sdx: X ¢
6X 6 6/-3+1

-2
= —X—+C=— 12+C.
12 12x
EJEMPLO 71:

Encontrar I(x2 +2x)dx

Solucioén: Por la férmula 5,
I(x2 +2X)dx = Ixzdx + J2xdx

3 2 3

= szdx+2dex:X—+(2)X—+C X ixtec
3 2 3
EJEMPLO 72:
Encontrar J'yz(y+§)dy.

Solucion: El integrando no concuerda con ninguna forma familiar de integracion.

Sin embargo, multiplicando los factores del integrando obtenemos.

[y*(y+2dy = [(y*+2y*)dy

4 3 4
:y_+[zjy_+c :y_+2_y+cl
4 3 9
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EJEMPLO 73:

Encontrar j &de

Solucion: Factorizando la constante £y multiplicando los binomios, obtenemos

j%x = %I(2x2+5x—3)dx

1), % X2
E{(Z)? + (5)? - 3X} +C

3 2
X__{_SL_E_FC
9 12 2

Metodos de Integracion

La integracion seria una cuestion por completo simple si contaramos con una lista
de férmulas de integracion, una tabla de integrales en la que pudiésemos localizar
cualquier integral que necesitasemos calcular. Pero la diversidad de integrales que
encontramos en la préctica es demasiado grande para que esté contenida en una tabla de
integrales. Es més razonable imprimir o memorizar, una corta tabla de integracion como la
presentada anteriormente, que son las que aparecen con mas frecuencia y aprender técnicas
mediante las cuales se puede ampliar el rango de aplicacion de esta tabla corta. Veremos
tres de tales procedimientos: integracion por sustitucion, integracion por partes y la
integracion usando fracciones parciales, pues son los que con mas frecuencia se utilizan en

problemas de tipo econémico.
Integracion por sustitucion

La forma integral de la regla de la cadena puede considerarse como una

técnica para simplificar una integral cambiando la variable de integracion. Se empieza con

. du . . L
una integral jg(u)d—dx en la cual la variable de integracion es x, y se la transforma en
X

una integral mas simple, Ig(u)du, en la cual la variable de integracién es u. En este paso,
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., du . i . L
la expresion d—dx de la integral original se remplaza en la integral simplificada por el
X

. ) . du du .
simbolo du. Notese que en esta relacion entre d—dx y du se supone que ™ es el cociente
X X

y se escribe,

d—udx =du
dx

Estas observaciones conducen a la siguiente técnica general de integracion
denominada integracion por sustitucion, donde la variable u se sustituye formalmente por
una expresion apropiada en funcién de x, y la integral original se transforma en una mas
simple donde la variable de integracion es u. Los pasos para realizar esta técnica de

integracion se presentan detalladamente en el siguiente cuadro.

Integracion por sustitucion

Paso 1. Insertar la letra u que representa alguna expresion en funcion de
X, la cual se escoge para simplificar la integral.

Paso 2. Rescribir la integral en términos de u. Para rescribir dx, calcular

du . . . du
™ y resolver algebraicamente, como si el simbolo ™ fuera un
X X

cociente.

Paso 3. Calcular la integral resultante y luego remplazar u por su

expresion en términos de x en la respuesta.

Sugerencia: Si el integrando es un producto o un cociente de dos términos, y uno de éstos
es un multiplo constante de la derivada de una expresion que aparece en el otro, entonces

esta expresion probablemente sea una buena eleccién para u.

EJEMPLO 74:
Hallar [9(x +3x+5)°(2x+ 3)dx
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Solucion: El integrando es un producto donde uno de los factores, 2x + 3, es la

derivada de la expresion, x* + 3x + 5, que aparece en el otro factor. Esto indica que debe

hacerse u = x* + 3x + 5. Entonces

OI—u:2x+3 y asi du = (2x + 3)dx

dx
Al sustituir u = x* + 3x + 5 y du = (2x + 3)dx, se obtiene

jg(x2 +3X +5)°(2x + 3)dx = jguf‘du —u?+C = (xX*+3x+5)°+C.

EJEMPLO 75:
3X
x? -1

Solucion: Obsérvese que

dx

Hallar I

d, ., 2
—(x*-1) =2x =—=(3x
dx( ) 3( )

Por tanto, el integrando es un cociente donde el término 3x es un multiplo constante

de la derivada de la expresion x? — 1. Entonces,

du = 2X du=2xdx 0O Edu = 3xdx
dx 2

Al sustituiru=x*-1vy gdu = 3xdx, se obtiene

3 1(3 3¢l
2o {33

Inju|+C

N[w N|w

In|x*-1|+C

EJEMPLO 76:

Hallar J'XZ\/ x® + 9dx

Solucién: Observe que x> es, salvo un factor constante, la derivada de x> + 9. Por

lo tanto, podemos sustituir.
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U=x*+9, du = 3x% dx.
Podemos proporcionar el factor constante 3 si compensamos multiplicando la

integral por %, con lo que obtenemos
JXZ\/ x? +9dx = %I(x2 +9)2.3x%dx = %ju“zdu

3/2
10 L c-2pr,c
3 32 9

%(x3 +9)*? +C.

Integracion por partes

Una razén para transformar una integral en otra es la de producir una integral
que sea mas facil de evaluar. Hay dos formar generales de lograr dicha transformacion; la
primera es la integracion por sustitucién y la segunda es la integracion por partes.

La formula de integracion por partes es una consecuencia sencilla se la regla
del producto para derivadas.

Si uy v son funciones diferenciables de x, por la regla del producto tenemos

(uv)'=uv+w’ = uv'= (uv) +vu’
Luego integrando ambos miembros con respecto a X, obtenemos la formula

de integracion por partes:

_[udv =uv-— Ivdu

Esta formula expresa una integral, judu, en términos de otra integral, jvdu, que

puede ser mas facil de integrar.

Para aplicar la formula a una integral dada I f (x)dx, debemos escribir f(x) dx como

el producto de dos factores (o partes) escogiendo una funcion u y una diferencial dv tales
que f(x) dx = u du. Sin embargo, para que la férmula sea util, debemos ser capaces de

integrar la parte seleccionada como dv.
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En general para aplicar la integracion por partes a una integral dada, primero
factorizamos su integrando en dos “partes”, u y dv, tales que la Gltima incluya la diferencial

dx. Intentamos elegir esas partes de acuerdo con dos principios:

1. Laprimitivav = jdv debe ser facil de determinar.

2. La nueva integral jvdu debe ser mas facil de calcular que la integral
original.

Una estrategia eficaz consiste en elegir dv como el factor mas complicado que se

pueda integrar facilmente. Entonces derivamos la otra parte, u, para encontrar du.

EJEMPLO 77:
Hallar _[xexdx

Solucion: Esta integral no puede determinarse con las férmulas de integracion
previas. Una manera de escribir xe* en la forma u.du es haciendo.
u=x y dv = e*dx

Para aplicar la férmula de integracion por partes debemos encontrar du y v:

du =dx (derivada de u respecto a x)
y V= Iexdx =e*+C; (integral de dv)
Entonces,

Jxexdx =uv —Jvdu

x(e" +C,) - [ (" + Cl)dx

xe* + Cix—e*-Cix+C
=xe"-¢e"+C
=e'(x-1) + C.

La primera constante C; no aparece en la respuesta final. Esta es una caracteristica
de la integracion por partes y de ahora en adelante esta constante no sera escrita cuando
encontremos v a partir de dv.

Cuando se usa la férmula de integracion por partes, algunas veces la “mejor
seleccion” de u y dv puede ser obvia. En algunos casos una seleccion puede ser tan buena

como la otra; en otros, solo una seleccion puede ser adecuada. La habilidad para hacer una
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buena seleccion (si ésta existe) se adquiere con la practica y, desde luego, con el

procedimiento de ensayo y error.

EJEMPLO 78:
Inx
Hallar | —dx
1%
Solucion:
u=Inx y dv = idx
Jx
Entonces,
du = Ldx y V:Ix’“zdx:Zx“2
X
Asi,

Iln x(%dxj =uv —Ivdu
X
=(Inx)(2V/x) - j(lefz)(ldxj
X

:2\/;Inx—2]x“2dx

=2J/xInx-2(2Vx)+C
=2J/x[In(x) - 2]+ C .

Integracion por Fracciones Parciales.

Ahora se estudiaran un tipo especial de funciones llamadas racionales. Se
mostrara que toda funcion racional se puede integrar en términos de funciones elementales.
Recuerde que una funcién racional R(x) es aquella que se expresa como cociente de dos
polinomios. Es decir,

RE) = 2
Q(x)
Donde P(x) y Q(x) son polinomios. ElI método de fracciones parciales es una técnica

algebraica que descompone R(x) en una suma de términos:
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- P
Q(x)

Donde p(x) es un polinomio y cada expresion Fi(x) es una fraccion que puede integrarse

R(x) = p(x) + F1(X) + F2(X) + ... +F(X),

con poca dificultad.

Para obtener dicha descomposicion, primero se debe factorizar el denominador Q(x)
como un producto de factores lineales (de la forma ax + b) y factores cuadraticos
irreducibles (de la forma ax? + bx + ¢, con b? — 4ac < 0). Una vez que se ha encontrado
esta factorizacion de Q(x), podemos obtener la descomposicion en fracciones parciales

mediante métodos algebraicos rutinarios que se ejemplifican a continuacion.

Factores Lineales

Sea R(x) = P(X)/Q(x) una fraccion racional propia (el grado de P(x) es
menor que el de Q(x)) y supdngase que el factor lineal ax + b se presenta n veces en la
factorizacion de Q(x). Es decir, (ax + b)" es la maxima potencia de ax + b que divide a

Q(x) sin dejar residuo.

Regla 1 Fracciones parciales con factores lineales

La parte de la descomposicion en fracciones parciales de R(x) correspondiente
al factor lineal ax + b de multiplicidad n es una suma de n fracciones parciales
de la forma

A, A A

ax+b (ax+b)> = (ax+b)"’

donde A4, A, ..., A, son constantes.

Si todos los factores de Q(x) son lineales, la descomposicion en fracciones parciales
de R(x) es la suma de expresiones como la de la ecuacion anterior (cuadro). La situacion es
particularmente sencilla si ninguno de esos factores se repite (es decir, si cada uno tiene
multiplicidad n = 1). En este caso la expresion en la ecuacién anterior se reduce a su
primer término y la descomposicion en fracciones parciales de R8x) es la suma de tales

términos.
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EJEMPLO 79:

2_ J—
4:( 3X 4OIX

HaIIarJ. >
X7+ X" —2X

Solucion:

La funcidn racional por integrar es propia, por lo que procedemos de inmediato a

factorizar el denominador.

X+ X2 =2x=X(X2+x-2) = x(Xx=1)(x+2).
Tenemos tres factores lineales no repetidos, por lo que la descomposicién en fracciones
parciales es de la forma

4x* -3x—4 A B C
XX -2x X x-1 x+2
Para determinar las constantes A, B y C, multiplicamos ambos miembros de esta ecuacion

por el denominador comun x(x — 1)(x + 2) y tenemos que
4x* —3x—4 = A(X—=1)(x+2) + Bx(x + 2) + Cx(x - 1)
Entonces, agrupamos los coeficientes de las potencias iguales de x en el lado derecho:
4x* —=3x—4=(A+B+C)X* + (A+ 2B -C)x+(-2A)
Como dos polinomios son (idénticamente) iguales solo si los coeficientes de las potencias

correspondientes de x son iguales, concluimos que
A+B+C =4,
A+2B-C =-3,
—-2A=-4.
Resolvemos estas ecuaciones simultdneas y determinamos que A=2,B=-1yC=3.Y con
estos valores tenemos que.
2

=2In|x|-In|x-1|+3In|x+2|+C

EJEMPLO 80:
3 J— —
Hallar J‘LXJ
X(x—1)
Solucion:
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Aqui tenemos un factor lineal de multiplicidad n =3. De acuerdo con la
regla 1, la descomposicion del integrando es fracciones parciales tiene la forma

X*—4x-1 A B C D
=4 + +
x(x-1)® x x-1 (x-1)* (x-1°

Para encontrar las constantes A, B, C y D multiplicamos ambos miembros de esta ecuacion
por x(x-1)° y obtenemos:

x* —4x—1= A(x—1)> + Bx(x —1)* + Cx(x —1) + Dx.
Desarrollando y agrupando los coeficientes de potencias iguales de x en el lado derecho y
obtenemos:
x*—4x-1=(A+B)xX’+(-3A-2B+C)x*+ (3BA+B-C + D)x— A
Después igualamos los coeficientes de las potencias iguales de x en ambos lados de esta
ecuacion. Obtenemos las cuatro ecuaciones simultaneas .
A+B=1,
-3A-2B+C =0,
3A+B-c+D=-4
-A=-1
Resolvemos estas ecuaciones simultaneas y obtenemos A=1,B=0,C=3y D =-4. Por

tanto,

Ixs_4x—31dxzj(1+ 3 2_ 4 3de
X(x—1) X (x=1)° (x-2)

Factores Cuadraticos

Supdngase que R(x) = P(x)/Q(x) es una fraccion racional propia y que el factor cuadratico

irreducible (ax® +bx +c)"es la maxima potencia de ax® +bx +cque divide sin residuo a

Q(x). Como antes, decimos que n es la multiplicidad del factor cuadratico ax® +bx +c.
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Regla 2 Fracciones parciales con factores cuadraticos
La parte de la descomposicion en fracciones parciales de R(x) correspondiente
al factor cuadrético irreducible ax® + bx+c de multiplicidad n es una suma de
n fracciones parciales de la forma
B, x+C, N B,x+C, - B, x+C,
ax’ +bx+c  (ax’ +bx+c)’ (ax® +bx+c)"’

donde By, By, ..., Bhy Cy, Cy, ..., C, son constantes.

Si Q(x) tiene factores lineales y factores cuadréaticos irreducibles, la descomposicion
en fracciones parciales de R(x) es simplemente la suma de las expresiones de la forma dada
en la ecuacion de factores lineales mas la suma de las expresiones de la forma dada en la
ecuacion anterior (cuadro) correspondientes a los factores cuadraticos. En el caso de un
factor cuadratico irreducible de multiplicidad n = 1 (el factor no se repite), la expresién de

la ecuacion anterior se reduce a su primer término.

EJEMPLO 81:
HaIIar_[SX —3x%+2x— 1d
x* + x2
Solucién:

El denominador x*+ x* = x*(x* +1)tiene un factor cuadratico y un factor lineal
repetido. La descomposicion en factores lineales toma la forma

5x3—3x2+2x—1 A B Cx+D

+
x* + x? X x2 x?+1

Al multiplicar ambos miembros por x* + x° se obtiene,

5x® —3x* +2x—-1=(A+C)x*+(B+ D)X’ + Ax+B

Como antes, igualamos los coeficientes de potencias iguales de x para obtener las

cuatro ecuaciones simultaneas,
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A+C=5

B+D=-3
A=2
B=-1

Resolvemos facilmente estas ecuaciones, obteniendo A=2,B=-1,C=3y D =-2.

Por tanto,

3_ 2 _ _
J-5x 3x? +2x 1dx:J'(g—i+3X Zjdx

x* + x2 X x* x°+1
= 2|n|x|+-1 X oM
x? +1 x?+1

= 2In| x|+1+gln(x2+1)—2tan1x+c
X

Integral Definida

El calculo integral se basa en el concepto de la integral. La definicion de la integral
es motivada por el problema de definir y calcular el area de la region que se encuentra ente
la gréafica de una funcién de valores positivos f y el eje x en un intervalo cerrado [a,b]. El
area de la region R de la figura 3. esta dada por la integral de f de a a b, denotada por el

simbolo,

.Tf(x)dx

Figura 3. Areay = f(x) y x. en [a,b]
El teorema principal de este tipo de integral es el teorema fundamental del célculo,

el cual proporciona una conexion vital entre las operaciones de derivacion e integracion, la

que proporciona un método eficaz para calcular el valor de las integrales.
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El teorema fundamental del calculo
Supongamos que la funcion f es continua en el intervalo cerrado [a,b]

Parte 1 Si la funcion F esté definida en [a,b] como
F(X) = j f (t)dt,

Entonces F es una primitiva de f. Es decir, F"(x)=f(x) para x en (a,b).

Parte 2 Si G es cualquier primitiva de f en [a,b], entonces

T f(x)dx = [G()]> = G(b) - G(a).

De esto se obtiene que

La integral definida

La integral definida de f desde a hasta b es la diferencia

T f (x)dx = F(b) - F(a)

Donde F es una antiderivada de f. Es decir, la integral definida
es el cambio neto producido en la antiderivada entre x = a 'y

X =Db.

Las propiedades o reglas para resolver integrales definidas son similares a las la
integral indefinida, sélo que luego de integrar se evalla el resultado segun los limites de la

integral.
Una propiedad importante de la integral definida que hay que resaltar pues no se

presenta en la integral indefinida es:

Si f es continua sobre unintervalo 1 ya, b y estanen I, entonces

JC' f (x)dx :j' f (x)dx +j f (x)dx.
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EJEMPLO 82:

1
Calcular j 8x(x? +1)%dx
0

Solucioén:
El integrando es un producto donde uno de los factores, 8x, es un maltiplo constante

de la derivada de la expresion x* + 1, que aparece en el otro factor. Esto indica que
u = x> +1. Entonces, du = 2xdx, y por tanto
J'8x(x2 +1)%dx = I4u3du =u*

Los limites de integracion, 0 y , se refieren a la variable x, y no a u. Por tanto, se

puede proceder de dos maneras: rescribir la antiderivada en términos de x o hallar los

valores de u que correspondenax =0y x = 1.

Eligiendo la primera alternativa, se hallara que,

I8x(x2 +1)%dx =u’ = (x> +1)*
y en consecuencia,

1
j8x(x2 +1)%dx= (X +1)* [=16-1=15
0

EJEMPLO 83:

2
Hallar _[| x® — x| dx
-1

Solucion:
Observamos que x*—x>0en [-1,0], que x*—x<0en [0,1] y que x*—x>0en

[1,2]. Asi, escribimos

2 0 1 2
_[| X} —x|dx= J‘(x3 —x)dx+I(x—x3)dx+J'(x3 — x)dx
-1 -1 0 1

—|Lly4 12 12 14 14 142
‘[ZX —3X fﬁ[ﬁx —aX t+[ﬂ _Exf

=p+itl-(Dl=%=275

143



Calculo de areas

Area bajo una curva

Si f(x) es continua y f(x) > 0 en un intervalo a < x <b, entonces se puede hablar de

7

area “bajo la curvay = f(x) entre x = a y x =b”. Existe una sorprendente conexion entre

esta &rea y la integral definida, la cual puede resumirse como sigue.

El area bajo una curva
Si f(x)>0 en el intervalo a < x <b, la region R bajo la curva y = f(x), entre

X =ay Xx=Db, tiene un area

b
Areade R = I f (x)dx

EJEMPLO 84:
Hallar el area de la region limitada por la recta limitada por la rectay = 2x, el eje x y
la recta vertical x = 2.
Solucion:

La region en cuestion es el tridngulo de la figura (4), y su area es:

Figurady=2xyx=2

Area = %(base)(altu ra) = %(2)(4) =4

Para hallar esta area mediante el célculo, se debe aplicar la formula integral para

f(x) = 2x. Se toma b = 2, ya que la regidn esta limitada a la derecha por larectax =2y
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a = 0 ya que, a la izquierda, el limite incluye el Gnico punto (0,0), que pertenece a la recta
vertical x = 0. Se encontrard, como se esperaba, que:

2
Area = j 2xdx) = x? 2= (2)2 - (0)? = 4
0

EJEMPLO 85:
Hallar el area de la region limitada por la curva y = —x* + 4x -3 y el eje x.
Solucion:
A partir de la forma factorizada del polinomio:
y=-x"+4x-3=—-(x-3)(x-1
se observa que las intersecciones de la curva con el eje x son (1,0) y (3,0). A partir de la
grafica correspondiente (véase figura 5) se nota que la region en cuestion esta por debajo de

la curva y = —x*+4x —3, por encima del eje x, y se extiende desde x = 1 hasta x = 3. Por
tanto,

Figura5. Yy = —X* +4x -3

3

Area = J'(—x2 +4x-3)dx = (—%xg' +2x? —3xj X

1

= (—9+18—9)—(1+2—3j=ﬂ
3 3
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Area entre dos curvas

En algunos problemas précticos, quizd sea necesario calcular el &rea entre dos
curvas. Supongase que f(x) y g(x) son funciones no negativas y que f(x) > g(x) en el

intervalo a < x <b como se muestra en la figura (6a).

a) b) c)
Figura 6. Area de R = 4rea de R, — area de R,

Para hallar el area de la region R situada entre las curvas, desde x =ay x = b, se
resta el area situada bajo la curva inferior y = g(x) (véase figura 6¢) del area localizada bajo

la curva superior y = f(x) (véase la figura 6b). Es decir,

El area entre dos curvas
Si f(x) y g(x) son continuas en el intervalo a<x<b, para

f(x)>g(x), y si R es la region limitada por las gréficas de fy g y las

rectas verticales x = ay x = b, entonces,

Areade R = T[f (x) — g(x)Jdx

EJEMPLO 86:
Hallar el area de la region limitada por las curvas y = x*+ 1y y = 2x — 2 entre

X=-1yx=2.
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Solucion:

Trazar la gréfica de la region de manera que puede visualizarse la situacion, como
se muestra en la figura 7. Luego, al aplicar la formula de la integral para f(x) = x* + 1,
g(x) =2x-2,a=-1y b =2 seobtiene:

Area = f[[(x2 +1) - (2x—2)}1x = 'Zf(x2 —2x+3)dx

-1

2
:(1x3—x2+3x] =E—(—Ej:9
3 L 3 U 3

Figura7.y =x°+ 1yy=2x-2

EJEMPLO 87:
Determine el &rea A de la region R acotada por la recta y = x y por la pardbola
y=6-x%.
Solucion: La region R se muestra en la figura 8. Podemos utilizar la formula de
&rea entre dos curvas y considerar f(x) = 6 — x> y g(X) = x. Los limites a y b seran las
coordenadas x de los dos puntos de interseccion de la recta y la parabola; lo primero que
debemos hacer es determinar ay b. Para esto, igualamos f(x) y g(x) y determinamos x en la

ecuacion resultante:

Figura8.y =xyy=6-x°.
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X=6-x%, xX+x-6=0; (x-2)(x+3)=0; x=-3,2.

Por tanto a = -3y b = 2, de modo que la formula de &rea entre dos curvas es:
2
A= J'(G—x2 —X)dx = [6x—%x3 —%lezs
-3

=b2-12-32]- (-t -1
APLICACION ECONOMICA DE LA INTEGRAL

La Integral Indefinida

En los apartados anteriores trabajamos las funciones Costo, Ingreso y Beneficio,
luego abordamos el analisis marginal de estas funciones utilizando la derivacion, ahora
procederemos a utilizar la integracion para también resolver problemas econémicos de
analisis marginal.

EJEMPLO 88: Encontrar la funcion de demanda a partir del ingreso marginal

Si la funcién de ingreso marginal para el producto de un fabricante es

j—; = 2000 — 20q - 3¢°
Encontrar la funcion de demanda.
Solucion:

Como dr/dq es la derivada del ingreso total r,

r= [(2000-20q-3q")dg
RPN
= 20000 - (20) -~ (3) -+ C

r = 2000q-10g° -q*+C
Suponemos que cuando no se ha vendido ninguna unidad, el ingreso total es 0O;
esto es, r = 0 cuando g = 0. Esta es nuestra condicion inicial. Sustituyendo estos valores en
la ecuacion anterior resulta:
0 = 2000(0) — 10(0)* - 0° + C.
Por tanto, C=0y
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r = 2000q —100° — ¢°.
Para encontrar la funcion de demanda, usamos el hecho de que p = r/q y sustituimos el

valor der:

o= r _2000q-10g* - q°
q q

p = 2000 — 10q — ¢°.

EJEMPLO 89: Encontrar el costo a partir del costo marginal
En la manufactura de un producto, los costos fijos por semana son de Bs.
4000. Los costos fijos son costos como la renta y el seguro, que permanecen constantes
durante todos los niveles de produccion en un periodo dado. Si la funcion de costo
marginal dc/dq es:
? = 0,000001(0,0029° - 25q) + 0,2,
q
donde c es el costo total (en bolivares) de producir g libras de producto por semana,
encontrar el costo de producir 10.000 libras en una semana.
Solucioén:

Como dc/dq es la derivada del costo total c,

¢ = [[0,000001(0,002q7 - 250) + 0,2}

= 0,000001 (0,002q” — 25)dq + [0,2dq

3 2
c= 0,000001[0’0(;2q - 252q J+ 0,2q+C

Los costos fijos son constantes independientemente de la produccion. Por tanto,
cuando g =0, ¢ = 4000, lo cual es nuestra condicién inicial. Sustituyendo encontramos que
C =4000, por lo que

3 2
¢= 0,000001(0'022q - 252q j+ 0,2q + 4000

De la ecuacion anterior, cuando g = 10.000, ¢ = 5416  Bolivares. El costo total de

producir 10.000 libras de producto en una semana es de Bs. 5.416,67.
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EJEMPLO 90:

Si el beneficio marginal en la produccién de x unidades de un producto esté definida

por:
B"(q) =100 -0,01q y si B(0) = 0.
Hallar la funcion Beneficio y el beneficio sobre 100 unidades.
Solucion:
Tenemos

B(q) = j (100-0,01q)dg = 100q — %qz +C

= 100q- iq2 +C, ademas
200

0=100(0) - ﬁ(O) +C, luego C =0, por lo tanto

1
B(q) = 100q — ———q?
(a) q 200q

Asi mismo

B(100) = 10000 - 2—(]50.10000 =10000-50

B(100) = 9950.
El beneficio que se obtiene con la venta de 100 unidades es de 9950 Bs.

EJEMPLO 91:

Un pozo petrolero que produce 50 barriles de petréleo crudo al dia se agotara dentro
de 4 afios y ha sido estudiado que dentro de t meses el precio del petréleo sera 20+ 0,4/t
Bolivares por barril. Suponiendo que el petréleo acumulado en la produccién mensual lo
vende totalmente al precio de mercado en ese momento, calcular cual seré el ingreso total
futuro obtenido en la venta del petroleo extraido del pozo.

Solucioén:

Observemos que el nimero de barriles producidos por el pozo en un mes es:

50 . 30 = 1500 barriles por mes.

Ahora si P(t) representa el precio del petréleo crudo expresado en bolivares por barril,

entonces si r(t) representa el ingreso total acumulado durante t meses.
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Tenemos que r’(t) = 1500(20 + 0,4/t y asi obtenemos que:
r(t) = [(30000+ 600t ki, 0 sea:

r(t) = 30000 + 600.§t3’2 +C

() = 30000 + 400t+/t +C
y como r(0) = 0 se obtiene que C =0y asi

r(t) = 30000 + 400t +/t .
Ahora el ingreso total futuro proveniente del pozo y tomando en cuenta que para esto t = 4
afios = 48 meses, tenemos que este ingreso es:

r(48) = 30000.48 +400.48.4/48 ,  osea

r(48) = 1440000 + 19200. 6,9282

r(48) ~ 1440000 + 133021,50

r(48) ~ 1573021,44 Bs.

Integral Definida

EJEMPLO 92:

En cierta fabrica, el costo marginal es 3(q — 4)* Bolivares por unidad cuando el nivel
de produccion es g unidades. ¢En cuanto aumentara el costo total de fabricacion si el nivel
de produccion aumenta de 6 a 10 unidades?

Solucion:

Sea c(q) el costo total de produccion de q unidades. Entonces el costo marginal es

de derivada % =3(q—4)?,y el incremento en el costo, si la produccion aumenta de 6 a 10
q
unidades, es la integral definida.
10
c(10) - c(6) = [3(q—4)*dg = (q—-4)° [
6

=(10-4)°-(6-4)°=216-8
= 208 Bs.
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Caélculo de Areas

El calculo de areas en economia se utiliza principalmente para el célculo del

Excedente (superavit) de Consumidores y el Excedente (superavit) de productores.

Excedente de Consumidores

Si la funcion demanda p = f(g) representa la cantidad de un producto que puede ser
comprado a varios precios. Si el precio de mercado es p, Y la correspondiente demanda en
el mercado es q,, entonces aquellos consumidores que desean comprar el producto a un
precio mayor que el precio del mercado ganan por el hecho que el precio del mercado es p,

(ver figura 9)

Figura 9.Excedente de Consumidores

Bajo ciertas hipotesis economicas, el total de consumidores que obtienen ganancias,
se define como el area bajo la curva de demanda y por encima de la recta de ecuacion
y = po. Esta area E., fue llamada excedente de consumidores por el economista inglés
Alfred Marshall (1842-1924) y se calcula como sigue:

E. = Area ABCD = Area OEBDCAO - Area OEBA, es decir,

9o

Ee= | f(a)dg—a,p, = [[f(@) - p,Jg

n

EJEMPLO 93:

Si la funcion demanda viene dada por

p=f(q) =32-4q-¢’,
Calcular el excedente de consumidores, en el caso de que X, = 3
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Solucion:

Como g, = 3, entonces p, = f(qo) luego
po=f(3)=32-43-3%=11,

Por lo tanto

3
Ee= j(32 —4q-9?)dq-3.11
0

T
E.= {32q—4q——} 33
X

0
E. = 36.

En la figura 10 se presenta la funcion p = f(q) para g, = 3

Figura 10. p = f(q)

Excedente de productores

La funcion oferta representa la cantidad de un producto que puede ser ofrecido a
varios precios. Si el precio del mercado es p, Yy la correspondiente oferta es q,, entonces
aquellos productores que estan deseosos de vender el producto a un precio menor que el

precio del mercado ganan, por el hecho que el precio del mercado es p, (ver figura 11).
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Figura 11. Excedente de Productores

Bajo ciertas hipotesis economicas, el total de productores que obtienen ganancias viene
dado por el area encima de la curva de ofertap = g(q) entre =0y q = g, Y por debajo de

la recta de ecuacion p =p, Yy se le conoce como el excedente de productores, y se calcula

como sigue:

El valor de esta area es : E. = Area OAEB — Area OAEDCO, es decir,

.= qopo- | 0(@)dq = [[p, -~ 9(@) o

EJEMPLO 94:

Si la funcién oferta es la definida por s = f(q) = (x + 2)% y el precio es p, = 25,
calcular el excedente de productores.

Solucion:

Como p, = 25 entonces

9(do) = (Go +2)° =25

Por lo tanto Q+2=5

Ya que solo consideramos valores positivos de ¢, por ser la cantidad de un
determinado producto.

En consecuencia Xo = 3.

3
Luego, se tiene Ep=3.25- I(q +2)%dq
0
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Figura 12. s = f(q) = (x + 2)?

EJEMPLO 95:
La funcién de demanda para un producto es:
P =f(q) = 100 - 0,05q.
donde p es el precio por unidad (en bolivares) de g unidades. La funcién de oferta
es:
p=9(q) =10 +0,1q.
Determinar los excedentes de consumidores y productores bajo equilibrio del mercado.
Solucioén:
Primero debemos encontrar el punto de equilibrio (p,Qo) resolviendo el sistema
formado por las funciones p =100 -0,05q vy p=10+0,1q.
10 + 0,1g = 100 - 0,05q,
0,15q = 90,
q = 600.
Cuando g = 600, p = 10 + 0,1(600) = 70. Asi g, = 600 y p, = 70. EIl excedente de los
consumidores es:
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9o 600

E.= [[f(a)- p,Jdg = [(100-0,05q-70)dg

0

2 600
- (3oq—o,o5q?j =9.000 Bs.

0

El excedente de los productores es:

600

E»= [[p, ~ 9(@g= [[70-10+010) kg

2 600
- (60q - 0,1%J —18.000 Bs,

0

El excedente de los consumidores es de 9.000 Bs. y el de los productores es de 18.000 Bs.

PROBLEMAS PROPUESTOS 5.1

1. Se estima que dentro de “x” meses la poblacion de Capacho cambiara a una razén de
2+ 64/ personas por mes. ¢En cuanto crecerd la poblacion de Capacho durante los
préximos 4 afios?

R. Crecera en 40 personas.

2. La funcién de costo marginal es 4q — 8. Si el costo de producir 5 unidades es 200 Bs.
encontrar la funcion de costo total.

R. c(q) = 2g° - 8xg+ 190
3. Si el ingreso marginal en miles de Bolivares en la produccion de q unidades de un
producto, viene dado por r'(q) = q(g’ +9)7%y el ingreso es nulo a un nivel de produccion

cero. Determinar la funcion r(q) de ingreso y calcule el mismo para un nivel de produccion
de 100 unidades.

R. r(q) = 4/g*+9 —3., r(100) = 97000 Bolivares.

4. En una fabrica se ha establecido que al alcanzar la produccion de g unidades, los ingresos

: . : 12 : . L
marginales estan determinados por Bs. 120 por unidad. Ademas se sabe que la funcion de

Ja
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costo marginal correspondiente es Bs. gq por unidad. Por otra parte, cuando el nivel de

produccion es 100 unidades, el beneficio obtenido es Bs. 40.000. Calcular el la funcién

beneficio y el beneficio cuando el nivel de produccion sea de 400 unidades.

2
R B(Q) = 240y -+ 122500

. B(400) = 60400 Bs.

5. Calcular el exceso de consumidores cuando la funcion de demanda es
p =f(q) = 85-49—q?, en el caso de g, = 5.

R. EC:@
3

6. Si las funciones de demanda y oferta estan definidas por:

p(@)=10-q
s(@=q+5
Hallar los excedentes de consumidores y de productores para un equilibrio de
Mercado.
25 25
R.E.= — , E,= —
‘"8’ " 8

157



CAPITULO V

Software Educativo

158



Matematica Aplicada a la Economia

Ecuaciones Integracion

Ayuda

Problemas

Resueltos

Limites ¥ Continuidad

Evaluacion

salida

Funciones Derivacion

159



Continuar

Teoria Matematica

Aplicacion Econdmica

160



=1 =] 1=

TTna Ecuacidn es una proposicion que indica que dos expresiones

son iguales. Las dos expresiones que conforman una ecuacidn son

lamadas sus lades o miembros v estan separadas por el signe de
igualdad “="

Resolver una ecuacién significa encontrar todos los valores de sus
vanables para los cuales la ecuacidn es verdadera, (se cumple la
ipnaldad). Estos valores son lamados scluciones de la ecuacién v
se dice que satistacen la ecuactén. Cuando sdlo esta implicada una
vanable, una solucidn tambaén es lamada ratz.

Ecuaciones Equivalentes

Feneralmente, resolvemos una ecuacitén encontrands una ecuacion
equivalente fue tenga soluctones que se deterrmnen facilmente.
Eealizando las siguientes operaciones, encontramos ecuaciones
equivalentes:
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En la mayoria de los casos, para msalver problemas practecos deben traducirse las
relaciores establecidas a simbeolos matermaticos. Esto es conocido como modelacion, ¥
cadanno de los ejemplos 1hastran las téonicas weornceptos basieos para ella.

EJEMPLO

Pablo a ahomado 2300 Bs . Durarte muatio meses. En cada mes ha alesrado 50 Bs.
mas que enel anterior. ;Cudl fue el monto de la primera cantd ad ahoerada?

So e M

21 Damames x a la canbdad que aheoerd el primmer mes, entonces la segunda cantidad
[segundo mes) seria (x + 30, el tercer mes seria (5 + 1000 ¥ finabhente el marto mes seria
Cx+ 1500,
Fara hallar el walor del primer mes resolvemos la emuacidn hineal
s+ 300+ Gz + 1000+ (5 + 13071= 2300
gy + 300 =2.300
45 = 2300300
2000

X = 4

%= 50
La prmera cantidad que ahornd pablo fie de 500 Bs.
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EJERMPLO

Uty sastre cotrgd 20 metros de telatipo & w30 metros e tela tipo B, pagando &
Bs maspot d tmetro de tela tipo A gae por el metro de tela tipo B, entotd pagd 1.120Bs
0l e el precio de cada tipo de teld?

Sohucion :

o Nanarmos & el precio delatela ipo B, etorces ol precio de latelatipo A sda (x +6),
ot tarbo 1a cardi dad corrgurada seria 3x v 200x 4 6), luegn para ballar el precio de cads
tipo e tela, reanlvemiosa ecuacidnlineal

Ax+Dx+g =112
Mxr+Dx+120=1.120
Hx=1.120-120
_loaa
r=_""
50
=20
Dadocpe x es el predo de latelatipoB entorces cads shetio de telatipo B ceda2l Ba
Dado e el preciode latelatipo A ega dado par (x +6), edonces el previo de latdatipo
Aes(A+a)1=26Bs
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EJEMPLO

La compafiia Sndersdn bace 1 producto para el que el costo wariable por midad
gea b 6 Bs. wel costo fijo sea de Be. 30000, Cads wradad fiene un precin de verta de Bs.

10. Deterraire el rirnero de wmidades que deben wenderse par dotener wra whilidad de Be,
60000,

Sohwion: Sea g el wiremw de widades e deben ser vendidas fen problemas
ecordrnicos, g reptesenta cantidsd ) Entorces, s el costo variable (en bolivares) es
B, el costo total { 1a suwa del costo vanable wel costo fijo) serd g + B0000, yel
ingresn total por lawerdade o urddades weultard en 10y, ¥a cue

Thilidad = ingreso total - cosip total.
El racdelo para este poblera es
60.000 = 10g —(6g +20.000).
Resolviendo se dotiene
60.000 = 10g —fig — &0.000
140,000 = 4g
35000=¢g
Por tanto, s deben wender 35000 unidades para dbtener una garancia de B

A0.000.
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Usnalmente la palabra funcidn es utilizada para indicar la dependencia de una

cartidad respecto a ofra.

La furciomn habitialrente s usa commo sindnitro de “regla” & “correspondencia®™ L en
ura forrna descriptiva v practica se define uma fune ién fde un conjunie X enun
comjunde Y come ung regla que asigna a cada elemerdo x de K un dnico elemerfoy de T
El corjurdo X 2= larma dominds de definicion de o szadermente domindo de 1a fanciont
vel corjunto ¥ oue es el corjurto donde £ torma valores es denormdrado codominde de £

Pata cada “%™ € X hayexactarerde moimice 5 € ¥ fal g (2 e £
Una funcidn fde en ¥ se denota de alzura de las formas sigmerntes:

3=, X,
Er el preserde frabajo utilizavernos la primera notacion,
La comespondencia defirdda por wra furcidn es costmnbre denotarla con letras

rnirvisedlas como £ g, b o blen con letras griegas @'F .., en orasiores s utilizan letras
mayseulas F, G H, ..
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Funcion Demanda

Cotio se ha visto, una fanecion es en esencla uma correspondsmsia por la que a cada
mwimero de entrada en el dominio se asiznaun mwonew de salida en el rango.

En Ecoromia son mrachas las sifnaclones que se expresan como una fincion, es
decir que una situacion deternmunada, depende del comportamiento de un aspecto. Enel
presente trabajo, se abordaran las funclones mas conocidas ¥ mas ubilizadas, como lo son:
la fanecion demanda, oferta, costo, mgreso vheneficio,

Funeidn demanda.

Juponga que la ecuacion p= 1000 descrbe la mlacion ertre el precio por wudad p
de clerto producto ¥ el mimero de umdades g del producto que los comunudores comprarin
[demanda) por semana a ese precio. Esta emiacidnes llamada ecuacion de demanda para el
producto. 51 g es un mimerc de entrada, entonces parm cada valor de g se asigna
exactarmente iuD'thmimern de salida p:

1=, P

Por ejamplo, 20 % =5,

Estoes, cuando q es 20, ertonces pes 5. Asi el precio p es una fancidn de la
cantidad demmandada, q. Esta furcidnes Namada fumcién de denvanda. Lz wariable
mdependiente a5 q, ¥ p o5 la vanable dependierte. ¥ a que q no puede ser cero (la divisidn
entre cero no esta defiridal ¥ no paede sernezativa (g representauna canbdad), el domuno
es todos los valores de g tales que q=0.
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Funcion Demanda

bnalizando cotidianare rée la funcidn de la dermanda, en general salvo casos nouy
» Ia ecuacion de Ia denanda representa a  conw una fiimeciin decreciente de
P: debido a la fendencia en la poblacidn a conmumir menor cartidad del bien a medida gue

el precio de éste aumerda.
Tarnhién s pede expresar la funcidn de dermanda de g enfuneidn de p, siendo esta
oy = {7, donde 1a cantidad demmandada g depende del precio unitario p.

EJEMPLO
Se tienendosbienes, Bl vB2 con funciones de dernanda dadas por:
90-3
Bien Bl g =fip) = TP

Bien B2 q=fipi=140-12p
Dorde pyiene expresado enbolivares.
1. 51 el precio wmitanio de arhbos bienes es de Bs. 5,75, ;Cudl de los dee bienes tendrd
tnavor de ratida?
2. ;Existe algim precio del mewado para el cual la demarda de arbos bienes gea la
rista?
Soluciin:
Para averiguar cudl de los dos bieres tendrd una mayvor demnanda, g el precio urdtario de
arnbos esde Bs. 5,75 bastard hacer p= 5,715 en cada una de las furciones de demanda
hallar el walor de  correspondiente. b
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Funcion Demanda

Q0 - 3(575
Para E1l: q=%=14,§5

Para B2: q= 140 - 12¢5.751= 71

Por lo tarto para un precio unitario de Bs. 575, el bien B2 tendrd una mayor
demm anda (711 que el bien B1 (14 550

1.1 Larespuesta a la interrogante planteada acerca de la e xistencia de algin precio que
izuale la demanda de ambos bienes, la tendremos al resolrer la ecuacion que
results alignalar las cantidade s demandadas de dichosbienes, Es decir,elpreciop,
que iguala la demanda del bien El con la del bien B2, e aquél que werifica la
ecacion:

o0 -3p
———— =140-12p
5
Esto ws:
Q0 - 3p =5 (140 - 12p)
90 - 3Zp =T00 - 40p
G0p — 3p =700 - 90

3Tp =610
610

P= 57

p = 1070

Por 1o tanto, ci el precio es de Bs. 1070, ambos bienes tendran li misoma
demanda. El walor de demanda comin se obtiene al sustitnir este precio en

cualguiera de las dos funciones de demanda; en este caso, resula cer q =114

unidade:.
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Funcion Oferta

Funcion de oferta

La siguients tabla es un programa de oferfa

q
Precio por  Cantidad surtida
Tnidad POT SETAANA
500 11
alo 14
a0 17
200 20

Esta tabla da mia conespordencia entre el precio pde cierto moducto vwla cantidad
o e los fabricantes popowloran por senaha a ese precio. A cada producto le
coresponde exactarents una cantidad yviceversa.

51 pesla varisble indeperdiente, entotices o es ma fmeidn de o digarmos g = fipy,

wi S00) =11, fH00) = 14 £700) = 17 ¥ Fa00) =20

Por otra parte, 3 qesla variable independiente, entorces pesina fincidn de o, dgemosp

= (), y (115 = 500, g14) = 60, 17) = 700 3 20 = 300,
Por esto se tahla de f v g cano fumciones de oferta.
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Funcion Oferta

Asi como la demanda se refiere a la cantidad de un bien que los comsumidores estan
dispiestos a comprar enun determinado periodo de tiempo. La oferta trata de la cantidad
delbiznque los productores calocan en el merado para su venta.

La funrion de oferta s = fip) de # {oferita) en fimein de p (precio unitario},
tammbién se mede expresar de p en fincidn de s siendo esta p = {5, donde el precio
depende de la cantdad ofertada.

La fuwin de la oferta, en comiraposkion a b funcn de la demanda,
rep resenta, en gemeral ap como fumcidn creciente de 25 esto se explica por el incentivo
de los productores a generar mas cantidades delbien a medida que el precic enel mercado
F2a Mayar.

EJEMPLO
Se tenen dos bienes 4 v B, conemuaciones de oferta dadas por
Eien A4: s=1lp)l= P'EED
1204+ p
Bien E: s=flpl= 15

Un consumideor amude al Mercado con las intenciones de comprar uno oualquiera de
dicheos bisnes:
1. 51 el conmamidor esta dispuesto a pagar Bs. 12 por cada unidad del bien comprado,

;Cualde los bieres deberia comprar?
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Funcion Oferta

Soluciin:
Pam determinar el bien a comgrar por el consmaidor, que 25lo esta dispuesto a

pagar Bs 12 por cada wradad del bien coraprado, debern evaluarse patm este precio, las
cantidades ofiecidas pam cada productor de los bienes considemdos v selecoiorar agquél

cwa oferta sea mayor.
_ 12420

Pam el hien &: g 3 f,4
Pam elbien B: s=¥ =EE

Por lo tanto, el coreurador deberd comprar el bien B,
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Equilibrio

Hasta ahora se han presentado dos fanciones nmay importantes en el memwado; la oferta v la
demanda. Mo obstante que en cadauna de ellas inflave el precio, minguna porsisola puede
deternunar el precio. Los precics enun mercado de competencia estindete mmuinados por el
equilibrio de estas farciones . De esto surge la definicidn de Pundo de E guilbrio

Zea B un bien malquiera ¥ T un periodo de referencia, lamamos Pundo de
equitbhrio delbien B, en el periodo T, al punto endonde se 1zualanla canbdad ofrecida, s
la cartidad demandada q.

El valor del precio, en el panto de eqilibrio, lo dencminameos Precio de E guilbrio

del bien B la cantdad demandada (oftecida) en el panto de equbbno la dencrunamos
Candidad de Eguilihrio.
EJEMPLO

51 las emiaciomes de la demanda v de la oferta de un determunado bien som,
respec Hvarente:

_ 180-15p
1772
s=gp-18
Ohtenza el punto de e qailibro.

Solucion:

Por definicion, las coordenadas del purto de equilibrio se obtienen hallando el panto
de mberseccidn de las ourvas de demanda v de oferta del bien considerado. Es decir,
obtermendo el punto para el cual la demanda q se 3zuala a la oferta 5; en ofras palabras,
mandose dalaiznaldad;

1=z
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Equilibrio

Eneste caso, 1a igualdad ardert or adopta forma
120 -15p
2
180 —15p=12p —36
120 +36=12p+15p
216 =27p
2l
27
a=p
Slendop =%, el wdlor de la cartidad oftecidapara p= 8, resita ser g = 5=30.
Endefinitiva, el precio de equilibrio es 2 yla cantidad de ecuailiteio ez 30,

=fp— 1% De dorde,
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Qo o

Funrion Costo, Ingreso v Beneficio

Las erapresas realizan dos fanelone s basicas, por un lado, elaboran o transforrman
bienes e cursos pam s posterior venta; por ofro lado, cormpran recursos en el mercado de
factores. Una de las decimiones Pndamentales que fods ernpresa debe tormar es la canhidad
que va a producir, ¥ ésta depencde del precio de venta wdel costo e poduccidn; esta
decigidn es guiada por el deseo de maxrdzar el beneficio, defirido cormo la diferencia
entre el ingresn wel costo total.

BEMWEFICID =IHGRES O - COSTO TOT AL,

En general, el costo total (C), azociado a un proceso poductivo, es el resultado de la
surna de des tipos e costo: el costo fijo (CF) w el costo wariable (CV). El primero
conternla aquellos gastos que no dependen de las cantidades produe idas cormo por ejermplo
los mewmidos en: cormpra ¥ mantenimiento del edificio, corapra de rarpunaria, pagos al
personal administratin, ete. El costo vanable depende de la cantidad producida; agui se
ncloen los gastos efectuados en la compra de materia prirna, gastos energéticos,
transporte, pago de ohieros, etc.; este costo awrnenta confonme aumenta la produccidn.

Se mede establecerla relacion entre los costos anteriores por la ecuacidn

C=CF+CV.
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Funcion Costo, Ingreso y Beneficio

Qo o

Por 1o tanto Narmarmos Funcionde costo de unbien B, en el periodo T, a 1a funcidn gue nos

trestra par cada navel de produccidn o, el costo total asociado C. Es decir la funcidn: C=

fipeonC20, g0,

Ex adelante sapondie mos que 1a ecuacidn de costo es del tipo lineal, es decir de La forma:

C=a+hy

Interpretando econdrcariente las constantes 2™ v *b™ e aparecen en la ecwcidn

arteror:

1. & laordenada en el orgern, es el walor del costo cuando o= 0; podemmos inferpee tar este
walor coran el correspondie nte al costo fijo de produccidn.

2. b, la pendiente, representa el anmento de costo necesaro par producir una unidad
adicional delbien.; Por qué?; a este walorlo Damarmos coste marginal (Coa) del bien.

EJEMPLO

La fiurcidn de costo de un bien es: C= 462035 + 200y
a. Chtén el Costo fijo el costo variable.
b. Determina el costo marginal.

Solucidin:

El Costo fijo esignal a la ordenada en el origen, a , esto es:
CF = 448035

La funcidn de costo variable es C — CF, 0 sea;
CW =200y

El Costo marginal es el valor de la pendiente, b; es decir:
Clvi=h =200
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Funcion Costo, Ingreso y Beneficio
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Fumnrion de Ingreso

Llamamos Funcion de Ingreso de un bien enel pericdo T, a la funcidn que nos
nmiestra para cada mivel de produceidng, el ingeso proveniente de 1a venta, I Es decirala

fancidn: I=flglcom 20, g=0.
Funrion de Beneficio

Como se dijo en parrafos anteriores, la fanc1dn prmmordial de una empresaes lade
maxnnizar m15 beneflcios. El beneficio dado porun bien B, products de la vernta de g
nmidades del misme, as:

B=1I-C
Slendo I el ingreso chterido v C el costo ocasionado, por la venta ¥ produceion,
respechvamernte de g unidades de dicho bien.

Tanto I como C sonfanciones de O, en comsemencia B también lo es.

Llamamcs Funeion de Beneficio de unbien en el periodo T, a la fancion que nos
noiestra para cada mwel de produceldn q, el beneficio cbhtermdo B, Es decir a la faneidn:

B=figlcon q=0.

EJEMPLO

Tna empres 2 paede vender un determinade arfieulo aun precio urnitario de Bs. 70.
El costo fijo de produccidn es de Bs. 8000, mientras que el costo marginal se astima en Bs.
30 porunidad.
1. Obten las finciones de Costo e Ingreso.
Ohtenla farcionde Beneficio.
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Funcion Costo, Ingreso y Beneficio
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Solucion:
El Costo fijo es por condiciones del problerna, CF = 2000; el costo wariable, CV, =
dete rrvina mediante la relacion:

CV=Chia. g

Es decir:
CV =y

Por 1o tanto, la funcidn de Costo, O es:
C =CF+ CV =2000 + 30q

La furcidn de Ingreso se obtiene mediante 1a relacidn furdamental
I=p.q

En consecuencia:
I=T0qg

La fircicn de heneficdo 2= chtiene mediante 1a relacian:
B=I-C

Es decir,
B ="T0c - {2000 + 30
B =40g - 2000.
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Funcion Produccion

Funcion de Produccion

Las empiesas en s proceso de produccion utilizan recursos, o mmejor dicho, factores
de produccidn. La idea del asanto estd en deterrranar la forma ern que se corrbinan dichos
factore s para producir un ciero wirne o de nradades del bien conside oo, s decir

JOué  cantidad de prodwio s puede elborar con  determinadas
dispondh ilidades de tierra, irabajo, muauinaria, materias primas ¥ demdis recursos
produciiros?

La resgmesta a esta interrogante == fiene en la Funeidn de Prodwecion; ésta no es
mas e wra relacidn oue vincula, la cantidad de produocto prodacido O, con los factores
productrios — trabajoil), capital (ED), recmsos natwales (T) — siguie rdo los linearnientos de
una ncentiva erpe sarial (H); en otras palabras, es ma funcidn de las variables: L KL T,
H. Ihrteriendo corstantes todos, menos 1o, los factores que intervienen, la cantidad
producids o serd fimeidn sdlo del factor que se ha dejado como vanable, wes en este
contexto gue defirnirerncs la funcidn de poduccidn.

Llamarneos Funcidn de Produceion de un bien relatteo a m factor F, en el pedodo

T, ala fancidn que nos rmuestra para cada walor de F, la cantidad O producida, manterie ndo
el restn de los factores constantes. Es decir a la funcidn: O = g(F) con 20, F200.
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Funcion Produccion

EJEMPLO

El mimera de umdades producidas de un determminado bien, 0, en terminos de la
camtidad de trabajo L, medida en horas-hombre, estid dada por la fimeidn O = 200, con
L[0=].

1. :Cmé cantidad de bien se produce sise empleand,5 horas — hombre?
2. ;Cuiantas horas - hombre se necesitan para producir 125 umdades?

Solucion:
a. Lacanbdad delbien producida maando seusan 4,5 horas-hombre del factor trabajo,
se obbene mstihiyendo L= 4.5 en la funcidn de praduceidan
Q= 200451 =20
Por lotanto al utilizar 4.5 horas-hombre se obtenen 20 umdades del bien.

b. El mimero de horas-hombre requerido para producir 125 umdades, se obtene
swshtivendo enla fincion de producecidn Q) = 125 ¥ hego resolviendo la ecuacion
resultarte para L) es decir.

135 =20L
125

20
8.25=L
Por lo tarto para obtener 125 umdades del producto hay que ublizar £,25 horas-

hombre.
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Biésicarnente la aplicacion ecordrnica de los liradtes wla Continngdad de fimeiones
g apecia al descrbir lo gue le oowe a las frciones econdrnicas cuando toman
deterrrirados valores.

EJEMFLO
4x* -100

Cierta funcidn de Costo g2 define Cix) = |: }x#jendmdexeselnﬁmem

de arficulos producidos (en clerdos) ¥C es el costo de produceidn (en rles de bolfares).
Encontrar e Interpee tar: a) TimCyx) ,h}’irrszﬂ'[:x:] . c}IirEzCi:xj
Sohucion:

i 4x* —100 _log-100 0 o
a) o [ ] {imdeterrmiracion)

a3

Iim|:4x _ISDD]=Iim|:—I:2x:I ';D ]=Hm[W]

L—F ¥ - a=F ¥— A—F _r_j

_ Hm[i{x =52y +10)

:|=Hm Adx 410 =40
_r_j L—F

A—F
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Puede interpretarse la mphiraen x = 5, cono el hecho de no estar preparmdo el montaje de
la pooduccidn de los artioulos, para funcionar apro:amadamerte cuando el mimero de

articulos producidos seand0.

32

b i

4x*=100] _4(3*-100 _-&4 _
5= 5 -5 —7

El costo aproximado de tes arbioulos es de 32 (miles de bolivares) en él se inchayven
todos los zastos que gerera la elaboracidn de cadauno de los aimalos.

o by 20

4x*-100]  4(00%-100  -100
x=5 0-5 -3

El costo o gastos que puede prever la empresa para imiclar la produccion de las

articulos es de A0 (miles de bolivares).

Q| o

186



EJEMPLO
El costo (en bolfvares) de elirainar x%% de la polueidn del agua en clerto rachuelo
eatd dadn por:
1500
100-
1. Hallar el Costo de elirvirarla mitad de 1a polucidn.
2. jUhé porcentaje de la polucidn puede elirinarse con Q000 Bs.
3. Fsaluar e irderpee tar el realtadn del Jim C7)

s —lon

1]
—para < 5 <100

Cix=

Sohucion:
a. Lamitadde la polucidn es el 30%%, es decir, evaluar la funcidn en x = 50.
000507
= —— " ="T5000ks.
CO0 100-50

Por lo tanto el Costo de elirainar el 500 de 1a polucidn es de 75000 Bs.

Q| o
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1. Corociendo el costo, teretnos que hallara x, para la cual resolveracs la ecuacion:

20000 = Egm"’ — 20000100 - £) = 75000x
- X

2000000 - 20000 = 75000

2000000 = 75000z + 20000k
2000000 .
25000

2L05% =x
Con 20000 se puede ehrminar el 21,05% de la polucidn.

75000
fim
C:' .n.-.-ll:ll]1|:||:|__r

Dado cue O £x<100 a medida e x s acerca a 100 diratadarente el Costo s
wiE ke arhitrariamente grande.

iverficarcon x cerca de 100, cormo por ejeraplo 99,999
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Lz deravada de una funcidn fes la funcion dencéada por 7y d finida por

flx)= {mi w

—

, Jempra gue éde lingfe exisfa.

&7 puede encontrarse Ffx), se dice que feos diferenciable y £{x) se lama derivada
de fen x o derivada de feon regpecio a x. Bl proceso de encorfrar Ia derivada se llama

EJEMFPLO

{ A\'ﬁ
f Encontrar la derfvada por redio de s defirdcidn. 51ffx) =%
.y . Sohuciin:
f= Hmf':-r'i'h:l_f{x:'
w Al h
] ] T T T

=Hmfl{x+h]l ~E g +2xh+h -x

A =0 h A =0 h
s 2

=l 2R MR oy =2

f =l h f =0 h h=0

Chzerve que al torare] linite tratarnos a x cormo wra constante pomue e hynox
la que estaba cambiando.

al@ o
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Amnalieis Marginal

Sean “%” e " dogardbles econdrnicas cualesouiera, relacionadas por la ecuacion
v=1x). Engeneral & entiende por andlisie marginal ] estadio de las variaciones de la
vatahle “W en términos de las wariaciones de la varahle “57

En la mealidad el conjmto formado por los valores que toman las wariables
erondraicas tales copo preclo, costo, oferty, dermands whereficio, ez m corqunto firato; an
erobargo, con el fin de apeovechar la potencia e nos bonda el cdleuls diferencial
supondreracs gue loswalores de las mencionadas vanables son ilrmercs reales.
Costo Marginal

La fime iom de cosio iotal de un fabricante, ¢ = f849, nos da el costo total ©

de poduccidn v comerciar o widades de wm poducto.  La ramdn de carbio de ¢ con
respecto a o s 1latma costo marginal L)

Croeto marmiral = g—;
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EJEMPLO

Sea o= 0.1g' + 3 ura fimcion de costo, domde ¢ estd en holfvares o en kilograraos.
Entones,

El costo margival cuardo = producen 4 lbras es defdy evalwds cuando g = &

de
d—glq-a, =02 =030,

Esto significa cue 51 la poduccidn == iwwmerta en 1 kilogramo, de 4 a2 5
kilograrnos, entonces el carrbio en el costo es aproximadarmente de 050 Bolivares. Esto es,
el lloorarmo adicional cuests apeoiamadarnents 020 Bolivares, Engeneral, inferprefamos
el cosfo marginal como el codo gproximado de una unidad adicioral producida,

Sices el costo total de produetr  unidades de un producto, entonces el costo medio
por uridhd, © es

o=

Q| o
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Ingreso Marginal

Supongarnos oue ¥ = fig) es la funcidn de ingreso wital de un fakricante.
La ecuwacidn ¥ = fig) establece que el walor total recibido al vender o uridaces de un
producto es v El ingreso marginal == define como la rapin de carabio del walor total
tecibidh con respecto al wirnero fotal de wddades werdidas. Por corsiguients, el irgreso
narginal es solarnernte la derfvada de v conrespecto a g

Irgreso marginal = ﬁ
dg

El mgresn margival es la ramdn a la gue el mmgreso cawbia con wesyecto a las

uridades wendidaz, Lo interretarans corno of ipgreso aproximado recibido o vender una

unidad adicional de produecidn,

EJENMPLO
Suponga gue un fabricante vende un products & Be. 2 por madad. 51 se werden g
uridades, el irgreso total estd dadao por
r=2q.
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Sohuciin:

La fancidn de mgreso marginal es
dr d
7 a‘g': q)

fque es una funcidn comstante.  El ingreso marginal es erdonces igual a 2
mdependierternente del wivnero de wodades vendidas. Esto es lo que esperariarmos porgue
el fabricarde recibe Ba. 2 por cada wridad wendida.

ol oes el ingreso total de vender o midades de un producto, entonces el
ingreso medio por unidad, fes
- r
¥F=—
g
Beneficio Marginal
La fumwadn de heneficio total de unfabrcante, B = {lq), nos da el bereficio
de producir ¥ vender q unidades de unproducts. La ra=in de cambio de B con respectoag

s& llama Beneficao Marginal bl

Fodi}

Beneficio marminal = E
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51 B es el beneficio total de poductr yvender f umdades de un producto, entonces el
heneficio medio por wnidad, Bes

5.5
g

EJEMPL O Beneficio Marginal

La Ecuacidn de la demarda de unciero bienes, p= 6DD3[—%'1},|; =0 .51 la funcidn
de costo es afg) = T00ndy + 1) + 200, g2, Chiener
1. Lafimeidn de beneficio.
2. Lafimeidn de beneficio roedio.
3. La fimeidn de bereficio marginal
4. La tasa conla cual warda elbeneficio en el mvel de poduccidn de 60 uradades.

Sohucion:
a. Lafmeidn de beneficio Big)es:
B} = 1(e) — o).

el ==
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1. La tasa con la mal waria la fancidn de beneficio en el mivel de produceidn de &0

unmidades, &5 el beneficio margsimal evaluado en g = 60; &5 decir:
B1al = &_%El 0o —&l) - % mE(0,54900400 - 110475 =120,285.
Optimizaciin de las funciones de Cosio, Ingreso v Bene ficio.

Chraarente cwndo hablaraos de las funclones econdrucas Costo, ingreso v
Bereficio, querernos alcarear el mejor resultads del oceso productivo, westo se logra
alcanzardo el Costo minimo, el ingreso maxinw el Beneficio naxinuo.

EJEMPL O Optimizacion
La ecuacion de la demanda de m clerto bien es p = 400 — 2oy roentras oque la
furcidn de costo es cio) = 020" +4q +400. Chtener:
1. Elcosto mitamo.
2. Ellngreso maxirmo.
3. Elbeneficio mdxrn.
0 b dn:
a. Se tmata de hallar el minirmo de 1a fiancidn:
Ol =02 +dg +ann, 9 =4
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Corwenzanch por determivar loz podos orificos de la fireidn, mes los walores
extrernns (ridxdrmee yiminirnos) de e fmeidn solo se alcarman en sus pardos criticos.
c=dg). Ladatvadade esta fimeifm es:
ol =04y +4
Cheervando que:
1.1 ee)) exdste para cualepiervalor de o enel interalo [0,+ 3,

(-(-j\i 12CTy) = 0<=04q + 4 =0 g = -10, valor éste cue ro pedenece al
575 oy
' Se conclims erdorces que el waco pardo citico de la focidne = o) es el extreroo
5 infericy del ivgervalo [0+9%, ez decir g=0.
Coreo e'{) = 0 para maleuiervwalor de o en [0+ 59, 1a farcidn e =eq) s crecierds
! : , en el rmercionadn intervalo vjpor 1o tanto eng = 0 dicha fimeidn alcarza un rriviv

relattvm, o a suves tardbién absoluto, oo alor es of0) = 400,

En resmmery, la fimecidn de costo alearza suvalor radriron de 400 Ba. enel niel de
modecidng =0.

@ | ol o
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Integral Indefinida

Dada wra furcidn £, & F es wra funcidn tal que

Fix)= fix),
Entorces Fze lama anfideriada de £ Lsi wra anfidertvads de £ es sirapdemente

ura funcidn cuya derteads es

For ejeraplo, coran la derivada de %° es 2% ¥ es ura antiderivada de 2x, sin
erabaizo, no es la dnica, vearnos porgqué. Coro,

d ., d
— it +1y=1x —ixt=-5y=1r
:ix{ ] ¥ dx{ )
Tanto x* +1 cormo x° — 5 son tarekié nantiderivadas de 2x.
. Lo mas iraportants, &5 que fodas las antiderTvadas de 2x deben ser fmciones de la forrna
%+, debido a que:
Dos antiderival s cuales)uiera de una funcion difieren solo en una consiante.

Coran la expresion x° + C describe todas las antiderfvadas de 23, poderans
referiimos a ella corao la anfiderivads mds generdl de 2x, denotadh por _[Ex:ix, ue se lee

“infe gral indefinida de 2x respecto a 27 Escnbimos entonce s:
_[Ex:ir =1+

En resumen Integrar siz rifica encontrar _[f{r,‘.hil’.
.[f':x}dr=F{x}+C, siysalosi  Fix)=fx)

= =3 =
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Meétodos de Integracion

Q| o

La integracidn sera ma cuestdn por corapleto sivaple sl contaratoos con ma lista
de férrelas de irdegracidn, ma folfe de mfeprales en la oue pudidseroce localizar
cualepier ntesral oue necesitiserros calowlar.  Pero la diversdad de intesrales cue
ercontrarons en la prActica es demasiado grande para oue estd corderida en ma tabla de
integrales. Es rnds razonable mprinit o meraorlzar, wra cotta tabla de integiacidn como la
peesertada arderiorrrente, cue son las gue aparecen con rds frecuencia wapender cnicas
mediante las cuales se mede arnpliar el rargo de aplicacion de esta tabla corta. Vereroos
tres de tales peocedirdentos: ffegracidn por sudfifueidn, mfegraciin por parfes p Ia
Infagracion usandos fraccionss pareid as, ies son los oue con s frecuencia se uhilizan en
probleras de tipo econdimico.

Integracion por sustitucion

La formna integal de la wgla de la cadena piede corsiderarse corno ura
teenica para sirnpificar ma integral carrbiatdn lavariable de irtegmacion. Se emmpe=a con
ura integral _[S‘:“:'d—:‘ﬁ et la cual lavwariahle de integracidn es x, wae la travefbrrm en

ure intesral wds sirogde, Jg(uj.:iag en la cumal la vanahle de integracidnes n.
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Integral Definida

Elteprena fimdanental del cike ulo
Supongaraos oue la fancidn fes continna en el intervalo cemrado [ah]
Parte 1 5i la funcidn F estd definida en [ab] corao

Fix) = [ £,

Entonces F es una priritrea de 2 Es dectr, Fr{x)=tz) para x en{ab).
Parte 2 51 G ez cualguie r prraattea de fen [ah], entonces

[ £(3dx =[G = GEb) - GHa)

De esto s= obtene gue
La integral definida
Laintegral defimida de fdesde a hasta b es 1a difarencia

[ #xdx = Fid) ~ Fla)

Donde F es una antidenivada de 2 Es decir, la intezral definida

g5 el cambio neto producido en la antiderivada entre x = a v
x=h.
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Calculo de Areas

Area hajo una curva

Sifx) es contimm wilx) £ 0 en m intervalo @ = X< P entonces s puede
hablar de drea “bajo la curva p = fix) entre x =@ ¥ x =57 Existe una sorppenderde
cohexlon entre esta drea v la mte gral definada, 1a cual puede resurmirse commo sigue.

El area hajo una curva

A fitc)=0 en el intervalo g = x £5, la regidn B bajo la curva p = fix), entre

&
x=ayx=h, tene umdmra de: Areade B= _[f':ﬂﬁ“r

EJEMFPLO
Hallar el 4rea de la regidn livaitada por la recta hrndtads porla rectap =2%, eleje x5
la rectawertical x=2.
Soluciin:
La regidn en cuestion es el tridngulo de la figura .

Qo o
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Integral Definida

Iniegral Definida
E.EMPLO
En cietta fabrica, el costomarging es3(y —4r Bolivares por unidad cusndo el rivel
de prochrcidre s o widades. ;Encudrito sismertard el costo total de fabricact dn st el nivel
de prodace dn aunerta de 6 all wnidaded?
SoTucion:

Sea o) 6l cogo total de prochocct da de ol dades.  Erndodres el costo marginal es
de
da detivvada Eg =3(¢E—'{Bi.5rel icremerto enel cogo, & la prodaccl do aamerta de 6 a 10

widades eslairtesyal defirda
o10) o) = [3g-4'dg=(g- 4 |°

= (10— 4P —(6 — 9= 216 — %
= 208Bs

Qo o
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Integral Indefinida

Suporetmos oque cuando no se havendido singuna umidad, el ingrese total es 0; esto eg ¢
=0 cuatwdo g = 0. Esa es mestra cond cidn indcial Sustitugrendn estos walores en 1a
eracid anterios remdts

0 =2000(0) —1000° - 07 +C.
Pot tado, C=01v

r=2000g-10cf — o .
Para encortrar 1a fincidn de demards, wsamos el hecho de que p = iy v sugitumos el
valar det
r 2000g-10g°-4°
a 4
=2000 —10g —of

p:

EJEMPLO Enconrarel costo a pani del cosio marginal

Enlamatndachya de i producto, los costos i ospor semana son de Ba
4000, Loscostos fij os sor costos como larerta v el segarn, que pettmatiecen constard es
chararite todos los rivel es de produceion enun petiodo dado. 31 1a fine én de costo
margnal defdy es:
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Integral Definida

Iniegral Defimida
EEMPLO

En cierta féhrica el costomargina es 3y —4r Bolivares por unidad cuando el nivel
de prochc cidn es o widades. jEncudnto suumertard el costo total de fabricaci dn s el rivel
de producc dn aemerta de 6 al0 uddaded?

o hucidn:

Sea ofd el codototal de produoccidn de o unidades.  Entorees el costo marginal es
de
de detivada E;Iq_dt’]?'ﬁl incremento etiel codo, 5 la prodacet do axnerta de 62 10
widades eslaintegal defirdda
o
o101~ o) = [ag-Adg=(g- 4" |
B

= (10 =4 (6 —43= 216 -3
= 208 Bs

210



211



=1 [ =

Calculo de Areas

Bajo clertas lapdtesis econdmdcas, el total de corswrnidores que obtiehen ganatelas, se
define como el d1ra bajo la cwva de dermarda v por encitoa de 1a recta de ecuacidn 5
= fb. Esta drea E. fue llarads excedente de comsumidores por el econornista inglés
Lfred Whrshall (1542-1504) vree calcula corno sigue:

E. = frea BBCT = Ares OFBDCACD — fSrea OFBA, es decir,

E.= jf (g)dg —g.p. = J:Lfliqll - r.ldg

EJEMFPLO
51 la fineidn dernanda viene dada por
p=flg) =32 —dg -,
Calenlar el excedents de corewrnidores, en el caso de gue =3
Sohuciom:
Corno o, = 3, entonces = fgq) luego
n=f31=32-43-F=11,
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Calculo de Areas

Bajo ciertas hipdteds econdimicas, € tobd de productore s que dhtieten ganatcias viene
dadopor el area encima de la cura de dlerta p= gl erdre q=0 yq=q, ypor debyode
larecta de ecuacidn p= p_ v se le conoce camo el excedenie de productores, sz caloula

cono sigae

El walor de esta drea es: E, = Area OAFB — Area OAEDCO, es decir,

E. = qp,- Tgf@dﬁF T[p. - gg)kg

E.EMPLO
i la fincicn ofetta es la defirich por s = fig = (x + 2¥ v el precio es = 25
caleviar el excederte de productores
Solucion:
Camo g, = 25 ertotices

€ = (3, + =25
For lotario q,+ti=3
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Ayuda

5e recomienda leer la siguiente informacion con el ohjeto de
evitar contratiempos al momento de navegar a través de la obra.
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Evaluacion

Las siguientes preguntas de repuesta miltiple, hay una sila respuesta correcta. Seleccidnela haciendo
click o presionando la tecla que corresponda.
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Confirma la Salida del Programa

No
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Solucion de Problemas Propuestos

PROBLEMAS PROPUESTOS 1.1

1.-
Sea x el precio del pollo

X + 3 el precio de las gallina

20x la cantidad de pollos por el precio de cada pollo
20(x +3) la cantidad de gallinas por el precio de cada gallina
Entonces:
20x + 20(x+3) = 460
20x + 20x = 460 - 60
40x = 400

X = 4—00:10
10

El precio del pollo es de 10 Bs. y las gallinas de (10 + 3) = 13 Bs.

Antonio x
Luis x+13
X+x+13=77
2X=77-13

x=%:32
2

Antonio tiene 32 cromos y Luis tiene (32 + 13) = 45 cromos.

Conejos = X

Gallinas =41 — x
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Patas de conejos = 4x

Patas de gallinas = 2(41 - x)

Total de patas = 118
4X +2(41-x) =118
4x —2x =118 -82
2x = 36

2
Hay 18 conejos y (41 — 18) = 23 gallinas

18

Longitud total de la columna: x

1 de su longitud : lx > de su longitud: §x
4 4 9 9

Longitud total de la columna: %x + gx +7=Xx

9x 20x 252 36X
— + + =

36 36 36 36
9x + 20x + 252 = 36
9x + 20x — 36x = - 252

Resolvemos la ecuacion:

-7x =-252
X = ﬂ:%
-7

La longitud total de la columna es de 36 metros.

PROBLEMAS PROPUESTOS 2.1
1.
Asumiendo que la relacion entre la cantidad demanda g y el precio unitario p es
lineal, podemos escribir:
q=a+bp
Tenemos que determinar los valores de las constantes “a” y “ b”. En efecto

sabemos que g = 500 cuando p = 12,75; por lo tanto, sustituyendo:
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500 =a + b(12,75)

Ahora como la demanda a cualquier nivel de precios, se incrementa en 10 unidades,
cuando se reduce el precio en dos y media unidades, podemos establecer que si desde el
punto (g,p) reducimos el precio en Bs. 2,50, esto es, nos situamos en el nivel p — 2,50, la
cantidad demandada correspondiente sera q + 10; es decir:

Q+10=a+b(p-2,50):
Como q = a + bp, la ecuacion anterior se reduce a:
10 =-2,50b
de donde
b =-4.
Y por tanto:
a=500-12,75b =500 — 12,75(-4) = 551.

Finalmente se tiene que:

Q =551 -4p.
3.
I. Sea p el precio en el punto de equilibrio para la situacion planteada.
Este valor se obtiene, al resolver para p, la ecuacion S = P; es decir:
2p+10= P2
cuya solucién es p = 18/7; la cantidad de equilibrio es 34/7; y el
punto de equilibrio es (34/7,18/7)
i Sea p el precio de equilibrio para la situacion planteada. El valor de
p lo obtenemos mediante la resolucién de la ecuacion:
2p+10= P8
2
cuya solucién es p = 12/7; la cantidad de equilibrio es 46/7; y el
punto de equilibrio es por lo tanto (46/7,12/7)
5.

Dado que el costo fijo, CF = 120000, la funcion de costo es de la forma:
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C(q) = 120000 + bq
Ademaés se sabe que la variacion del costo es de 60000 Bs. por cada 5 unidades
adicionales, de donde:

b= @ =12000

por lo que:

C(g) = 120000 + 12000q

La funcion de beneficio B es:

B =r—c=pg- 120000 + 12000q = (p — 12000)q — 120000

De donde:

Dado que por cada unidad adicional g = 1, se genera un incremento en el beneficio
de 5000 Bs.

P — 12000 = @ — p =17000

Por lo tanto, las funciones de ingreso y beneficio resultan ser:

r(q) = 17000q B(q) = 5000q - 120000

a) Sean r y c las funciones ingreso y costo respectivamente, y sea ¢ el nimero de

gabinetes que vende la muebleria.

Tenemos asi que las funciones r y ¢ estan definidas como sigue:
r(q) =500q ; c(q) = 5000 + 200q
b) Para obtener una ganancia de Bs. 16000, se debe tener que
r(q) — c(t) = 16000,
es decir 500q - (5000 + 200q) = 16000,

0 sea 500qg - 5000 - 200qg = 16000,
300qg = 21000,
21000
luego =—=70
J q 300
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PROBLEMAS PROPUESTO 3.1

1.
a) x=50%
(50) = 10(50) _ 500 _ 5
150-50 100
Alcanzar el 50% del objetivo de la campafa se llevara 5 semanas.
b)
lim £(x) = lim 10x  _ 10(100) :1000:20
X100 x>10150-100 150-100 50
A medida que se acerca a cumplir el 100% de los objetivos de la campafia se
acercan a cumplir 20 semanas.
2.

2 2
rt-4_2-4 :% (indeterminacién)

a) lim =
H2t-2  2-2

2_ J—
o4 (-2)(t+2)
t>2 t—2 t—2 t—-2

:Il'rr21(t+2):2+2:4
t—

A medida que la cantidad de materia prima se acerca a 2 kg se tiende a producir 4
unidades del bien.

t? -4
b) P(t) = - =t+2
Para calcular la cantidad t para producir 10 unidades del bien, se resuelve la
ecuacion: 10=t+2
10-2=t
8=t

Para producir 10 unidades del bien se necesitan 8 kg de materia prima.

5.
S(p) =p°+Ap-3
P(p) =Cp + 32
S(p) =0 conp=3

223



De donde

2
A= 3-(3) :—_6:_2
3 3

Luego S(p) = p? —2p - 3.

P(p)=0 conp=38
De donde

C= __32 =__32 =-4

p 8

Luego P(p) = -4p + 32.

a) Para calcular las unidades de ofrecerse y demandarse en el precio de equilibrio

se obtienen al igualar la demanda y la ofera y hallar el precio:

P2-2p—-3=-4p+32
P2-2p+4p-3-32=0
P2+2p-35=0

Resolviendo la ecuacion de Segundo grado, obtenemos

P = 5 unidades y p2 = -7 unidades

Como se trata se unidades de producto, esta cantidad no puede ser negativa, por lo

que se deben producir a 5 Bolivares y la cantidad de equilibrio la obtenemos al sustituir el

precio de equilibrio en cualquiera de las funciones:
S(5) = P(5) = -4(5) + 32
=-20+32
=12.

Deben ofrecerse y demandarse 12 unidades.

b) Se sustituye el precio = 6 en las funciones:

S(6) = (6)*-2(6) - 3
S(6) =36 -12-3
S(6) = 21
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P(6) = -4(6) + 32
P(6) = -24 + 32
P(6) =8

S(6) - P(6) =21 -8 =13

Con un precio de 6 Bs. la oferta excede a la demanda en 13 unidades.

PROBLEMAS PROPUESTOS 4.1

1.

a)c’(q) =10

b) ¢’(q) = 0,6q + 2

c) ¢’(q) =0,099> - 1,2q + 4,5
3.

a)r(q) = 15- L

q 15q

b) r’(q) = 250 + 90q — 39>

5.

por lo que
por lo que

por lo que

por lo que

por lo que

a) La derivada de la funcién de costo es:

c’(q) = {10 ,
20

0<g<30
30<q<200

¢’(100) = 10
c’'(3) =38
¢’'(10)= 1,5
¢’(20) = 16,5
¢’(100) = 784,5

r'(5) = 14,67

r'(15) = 14
r’(150) =5
r’(5) = 625
r’(10) = 850
r'(25) = 625

En este caso la derivada no se anula en ningin punto; ademas, no existe en g = 30

ya que las derivadas laterales en dicho punto no coinciden.
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El conjunto de los puntos critico de la funcion de costo es {0,30,200}. Como:
c(0) =80 +10(0) =80
¢(30) = -220 + 20(30) = 380
c(200) = -220 + 20(200) = 3780.
Se deduce que la funcion de costo alcanza un valor minimo de 80 en g = 0 y un

valor maximo de 3780 en g = 200.

b) La funcién de ingreso r(q) y su derivada r’(q) son:
r(q) = pq = (200 - q)q = 200q - ¢° 0<q<200
r’(q) =200 - 2q , 0<q<200
La derivada r’(q) existe para todo valor de g en el intervalo [0,200] y se anula en
q = 100; por lo tanto, el conjunto de los puntos criticos de la funcién de ingreso es
{0,100,200}. En virtud de que:
r(0) = 200(0) — (0)*=0
r(100) = 200(100) — (100)? = 10000
r(200) = 200(200= - (200)? = 0
Concluimos que el ingreso minimo es 0 'y ocurre en g =0y q = 200, mientras que el

ingreso maximo es 10000 y ocurre en q = 100.

c) La funcion de beneficio es:
B(q) = r(q) —c(q) = | (200g-¢*) - (80+10q) , 0<qg<30
(200g - %) - (220 +20q) , 30<q <200

= -q% + 190q — 80 , 0<q<30
-°+180q+220 , 30<q<200
La derivada B’(q) es por lo tanto:
B’(q) = -2q+190 0<q<30
-2q + 180 , 30<qg<200

B’(30) no existe ya que B’.(30) = 130 # B’+(30) = 120 luego g = 30 es un

punto critico.
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Resolvamos ahora la ecuacion B’(q) = 0.
Si 0<qg <30, entonces:
B’() =0 < -2q + 190 = 0 < q = 95, valor que se descarta por no
pertenecer al intervalo [0,30).
Si 30 < g <200, entonces:
B’(q) =0 <-2q + 180 =0 < q = 90, valor aceptado ya que 90 esté en el
intervalo [0,200].
El conjunto de los puntos criticos de la funcion de beneficio es
{0,30,90,200}y la evaluacion de dicha funcion en tales puntos arroja:

B(0) = (0)* + 190(0) — 80 = -80

B(30) = (-30)? + 180(30) + 220 = 4720

B(90) = (-90)? + 180(90) + 220 = 8320

B(200) = (-200)? + 180(200) + 220 = -3780
El beneficio maximo es 8320 y ocurre cuando g = 90; el beneficio minimo es
—-3780 y ocurre cuando g = 200.

PROBLEMAS PROPUESTOS 5.1

Sea P(x) la poblacion dentro de x meses. Entonces, la razon de cambio de la
. . dP : .
poblacion con respecto al tiempo es ol 2+ 64X, y la cantidad en la que crecera la
X

poblacion durante los proximos 4 afios es la integral definida:

P(4) - P(0) = j(z +6vx)dx = (2x + 4x: +C) [*

= [2(4) + 4(4)* +C]~[2(0) + 4(0)¢ +C]
= (40 + C) — (0 + C) =40 personas.

X

VX2 +9

Tenemos que r(q) = I dx, ahora recordando que
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(\/x2+9):f 2X X se deduce que Vx*+9+ C es primitiva del

24x% +9 - Jx2+9

integrando, luego:

r@) = VX +9+C,

por otra parte, se sabe que r(0) =0y asi0 = J9+cC yasi C=-3 (tomando V9 = +3)

Luego:

r(q) = Vx* +9 -. Por lo tanto r(100) = /10009 — 3
r(100) ~ 100 — 3 = 97
r(100) ~ 97000 bolivares.

Tenemos la gréfica siguiente:

Jo=5

Sea p = f(q), entonces
p=85-49-¢
=85-4+4-4q-¢°
=-(q+2)* + 89 y asf

(9+2)°=-(p-89)

Po =85 —20 - 25 = 40.
(9o,Po) = (5,40)

Luego
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5 5 3P
Ec= [(85-4q—q? —40)dq = [ (45 4q - g°)dx :[45q—2q—%}
0 0

0

:225_50_1%5:175_125 _525-125, 420
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TABLA

DERIMADAS E INTEGRALES INDEFINIDAS

En 1 siquiente tabla las letras v y v representan culquier funcion de x; 2y m son constantes,
Debe sumarse una constante de inteqracion arbitraria a cada una de las inteqrales.

DERMVADAS INTEGRALES INDEFINICAS DERIVALAS INTEGRALES INDEFINIDAS

[ fop ) i.;ngh_sgny 9. [ cosx dr=senx
el I'dv= ax

2 4 au =ﬁlﬁ 2. - 0. it ¥=SeChy 10, t ¥ dr=In|secy
il [ aidv=a ]y dy il ! sec]

2 L= 3 = Tudeevar |1 Leotg pe-cosecty 1S cotgr de=lnfsens
Tlun=geds 5 uendr=fudre] Lty g de=lnjsens|

4, ix’":mxm” o]y m:ﬂ (s =1) 12, iiEEJ’:tgj’SEEH 1E.I5EEJ|’[?'X=|I1|SEEX+t|;|,I|’|
d | Mt ax

5. Lyt 5 [ &, In|x| 13, img&[,ﬁ*:_[ﬂthmggmm-.r CaseCH dy=In|cosecy-Cotgy|
¥ X | ¥ ¥

- [

. iuu :uﬂ uﬁ b, uﬂ - - pﬂ 14, i&u‘tt Jr=1_ 14| =—=arctq s

i iy = Vg TR L T
; [ dr

7. ig”ﬂg” Tl ok e ak 13. iarcs&n,lr =1_ 19, —=— = arcseny

a HUEL ax Vi Vi-n
[

0 & son y=cos 1 sen Kk d=-cosk 16 @ gprsery= —— 16 = grosecy
tlr ay - -1

Tabla de Microzoft
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