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Sea H un espacio de Hilbert, complejo, de dimensión infinita y separable. En este

trabajo se consideran N -uplas polinomialmente acotadas de operadores, actuando en H,

que conmutan entre śı.

De modo análogo a los casos de una contracción, de un operador polinomialmente

acotado y de N -uplas de contracciones, una herramienta fundamental para el estudio de

tales N -uplas es la existencia de representaciones w∗-continuas de H∞(DN ), generadas por



esas N -uplas. Se estudian tales representaciones y se establecen condiciones necesarias y

suficientes para su existencia.

Se estudia la clase ACPBN (H), formada por las N -uplas polinomialmente acotadas

de operadores que conmutan entre śı y generan representaciones w∗-continuas. Siguiendo

las técnicas clásicas de álgebras duales, se introducen las correspondientes clases AN
p,q(H)

(1 ≤ p, q ≤ ℵ0) y se inicia su estudio. En particular, las técnicas indicadas de álgebras duales

conducen a resultados iniciales en la búsqueda de subespacios invariantes para las N -uplas

consideradas, bajo ciertas condiciones sobre el espectro de la N -upla. Finalmente, se estudia

la relación de la pertenencia a la clase AN
ℵ0

(H) y la propiedad Xθ,γ (0 ≤ θ < γ ≤ 1).
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Caṕıtulo 1

Introducción

La teoŕıa multiparamétrica de operadores es el estudio de N -uplas de operadores (lineales y

acotados), actuando en un espacio de Hilbert (complejo, separable y de dimensión infinita).

Se trata de un campo que ha recibido recientemente una creciente atención y continúa

siendo objeto de investigación. La teoŕıa de álgebras duales, que ha sido utilizada con éxito

para estudiar la estructura de un operador actuando en un espacio de Hilbert, ha venido

siendo aplicada más recientemente (cf. [Oct91] y [Pta98] y las referencias alĺı citadas), al

correspondiente estudio de N -uplas de contracciones, con algunos éxitos relativamente más

modestos, pero importantes, que abren diversas perspectivas.

Particularmente, el objeto fundamental del estudio de álgebras duales, esto es, el proble-

ma del subespacio invariante (i.e., la pregunta de si cada operador definido en un espacio de

Hilbert posee subespacios invariantes no triviales) se plantea de modo natural en el contexto

de la teoŕıa multiparamétrica de operadores: dada una N -upla de operadores actuando en

un espacio de Hilbert H, ¿ posee H un subespacio no trivial invariante para cada uno de

los elementos de la N -upla ?

Tal cuestión, ciertamente contiene el tremendamente escurridizo problema para un sólo

operador y como tal pareceŕıa fuera de alcance. No obstante los progresos y respuestas

parciales en el caso de varias variables, podŕıan arrojar luz sobre el caso de una variable

(cf. [Ion96]).

En la literatura reciente (cf. [Pta98]) es considerado el caso de N -uplas de contracciones

que conmutan entre śı, y se han hecho importantes progresos. En particular, se hace uso
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extensivo de representaciones de H∞(DN ) que, de modo análogo al cálculo funcional de

Sz.-Nagy y Foias, es la base de la técnica de álgebras duales.

A partir de la exitosa experiencia en este caso, se ha propuesto como programa de

trabajo, verificar si los análogos a los resultados de una variable son válidos para este

contexto. Ciertamente la extensión no es trivial y surgen dificultades que han sido calificadas

incluso de “recalcitrantes” (cf. [KO]). El paso de una a varias variables, de un modo quizá

paralelo a lo que ocurre al pasar de la teoŕıa de funciones de una variable compleja a la de

varias variables, pareceŕıa requerir nuevas ideas.

Por otra parte, en el caso de una variable, se han hecho esfuerzos por desarrollar una

teoŕıa paralela a la de una contracción, para operadores polinomialmente acotados (cf.

[Li92] y [LP95]). El reciente resultado negativo de Pisier (cf. [Pis97]) al problema de

Halmos de si cada operador polinomialmente acotado es similar a una contracción, da un

interés adicional a la consideración de este tipo de operadores.

En el caso de varias variables la situación ofrece diversas cuestiones fundamentales que

continúan abiertas. Para una y dos variables, la existencia de dilataciones unitarias dada

por los Teoremas de Sz.-Nagy y Ando respectivamente, permite deducir fácilmente que

cada contracción y cada par de contracciones que conmutan satisfacen la desigualdad de

von Neumann, esto es, dadas dos contracciones T1 y T2 que conmutan entre śı, se tiene que

para cada polinomio p ∈ C[z1, z2] se cumple que

‖p(T1, T2)‖ ≤ sup
z∈D2

|p(z)|.

Para más de dos contracciones que conmutan, en general no existe una dilatación unitaria

y es desconocido si existe alguna constante M (dependiendo de N) tal que

‖p(T1, . . . , TN )‖ ≤ M sup
z∈DN

|p(z)|,

para cada N -upla (T1, . . . , TN ) de contracciones que conmuten entre śı y cada polinomio

p ∈ C[z1, . . . , zN ] (cf. [Pis96]).

La consideración de N -uplas de operadores que conmutan entre śı y satisfacen una

desigualdad como la anterior surge pues, como tema de interés en la teoŕıa multiparamétrica

de operadores.
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En este trabajo abordamos el estudio de esta clase de N -uplas. El Caṕıtulo 2 presenta

la notación y terminoloǵıa que requeriremos e incluye una revisión de los elementos de

Teoŕıa de Funciones en el Polidisco, Algebras de Funciones y Algebras Duales necesarios

para obtener una exposición relativamente autocontenida.

En el Caṕıtulo 3 se estudian las representaciones w∗-continuas de H∞(DN ) generadas

por N -uplas polinomialmente acotadas de operadores que conmutan entre śı. Los resultados

integran los obtenidos previamente para una variable (cf. [SNF68] y [Li92]) y varias va-

riables (cf. [BDØ73], [Oct91], [KP90], [KO97] y [Ion98]. En nuestro resultado principal

al respecto, contenido en el Teorema 3.3.4, damos una respuesta definitiva al problema de

encontrar condiciones necesarias y suficientes sobre una N -upla polinomialmente acotada

para que ésta genere representaciones w∗-continuas de H∞(DN ).

En trabajos previos al respecto se construyen representaciones w∗-continuas de H∞(DN )

generadas por N -uplas polinomialmente acotadas bajo ciertas hipótesis adicionales. En

[Apo80] tal construcción se hace bajo la hipótesis de que la N -upla satisfaga una condición

denominada condición de Apostol. En [KP90] la construcción se hace para N -uplas de

contracciones que verifiquen la desigualdad de von Neumann y que sean absolutamente

continuas. En [Li92] se considera el caso de representaciones generadas por un operador

polinomialmente acotado absolutamente continuo y en [Ion98] el de pares de operadores

polinomialmente acotados que conmutan entre śı y son absolutamente continuos.

En nuestro resultado principal probamos que la existencia de representaciones w∗-

continuas generadas por N -uplas polinomialmente acotadas es equivalente tanto a la con-

tinuidad absoluta como a la condición de Apostol, dando aśı una respuesta definitiva al

problema planteado.

En el Caṕıtulo 4 se considera la clase ACPBN (H) formada por las N -uplas polino-

mialmente acotadas de operadores que conmutan entre śı y generan representaciones w∗-

continuas de H∞(DN ).

La teoŕıa de álgebras duales ha sido exitosa en el caso de una variable al estudiar

representaciones isométricas (en el caso de contracciones) y representaciones inversibles (en

el caso polinomialmente acotado). Introducimos la clase AN (H) de aquellos elementos de

ACPBN (H) que generan representaciones w∗-continuas de H∞(DN ) inversibles. Iniciamos
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el estudio de tales N -uplas y de modo análogo a la teoŕıa clásica de álgebras duales generadas

por contracciones, se estudia el predual del álgebra w∗-cerrada con unidad AT generada por

la N -upla T ∈ AN (H), en búsqueda de subespacios invariantes no triviales para la N -upla.

El Teorema 4.3.4 presenta los resultados que hemos obtenido con respecto a este problema,

los cuales extienden resultados conocidos para N -uplas de contracciones.

Finalmente se considera la clase AN
ℵ0

(H), una subclase de AN (H), cuyos elementos

poseen gran provisión de subespacios invariantes y se estudia un problema propuesto en

[Oct95] sobre la relación entre la pertenencia a dicha clase y cierta propiedad de “factoriza-

ción” de los elementos del predual de AT . Nuestro resultado, que da una respuesta parcial

al Problema 4.3.3, está contenido en el Teorema 4.3.5.

Los conceptos y resultados aqúı introducidos no son más que elementos iniciales en el

marco de la hermosa teoŕıa de las álgebras duales aplicadas a nuestra clase de N -uplas.

Numerosas cuestiones quedan abiertas en espera de posteriores investigaciones.



Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1 Notación básica

Sea H un espacio de Hilbert complejo, separable y de dimensión infinita. Escribiremos

L(H) para designar el álgebra de los operadores lineales y acotados definidos en H. Como

es usual, N designará el conjunto de los enteros no negativos, Z el conjunto de los números

enteros y C el plano complejo. El disco unitario en C se denota por D y su frontera es el

ćırculo T. El polidisco unitario DN y el toro TN son los subconjuntos de CN los cuales son

el producto cartesiano de N copias de D y de T respectivamente.

Al referirnos a un subespacio de H entenderemos siempre que éste es cerrado. Si S es

una familia de operadores que conmutan entre śı, actuando en el espacio de Hilbert H, un

subespacio M ⊂ H se dice invariante para S si T (M) ⊂ M, para cada operador T ∈ S.

Un subespacio M es hiperinvariante para S si T (M) ⊂ M, para cada operador T que

conmute con los elementos de S.

Los subespacios de H invariantes para S forman un ret́ıculo, que denotaremos LatS.

El problema del subespacio invariante es justamente la cuestión de si para cada operador

T , el ret́ıculo de sus subespacios invariantes, que denotaremos LatT , contiene elementos

distintos de (0) y H.

El álgebra de los operadores T ∈ L(H) tales que LatS ⊆ LatT , se denotará por

Alg LatS. Nótese que Alg LatS es una subálgebra de L(H), cerrada en la topoloǵıa débil

de operadores (WOT ). Luego, si W(S) designa la menor subálgebra, con unidad y WOT -

5
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cerrada, de L(H), que contiene a S, se tiene que W(S) ⊆ Alg LatS.

Un álgebra de operadores W con unidad y WOT -cerrada, se dice reflexiva si W =

Alg LatW. Claramente, un álgebra reflexiva (distinta de L(H)) posee subespacios inva-

riantes no triviales.

Un multi-́ındice (de longitud N) es un elemento de ZN
+ , el conjunto de las N -uplas ν =

(ν1, . . . , νN ) de enteros no negativos. Se usarán las siguientes notaciones: |ν| = ν1+· · ·+νN ,

ν! = ν1! · · · νN ! y zν = zν1
1 · · · zνN

N (para z = (z1, . . . , zN ) ∈ CN ).

Si X es un espacio de Banach y X∗ su dual, la forma bilineal

〈·, ·〉 : X → X∗,

definida por

〈x, x∗〉 = x∗(x), x ∈ X, x∗ ∈ X∗,

es una dualidad que permite introducir en X y X∗ las topoloǵıas débil (denotada w) y débil∗

(denotada w∗) respectivamente.

La topoloǵıa w es la topoloǵıa localmente convexa definida en X por la familia de

seminormas

x → |〈x, x∗〉|, x∗ ∈ X∗;

y la topoloǵıa w∗ es la topoloǵıa localmente convexa definida en X∗ por la familia de

seminormas

x∗ → |〈x, x∗〉|, x ∈ X.

Si X es un espacio compacto de Hausdorff, designaremos por C(X) el álgebra de Banach

de las funciones continuas, a valores complejos, definidas en X, con la norma del supremo,

esto es,

‖f‖∞ ≡ sup{|f(x)| : x ∈ X}, f ∈ C(X).

Escribiremos M(X) para denotar el espacio de las medidas complejas, regulares, de Borel

definidas en X. Recordemos que M(X) es un espacio de Banach, con la norma de la

variación total y como es usual lo identificaremos con el espacio dual de C(X).

En particular se considerarán medidas definidas en TN y designaremos por mN (o

simplemente por m si no hay lugar a confusión) la medida de Lebesgue normalizada, definida
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en TN . Consideraremos también los espacios de Banach Lp(TN ), 1 ≤ p ≤ ∞. Si p ∈ [1,∞),

Lp(TN ) es el espacio de las funciones f definidas en TN para las cuales

‖f‖p ≡
(∫

TN

|f |p dm

)1/p

< ∞;

y L∞(TN ) consiste de las funciones f medibles Borel definidas en TN para las cuales el

supremo esencial ‖f‖∞, respecto a m, es finito.

Como es bien conocido, si 1 ≤ p < ∞ y 1/p + 1/q = 1, podemos identificar el espacio

dual de Lp(TN ) con Lq(TN ), y en particular tenemos que

L1(TN )∗ = L∞(TN ).

2.2 Elementos de teoŕıa de funciones en el polidisco

En esta sección se describen brevemente los conceptos básicos de teoŕıa de funciones en el

polidisco que requeriremos. La referencia clásica sobre el particular es [Rud69].

En el bien conocido caso de una variable (cf. [Rud74]), la integral de Poisson de fun-

ciones en L1(T) (o más en general de medidas en M(T)), permite obtener sus extensiones

armónicas en D. Las extensiones aśı obtenidas satisfacen ciertas restricciones sobre su cre-

cimiento. Rećıprocamente, tomando ĺımites radiales de funciones armónicas en D (con las

correspondientes restricciones de su crecimiento), se recupera la función (o en general la

medida) en la frontera T. Los valores en la frontera T de estas funciones son justamente,

los elementos de los clásicos espacios de Hardy.

En el caso del polidisco el desarrollo de la teoŕıa básica es similar. Recordemos que el

Kernel de Cauchy en D es la función definida por

C(z, ζ) =
1

1− zζ
,

para todo (z, ζ) ∈ D× T, y el Kernel de Poisson en D viene dado por

P (z, ζ) =
1− |z|2
|z − ζ|2 ,

para (z, ζ) ∈ D× T .

Las correspondientes extensiones para el polidisco se definen por

C(z, ζ) =
N∏

i=1

C(zi, ζi),
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y

P (z, ζ) =
N∏

i=1

P (zi, ζi),

donde z = (z1, . . . , zN ) ∈ DN y ζ = (ζ1, . . . , ζN ) ∈ TN .

Si f ∈ L1(TN ), su integral de Poisson que denotaremos por f̃ , es la función definida por

f̃(z) =
∫

TN
P (z, ζ)f(ζ) dm(ζ), z ∈ DN .

Se ve fácilmente que f̃ es armónica en DN (es decir armónica en cada variable) y de hecho nos

referiremos a ella como la extensión armónica de f a DN . Más en general para µ ∈ M(TN )

se define su integral de Poisson por

µ̃(z) =
∫

TN
P (z, ζ) dµ(ζ), z ∈ DN .

Si f es una función definida en DNy 0 < r < 1, escribiremos fr para designar la

aplicación dada por fr(ζ) = f(rζ) para cada ζ ∈ TN . La siguiente proposición extiende al

polidisco los resultados conocidos para una variable.

Proposición 2.2.1. (cf. [Rud69])

1. Si f ∈ C(TN ), entonces ‖f − fr‖∞ → 0 cuando r → 1.

2. Si 1 ≤ p < ∞ y f ∈ Lp(TN ), entonces ‖f − fr‖p → 0.

3. Si µ ∈ M(TN ) y µr es el elemento de M(TN ) definido por µr = µ̃rm, entonces µr → µ

en la topoloǵıa w∗ de M(TN ).

4. Si f ∈ L∞(TN ), entonces f̃r → f en la topoloǵıa w∗ de L∞(TN ).

El próximo resultado caracteriza las funciones armónicas en DN , que pueden represen-

tarse como integrales de Poisson, de medidas o funciones.

Proposición 2.2.2. (cf. [Rud69]) Sea u una función armónica en DN .

1. Existe una medida µ ∈ M(TN ) con u = µ̃ si y sólo si sup0<r<1 ‖ur‖1 < ∞.

2. Si 1 < p ≤ ∞, existe una función f ∈ Lp(TN ) con u = f̃ si y sólo si sup0<r<1 ‖ur‖p

es finito.
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3. Hay una función f ∈ L1(TN ) con u = f̃ si y sólo si {ur} es convergente en la norma

de L1(TN ).

4. Hay una función f ∈ C(TN ) con u = f̃ si y sólo si {ur} es uniformemente conver-

gente.

El siguiente resultado describe el comportamiento de los ĺımites radiales de funciones

armónicas, que satisfacen las condiciones de crecimiento en DN indicadas.

Proposición 2.2.3. (cf. [Rud69]) Si 1 ≤ p ≤ ∞ y u : DN → C es una función armónica

tal que sup0<r<1 ‖ur‖p < ∞, entonces

f(ζ) ≡ lim
r→1

u(rζ)

existe y es finito c.t.p.[m] en TN . Si 1 < p ≤ ∞, entonces f ∈ Lp(TN ) y u = f̃ . Si p = 1,

entonces u = µ̃ para alguna medida µ ∈ M(TN ) y f es la derivada de Radon-Nikodyn de la

parte absolutamente continua (respecto a m) de µ.

Las funciones anaĺıticas en DN son armónicas, aśı que los resultados anteriores valen en

particular para estas funciones. Las restricciones sobre el crecimiento en DN sugieren las

siguientes definiciones.

Definición 2.2.4. Sea f : DN → C una función anaĺıtica y r ∈ (0, 1). Para 1 ≤ p < ∞
sea

Mp(r, f) ≡
[∫

TN
|f(rζ)|p dm(ζ)

]1/p

y

M∞(r, f) ≡ sup{|f(rζ) : ζ ∈ TN}.

Para cada valor de p, 1 ≤ p ≤ ∞, sea Hp(DN ) el espacio de funciones anaĺıticas en

DNpara las cuales ‖f‖p ≡ sup0<r<1 Mp(r, f) < ∞.

Nótese que para cada r ∈ (0, 1), Mp(r, f) es la norma en Lp(TN ) de fr. Se sigue

inmediatamente que ‖ · ‖ es una norma en Hp(DN ) y de hecho (Hp(DN ), ‖ · ‖p) es un

espacio de Banach para cada p ∈ [1,∞].

Se sigue inmediatamente de la teoŕıa estándar de espacios Lp que

Hp(DN ) ⊆ Hr(DN ) ⊆ H1(DN ),
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si 1 ≤ r ≤ p. En particular H∞(DN ) es el espacio de las funciones anaĺıticas acotadas en

DNy H∞(DN ) ⊆ Hp(DN ) para todo p.

Obsérvese que para cada p ∈ [1,∞) y cada f anaĺıtica en DN , la función z → |f(z)|p

(z ∈ DN ) es N -subarmónica (es decir, subarmónica en cada variable) y de modo análogo a

lo que ocurre en el caso de una variable, Mp(r, f) es una función no decreciente de r. En el

caso p = ∞ se tiene un resultado similar. En todo caso ‖f‖p = limr→1 Mp(r, f) para cada

f anaĺıtica en DNy 1 ≤ p ≤ ∞.

Obsérvese que si f ∈ H1(DN ), por la Proposición 2.2.2, hay una medida µ ∈ M(TN )

tal que f = µ̃. Si 1 < p ≤ ∞ y f ∈ Hp(DN ), entonces f = g̃ para alguna g ∈ Lp(TN ). Más

aún, en el caso p > 1, frj → g c.t.p.[m], para una sucesión rj → 1.

Surge la cuestión de determinar los elementos g de Lp(TN ) (ó de M(TN )) que son ĺımites

radiales de elementos de Hp(DN ). La respuesta a esta cuestión nos permitirá identificar

Hp(DN ) con cierto subespacio de Lp(TN ) (ó de M(TN )). De hecho, esto ocurre si y sólo si

los coeficientes de Fourier ĝ(ν) son nulos para cada ν /∈ ZN
+ .

Proposición 2.2.5. (cf. [Rud69]) Si f ∈ Hp(DN ), 1 ≤ p ≤ ∞, entonces

g(ζ) ≡ lim
r→1

f(rζ), ζ ∈ TN ,

define una función en Lp(TN ) tal que ĝ(ν) = 0 para ν /∈ ZN
+ , g̃ = f y ‖g‖p = limr→1 ‖fr‖p.

Aśı, la aplicación que env́ıa la función f ∈ Hp(DN ) a sus valores en la frontera g es un

isomorfismo isométrico de Hp(DN ) sobre un subespacio de Lp(TN ).

En adelante no haremos distinción entre funciones en los espacios de Hardy Hp(DN ),

y sus valores en la frontera. En particular consideraremos el espacio H∞(DN ). Nótese

que H∞(DN ) es un subespacio w∗-cerrado de L∞(TN ). Ciertamente f ∈ L∞(TN ) está en

H∞(DN ) si y sólo si f está en el kernel de los funcionales w∗-continuos definidos en L∞(TN )

por

f →
∫

TN
f(ζ)ζν

dm(ζ).

para cada ν /∈ ZN
+ .

Si escribimos P+ para designar el espacio de los polinomios anaĺıticos en TN , es decir

la variedad lineal generada por las aplicaciones

eν : TN → C, ζ → ζν ,
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para ν ∈ ZN
+ ; es inmediato observar que los espacios Hp(DN ) (1 ≤ p < ∞) son la clausura

en la correspondiente norma del espacio Lp(TN ) de P+. En el caso de H∞(DN ), se trata

de la w∗-clausura de P+ en L∞(TN ).

Nótese también que para cada p ∈ [1,∞], si f ∈ Hp(DN ), son válidas las representacio-

nes integrales

f(z) =
∫

TN
C(z, ζ)f(ζ) dm(ζ) =

∫

TN
P (z, ζ)f(ζ) dm(ζ).

Requeriremos con frecuencia la siguiente caracterización de w∗-convergencia en el espa-

cio H∞(DN ).

Proposición 2.2.6. Sea f ∈ H∞(DN ) y {fn} una sucesión en H∞(DN ). Se tiene que

fn → f en la topoloǵıa w∗ de L∞(TN ) si y sólo si {fn} esta uniformemente acotada y

fn(z) → f(z) para cada z ∈ DN .

Prueba. Si fn → f en la topoloǵıa w∗ de L∞(TN ), el Principio de Acotación Uniforme

muestra que {fn} está uniformemente acotada, y como para cada z ∈ DN la función ζ →
C(z, ζ) es continua en TN , se tiene que

fn(z) =
∫

TN
C(z, ζ)fn(ζ) dm(ζ) →

∫

TN
C(z, ζ)f(ζ) dm(ζ) = f(z).

Por otra parte, sea {fn} una sucesión uniformemente acotada de funciones en H∞(DN ),

y fn(z) → f(z) (z ∈ DN ) para una función f ∈ H∞(DN ). Supóngase que {fn} no converge

en la topoloǵıa w∗ a f , podemos asumir que cada fn está fuera de una cierta w∗-vecindad

de f . Sin embargo, el teorema de Banach-Alaoglu permite obtener una subsucesión {fnk
}

w∗-convergente a una función g ∈ H∞(DN ). Pero vimos que w∗-convergencia implica

convergencia puntual y aśı necesariamente g = f , lo cual es una contradicción.

De lo anterior es inmediato que H∞(DN ) es un álgebra. En efecto, si f, g ∈ Hp(DN ),

vimos que existen sucesiones de polinomios anaĺıticos {pn} y {qn} que convergen en la topo-

loǵıa w∗ de L∞(TN ) a f y g, respectivamente. De la caracterización anterior es inmediato

que pnqn
w∗−→ fg y aśı fg ∈ H∞(DN ).

Requeriremos el siguiente resultado, bien conocido.
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Proposición 2.2.7. Propiedad de Gleason del polidisco (cf. [Rud80]) Para cada

h ∈ H∞(DN ) y cada λ = (λ1, . . . , λN ) ∈ DN existen g1, . . . , gN ∈ H∞(DN ) tales que

h(z) = h(λ) +
N∑

i=1

(zi − λi)gi(z), z ∈ DN

y

‖gi‖∞ ≤ Mλ‖h‖∞, i = 1, . . . , N ;

donde Mλ es una constante que depende solamente de λ.

Una subálgebra en particular de H∞(DN ) recibirá especial atención. Se trata del álgebra

del polidisco, que denotaremos A(DN ), y consiste del espacio las funciones continuas en DN

que son anaĺıticas en DN . Es bien conocido que la aplicación f → f |TN es un isomorfismo

isométrico de A(DN ) sobre la subálgebra de C(TN ) formada por las funciones g continuas

en TN , cuyos coeficientes de Fourier, ĝ(ν), son nulos para todo ν /∈ ZN
+ . De hecho, si los

coeficientes de Fourier de g ∈ C(TN ) satisfacen la condición indicada y f = g̃, entonces

f |TN = g y fr → g uniformemente en TN .

No se hará distinción entre el álgebra del disco y la subálgebra de C(TN ) consistente

de sus valores frontera. Es fácil ver que A(DN ) es la clausura (con la norma del supremo)

de P+ en C(DN ).

2.3 Elementos de álgebras de funciones

Sea X un espacio compacto de Hausdorff. Un álgebra de funciones A, en X, es una

subálgebra cerrada de C(X) que contiene las funciones constantes y separa puntos de X. Si

A es un álgebra de funciones en X y MA su espacio de ideales maximales, la transformada

de Gelfand es un isomorfismo isométrico de A sobre un álgebra de funciones definidas en el

espacio compacto de Hausdorff MA. El espacio X se sumerge homeomorficamente en MA

por la aplicación x → δx, donde δx(f) = f(x) para cada f en A.

Sea A un álgebra de funciones en el espacio X y ρ un elemento de MA. Una medida

representante de ρ es una medida de probabilidad µ en X tal que

ρ(f) =
∫

f dµ,
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para cada f en A. El conjunto Mρ formado por las medidas representantes de ρ, es un

subconjunto convexo y w∗-compacto de M(X). Escribiremos A⊥ para designar el espacio

A⊥ =
{

ν ∈ M(X) :
∫

f dν = 0, f ∈ A

}
.

En particular, si A = A(DN ), escribiremos Mz (z ∈ DN ) para designar el conjunto de las

medidas en M(TN ), que son medidas representantes del funcional multiplicativo f → f(z),

f ∈ A(DN ).

Diremos que una medida µ ∈ M(TN ) es absolutamente continua (respecto a M0) si

µ ¿ ρ para alguna medida ρ ∈ M0. Una medida µ ∈ M(TN ) es singular (respecto a M0)

si µ⊥ρ para cada medida ρ ∈ M0.

Recordemos (cf. [Con91, V.17]) que una banda de medidas es un subespacio B de M(X),

cerrado en la topoloǵıa de la norma, tal que si µ ∈ B y ν es una medida en X absolutamente

continua con respecto a µ, entonces ν ∈ B. Para cada subconjunto S de M(X), la banda

generada por S es la menor banda conteniendo a S.

En particular (ver [Con91, V.17.11]), si S es un conjunto de medidas cerrado y convexo

y B es la banda generada por S, entonces ν ∈ B si y sólo si existe una medida η en S tal

que ν ¿ η. Luego, tomando S = M0, vemos que µ ∈ M(TN ) es absolutamente continua si

y sólo si µ está en la banda generada por M0. Denotaremos esta banda por B0.

Es fácil ver que B0 es justamente la banda generada por las medidas representantes de

puntos en DN . Aśı pues, nuestra terminoloǵıa coincide con la de [BDØ73], [KP90], [KOP95]

y [Ion98]. En efecto, se tiene la siguiente proposición.

Proposición 2.3.1. La banda de medidas B generada por el conjunto S =
⋃

w∈DN Mw es

igual a B0.

Prueba. Es claro que B0 ⊆ B. Para ver la otra inclusión obsérvese que si z, w ∈ DN y

µ es una medida absolutamente continua respecto a una medida ρw ∈ Mw, entonces µ es

absolutamente continua con respecto a alguna medida ρz ∈ Mz.

En efecto, sean z, w ∈ DN y escójase c > 0 tal que P (z, ζ) > cP (w, ζ) para todo ζ ∈ TN .

Si ρw es una medida en Mw def́ınase

ρz = (P (z, ·)− cP (w, ·))m + cρw.
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Entonces, ρz ∈ Mz, ρw ¿ ρz y se tiene que si µ ¿ ρw entonces µ ¿ ρz.

En particular, si µ ∈ Mw para un w ∈ DN entonces µ es absolutamente continua respecto

a alguna medida representante de 0 y aśı µ ∈ M0.

Requeriremos los siguientes resultados bien conocidos.

Teorema 2.3.2. Descomposición de Lebesgue. (cf. [Con91, V.17.4]) Si B es una

banda de medidas en un espacio compacto X y ν ∈ M(X), entonces ν = νa + νs, donde

νa ∈ B y νs⊥µ para cada µ ∈ B. Las medidas νa y νs son únicas.

La descomposición anterior de ν es llamada descomposición de Lebesgue de ν respecto

a B.

Si A es un álgebra de funciones en X y B es una banda de medidas en X, entonces B
es una banda reductora (para A) si para cada µ ∈ A⊥, con descomposición de Lebesgue

µ = µa + µs, µa ∈ B y µs⊥η para cada η ∈ B; se tiene que µa y µs pertenecen ambas a A⊥.

Con esta notación establecemos el siguiente teorema.

Teorema 2.3.3. Teorema General de F. y M. Riesz. (cf. [Con91, V.18.2] ) Si A es

un álgebra de funciones y ρ es un funcional lineal multiplicativo sobre A, la banda generada

por las medidas representantes de ρ, es una banda reductora.

La siguiente terminoloǵıa es análoga a la de [Rud80, Ch.9]. Una sucesión {fn} en A(DN )

se dice una sucesión de Montel si es uniformemente acotada y fn(z) → 0 cuando n → ∞
para cada z ∈ DN . Por el teorema de Montel para familias normales, cada sucesión de

Montel {fn} converge uniformemente a cero en cada compacto de DN y lo mismo es cierto

para las derivadas Dαfn, para cada multi-́ındice α.

Una medida µ ∈ M(DN ) es una medida de Henkin si

lim
n→∞

∫

TN

fn dµ = 0,

para cada sucesión de Montel {fn}.
Adicionalmente requeriremos la siguiente caracterización de las medidas en B0. Para

N = 2, el resultado fue probado en [BDØ73] y [Bek74] y en el caso general en [Kos84] (cf.

también [Pta98]).
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Proposición 2.3.4. Sea µ ∈ M(TN ), µ ∈ B0 si y sólo si fn → 0 en la topoloǵıa w∗ de

L∞(|µ|) para cada sucesión de Montel {fn} en A(DN ).

2.4 Elementos de álgebras duales

El conocido art́ıculo de S. Brown [Bro78], donde se establece la existencia de subespacios

invariantes no triviales para operadores subnormales, marca el inicio de la exitosa aplicación

de las técnicas de álgebras duales a la búsqueda de subespacios invariantes en diversas

situaciones. El resumen de Bercovici, Foias y Pearcy [BFP85] es la referencia ya clásica al

respecto. Presentamos a continuación los conceptos básicos de álgebras duales.

Definición 2.4.1. (cf. [Con91, I.2.8]) Un álgebra de Banach con unidad A es un álgebra

dual, si existe un espacio de Banach A∗ cuyo dual sea isométricamente isomorfo a A, tal

que la multiplicación en A sea separadamente w∗-continua, es decir, para cada a ∈ A las

aplicaciones x → ax y x → xa son w∗-continuas. Nos referiremos a A∗ como a un predual

de A.

El ejemplo básico de álgebra dual es justamente L(H), el espacio de operadores line-

ales acotados sobre H. Recordemos (cf. por ejemplo [Con91, I.1]) que el espacio de los

operadores de la Clase Traza Finita, denotado C1(H), está formado por los operadores

A ∈ L(H), tales que
∞∑

n=1

〈|A|en, en〉 < ∞,

donde |A| denota la única ráız cuadrada positiva del operador A∗A y {en} es una base orto-

normal de H. Es fácil ver que la definición anterior es independiente de la base ortonormal

elegida. De hecho C1(H) es un ideal propio de L(H) contenido, por tanto, en el ideal de los

operadores compactos y conteniendo los operadores de rango finito, como una subvariedad

densa.

Con la norma definida por

‖A‖1 ≡
∞∑

n=1

〈|A|en, en〉,

el espacio C1(H) es un espacio de Banach separable y

trA ≡
∞∑

n=1

〈Aen, en〉,
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define en C1(H) (independientemente de la base ortonormal {en}) un funcional lineal defi-

nido positivo.

A partir del siguiente teorema concluimos que L(H) es un álgebra dual.

Teorema 2.4.2. (cf. [Con91, I.1.17]) Para cada T ∈ L(H) def́ınase FT : C1(H) → C por

FT (A) ≡ tr(TA) = tr(AT ).

El funcional lineal FT es continuo para cada T ∈ L(H) y la aplicación T → FT es un

isomorfismo isométrico de L(H) sobre C1(H)∗.

En adelante identificaremos L(H) con el dual de C1(H). La dualidad

C1(H)× L(H) → C, (A, T ) → 〈A, T 〉 = tr(AT ),

induce en L(H) una topoloǵıa w∗. Es fácil ver que la topoloǵıa w∗ de L(H) coincide con

la topoloǵıa débil de operadores (WOT), en subconjuntos acotados de L(H) y como por el

Principio de Acotación Uniforme, las sucesiones WOT convergentes deben ser acotadas, se

sigue que una sucesión en L(H) converge en la topoloǵıa w∗ si y sólo si es WOT -convergente.

La teoŕıa general de topoloǵıas w∗ se aplica, en particular, a las álgebras duales. Revi-

semos alguna terminoloǵıa. Nuestra referencia al respecto es [Con90]. Si X es un espacio

de Banach y X∗ su dual, para S ⊂ X y M⊂ X∗ escribimos

S⊥ ≡ {x∗ ∈ X∗ : 〈x, x∗〉 = 0, x ∈ S},

y

⊥M≡ {x ∈ X : 〈x, x∗〉 = 0, x∗ ∈M}.

Es bien conocido (cf. [Con90, Th.III.10.2]) que si M subespacio cerrado de X, entonces

(X/M)∗, el dual del espacio cociente X/M, es isométricamente isomorfo a M⊥. Luego, si

A es un álgebra dual con predual A∗ y M es una subálgebra con unidad w∗-cerrada de A,

entonces
(
A∗/⊥M

)?
=

(
⊥M

)⊥
= clw∗M = M.

Consideraremos dos casos en particular. Si S ⊂ L(H) escribiremos AS para referirnos

a la menor subálgebra de L(H), con unidad y w∗-cerrada, que contiene a S. Si S está
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formado por los elementos de la N -upla de operadores T = (T1, . . . , TN ), escribiremos AT

para designar a AS . Es inmediato, de la observación anterior, que AS es un álgebra dual y

que
(
C1(H)/⊥AS

)∗
= AS .

El segundo caso que consideraremos es en realidad un caso particular. El espacio

H∞(DN ) es una subálgebra w∗-cerrada de L∞(TN ) (la cual puede verse como un álgebra

de operadores actuando en L2(TN )), y L∞(TN ) es el espacio dual de L1(TN ). Aśı pues,

vemos que
(
L1(TN )/⊥H∞(DN )

)∗
= H∞(DN ).

Nótese que si X es un espacio de Banach y M es un subespacio w∗-cerrado de X∗, la

topoloǵıa w∗ inducida en M por la dualidad

X/⊥M×M→ C, (x +M, x∗) → 〈x, x∗〉,

y la topoloǵıa relativa en M como subespacio de (X∗, w∗) coinciden.

Estamos interesados en homeomorfismos entre álgebras duales que sean w∗-continuos.

Definición 2.4.3. (cf. [Con91, I.2.9] Sean A y B álgebras duales y Φ : A → B una aplica-

ción lineal. Diremos que Φ es un homomorfismo de álgebras duales si es un homomorfismo

de álgebras de Banach que es también w∗-continuo. La aplicación Φ es un isomorfismo de

álgebras duales si es además, un homeomorfismo de (A, w∗) y (B, w∗).

Los siguientes resultados permiten identificar homomorfismos (isomorfismos) de álgebras

duales.

Proposición 2.4.4. ([BCP79, Pro.2.5]) Sean X, Y espacios de Banach y Φ : X∗ → Y∗

una aplicación lineal. Se tiene que Φ es w∗-continua si y sólo si existe una aplicación lineal

Φ∗ : Y → X tal que

〈Φ∗(y), x∗〉 = 〈y, Φ(x∗)〉, x∗ ∈ X∗, y ∈ Y.

Si esto ocurre, Φ∗ es acotado y Φ = (Φ∗)∗.
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Proposición 2.4.5. ([BCP79, Th.2.3]) Sean X, Y espacios de Banach separables y Φ :

X∗ → Y∗ una aplicación lineal. Se tiene que Φ es w∗-continua si y sólo si es w∗-secuen-

cialmente continua.

Proposición 2.4.6. ([BCP79, Pro.2.7]) Sean X, Y espacios de Banach y Φ : X∗ → Y∗

una aplicación lineal w∗-continua cuyo kernel es trivial y cuyo rango es cerrado. Entonces

Φ es un homeomorfismo w∗.



Caṕıtulo 3

Representaciones generadas por

N-uplas polinomialmente acotadas

3.1 Representaciones generadas por N-uplas

Sea H un espacio de Hilbert infinito dimensional, complejo y separable, sea L(H) el espacio

de los operadores acotados definidos enH y sea T = (T1, · · · , TN ) una N -upla de operadores

sobre H que conmutan entre śı. Diremos que T = (T1, . . . , TN ) es polinomialmente acotada

si existe un número M ≥ 1 tal que

‖p(T1, . . . , TN )‖ ≤ M‖p‖∞,

para cada polinomio p ∈ C[z1, . . . , zN ], donde

‖p‖∞ = sup{|p(z)| : z ∈ DN}.

Nos referiremos a la clase de tales N -uplas de operadores como PBN (H).

La conocida desigualdad de von Neumann prueba que cada contracción es polinomial-

mente acotada. Asimismo, el teorema de Ando permite ver que también lo es cada par de

contracciones que conmutan. De hecho, en ambos casos lo son con una constante M = 1.

Para N > 2 es conocido que éste no es el caso. Sin embargo, es hasta ahora desconocido si

cada N -upla de contracciones es polinomialmente acotada.

Consideraremos representaciones de H∞(DN ), esto es homomorfismos de álgebras

Φ : H∞(DN ) → L(H),

19
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tales que Φ(1) = I. Particularmente estamos interesados en representaciones de H∞(DN )

que sean continuas cuando damos a H∞(DN ) y a L(H) sus topoloǵıas w∗, es decir, ho-

momorfismos de las álgebras duales L(H) y H∞(DN ). Nótese que tales representaciones

w∗-continuas son necesariamente acotadas. En efecto, si Φ es w∗-continua la imagen por Φ

de la bola unitaria de H∞(DN ) es w∗-compacta y por tanto acotada.

Diremos que una N -upla T = (T1, . . . , TN ), de operadores que conmutan entre śı, ge-

nera la representación Φ de H∞(DN ) si Φ(πi) = Ti (i = 1, . . . , N), donde las funciones πi

(i = 1, . . . , N) son las funciones coordenadas, esto es: πi(z) = πi(z1, . . . , zN ) = zi, para

cada z ∈ DN . En ocasiones escribiremos Φ(f) = f(T ) para f ∈ H∞(DN ).

En el caso de una variable, el clásico cálculo funcional de Sz.-Nagy y Foias es una

herramienta fundamental que ha resultado exitosa al estudiar una contracción T actuando

en un espacio de Hilbert H. En efecto, la conocida descomposición de T en una parte

unitaria y una completamente no unitaria, lleva a considerar particularmente contracciones

T completamente no unitarias, y en tal caso construir la representación contractiva, w∗-

continua de H∞(DN ) generada por T (cf.[BFP85] y [SNF68]).

Varios autores han estudiado el problema de construir representaciones w∗-continuas de

H∞(DN ) generadas por N -uplas de operadores. En 1971 E. Briem, A. M. Davie y B. K.

Øksendal construyeron representaciones contractivas, w∗-continuas de H∞(D2) generadas

por pares de contracciones completamente no unitarias (cf. [BDØ73]). En 1989 M. Kosiek y

M. Ptak (cf., [KP90], ver también [KOP95] y [Oct94]) extendieron la construcción anterior

para obtener una representación contractiva, w∗-continua de H∞(DN ) generada por una

N -upla T = (T1, . . . , TN ) de contracciones que conmutan entre śı, asumiendo que ésta

satisface la desigualdad de von Neumann y es (conjuntamente) absolutamente continua, es

decir, para cada par de vectores x, y ∈ H existe una medida µ(x, y) asociada al funcional

p → 〈p(T1, . . . , TN )x, y〉,

absolutamente continua con respecto a alguna medida µz, representante de algún punto

z = (z1, . . . , zN ) ∈ DN . Vimos (ver Proposición 2.3.1), que esto es equivalente a pedir que

las medidas µ(x, y) estén en B0, la banda generada por M0.

Previamente, en 1980, C. Apostol (cf., [Apo80]) construyó representaciones w∗-continuas
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de H∞(DN ) generadas por N -uplas de operadores T = (T1, . . . , TN ), polinomialmente aco-

tadas que cumplen una condición, llamada en [KO97] condición de Apostol. Dicha condición

establece que para cada j = 1, . . . , N y para cada par de vectores x, y ∈ H se cumple que

lim
n→∞ sup{|〈p(T1, . . . , TN )Tn

j x, y〉| : p ∈ C[z1, . . . , zN ], ‖p‖∞ ≤ 1} = 0.

Recientemente, A. Octavio y M. Kosiek (cf. [KO97]) reformularon la condición de

Apostol, en términos de una topoloǵıa que introducen en L(H). Concretamente, dados una

N -upla de contracciones que conmutan T = (T1, . . . , TN ), y un par de vectores x, y ∈ H, se

define la seminorma ρx,y por

ρx,y(S) = sup{|〈p(T1, . . . , TN )Sx, y〉| : p ∈ C[z1, . . . , zN ], ‖p‖∞ ≤ 1},

para cada S ∈ L(H). La familia de seminormas {ρx,y : x, y ∈ H}, define una topoloǵıa

vectorial localmente convexa en L(H) denominada A-topoloǵıa. En estos términos, una

N -upla T = (T1, . . . , TN ), satisface la condición de Apostol si para cada j = 1, . . . , N , la

sucesión {Tn
j } converge a cero en la A-topoloǵıa.

El resultado principal de [KO97] es que una N -upla T = (T1, . . . , TN ), de contracciones

que conmutan y satisfacen la desigualdad de von Neumann es (conjuntamente) absoluta-

mente continua si y sólo si satisface la condición de Apostol.

Adicionalmente, J. Eschmeier en [Esc97], siguiendo ideas de [Mla69], construye represen-

taciones w∗-continuas de H∞(B) (B es la bola unitaria en CN ), generadas por N -uplas de

operadores completamente no unitarios, que conmutan y satisfacen una desigualdad de von

Neumann en B. Previamente, también siguiendo ideas de [Mla69], W. S. Li (cf.[Li92]) cons-

truyó representaciones w∗-continuas de H∞(D) generadas por operadores polinomialmente

acotados y más recientemente A. Ionescu lo hace para pares polinomialmente acotados de

operadores(cf. [Ion98]).

3.2 La clase ACPBN(H)

Sea T = (T1, . . . , TN ) ∈ PBN (H). La correspondencia p → p(T ), definida del modo natural

para los polinomios p ∈ C[z1, . . . , zN ], extiende a un homomorfismo norma continuo

Ψ : A(DN ) → L(H).
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Diremos que el homomorfismo Ψ es generado por T . Por el Teorema de Hahn Banach, para

cada par de vectores x, y ∈ H, existen medidas µ(x, y) ∈ M(TN ) tales que

〈Ψ(f)x, y〉 =
∫

TN
f dµ(x, y), f ∈ A(DN ), x, y ∈ H.

Una familia {µ(x, y) : x, y ∈ H}, cumpliendo esta condición, se dice una familia de medi-

das representantes para Ψ. Nótese que el teorema de Hahn Banach permite adicionalmente

seleccionar medidas representantes que satisfagan la desigualdad ‖µ(x, y)‖ ≤ ‖Ψ‖ ‖x‖‖y‖.
Si el homomorfismo norma continuo Ψ : A(DN ) → L(H), generado por T , tiene una

familia de medidas representantes {µ(x, y) : x, y ∈ H} que son absolutamente continuas,

diremos que T es absolutamente continuo. Si Ψ tiene una familia de medidas representantes

que son singulares diremos que T es singular.

El siguiente resultado es una versión de un teorema de Mlak [Mla69] que nos permite

descomponer el homomorfismo Ψ, en una parte absolutamente continua y una singular, de

modo análogo a como fue hecho, para contextos diferentes, en [Esc97] y [Li92].

Teorema 3.2.1. Descomposición de Mlak. Sea T ∈ PBN (H). Existen subespacios

M y N de H invariantes para T , tales que H es la suma directa de M y N , T |M es

absolutamente continua y T |N es singular.

Prueba. Sea Ψ : A(DN ) → L(H), el homomorfismo de álgebras norma continuo generado

por T y sea {µ(x, y) : x, y ∈ H}, una familia de medidas representantes para Ψ tales que

‖µ(x, y)‖ ≤ ‖Φ‖ ‖x‖ ‖y‖, x, y ∈ H.

Para cada par de vectores x, y ∈ H sea

µ(x, y) = µa(x, y) + µs(x, y),

la descomposición de Lebesgue de µ(x, y). Se tiene que ‖µ(x, y)‖ = ‖µa(x, y)‖+ ‖µs(x, y)‖.
Sean Ψa,Ψs : A(DN ) → L(H) las aplicaciones definidas por

〈Ψa(f)x, y〉 =
∫

TN
f dµa(x, y), 〈Ψs(f)x, y〉 =

∫

TN
f dµs(x, y),

para f ∈ A(DN ) y x, y ∈ H.

Veamos que Ψa y Ψs son lineales. Obsérvese que para cada x1, x2, y ∈ H se tiene que
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µ(x1 + x2, y)− (µ(x1, y) + µ(x2, y)) = [µa(x1 + x2, y)− (µa(x1, y) + µa(x2, y))]

+ [µs(x1 + x2, y)− (µs(x1, y) + µs(x2, y))],

es la descomposición de Lebesgue de una medida en A(DN )⊥, luego por el Teorema General

de F. y M. Riesz

µa(x1 + x2, y)− (µa(x1, y) + µa(x2, y)) ∈ A(DN )⊥,

y

µs(x1 + x2, y)− (µs(x1, y) + µs(x2, y)) ∈ A(DN )⊥.

Luego ∫

TN
f dµa(x1 + x2, y) =

∫

TN
f dµa(x1, y) +

∫

TN
f dµa(x2, y)

y ∫

TN
f dµs(x1 + x2, y) =

∫

TN
f dµs(x1, y) +

∫

TN
f dµs(x2, y),

para cada f ∈ A(DN ). De modo similar se completa la prueba de que Ψa y Ψs son lineales.

Claramente ‖Ψa‖ ≤ ‖Ψ‖ y ‖Ψs‖ ≤ ‖Ψ‖. Veamos que además Ψa y Ψs son multiplicati-

vos.

Sean f, g ∈ A(DN ) y x, y ∈ H. Se tiene que
∫

TN
fg dµ(x, y) = 〈Ψ(f)x,Ψ(g)∗y〉 =

∫

TN
f dµ(x,Ψ(g)∗y).

Luego,

gµ(x, y)− µ(x,Ψ(g)∗y) = [gµa(x, y)− µa(x,Ψ(g)∗y)]

+ [gµs(x, y)− µs(x,Ψ(g)∗y)],

es la descomposición de Lebesgue de una medida en A(DN ). Aśı
∫

TN
fg dµa(x, y) = 〈Ψa(f)x,Ψ(g)∗y〉 =

∫

TN
g dµ(Ψa(f)x, y),

para f, g ∈ A(DN ) y x, y ∈ H. Cada una de estas afirmaciones continúa siendo cierta si

reemplazamos µa(x, y) y Ψa(f) por µs(x, y) y Ψs(f) respectivamente. Se sigue entonces

que para cada f ∈ H∞(DN ) y cada par de vectores x, y ∈ H,

fµa(x, y)− µ(Ψa(f)x, y) = [fµa(x, y)− µa(Ψa(f)x, y)]− µs(Ψa(f)x, y),
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y

fµs(x, y)− µ(Ψs(f)x, y) = −µa(Ψs(f)x, y) + [fµs(x, y)− µs(Ψs(f)x, y)],

son las descomposiciones de Lebesgue de medidas en A(DN )⊥. Aśı obtenemos

〈Ψa(gf)x, y〉 =
∫

TN
g dµa(Ψa(f)x, y) = 〈Ψa(g)Ψa(f)x, y〉,

para cada f, g ∈ A(DN ) y cada par x, y ∈ H. Otra vez, todo continúa siendo cierto si

reemplazamos Ψa y µa por Ψs y µs respectivamente y entonces, tenemos que Ψa y Ψs son

multiplicativos.

El mismo argumento anterior prueba también que

〈Ψs(g)Ψa(f)x, y〉 =
∫

TN
g dµs(Ψa(f)x, y) = 0,

y

〈Ψa(g)Ψs(f)x, y〉 =
∫

TN
g dµa(Ψs(f)x, y) = 0,

para cada f, g ∈ A(TN ) y cada x, y ∈ H. Aśı Ψa y Ψs se anulan mutuamente.

Por construcción Ψa es absolutamente continua, Ψs es singular y Ψ = Ψa+Ψs. SeaM =

Ψa(1)H y N = Ψs(1)H. Veamos que estos subespacios M y N satisfacen las conclusiones

del teorema.

Efectivamente, Ψa(1) y Ψs(1) son proyecciones, aśı que M y N son ciertamente subes-

pacios cerrados de H. La identidad

x = Ψ(1)x = Ψa(1)x + Ψs(1),

muestra que H = M+N . Además, si y = Ψa(1)x1 y y = Ψs(1)x2 para ciertos x1, x2 ∈ H
entonces Φs(1)y = Ψa(1)y = 0 y y = Ψ(1)y = Ψa(1)y + Ψs(1)y = 0. Aśı tenemos,

H = MuN como se requiere.

Si y ∈M, y = Ψa(1)x para un x ∈ H aśı que para cada j = 1, . . . , N ,

Tjy = TjΨa(1)x = Ψ(πj)Ψa(1)x

= Ψa(πj)Ψa(1)x + Ψs(πj)Ψa(1)x

= Ψa(πj)x = Ψa(1)Ψa(πj)x ∈M,

y aśı TjM⊂M y similarmente TjN ⊂ N para cada j = 1, . . . , N .
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Nótese que la descomposición indicada Ψ = Ψa +Ψs es única. En efecto, supóngase que

Ψ = Ψ̂a + Ψ̂s, con Ψ̂a absolutamente continua y Ψ̂s singular. Sean {νa(x, y) : x, y ∈ H} y

{νs(x, y) : x, y ∈ H} las correspondientes familias de medidas representantes, absolutamente

continuas y singulares respectivamente. Para cada x, y ∈ H se tiene que

µ(x, y)− (νa(x, y) + νa(x, y)) = (µa(x, y)− νa(x, y)) + (µs(x, y)− νs(x, y)),

es la descomposición de Lebesgue de una medida en A(DN )⊥ y por tanto Ψa = Ψ̂a y

Ψs = Ψ̂s.

El teorema anterior lleva a considerar la clase de N -uplas polinomialmente acotadas de

operadores que conmutan entre śı y son absolutamente continuas. Denotemos esta clase

como ACPBN (H). Veremos que ésta es, justamente, la clase que genera representaciones

de H∞(DN ).

3.3 Existencia de representaciones

Comenzamos con la siguiente observación elemental, análoga a [Esc97, Lemma1.1].

Lema 3.3.1. Sea Ψ : A(DN ) → L(H) un homomorfismo de álgebras norma continuo. El

homomorfismo Ψ, extiende a un homomorfismo de álgebras w∗-continuo Φ : H∞(DN ) →
L(H), con ‖Ψ‖ = ‖Φ‖, si y sólo si Ψ(fk)

w∗−→ 0 para cada sucesión Montel {fk} en A(DN ).

Prueba. La necesidad es inmediata. Para ver que la condición es también suficiente recorde-

mos que H(DN ), el espacio de las funciones anaĺıticas en DNcon la topoloǵıa de convergencia

uniforme sobre compactos de DNes un espacio de Fréchet, con una métrica d invariante por

traslaciones.

Si escribimos

B = {f ∈ H(DN ) : ‖f‖∞ ≤ 1},

y

B0 = {f ∈ A(DN ) : ‖f‖∞ ≤ 1},

nuestras hipótesis dicen que para cada x, y ∈ H la aplicación

B0 → C, f → 〈Ψ(f)x, y〉,
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es d-uniformemente continua y podemos extenderla a una aplicación d-continua definida en

B y por linealidad a H∞(DN ).

Sea Λx,y esta aplicación en H∞(DN ). Vemos que Λx,y es w∗-continua. En efecto, sea

{fn} sucesión en H∞(DN ) con fn
w∗−→ 0, podemos siempre suponer que ‖fn‖∞ ≤ 1 y

entonces claramente Λx,y(fn) → 0.

Además para f ∈ H∞(DN ), x, y, x1, x2, y1, y2 ∈ H y λ ∈ C se tiene que

Λx1+x2,y(f) = Λx1,y(f) + Λx2,y(f),

Λx,y1+y2(f) = Λx,y1(f) + Λx,y2(f),

Λλx,y(f) = λΛx,y(f),

Λx,λy(f) = λΛx,y(f);

y aśı para cada f ∈ H∞(DN ) existe un único Φ(f) ∈ L(H) tal que

Λx,y(f) = 〈Φ(f)x, y〉, x, y ∈ H.

Además, para cada f ∈ H∞(DN ) existe una sucesión {fn} en A(DN ) con fn
w∗−→ f y

‖fn‖ ≤ ‖f‖, luego

|〈Φ(f)x, y〉 = lim
n→∞ |〈Ψ(fn)x, y〉| ≤ ‖Ψ‖ ‖f‖ ‖x‖ ‖y‖,

y aśı ‖Φ(f)‖ ≤ ‖Ψ‖ ‖f‖ y ‖Φ‖ ≤ ‖Ψ‖. Como Φ extiende Ψ se tiene que ‖Ψ‖ = ‖Φ‖.
Finalmente, si {fn} sucesión en H∞(DN ) con fn

w∗−→ 0, podemos suponer que ‖fn‖ ≤ 1 y

ver que 〈Φ(fn)x, y〉 → 0 y aśı Φ(fn) w∗−→ 0 lo que prueba que efectivamente Φ es w∗-continuo

y concluye la prueba.

Obsérvese que realmente es suficiente considerar sucesiones de polinomios que convergen

a cero en cada punto de DN .

A continuación presentamos el resultado de C. Apostol ([Apo80]) que establece la exis-

tencia de representaciones w∗-continuas de H∞(DN ) generadas por N -uplas T ∈ PBN (H),

que satisfacen la referida condición de Apostol. Nuestra prueba, válida en el contexto

menos general al que nos hemos restringido, es completamente elemental y diferente a la

construcción de [Apo80].
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Proposición 3.3.2. Sea T ∈ PBN (H). Si T satisface la condición de Apostol, entonces

T genera una representación w∗-continua de H∞(DN ).

Prueba. Sea T = (T1, . . . , TN ) ∈ PBN (H) tal que

‖p(T )‖ ≤ M‖p‖∞,

para cada p ∈ C[z1, . . . , zN ]. Supóngase que T satisface la condición de Apostol, es decir

para cada j = 1, . . . , N y cada par de vectores x, y ∈ H se tiene que

sup
{|〈p(T )Tn

j x, y〉| : p ∈ C[z1, . . . , zN ], ‖p‖∞ ≤ 1
} → 0,

si n →∞.

Sea {pk} una sucesión de Montel de polinomios en C[z1, . . . , zN ]. Basta ver que pk(T )

converge a 0 en la topoloǵıa w∗ de L(H), ó equivalentemente pk(T ) WOT−→ 0 cuando k →∞.

Podemos asumir que ‖pk‖∞ ≤ 1 y para simplificar notaciones consideraremos el caso N = 2.

Para razonar por contradicción, supongamos que existen x, y ∈ H de norma 1 y 0 <

δ < 1 tales que para cada k ∈ N se cumpla que

|〈pk(T )x, y〉| ≥ 3δ.

Para cada f ∈ A(DN ), escribiremos, a lo largo de esta prueba, f r (0 < r < 1) para

designar la función definida por f r(ζ) = f(rζ) (ζ ∈ TN ) para r ∈ (0, 1). Como ‖f r−f‖∞ →
0, si r → 1, fijemos un r ∈ (0, 1) con

|〈pr
k(T )x, y〉| ≥ 2δ.

Usando la condición de Apostol fijemos además un n ∈ N tal que

|〈p(T )Tn
j x, y〉| ≤ δ/2,

para todo polinomio p con ‖p‖∞ ≤ 1, k ∈ N y j = 1, . . . , N .

Escribamos

pr
k(z, w) = qk(z, w) + znsk(z, w), (z, w) ∈ TN ,

donde qk es un polinomio de grado a lo más n − 1, respecto a la variable z. Aśı pues,

podemos escribir

qk(z, w) =
n−1∑

i=0

aki(w)zi,
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donde cada aki es un polinomio en w. De hecho, para cada w ∈ T, aki(w) es el i-ésimo

coeficiente de Fourier de la aplicación pr
k(·, w), esto es,

aki(w) =
∫

TN
pr

k(ζ, w)ζi
dm(ζ) =

∫

TN
pk(rζ, rw)ζi

dm(ζ).

Como pk → 0 uniformemente sobre compactos de DN , vemos que ‖aki‖∞ → 0 para i =

0, 1, . . . , n − 1. Asúmase pues que ‖aki‖∞ ≤ δ/4n2 para cada k. Se tiene entonces que

‖qk‖∞ ≤ δ/4 y ‖sk‖∞ ≤ 1 + δ/4.

Para cada k ∈ N y cada i = 0, 1, . . . , n− 1 escribamos

aki(w) = bki(w) + wncki(w), w ∈ TN ,

con bki polinomio en w de grado a lo más n− 1. Si

bki(w) =
n−1∑

j=1

dkijw
j , w ∈ TN ,

con dkij =
∫
TN aki(ζ)ζj

dm(ζ) el j-ésimo coeficiente de Fourier de aki, se ve que |dkij | ≤
δ/4n2 y aśı ‖bki‖∞ ≤ δ/4n y ‖cki‖∞ ≤ δ/2n.

Tenemos pues que

qk(z, w) =
n−1∑

i=0

aki(w)zi =
n−1∑

i=0

bki(w)zi + wn
n−1∑

i=0

cki(w)zi,

y si escribimos tk(z, w) =
∑n−1

i=0 bki(w)zi y uk(z, w) =
∑n−1

i=0 cki(w)zi vemos que

pr
k(z, w) = tk(z, w) + wnuk(z, w) + znsk(z, w),

con ‖tk‖∞ ≤ δ/4 y ‖uk‖∞ ≤ δ/2 y entonces

2δ ≤ |〈pr
k(T )x, y〉| ≤ |〈tk(T )x, y〉|+ |〈uk(T )Tn

2 x, y〉|+ |〈sk(T )Tn
1 x, y〉|

≤ ‖tk‖∞ + (δ/2)δ/2 + (1 + δ/4)δ/2

< 2δ,

y la contradicción prueba lo indicado.

Requeriremos un teorema de descomposición para medidas de Henkin, análogo al co-

rrespondiente para medidas de Henkin definidas en la esfera unitaria de CN . La prueba

es similar a la de este caso y se incluye en detalle para comodidad del lector (cf. [Rud80,

Th.9.2.1], ver también [Hed90]).
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Teorema 3.3.3. Descomposición de Valskii. Si µ es una medida de Henkin, entonces

existen ν ∈ A(TN )⊥ y g ∈ L1(TN ) tales que µ = ν + gm.

Prueba. Escribiremos, en esta prueba, A para designar el álgebra del polidisco A(DN ) y A∗

para su dual. Si µ ∈ M(TN ), sea ‖µ‖A∗ su norma como un funcional lineal sobre A y ‖µ‖
su variación total.

Verifiquemos el siguiente hecho.

Afirmación. Si λ es una medida de Henkin y ε > 0, existe h ∈ L1(TN ) tal que ‖h‖1 ≤ ‖λ‖
y ‖λ− hm‖A∗ < ε.

Para probar esto sea u = P [λ] la integral de Poisson de λ, y sea como es usual ur(ζ) =

u(rζ), donde ζ ∈ TN y 0 < r < 1. Afirmamos que

lim
r→1

‖λ− urm‖A∗ = 0. (3.1)

Como ‖ur‖1 ≤ ‖λ‖, (3.1) implica que h = ur tiene las propiedades deseadas para un r

suficientemente cerca de 1.

Asúmase, para buscar una contradicción, que (3.1) es falso. Entonces existe un δ > 0,

una sucesión creciente de números positivos {rn} con rn → 1 y una sucesión {fn} en A con

‖fn‖ ≤ 1, tales que
∣∣∣∣
∫

TN
fn dλ−

∫

TN
fnurn dm

∣∣∣∣ ≥ δ, n ∈ N. (3.2)

Como P (rw, ζ) = P (rζ, w), usando el teorema de Fubini, vemos que:
∫

TN
f(w)ur(w) dm(w) =

∫

TN
f(w)

(∫
P (rw, ζ) dλ(ζ)

)
dm(w)

=
∫

TN

(∫

TN
f(w)P (rw, ζ) dm(w)

)
dλ(ζ)

=
∫

TN

(∫

TN
f(w)P (rζ, w) dm(w)

)
dλ(ζ)

=
∫

TN
f(rζ) dλ(ζ)

=
∫

TN
fr(ζ) dλ(ζ),

para cada f ∈ A y 0 < r < 1. De este modo vemos que (3.2) se puede escribir como
∣∣∣∣
∫

TN
[fn(ζ)− fn(rnζ)] dλ(ζ)

∣∣∣∣ ≥ δ n ∈ N. (3.3)
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Pero si gn(z) = fn(z)− fn(rnz), para z ∈ DN , entonces {gn} es una sucesión de Montel

y como λ es una medida de Henkin se tiene que
∫
TN gn dλ → 0 cuando λ → 0 y esto

contradice (3.3).

Ahora completamos la prueba del teorema. Eĺıjanse εn > 0 (n = 1, 2, . . . ) tales que

ε1 > ‖µ‖A∗ y
∑∞

n=1 εn < ∞. Sea µ1 = µ y asúmase como hipótesis de inducción, que

existe, para k ≥ 1, una medida de Henkin µk con ‖µk‖A∗ < εk. Considerando µk como

un funcional definido sobre A y usando el teorema de Hahn Banach encontramos µ̂k, una

extensión de µk a C(TN ) con la misma norma. Sea ahora νk = µk − µ̂k. Es claro que

νk ∈ A⊥ y

‖µk − νk‖ = ‖ − µ̂k‖ = ‖µk‖ < εk.

Por la afirmación probada anteriormente, aplicada a µk − νk, tenemos que existe hk ∈
L1(TN ) tal que ‖hk‖1 < εk y

‖µk − νk − hkm‖A∗ < εk+1.

Definimos ahora µk+1 = µk − νk − hkm, para completar la construcción por inducción.

Es inmediato ver que para k = 1, 2, 3, . . . tenemos

µ = µk+1 +
k∑

n=1

νn +
k∑

n=1

hnm.

Sea g =
∑∞

1 hn. Entonces g ∈ L1(TN ), ‖g‖1 ≤
∑∞

1 εn y

µ− gm = µk+1 +
∞∑

n=1

νn −
∞∑

n=k+1

hnm.

Como νn ∈ A⊥,

‖µ− gm‖A∗ ≤ ‖µk+1‖A∗ +
∞∑

k+1

‖hn‖1. (3.4)

El lado derecho de (3.4) tiende a 0 cuando k → ∞. Luego µ − gm ∈ A⊥ y concluye la

prueba.

A continuación presentamos nuestro resultado principal en el cual damos condiciones

necesarias y suficientes para la existencia de representaciones w∗-continuas de H∞(DN )

generadas por N -uplas polinomialmente acotadas.



31

Teorema 3.3.4. Sea T ∈ PBN (H) una N -upla, generando el homomorfismo norma con-

tinuo Ψ : A(DN ) → L(H). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. La N -upla T genera una representación w∗-continua de H∞(DN ).

2. Para cada sucesión de Montel {fn} en A(DN ),

Ψ(fn) w∗−→ 0.

3. La N -upla T es absolutamente continua.

4. La N -upla T satisface la condición de Apostol.

Prueba. La equivalencia (1) ⇔ (2) es el Lemma 3.3.1. La construcción de la Proposición

3.3.2 prueba (4) ⇒ (1). Probaremos la equivalencia (2) ⇔ (3) y la implicación (1) ⇒ (4).

(2) ⇒ (3). Si (2) es cierto, Ψ posee una familia de medidas representantes de Henkin. Sea

{µ(x, y) : x, y ∈ H} tal familia de medidas de Henkin. Escribiremos µ(x, y) = ν(x, y)+gx,ym

con ν(x, y) ∈ A(DN ) y gx,y ∈ L1(TN ) dadas por la descomposición de Valskii de µ(x, y).

Como

〈Ψ(f)x, y〉 =
∫

TN
f dµ(x, y) =

∫

TN
fgx,y dm,

para cada f ∈ A(DN ), la familia {gx,ym : x, y ∈ H} es justamente, una familia de medidas

representantes de Ψ, absolutamente continuas.

(3) ⇒ (2) Sea {µ(x, y) : x, y ∈ H} una familia de medidas representantes de Ψ absoluta-

mente continuas y {fn} una sucesión de Montel, entonces

〈Ψ(fn)x, y〉 =
∫

fn dµ(x, y) → 0, x, y ∈ H,

por la Proposición 2.3.4.

(1) ⇒ (4) Si T genera una representación Φ : H∞(DN ) → L(H) w∗-continua y la condición

de Apostol es falsa entonces para algún j ∈ {1, . . . , N} y un par de vectores x, y ∈ H existe

un ε > 0 y una sucesión de polinomios {pk} con ‖pk‖∞ ≤ 1 y

|〈pk(T1, . . . , TN )Tnk
j x, y〉| > ε, (3.5)

para una sucesión creciente de enteros positivos {nk}.
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Sea hk(z) = znk
j para z ∈ DN . Como hk

w∗−→ 0, entonces también pkhk
w∗−→ 0 y aśı

|〈pk(T1, . . . , TN )Tnk
j x, y〉| → 0,

lo cual contradice 3.5.

Nota: Si T genera una representación de H∞(DN ), w∗-continua y {µ(x, y) : x, y ∈ H} es

una familia de medidas representantes con µ(x, y) = µa(x, y) + µs(x, y), su descomposición

de Lebesgue para cada par x, y ∈ H; la familia {µa(x, y) : x, y ∈ H} es también una familia

de medidas representantes. En efecto, sea µ(x, y) = ν(x, y) + gx,ym con ν(x, y) ∈ A(DN )⊥

y gx,y ∈ L1(TN ) la descomposición de Valskii de µ(x, y), aśı pues µ(x, y)−gx,ym ∈ A(DN )⊥

y

µ(x, y)− gx,ym = [µa(x, y)− gx,ym] + µs(x, y),

es su descomposición de Lebesgue y por el Teorema General de F. y M. Riesz µa(x, y) −
gx,ym ∈ A(DN )⊥. Luego

∫

TN
f dµa(x, y) =

∫

TN
fgx,y dm =

∫

TN
f dµ(x, y),

para cada f ∈ A(DN ).

Aśı pues, si T ∈ ACPBN (H) genera el homomorfismo Ψ : A(DN ) → L(H), siempre

podemos suponer que Ψ tiene una familia de medidas representantes {µ(x, y) : x, y ∈ H},
absolutamente continuas tales que

‖µ(x, y)‖ ≤ ‖Ψ‖ ‖x‖‖y‖, x, y ∈ H.

Concluimos, presentando el resultado principal de este Caṕıtulo que recoge las propie-

dades de las representaciones de H∞(DN ) generadas por N -uplas en ACPBN (H).

Teorema 3.3.5. Sea T = (T1, . . . , TN ) ∈ ACPBN (H) generando el homomorfismo norma

continuo Ψ : A(DN ) → L(H). Existe un único homomorfismo de álgebras

Φ : H∞(DN ) → AT ,

con las siguientes propiedades:

1. Para cada j = 1, . . . , N , Φ(πj) = Tj.
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2. Se tiene que Φ|A(DN ) = Ψ, el homomorfismo de álgebras norma continuo generado

por T .

3. El homomorfismo Φ es w∗-continuo.

4. Se tiene que ‖Ψ‖ = ‖Φ‖.

5. El rango de Φ es w∗-denso en AT , el álgebra dual generada por T = (T1, . . . , TN ).

6. Existe una aplicación lineal, acotada, uno a uno

Φ∗ : QT → L1(TN )/⊥H∞(DN ),

tal que (Φ∗)∗ = Φ.

7. Si Φ es acotado inferiormente, el rango de Φ es AT y Φ es un isomorfismo de las

álgebras duales H∞(DN ) y AT . En este caso Φ∗ es un isomorfismo lineal, inversible,

del espacio QT sobre L1(TN )/⊥H∞(DN ).

Prueba. En el Teorema 3.3.4 se probó que cada T ∈ ACPBN (H) genera una representación

w∗-continua de H∞(DN ), la cual extiende el homomorfismo norma continuo Ψ : A(DN ) →
L(H) generado por T . Tal representación es claramente única, pues A(DN ) es w∗-denso en

H∞(DN ). Se cumplen pues las propiedades (1), (2) y (3).

Como Φ extiende a Ψ se tiene que ‖Ψ‖ ≤ ‖Φ‖. Si f ∈ H∞(DN ) con ‖f‖∞ ≤ 1, sea

{fn} una sucesión en A(DN ) con ‖fn‖∞ ≤ ‖f‖∞ y fn
w∗−→ f . Como para cada par x, y ∈ H

se tiene que

〈Φ(fn)x, y〉 → 〈Φ(f)x, y〉,

y

|〈Φ(fn)x, y〉| = |〈Ψ(fn)x, y〉| ≤ ‖Ψ‖ ‖x‖ ‖y‖,

entonces |〈Φ(f)x, y〉| ≤ ‖Ψ‖ ‖x‖ ‖y‖ (x, y ∈ H) y aśı ‖Φ‖ ≤ ‖Ψ‖, lo que prueba (4).

La afirmación (5) es inmediata al observar que

AT = clw∗{Ψ(p) : p ∈ C[z1, . . . , zN ]}.

Finalmente, (6) se sigue de la Proposición 2.4.4 y (7) es consecuencia de la Proposición

2.4.6.



Caṕıtulo 4

Las clases AN (H) y AN
p (H)

4.1 Conceptos básicos

Para una contracción T absolutamente continua, las técnicas de álgebras duales han resul-

tado particularmente exitosas, en el caso en el cual el cálculo funcional de Sz.-Nagy y Foias

es una isometŕıa. De hecho, en este caso la representación Φ : H∞(D) → L(H), generada

por T , es un isomorfismo de las álgebras duales H∞(DN ) y AT (la menor subálgebra de

L(H), con unidad y w∗-cerrada, que contiene la contracción T ).

La denominada técnica de Scott Brown permite, bajo estas condiciones, mostrar que los

elementos deQT = C1(H)/⊥AT , el predual deAT son justamente las clases que contienen los

operadores de rango uno. Este hecho ha conducido a una rica teoŕıa para tales contracciones,

y en particular, a obtener subespacios invariantes no triviales para tales T (cf. [BFP85]).

En el caso de operadores polinomialmente acotados diversos progresos han sido hechos

en esta dirección (cf. [Li92] y [LP95]). Asimismo, se han han considerado N -uplas de con-

tracciones que conmutan entre śı (ver [Pta98] y las referencias alĺı citadas). En este Caṕıtulo

consideraremos la clase ACPBN (H) y en este contexto introducimos las definiciones que

generalizan a esta situación las ideas indicadas.

En primer lugar, de modo análogo a [LP95], definimos la clase AN (H) formada por las

N -uplas T ∈ ACPBN (H) tales que la representación w∗-continua Φ : H∞(DN ) → L(H),

generada por T , sea acotada inferiormente, esto es, existe una constante m > 0 tal que

m‖u‖∞ ≤ ‖Φ(u)‖ para toda u ∈ H∞(DN ). Claramente Φ tiene kernel trivial y su rango es

34
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cerrado. Se sigue inmediatamente del Teorema 3.3.5 que si T ∈ AN (H), Φ es un isomorfismo

de las álgebras duales H∞(DN ) yAT (la menor subálgebra de L(H) con unidad y w∗-cerrada

que contiene los elementos de T ).

Con la notación del Teorema 3.3.5, sea Φ∗ la aplicación de QT , el predual de AT , a

L1(TN )/⊥H∞(DN ), el predual de H∞(DN ), tal que Φ = (Φ∗)∗.

Como es usual escribiremos x ⊗ y (x, y ∈ H) para designar el operador de rango uno

definido por

x⊗ y : H → H, z → 〈z, y〉x.

Sea [x ⊗ y] el elemento de C1(H)/⊥AT que contiene x ⊗ y. Obsérvese que Φ∗(x ⊗ y) es el

funcional w∗-continuo en H∞(DN ) tal que

〈Φ∗([x⊗ y]), u〉 = 〈[x⊗ y],Φ(u)〉 = tr ((x⊗ y)Φ(u)) = 〈Φ(u)x, y〉,

para cada u ∈ H∞(DN ). Aśı pues, permitiéndonos el usual abuso de notación, en adelante

dados x, y ∈ H, el śımbolo x⊗ y designará, tanto el operador de rango uno indicado, como

el funcional w∗-continuo

x⊗ y : H∞(DN ) → C, f → 〈Φ(f)x, y〉.

Para cada λ ∈ DN , el funcional

Eλ : H∞(DN ) → C, u → u(λ),

es w∗-continuo y escribiremos [Lλ] para el elemento de C1(H)/⊥AT tal que Φ∗([Lλ]) = Eλ.

Obsérvese que

u(λ) = 〈Eλ, u〉 = 〈Φ∗([Lλ]), u〉 = 〈[Lλ],Φ(u)〉,

para cada u ∈ H∞(DN ).

Análogamente a [BFP85] y [LP95], consideraremos las clases AN
p,q(H), (p, q cardinales

con 1 ≤ p, q ≤ ℵ0). Espećıficamente, diremos que T ∈ AN (H) es de clase AN
p,q(H) si para

cada familia {[Lij ]}, (0 ≤ i < p, 0 ≤ j < q) de elementos de QT , existen vectores {xi}0≤i<p

y {yi}0≤j<q en H tales que

[Lij ] = [xi ⊗ yj ] (0 ≤ i < p, 0 ≤ j < q).
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Si p = q escribimos AN
p (H) en lugar de AN

p,p(H).

Nótese que T ∈ AN
p,q(H) si y sólo si para cada familia {Lij} (0 ≤ i < p, 0 ≤ j < q), de

elementos de L1(TN )/⊥H∞(DN ), existen vectores {xi}0≤i<p y {yi}0≤j<q en H tales que

Lij = xi ⊗ yj (0 ≤ i < p, 0 ≤ j < q).

Esto indica en particular que nuestras definiciones coinciden con las de [BHGP88].

Para el caso de una contracción, hay una extensa teoŕıa de estructura para la clase

Aℵ0(H) (cf. [BFP85, Chapther IV,V y VI]). En esta teoŕıa de estructura, como se indica

en [LP95], las propiedades Xθ,γ , 0 ≤ θ ≤ 1 juegan un papel fundamental.

Para efectos de completar la exposición recordemos (cf.[BFP85]) las siguientes defini-

ciones. Para 0 ≤ θ < γ ≤ 1, consideremos el conjunto Xθ(AT ), formado por los [L] ∈ QT

para los cuales existen sucesiones {xn} y {yn}, en la bola unitaria cerrada deH, que cumplen

las siguientes condiciones:

lim sup
n→∞

‖[xn ⊗ yn]− [L]‖ ≤ θ,

y

‖[xn ⊗ w]‖+ ‖[w ⊗ yn]‖ → 0, w ∈ H.

Es bien conocido (cf. [BFP85]) que Xθ(AT ) es un subconjunto absolutamente convexo

y cerrado de QT . Diremos que AT tiene la propiedad Xθ,γ si el conjunto Xθ(AT ) contiene

a (QT )γ , la bola cerrada de radio γ centrada en el origen de QT .

Exactamente igual que en el caso considerado en [LP95], de un operador polinomial-

mente acotado, usando [BFP85, Ths. 3.7 y 9.22], obtenemos inmediatamente:

Teorema 4.1.1. (cf. [LP95, Th.2.1]) Si T ∈ ACPBN (H) y AT tiene la propiedad Xθ,γ

para algunos 0 ≤ θ < γ ≤ 1, entonces T ∈ AN
ℵ0

(H) y AT es reflexiva.

4.2 Espectro dominante y subespacios invariantes

De modo análogo al caso de una variable, al considerar N -uplas T de contracciones diversas

condiciones sobre la N -upla, y en particular sobre alguno de los espectros asociados a la

N -upla, dan criterios para decidir si T satisface la propiedad X0,1.
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Recordemos que un subconjunto ∆ ⊂ DN es dominante para TN si

sup
z∈∆

|h(z)| = ‖h‖∞

para cada h ∈ H∞(DN ).

Recordemos también algunos elementos de la terminoloǵıa básica sobre el espectro con-

junto de una N -upla de operadores (cf. [Cur88]). Si T = (T1, . . . , TN ) es una N -upla de

operadores actuando en H, que conmutan entre śı, diremos que T es inversible por la iz-

quierda si existe una N -upla de operadores A1, . . . , AN (que no necesariamente conmutan

entre śı) tal que

A1T1 + · · ·+ ANTN = I,

donde I denota el operador identidad en H. Similarmente definimos inversibilidad a la

derecha de una N -upla. El espectro izquierdo (derecho) de T , denotado σl(T ) (σr(T )),

consiste de las N -uplas (λ1, . . . , λN ) de números complejos tales que (T1−λ1, . . . , TN−λN ),

no es inversible por la izquierda (derecha). Nótese que σr(T )∗ = σl(T ∗), donde σr(T )∗

designa el conjunto de los λ tales que λ ∈ σr(T ).

Definimos el espectro esencial izquierdo de T , que denotaremos por σle(T ), como el

conjunto de los λ = (λ1, . . . , λN ) en CN para los cuales existe una sucesión ortonormal de

vectores {en} en H tales que
N∑

i=1

‖(Ti − λi)en‖ → 0,

cuando n →∞. Definimos el espectro esencial derecho de T por

σre(T ) = σle(T ∗).

La unión de los espectros izquierdo y derecho (esencial) es llamada el espectro de Harte

(esencial). Escribiremos σH(T ) para la unión de σl(T ) y σr(T ) y σHe(T ) para la unión de

σle(T ) y σre(T ).

Es bien conocido, que si λ ∈ σH(T ) \ σHe(T ), entonces λ es un autovalor. Para ver esto

tómese λ ∈ σl(T ) \ σle(T ) y considérese el operador

R = (T1 − λ1)⊕ (T2 − λ2)⊕ · · · ⊕ (TN − λN ),
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actuando en la suma directa de N copias de H. Como λ /∈ σle(T ), el operador R tiene

rango cerrado. Luego, como λ ∈ σl(T ), debe ocurrir que ker(R) 6= (0), pero

ker(R) =
N⋂

j=1

ker(Tj − λj).

Un argumento similar funciona para el espectro derecho. Aśı pues, si λ ∈ σH(T ) \ σHe(T )

podemos asociar un subespacio no trivial invariante de T con λ. Luego, en términos del

problema de encontrar subespacios invariantes comunes no triviales para la N -upla T ,

podemos asumir que σH(T ) = σHe(T ).

Recordemos además, que la representación Φ : H∞(DN ) → L(H) es de clase C0·, si para

cada sucesión {hn} en H∞(DN ) tal que hn
w∗−→ 0, se cumple que hn(T ) → 0 en la topoloǵıa

fuerte de operadores (SOT ). La representación Φ es de clase C·0, si cuando hn
w∗−→ 0, se

tiene que hn(T )∗ SOT−→ 0.

Si la representación Φ es generada por T ∈ ACPBN (H), se tiene que Φ es clase C0·

(respectivamente de clase C·0) si y sólo si cada Ti (i = 1, . . . , N) es de clase C0· (de clase C·0)

(ver [Apo80]). Adicionalmente diremos que Φ es de clase C00 si es de clase C0· y también

de clase C·0.

El siguiente hecho es bien conocido.

Proposición 4.2.1. (cf. [Esc94, Lemma 1.1]) Sea Φ : H∞(DN ) → L(H) una representa-

ción w∗-continua. Si Φ es de clase C0· y {yn} es una sucesión en H que converge débilmente

a cero, entonces para todo x ∈ H

lim
n→∞x⊗ yn = 0.

Si Φ es de clase C·0 y {xn} es una sucesión en H que converge débilmente a cero, entonces

para todo y ∈ H
lim

n→∞xn ⊗ y = 0.

En el caso que acá consideramos, T ∈ ACPBN (H), obtenemos resultados análogos a

los correspondientes para N -uplas de contracciones. Requeriremos el siguientes resultado.

Proposición 4.2.2. (cf. [BFP85, Pro. 8.2.2]) Sea X un espacio de Banach complejo, sea

M un número positivo y sea E un subconjunto de X tal que

‖φ‖ ≤ M sup
x∈E

|φ(x)|, φ ∈ X∗,
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entonces acoE, la clausura de la cubierta absolutamente convexa de E contiene a (X)1/M ,

la bola cerrada centrada en el origen de X con radio 1/M .

Si ∆ ⊆ DN es dominante. Supóngase que para cada λ ∈ ∆ existen sucesiones {xn} y

{yn} en la bola unitaria cerrada de H tales que

‖Eλ − xn ⊗ yn‖ → 0,

y

‖xn ⊗ w‖+ ‖w ⊗ yn‖ → 0,

para todo w ∈ H, entonces también se tiene que

‖[Lλ]− [xn ⊗ yn]‖ → 0,

y

‖[xn ⊗ w]‖+ ‖[w ⊗ yn]‖ → 0,

para todo w ∈ H y cada λ ∈ ∆. Sea E = {[Lλ] : λ ∈ ∆}, nuestra suposición dice que

E ⊆ X0(AT ) y como ∆ es dominante, para cada u ∈ H∞(DN ) se tiene que

‖Φ(u)‖ ≤ ‖Φ‖ ‖u‖∞ = ‖Φ‖ sup
λ∈∆

|u(λ)| = ‖Φ‖ sup
λ∈∆

|〈[Lλ], Φ(u)〉|,

aśı que, por la Proposición 4.2.2,

(QT )1/‖Ψ‖ ⊆ acoE,

y como X0(AT ) es cerrado y absolutamente convexo, entonces

(QT )1/‖Ψ‖ ⊆ X0(AT ),

y AT tiene la propiedad X0,1/‖Φ‖.

Usemos esta observación para probar nuestro resultado, en el cual damos condiciones

necesarias para la existencia de subespacios invariantes no triviales para N -uplas en la clase

AN (H).

Teorema 4.2.3. Sea T ∈ AN (H) generando la representación w∗-continua

Φ : H∞(DN ) → L(H).

En cada una de las siguientes situaciones AT tiene la propiedad X0,1/‖Ψ‖ y en consecuencia

T ∈ AN
ℵ0

(H) y el álgebra AT es reflexiva.
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1. Si σle(T ) ∩ DN es dominante para TN y Φ es de clase C0·.

2. Si σre(T ) ∩ DN es dominante para TN y Φ es de clase C·0.

Prueba. Supóngase que ∆ = σle(T ) ∩ DN es dominante. Para cada λ = (λ1, . . . , λN ) ∈ ∆

existe una sucesión ortonormal {xn} en H tal que

lim
n→∞ ‖(Ti − λi)xn‖ = 0, i = 1, . . . , N.

Sea u ∈ H∞(DN ) con ‖u‖∞ ≤ 1. Por la propiedad de Gleason del polidisco (cf. 2.2.7)

existen v1, . . . , vN ∈ H∞(DN ) tales que

u(z) = u(λ) +
N∑

i=1

(zi − λi)vi(z), z = (z1, . . . , zN ) ∈ DN

y

‖vi‖∞ ≤ Mλ‖u‖∞ ≤ Mλ,

para una constante Mλ que depende sólo de λ.

Para cada n ∈ N se tiene que

|(xn ⊗ xn − Eλ)u| = |〈Φ(u)xn, xn〉 − u(λ)|

= |
N∑

i=1

〈Φ(vi)(Ti − λi)xn, xn〉|

≤ Mλ‖Ψ‖
N∑

i=1

‖(Ti − λi)xn‖;

y

|(xn ⊗ y)u| = |〈Φ(u)xn, y〉|

= |u(λ)〈xn, y〉+
N∑

i=1

〈Φ(vi)(Ti − λi)xn, y〉|

≤ |u(λ)〈xn, y〉|+ Mλ‖Φ‖ ‖y‖
N∑

i=1

‖(Ti − λi)xn‖;

para todo y ∈ H.

Aśı |(xn ⊗ xn − Eλ)u| → 0, y |(xn ⊗ y)u| → 0 para cada y ∈ H, cuando n → ∞,

uniformemente para u ∈ H∞(DN ) con ‖u‖∞ ≤ 1. Por tanto ‖xn ⊗ xn − Eλ‖ → 0 y
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‖xn⊗ y‖ → 0 para cada y ∈ H. Si Φ es de clase C0·, por la Proposición 4.2.1, ‖x⊗xn‖ → 0

para cada x ∈ H y por la observación que precede al Teorema se tiene (1).

La prueba de (2) es similar.

Corolario 4.2.4. Sea T ∈ AN (H) generando la representación Φ : H∞(DN ) → L(H) w∗-

continua. En cada una de las siguientes situaciones T posee subespacios invariantes no

triviales.

1. Si σl(T ) ∩ DN es dominante para TN y Φ es de clase C0·.

2. Si σr(T ) ∩ DN es dominante para TN y Φ es de clase C·0.

4.3 La clase AN
ℵ0

(H) y la propiedad Xθ,γ

En el caso de una contracción T , es bien conocido que (cf. [BFP85, Th. 6.3]) T ∈ Aℵ0(H)

si y sólo si AT tiene la propiedad Xθ,λ, para algunos 0 ≤ θ < λ ≤ 1. El siguiente problema

fue planteado en [Oct95, Problem 4.3] para N = 2.

Problema 4.3.1. Sea T = (T1, . . . , TN ) una N -upla de contracciones que conmutan y ge-

neran una representación isométrica Φ. Si T es de clase Aℵ0 ¿ tiene AT (H) necesariamente

la propiedad Xθ,γ para algunos 0 ≤ θ < γ ≤ 1 ? ¿ es la propiedad X0,1 equivalente a la

propiedad Xθ,γ para cada 0 ≤ θ < γ ≤ 1 ?

La prueba del teorema que da una respuesta parcial a ese problema en [Oct95], contiene

un error. Por otra parte, para el caso de un operador T ∈ ACPB1(H), C. Pearcy y W. S.

Li plantean la siguiente cuestión:

Problema 4.3.2. [LP95, Problem 2.4] Si T ∈ ACPB1(H) genera una representación Φ

de norma M y T ∈ A1
ℵ0

(H), ¿ tiene AT necesariamente la propiedad Xθ,γ para algunos

0 ≤ θ < γ ≤ 1/M ?

Esto conduce a preguntarnos:

Problema 4.3.3. Si T ∈ ACPBN (H) genera una representación Φ de norma M y T ∈
AN
ℵ0

(H), ¿ tiene AT necesariamente la propiedad Xθ,γ, para algunos 0 ≤ θ < γ ≤ 1/M ?
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Para T ∈ ACPB1(H) ∩ C00 en [LP95, Th. 2.14] se da una respuesta afirmativa. En

esta sección damos una respuesta parcial al Problema 4.3.3 usando técnicas de [Oct95] y

[Esc98]. Recordemos (cf. [BHGP88]) que si Φ : H∞(DN ) → L(H) es una representación

y M ⊂ H un subespacio cerrado, M es invariante para Ψ si Ψ(u)(M) ⊂ M para todo

u ∈ H∞(DN ) y M es semi-invariante para Φ si puede ser escrito en la forma M = U ª V,

para U y V subespacios invariantes para Φ con U ⊃ V. Si M es semi-invariante para Φ,

denotaremos por ΦM la compresión de Φ a M, esto es, la aplicación H∞(DN ) → L(M)

dada por

ΦM(u) = PMΦ(u)|M, u ∈ H∞(DN )

donde PM designa la proyección ortogonal sobre M. Se tiene que M es semi-invariante si

y sólo si ΨM es multiplicativo (cf. [Pis96, Th.1.7]).

Si {λn} es una sucesión de puntos de DN y {en} es una base ortonormal para H, la

representación Ψ : H∞(DN ) → L(H) definida por

Ψ(u)en = u(λn)en, u ∈ H∞(DN ), n ∈ N;

se denomina representación diagonal asociada a {λn} y {en}. Si {λn} es dominante para

DN , la representación indicada tiene la siguiente propiedad (ver la prueba de [BHGP88,

Th. 3.1]): para todo funcional w∗-continuo L definido en H∞(DN ), existen sucesiones de

vectores {xn} y {yn} en la bola unitaria de H, tales que

‖L− xn ⊗ yn‖ → 0,

y

‖xn ⊗ w‖+ ‖w ⊗ yn‖ → 0, w ∈ H.

Es inmediata a partir de [BHGP88, Th.4.4] (ver también [Esc98]) la siguiente proposi-

ción que requeriremos en lo que sigue.

Proposición 4.3.4. Sea T ∈ AN
ℵ0

(H) generando la representación w∗-continua

Φ : H∞(DN ) → L(H).

Para cada sucesión {λn} de puntos de DN , hay un subespacio M semi-invariante para Φ y

una base ortonormal {en} de M tal que la compresión ΦM de Φ a M es la representación

diagonal asociada a {λn} y {en}.
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Para λ = (λ1, . . . , λN ), un punto de DN , fijemos φλ : DN → DN la aplicación definida

por

φλ(z) = (φλ1(z1), . . . , φλN
(zN )),

donde φλi : DN → DN , (i = 1, . . . , N), es la transformación de Möbius

φλi(z) =
z − λi

1− λiz
, z ∈ D.

Sea

Rλ : H∞(DN ) → H∞(DN ), f → f ◦ φλ.

Nótese que Rλ es un isomorfismo de álgebras duales, que podemos escribir como S∗λ = Rλ

para un operador acotado Sλ : Q → Q. Obsérvese que Sλ es una isometŕıa y que Sλ(Eλ) =

E0.

Si Φ : H∞(DN ) → L(H) es una representación w∗ continua, sea Φλ = Φ ◦ Rλ. Clara-

mente Φλ es también una representación w∗ continua. Escribiremos x⊗λ y para el funcional

H∞(DN ) → C, u → 〈Φλx, y〉,

para cada par x, y ∈ H. Vemos que Sλ(x ⊗ y) = x ⊗λ y. Usaremos Tλ para designar la

N -upla (Ψλ(χ1), . . . ,Ψλ(χN )).

Veamos ahora nuestro resultado.

Teorema 4.3.5. Sea T una N -upla de contracciones que conmutan entre śı, son polino-

mialmente acotadas, generan una representación Φ : H∞(DN ) → L(H) w∗-continua de

norma M y son de clase AN
ℵ0

(H). Supóngase que para algunos ı́ndices i, j ∈ {1, . . . , N}, T ∗i

y Tj son de clase C0·. Entonces Φ satisface la propiedad X0,1/M .

Prueba. Para cada λ ∈ DN , consideremos el funcional w∗-continuo

Eλ : H∞(DN ) → C, f → f(λ).

Sea {λn} una sucesión dominante para TN . Por la Proposición 4.3.4, existe un sub-

espacio M de H semi-invariante para Φ y una base ortonormal {en} de M, tales que la

compresión ΦM de Φ a M es justamente la representación diagonal asociada a {λn} y {en}.
Como {λn} es dominante para DN , por las observaciones que preceden a la Proposición
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4.3.4, para cada funcional w∗-continuo L en H∞(DN ) con ‖L‖ ≤ 1 y cada ε > 0, existen

vectores x, y ∈ H con ‖x‖, ‖y‖ ≤ 1, tales que

‖L− x⊗ y‖ < ε.

En particular consideremos los funcionales w∗-continuos

E(k)
0 : H∞(DN ) → C, f →

(
∂2kf

∂zk
i ∂zk

j

)
(0)/(k!)2.

Como ‖E(k)
0 ‖ ≤ 1, existen sucesiones de vectores {uk} y {vk}, en la bola cerrada unitaria

de H, tales que

‖E(k)
0 − uk ⊗ vk‖ → 0, k ∈ N.

Definimos xk = T k
i uk y yk = (T ∗j )kvk. Entonces ‖xk‖, ‖yk‖ ≤ 1 y para cada w ∈ H

〈Φ(f)xk, w〉 = 〈Φ(f)uk, (T ∗i )k w〉 → 0,

y

〈Φ(f)w, yk〉 = 〈T k
j w,Φ(f)∗vk〉 → 0,

si k → ∞ uniformemente para f en la bola cerrada unitaria de H∞(DN ). Aśı pues,

‖xk ⊗ w‖ → 0 y ‖w ⊗ yk‖ → 0 para todo w ∈ H.

Además como

xk ⊗ yk(f) = 〈Φ(f)xk, yk〉

= 〈Φ(f)Tiuk,
(
T ∗j

)k
vk〉

= 〈Φ(πk
i πk

j f)uk, vk〉

= uk ⊗ vk(πk
i πk

j f),

y E(k)
0 (πk

i πk
j f) = E0(f) para todo f ∈ H∞(DN ), se tiene que

|E0(f)− xk ⊗ yk(f)| = |E(k)
0 (πk

i πk
j f)− uk ⊗ vk(πk

i πk
j f)| ≤ ‖E(k)

0 − uk ⊗ vk‖,

para toda f ∈ H∞(DN ) con ‖f‖∞ ≤ 1. Luego, ‖E0 − xk ⊗ yk‖ → 0 cuando k →∞.

Sea ahora λ ∈ DN arbitrario. Claramente la N -upla Tλ satisface las hipótesis del

teorema y aśı, por lo probado anteriormente, existen sucesiones {xk} y {yk}, en la bola
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unitaria cerrada de H, tales que

‖E0 − xk ⊗λ yk‖ → 0,

‖xk ⊗λ w‖ → 0, w ∈ H y

‖w ⊗λ yk‖ → 0, w ∈ H.

Pero entonces xk ⊗ w = S−1
λ (xk ⊗λ w) → 0 para todo w ∈ H, w ⊗ yk = S−1

λ (w ⊗λ yk) → 0

para todo w ∈ H y

‖Eλ − xk ⊗ yk‖ = ‖S−1
λ (E0 − xk ⊗λ yk)‖ → 0.

Por la observación que precede al Teorema 4.2.3 se tiene que AT tiene la propiedad X0,1/M .

Corolario 4.3.6. Sea T una N -upla de contracciones que conmutan entre śı, son poli-

nomialmente acotadas, generan una representación Φ : H∞(DN ) → L(H) w∗-continua de

norma M y son de clase AN
ℵ0

(H). Supóngase que para algunos ı́ndices i, j ∈ {1, . . . , N}, T ∗i y

Tj son de clase C0·; entonces, AT satisface la propiedad Xθ,γ, para algunos 0 ≤ θ < γ ≤ M ,

si y sólo si AT satisface la propiedad X0,1/M .
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