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Sea H un espacio de Hilbert, complejo, de dimensién infinita y separable. En este
trabajo se consideran N-uplas polinomialmente acotadas de operadores, actuando en H,
que conmutan entre si.

De modo andlogo a los casos de una contraccion, de un operador polinomialmente
acotado y de NN-uplas de contracciones, una herramienta fundamental para el estudio de

tales N-uplas es la existencia de representaciones w*-continuas de H OO(DN ), generadas por



esas N-uplas. Se estudian tales representaciones y se establecen condiciones necesarias y
suficientes para su existencia.

Se estudia la clase ACPBY(H), formada por las N-uplas polinomialmente acotadas
de operadores que conmutan entre si y generan representaciones w*-continuas. Siguiendo
las técnicas clasicas de algebras duales, se introducen las correspondientes clases Ai,\f (")
(1 < p,q < Ng) y se inicia su estudio. En particular, las técnicas indicadas de dlgebras duales
conducen a resultados iniciales en la buisqueda de subespacios invariantes para las N-uplas
consideradas, bajo ciertas condiciones sobre el espectro de la N-upla. Finalmente, se estudia

la relacién de la pertenencia a la clase Aﬁg (H) y la propiedad Xp, (0 <60 <y <1).
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Capitulo 1

Introduccion

La teoria multiparamétrica de operadores es el estudio de N-uplas de operadores (lineales y
acotados), actuando en un espacio de Hilbert (complejo, separable y de dimensién infinita).
Se trata de un campo que ha recibido recientemente una creciente atencién y contintda
siendo objeto de investigacién. La teoria de algebras duales, que ha sido utilizada con éxito
para estudiar la estructura de un operador actuando en un espacio de Hilbert, ha venido
siendo aplicada més recientemente (cf. [Oct91] y [Pta98] y las referencias alli citadas), al
correspondiente estudio de N-uplas de contracciones, con algunos éxitos relativamente mas
modestos, pero importantes, que abren diversas perspectivas.

Particularmente, el objeto fundamental del estudio de dlgebras duales, esto es, el proble-
ma del subespacio invariante (i.e., la pregunta de si cada operador definido en un espacio de
Hilbert posee subespacios invariantes no triviales) se plantea de modo natural en el contexto
de la teoria multiparamétrica de operadores: dada una N-upla de operadores actuando en
un espacio de Hilbert H, ; posee H un subespacio no trivial invariante para cada uno de
los elementos de la N-upla ?

Tal cuestion, ciertamente contiene el tremendamente escurridizo problema para un sélo
operador y como tal pareceria fuera de alcance. No obstante los progresos y respuestas
parciales en el caso de varias variables, podrian arrojar luz sobre el caso de una variable
(cf. [Ion96]).

En la literatura reciente (cf. [Pta98]) es considerado el caso de N-uplas de contracciones

que conmutan entre si, y se han hecho importantes progresos. En particular, se hace uso



extensivo de representaciones de H °°(]D)N ) que, de modo analogo al cdlculo funcional de
Sz.-Nagy y Foias, es la base de la técnica de algebras duales.

A partir de la exitosa experiencia en este caso, se ha propuesto como programa de
trabajo, verificar si los andlogos a los resultados de una variable son validos para este
contexto. Ciertamente la extension no es trivial y surgen dificultades que han sido calificadas
incluso de “recalcitrantes” (cf. [KO]). El paso de una a varias variables, de un modo quiza
paralelo a lo que ocurre al pasar de la teoria de funciones de una variable compleja a la de
varias variables, pareceria requerir nuevas ideas.

Por otra parte, en el caso de una variable, se han hecho esfuerzos por desarrollar una
teorfa paralela a la de una contraccién, para operadores polinomialmente acotados (cf.
[Li92] y [LP95]). El reciente resultado negativo de Pisier (cf. [Pis97]) al problema de
Halmos de si cada operador polinomialmente acotado es similar a una contraccién, da un
interés adicional a la consideracion de este tipo de operadores.

En el caso de varias variables la situacion ofrece diversas cuestiones fundamentales que
continian abiertas. Para una y dos variables, la existencia de dilataciones unitarias dada
por los Teoremas de Sz.-Nagy y Ando respectivamente, permite deducir facilmente que
cada contraccién y cada par de contracciones que conmutan satisfacen la desigualdad de
von Neumann, esto es, dadas dos contracciones 17 y 15 que conmutan entre si, se tiene que
para cada polinomio p € C[z1, 23] se cumple que

Ip(Th, T2)[| < sup [p(2)]-
z€D?
Para méas de dos contracciones que conmutan, en general no existe una dilatacién unitaria
y es desconocido si existe alguna constante M (dependiendo de N) tal que
[p(T1, ..., Tn)|| < M sup [p(z)],
2€DN

para cada N-upla (T1,...,Tx) de contracciones que conmuten entre si y cada polinomio
p € Clz1,...,2n] (cf. [Pis96]).

La consideracién de N-uplas de operadores que conmutan entre si y satisfacen una
desigualdad como la anterior surge pues, como tema de interés en la teoria multiparamétrica

de operadores.



En este trabajo abordamos el estudio de esta clase de N-uplas. El Capitulo 2 presenta
la notacién y terminologia que requeriremos e incluye una revisién de los elementos de
Teoria de Funciones en el Polidisco, Algebras de Funciones y Algebras Duales necesarios
para obtener una exposicién relativamente autocontenida.

En el Capitulo 3 se estudian las representaciones w*-continuas de H>(D") generadas
por N-uplas polinomialmente acotadas de operadores que conmutan entre si. Los resultados
integran los obtenidos previamente para una variable (cf. [SNF68] y [Li92]) y varias va-
riables (cf. [BDO73], [Oct91], [KP90], [KO97] y [Ion98]. En nuestro resultado principal
al respecto, contenido en el Teorema 3.3.4, damos una respuesta definitiva al problema de
encontrar condiciones necesarias y suficientes sobre una N-upla polinomialmente acotada
para que ésta genere representaciones w*-continuas de H° (D).

En trabajos previos al respecto se construyen representaciones w*-continuas de H> (DY)
generadas por N-uplas polinomialmente acotadas bajo ciertas hipétesis adicionales. En
[Apo80] tal construccién se hace bajo la hipétesis de que la N-upla satisfaga una condicién
denominada condicion de Apostol. En [KP90] la construccién se hace para N-uplas de
contracciones que verifiquen la desigualdad de von Neumann y que sean absolutamente
continuas. En [Li92] se considera el caso de representaciones generadas por un operador
polinomialmente acotado absolutamente continuo y en [Ion98] el de pares de operadores
polinomialmente acotados que conmutan entre si y son absolutamente continuos.

En nuestro resultado principal probamos que la existencia de representaciones w®*-
continuas generadas por N-uplas polinomialmente acotadas es equivalente tanto a la con-
tinuidad absoluta como a la condicién de Apostol, dando asi una respuesta definitiva al
problema planteado.

En el Capitulo 4 se considera la clase ACPBY(H) formada por las N-uplas polino-
mialmente acotadas de operadores que conmutan entre si y generan representaciones w*-
continuas de H>(DV).

La teoria de &lgebras duales ha sido exitosa en el caso de una variable al estudiar
representaciones isométricas (en el caso de contracciones) y representaciones inversibles (en
el caso polinomialmente acotado). Introducimos la clase AN(H) de aquellos elementos de

ACPBY (H) que generan representaciones w*-continuas de H> (D" ) inversibles. Iniciamos



el estudio de tales N-uplas y de modo andlogo a la teoria clésica de dlgebras duales generadas
por contracciones, se estudia el predual del dlgebra w*-cerrada con unidad A generada por
la N-upla T' € AN (H), en biisqueda de subespacios invariantes no triviales para la N-upla.
El Teorema 4.3.4 presenta los resultados que hemos obtenido con respecto a este problema,
los cuales extienden resultados conocidos para N-uplas de contracciones.

Finalmente se considera la clase AQ{) (H), una subclase de AN(H), cuyos elementos
poseen gran provisién de subespacios invariantes y se estudia un problema propuesto en
[Oct95] sobre la relacién entre la pertenencia a dicha clase y cierta propiedad de “factoriza-
cién” de los elementos del predual de Ar. Nuestro resultado, que da una respuesta parcial
al Problema 4.3.3, estd contenido en el Teorema 4.3.5.

Los conceptos y resultados aqui introducidos no son més que elementos iniciales en el
marco de la hermosa teoria de las dlgebras duales aplicadas a nuestra clase de N-uplas.

Numerosas cuestiones quedan abiertas en espera de posteriores investigaciones.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Notacion basica

Sea H un espacio de Hilbert complejo, separable y de dimensién infinita. Escribiremos
L(H) para designar el dlgebra de los operadores lineales y acotados definidos en H. Como
es usual, N designara el conjunto de los enteros no negativos, Z el conjunto de los niimeros
enteros y C el plano complejo. El disco unitario en C se denota por D y su frontera es el
circulo T. El polidisco unitario DV y el toro TV son los subconjuntos de CV los cuales son
el producto cartesiano de N copias de D y de T respectivamente.

Al referirnos a un subespacio de H entenderemos siempre que éste es cerrado. Si S es
una familia de operadores que conmutan entre si, actuando en el espacio de Hilbert H, un
subespacio M C H se dice invariante para S si T(M) C M, para cada operador T' € S.
Un subespacio M es hiperinvariante para S si T(M) C M, para cada operador T que
conmute con los elementos de S.

Los subespacios de H invariantes para S forman un reticulo, que denotaremos LatS.
El problema del subespacio invariante es justamente la cuestiéon de si para cada operador
T, el reticulo de sus subespacios invariantes, que denotaremos Lat T, contiene elementos
distintos de (0) y H.

El algebra de los operadores T' € L(H) tales que LatS C LatT, se denotard por
AlgLat S. Nétese que AlgLat S es una subdlgebra de £(H), cerrada en la topologia débil
de operadores (WOT). Luego, si W(S) designa la menor subdlgebra, con unidad y WOT-



cerrada, de L(H), que contiene a S, se tiene que W(S) C AlgLat S.

Un &lgebra de operadores W con unidad y WOT-cerrada, se dice reflexiva si W =
AlgLat W. Claramente, un &lgebra reflexiva (distinta de L£(H)) posee subespacios inva-
riantes no triviales.

Un multi-indice (de longitud N) es un elemento de Zf , el conjunto de las N-uplas v =
(11, ...,vN) de enteros no negativos. Se usaran las siguientes notaciones: |v| = v1+---+vy,

1

vi=ulunly 22 =20 2N (para z = (21,...,2y) € CV).

Si X es un espacio de Banach y X* su dual, la forma bilineal
(,) 1 X — X7,

definida por

(x,2") = x*(x), e X, ot eX”,

es una dualidad que permite introducir en X y X* las topologias débil (denotada w) y débil*
(denotada w*) respectivamente.

La topologia w es la topologia localmente convexa definida en X por la familia de
seminormas

33—>|<33,"L‘*>’, :C*G.'{*;

y la topologia w* es la topologia localmente convexa definida en X* por la familia de
seminormas

¥ — [(x,z")], r e X

Si X es un espacio compacto de Hausdorff, designaremos por C'(X) el dlgebra de Banach
de las funciones continuas, a valores complejos, definidas en X, con la norma del supremo,

esto es,

I fllco = sup{|f(x)|: z € X}, feC(Xx).

Escribiremos M (X) para denotar el espacio de las medidas complejas, regulares, de Borel
definidas en X. Recordemos que M (X) es un espacio de Banach, con la norma de la
variacién total y como es usual lo identificaremos con el espacio dual de C(X).

En particular se considerardn medidas definidas en TV y designaremos por my (o

simplemente por m si no hay lugar a confusién) la medida de Lebesgue normalizada, definida



7

en TV. Consideraremos también los espacios de Banach LP(TV), 1 < p < 0o. Sip € [1,00),

LP(TN) es el espacio de las funciones f definidas en TV para las cuales

1/p
1= ([ 1oPam) " <o

y L®(TY) consiste de las funciones f medibles Borel definidas en TV para las cuales el
supremo esencial || f||~, respecto a m, es finito.
Como es bien conocido, si 1 < p < ooy 1/p+1/q =1, podemos identificar el espacio

dual de LP(T"V) con LI(T¥), y en particular tenemos que

LYTN)* = L>(TV).

2.2 Elementos de teoria de funciones en el polidisco

En esta seccion se describen brevemente los conceptos basicos de teoria de funciones en el
polidisco que requeriremos. La referencia clésica sobre el particular es [Rud69].

En el bien conocido caso de una variable (cf. [Rud74]), la integral de Poisson de fun-
ciones en L'(T) (o més en general de medidas en M(T)), permite obtener sus extensiones
armoénicas en . Las extensiones asi obtenidas satisfacen ciertas restricciones sobre su cre-
cimiento. Reciprocamente, tomando limites radiales de funciones arménicas en D (con las
correspondientes restricciones de su crecimiento), se recupera la funcién (o en general la
medida) en la frontera T. Los valores en la frontera T de estas funciones son justamente,
los elementos de los clasicos espacios de Hardy.

FEn el caso del polidisco el desarrollo de la teoria basica es similar. Recordemos que el

Kernel de Cauchy en D es la funcién definida por

1
C(2,0) = ——,
=0=1"%
para todo (z,{) € D x T, y el Kernel de Poisson en D viene dado por
1—[z?
P(z,¢) = ;
&0 ==

para (2,{) e Dx T .

Las correspondientes extensiones para el polidisco se definen por

N
C(z,¢) = H C(z, ),



N

P(z,¢) = [[ P(z: ),

i=1
donde z = (z1,...,2x) €DV y ¢ = ((1,...,¢(w) € TV,

Si f € LY(TY), su integral de Poisson que denotaremos por f , es la funcién definida por

fe)= [ PeOAQ Q). zeDY

Se ve facilmente que f es arménica en DV (es decir arménica en cada variable) y de hecho nos
referiremos a ella como la extensién arménica de f a DV. Més en general para p € M(TY)

se define su integral de Poisson por

fi(z) = N P(z,¢)du(¢), zeDV.

Si f es una funcién definida en DVy 0 < r < 1, escribiremos f, para designar la
aplicacién dada por f,(¢) = f(r¢) para cada ¢ € TV. La siguiente proposicién extiende al

polidisco los resultados conocidos para una variable.
Proposicién 2.2.1. (c¢f. [Rud69])
1. Si f € O(TN), entonces || f — fr|loo — 0 cuando r — 1.
2. Sil<p<ooyfeLP(TN), entonces ||f — frll, — 0.

3. Sipe M(TN) yp, es el elemento de M(TYN) definido por ju, = fi.m, entonces i, — i

en la topologia w* de M(TN).
4. Si f e L®(TN), entonces f. — f en la topologia w* de L(TN).

El préximo resultado caracteriza las funciones arménicas en DV, que pueden represen-

tarse como integrales de Poisson, de medidas o funciones.
Proposicién 2.2.2. (c¢f. [Rud69]) Sea u una funcion armonica en DV .
1. Eziste una medida p € M(TN) con u = fi si y sélo si supge,q [|ur|l1 < 0.

2. 8i1 < p< oo, existe una funcion f € LP(TN) con u = f si y s6lo si supge, <1 ||urllp

es finito.
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3. Hay una funcion f € LY(TN) con u = f si y sdlo si {u,} es convergente en la norma

de L*(TN).

4. Hay una funcién f € C(TN) con u = f si y sélo si {u,} es uniformemente conver-

gente.

El siguiente resultado describe el comportamiento de los limites radiales de funciones

arménicas, que satisfacen las condiciones de crecimiento en DV indicadas.

Proposicién 2.2.3. (c¢f. [Rud69]) Si1 <p <oo yu:DY — C es una funcién arménica

tal que supg., 1 ||ur|lp < 0o, entonces

f(€) = lim u(r¢)

r—1
existe y es finito c.t.p.[m] en TN. Si 1 < p < oo, entonces f € LP(TN) yu = f. Sip=1,
entonces u = fi para alguna medida p € M(TN) y f es la derivada de Radon-Nikodyn de la

parte absolutamente continua (respecto a m) de p.

Las funciones analiticas en DV son arménicas, asi que los resultados anteriores valen en
particular para estas funciones. Las restricciones sobre el crecimiento en DV sugieren las

siguientes definiciones.

Definicién 2.2.4. Sea f : DV — C una funcion analitica y r € (0,1). Para 1 < p < oo

sea

= [ [ reoran)

Moo (r, f) = sup{| f(r¢) : ¢ € TV}

Para cada valor de p, 1 < p < oo, sea HP(DV) el espacio de funciones analiticas en
DN para las cuales |||, = supge,<1 Mp(r, f) < o0.

Nétese que para cada r € (0,1), M,(r, f) es la norma en LP(TY) de f.. Se sigue
inmediatamente que || - || es una norma en HP(DY) y de hecho (HP(DY),| - ||,) es un
espacio de Banach para cada p € [1, o0].

Se sigue inmediatamente de la teoria estandar de espacios LP que

HP(DY) € H"(DY) € H (DY),
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sil <r <p. En particular H OO(DN ) es el espacio de las funciones analiticas acotadas en
DYy H*(DN) C HP(DY) para todo p.

Obsérvese que para cada p € [1,00) y cada f analitica en DV, la funcién z — |f(2)[?
(z € DY) es N-subarménica (es decir, subarménica en cada variable) y de modo andlogo a
lo que ocurre en el caso de una variable, M,(r, f) es una funcién no decreciente de r. En el
caso p = oo se tiene un resultado similar. En todo caso || f||, = lim,_1 M,(r, f) para cada
f analitica en DVy 1 < p < 0.

Obsérvese que si f € HY(DV), por la Proposicién 2.2.2, hay una medida p € M (T")
talque f=fi. Sil<p<ooy fe HP(DV), entonces f = § para alguna g € LP(TV). Mis
atn, en el casop > 1, f, — g c.t.p.[m], para una sucesién r; — 1.

Surge la cuestién de determinar los elementos g de LP(TY) (6 de M (T)) que son limites
radiales de elementos de HP(D"). La respuesta a esta cuestién nos permitira identificar

HP(DN) con cierto subespacio de LP(T) (6 de M(TY)). De hecho, esto ocurre si y sélo si

los coeficientes de Fourier §(v) son nulos para cada v ¢ Z.

Proposicién 2.2.5. (c¢f. [Rud69]) Si f € HP(DY), 1 < p < oo, entonces

9(¢) = lim f(r¢), €T,

define una funcion en LP(TN) tal que g(v) =0 para v ¢ ZX, 5= f y |9y = limy—1 || f+]Ip-
Asi, la aplicacion que envia la funcion f € HP(DN) a sus valores en la frontera g es un

isomorfismo isométrico de HP(DN) sobre un subespacio de LP(TN).

En adelante no haremos distincién entre funciones en los espacios de Hardy H?(DV),
y sus valores en la frontera. En particular consideraremos el espacio H>®(D"). Nétese
que H>®(DV) es un subespacio w*-cerrado de L>(T¥). Ciertamente f € L>°(T") est4 en
H>(DN) siy sélosi f estd en el kernel de los funcionales w*-continuos definidos en L>(T%)
por

f= [ 10T am(©).

para cada v ¢ ZY .

Si escribimos P, para designar el espacio de los polinomios analiticos en TV, es decir

la variedad lineal generada por las aplicaciones

e, : TV - C, ¢— ¢,
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para v € ZY: es inmediato observar que los espacios HP (]D)N ) (1 < p < o0) son la clausura
en la correspondiente norma del espacio LP(TYV) de P;. En el caso de H*®(DY), se trata
de la w*-clausura de Py en L>®(TY).
Nétese también que para cada p € [1,00], si f € HP(DY), son vilidas las representacio-
nes integrales
16 = [ €0 an) = [ PEOSC) ()
Requeriremos con frecuencia la siguiente caracterizaciéon de w*-convergencia en el espa-

cio H>(DV).

Proposicién 2.2.6. Sea f € H®(DY) y {f.} una sucesion en H®(DY). Se tiene que
fn — f en la topologia w* de L>®°(TN) si y sdlo si {f,} esta uniformemente acotada y

fn(2) — f(2) para cada z € DV,

Prueba. Si f, — f en la topologia w* de L>®(T¥), el Principio de Acotacién Uniforme
muestra que {f,} estd uniformemente acotada, y como para cada z € DV la funcién ¢ —
C(z,¢) es continua en TV, se tiene que
fule) = [ CEORQ QO ~ | OO dm(O) = £().

Por otra parte, sea {f,} una sucesién uniformemente acotada de funciones en H° (D),
v fn(2) — f(2) (z € DY) para una funcién f € H>(DY). Supéngase que {f,} no converge
en la topologia w* a f, podemos asumir que cada f, estd fuera de una cierta w*-vecindad
de f. Sin embargo, el teorema de Banach-Alaoglu permite obtener una subsucesién { fy, }
w*-convergente a una funcién g € H®(DY). Pero vimos que w*-convergencia implica

convergencia puntual y asi necesariamente g = f, lo cual es una contradiccién. O

De lo anterior es inmediato que H>(DV) es un algebra. En efecto, si f,g € HP(DV),
vimos que existen sucesiones de polinomios analiticos {p,} v {¢n} que convergen en la topo-
logia w* de L>°(TV) a f y g, respectivamente. De la caracterizacién anterior es inmediato
que pagn 2 fg 'y ast fg € H(DV).

Requeriremos el siguiente resultado, bien conocido.
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Proposicién 2.2.7. Propiedad de Gleason del polidisco (¢f. [Rud80]) Para cada
h e H®(DN) y cada A = (\1,...,\y) € DV existen g1,...,gy € H® (DY) tales que

N

h(z)=hA)+> (2= A)gi(z),  zeDV
i=1

[gilloe < Mal[hlloc, — i=1,...,N;
donde M)y es una constante que depende solamente de .

Una subélgebra en particular de H°° (DY) recibira especial atencién. Se trata del dlgebra
del polidisco, que denotaremos A(DY), y consiste del espacio las funciones continuas en D
que son analiticas en DV. Es bien conocido que la aplicacién f — f|TY es un isomorfismo
isométrico de A(DY) sobre la subélgebra de C(T) formada por las funciones g continuas
en TV, cuyos coeficientes de Fourier, §(v), son nulos para todo v ¢ Zf . De hecho, si los
coeficientes de Fourier de g € C(TV) satisfacen la condicién indicada y f = §, entonces
fITN =gy f. — g uniformemente en TV.

No se hara distincién entre el dlgebra del disco y la subalgebra de C(TY) consistente
de sus valores frontera. Es facil ver que A(D") es la clausura (con la norma del supremo)

de P, en C(DV).

2.3 Elementos de algebras de funciones

Sea X un espacio compacto de Hausdorff. Un dlgebra de funciones A, en X, es una
subélgebra cerrada de C'(X) que contiene las funciones constantes y separa puntos de X. Si
A es un algebra de funciones en X y M4 su espacio de ideales maximales, la transformada
de Gelfand es un isomorfismo isométrico de A sobre un algebra de funciones definidas en el
espacio compacto de Hausdorff M 4. El espacio X se sumerge homeomorficamente en M 4
por la aplicacién  — 0, donde 6,(f) = f(x) para cada f en A.

Sea A un algebra de funciones en el espacio X y p un elemento de M 4. Una medida

representante de p es una medida de probabilidad p en X tal que

o(h) = [ £
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para cada f en A. El conjunto M, formado por las medidas representantes de p, es un

subconjunto convexo y w*-compacto de M (X). Escribiremos A+ para designar el espacio

Ai:{ueM(X);/fdu:o,feA}.

En particular, si A = A(D"), escribiremos M, (z € D) para designar el conjunto de las
medidas en M(TV), que son medidas representantes del funcional multiplicativo f — f(z),
f e ADN).

Diremos que una medida g € M(TV) es absolutamente continua (respecto a My) si
p < p para alguna medida p € My. Una medida pu € M(TY) es singular (respecto a M)
si pLp para cada medida p € M.

Recordemos (cf. [Con91, V.17]) que una banda de medidas es un subespacio B de M (X),
cerrado en la topologia de la norma, tal que si u € By v es una medida en X absolutamente
continua con respecto a p, entonces v € B. Para cada subconjunto S de M (X), la banda
generada por S es la menor banda conteniendo a S.

En particular (ver [Con91, V.17.11]), si S es un conjunto de medidas cerrado y convexo
y B es la banda generada por S, entonces v € B si y sélo si existe una medida n en S tal
que v < 7. Luego, tomando S = My, vemos que u € M(TY) es absolutamente continua si
y s6lo si p estd en la banda generada por My. Denotaremos esta banda por By.

Es facil ver que By es justamente la banda generada por las medidas representantes de
puntos en DVV. Asi pues, nuestra terminologia coincide con la de [BD@73], [KP90], [KOP95]

y [Ion98]. En efecto, se tiene la siguiente proposicién.

Proposicién 2.3.1. La banda de medidas B generada por el conjunto S = |J,,cpv My es

igual a By.

Prueba. Es claro que By C B. Para ver la otra inclusién obsérvese que si z,w € DV y
w1 es una medida absolutamente continua respecto a una medida p,, € M,,, entonces p es
absolutamente continua con respecto a alguna medida p, € M,.

En efecto, sean z,w € DV y escéjase ¢ > 0 tal que P(z,¢) > cP(w, () para todo ¢ € T,

Si py es una medida en M,, definase

Pz = (P(Zv ) - CP(?,U, ))m + Cpw-
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Entonces, p, € M., py < p, y se tiene que si p < py, entonces p <K p.
En particular, si u € M, para un w € DV entonces y es absolutamente continua respecto

a alguna medida representante de 0 y asi y € M. O
Requeriremos los siguientes resultados bien conocidos.

Teorema 2.3.2. Descomposicién de Lebesgue. (c¢f. [Con91, V.17.4]) Si B es una
banda de medidas en un espacio compacto X y v € M(X), entonces v = v, + vs, donde

Ve € B yvslyu para cada u € B. Las medidas v, y Vs son unicas.

La descomposicién anterior de v es llamada descomposicion de Lebesgue de v respecto
a B.

Si A es un algebra de funciones en X y B es una banda de medidas en X, entonces B
es una banda reductora (para A) si para cada u € AL, con descomposicién de Lebesgue
L= fiq + ts, fta € B'Y psLn para cada n € B; se tiene que jiq y s pertenecen ambas a AL

Con esta notacion establecemos el siguiente teorema.

Teorema 2.3.3. Teorema General de F. y M. Riesz. (¢f. [Con91, V.18.2] ) Si A es
un dlgebra de funciones y p es un funcional lineal multiplicativo sobre A, la banda generada

por las medidas representantes de p, es una banda reductora.

La siguiente terminologia es andloga a la de [Rud80, Ch.9]. Una sucesién {f,} en A(DV)
se dice una sucesion de Montel si es uniformemente acotada y f,(z) — 0 cuando n — oo
para cada z € DV. Por el teorema de Montel para familias normales, cada sucesién de
Montel {f,,} converge uniformemente a cero en cada compacto de DYV y lo mismo es cierto
para las derivadas D® f,,, para cada multi-indice c.

Una medida u € M (DY) es una medida de Henkin si

lim fndu =0,
N

n—oo T

para cada sucesion de Montel {f,}.

Adicionalmente requeriremos la siguiente caracterizaciéon de las medidas en By. Para
N =2, el resultado fue probado en [BDO73] y [Bek74] y en el caso general en [Kos84] (cf.
también [Pta98]).
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Proposicién 2.3.4. Sea p € M(TN), u € By si y sdlo si f, — 0 en la topologia w* de
L>(|u|) para cada sucesion de Montel {f,} en A(DY).

2.4 Elementos de algebras duales

El conocido articulo de S. Brown [Bro78], donde se establece la existencia de subespacios
invariantes no triviales para operadores subnormales, marca el inicio de la exitosa aplicacién
de las técnicas de dlgebras duales a la busqueda de subespacios invariantes en diversas
situaciones. El resumen de Bercovici, Foias y Pearcy [BFP85] es la referencia ya clésica al

respecto. Presentamos a continuacién los conceptos basicos de algebras duales.

Definicién 2.4.1. (¢f. [Con91, 1.2.8]) Un dlgebra de Banach con unidad A es un algebra
dual, si existe un espacio de Banach A, cuyo dual sea isométricamente isomorfo a A, tal
que la multiplicacion en A sea separadamente w*-continua, es decir, para cada a € A las

aplicaciones x — ax y x — xa son w*-continuas. Nos referiremos a A, como a un predual

de A.

El ejemplo bésico de algebra dual es justamente L£(H), el espacio de operadores line-
ales acotados sobre H. Recordemos (cf. por ejemplo [Con91, I.1]) que el espacio de los
operadores de la Clase Traza Finita, denotado C1(H), estd formado por los operadores

A € L(H), tales que

o

> (|Alen, en) < oo,

n=1

donde |A| denota la tnica raiz cuadrada positiva del operador A*A y {e, } es una base orto-
normal de H. Es facil ver que la definicién anterior es independiente de la base ortonormal
elegida. De hecho C;(H) es un ideal propio de £(H) contenido, por tanto, en el ideal de los
operadores compactos y conteniendo los operadores de rango finito, como una subvariedad
densa.

Con la norma definida por

o0

1AL = (I Alen, en),

n=1

el espacio C1(H) es un espacio de Banach separable y

trA = i(Aen, €n),

n=1
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define en C;(H) (independientemente de la base ortonormal {e,}) un funcional lineal defi-
nido positivo.

A partir del siguiente teorema concluimos que £(H) es un &dlgebra dual.

Teorema 2.4.2. (¢f. [Con91, 1.1.17]) Para cada T € L(H) definase Fr : C1(H) — C por
Fr(A) =tr(TA) = tr(AT).

El funcional lineal Fr es continuo para cada T € L(H) y la aplicacion T — Fr es un

isomorfismo isométrico de L(H) sobre C1(H)*.

En adelante identificaremos £(H) con el dual de C;(H). La dualidad
Ci(H) x L(H) — C, (A, T) — (A, T) = tr(AT),

induce en £(H) una topologia w*. Es facil ver que la topologia w* de L£L(H) coincide con
la topologia débil de operadores (WOT), en subconjuntos acotados de £(H) y como por el
Principio de Acotacion Uniforme, las sucesiones WOT convergentes deben ser acotadas, se
sigue que una sucesién en L£(H) converge en la topologia w* si y sélo si es WOT-convergente.

La teoria general de topologias w* se aplica, en particular, a las algebras duales. Revi-
semos alguna terminologia. Nuestra referencia al respecto es [Con90]. Si X es un espacio

de Banach y X* su dual, para § C X y M C X* escribimos

St={s*ex*: (x,2") =0,2 € S},

M={zeXx: (z,z*)=02" € M}

Es bien conocido (cf. [Con90, Th.II1.10.2]) que si M subespacio cerrado de X, entonces
(X/M)*, el dual del espacio cociente X/M, es isométricamente isomorfo a M. Luego, si
A es un algebra dual con predual A, y M es una subélgebra con unidad w*-cerrada de A,

entonces
(A M) = (SM) =M = M,

Consideraremos dos casos en particular. Si & C L£(H) escribiremos Ag para referirnos

a la menor subdlgebra de £(H), con unidad y w*-cerrada, que contiene a S. Si S estd
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formado por los elementos de la N-upla de operadores T' = (11, ...,Tx), escribiremos Ap
para designar a As. Es inmediato, de la observacién anterior, que Ags es un dlgebra dual y
que

(/4 As)" = As.

El segundo caso que consideraremos es en realidad un caso particular. El espacio
H>(DV) es una subélgebra w*-cerrada de L>(T") (la cual puede verse como un algebra
de operadores actuando en L2(TV)), y L>®(T¥) es el espacio dual de L'(T"). Asi pues,

vemos que

(L%TNVLH“XDND*::H“XDN)

Noétese que si X es un espacio de Banach y M es un subespacio w*-cerrado de X*, la

topologia w* inducida en M por la dualidad
X/ PMxM—-C, (x4 M,z*) = (z,2%),

y la topologia relativa en M como subespacio de (X*,w*) coinciden.

Estamos interesados en homeomorfismos entre dlgebras duales que sean w*-continuos.

Definicién 2.4.3. (c¢f. [Con91, 1.2.9] Sean A y B dlgebras duales y ® : A — B una aplica-
cion lineal. Diremos que ® es un homomorfismo de algebras duales si es un homomorfismo
de dlgebras de Banach que es también w*-continuo. La aplicacion ® es un isomorfismo de

algebras duales si es ademds, un homeomorfismo de (A, w*) y (B, w*).

Los siguientes resultados permiten identificar homomorfismos (isomorfismos) de dlgebras

duales.

Proposicién 2.4.4. ([BCP79, Pro.2.5]) Sean X,2) espacios de Banach y ® : X* — P*
una aplicacion lineal. Se tiene que ® es w*-continua si y solo si existe una aplicacion lineal

D, : Y — X tal que

(@u(y), %) = (y, ®(27)), 2" €X' ye?.

Si esto ocurre, @, es acotado y & = (P,)*.
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Proposicién 2.4.5. ([BCP79, Th.2.3]) Sean X,9) espacios de Banach separables y ® :
X* — Y* una aplicacion lineal. Se tiene que ® es w*-continua si y solo si es w*-secuen-

cialmente continua.

Proposicién 2.4.6. ([BCP79, Pro.2.7]) Sean X,9) espacios de Banach y ® : X* — 9*
una aplicacion lineal w*-continua cuyo kernel es trivial y cuyo rango es cerrado. Entonces

d es un homeomorfismo w*.



Capitulo 3

Representaciones generadas por

N-uplas polinomialmente acotadas

3.1 Representaciones generadas por N-uplas

Sea H un espacio de Hilbert infinito dimensional, complejo y separable, sea L£L(H) el espacio
de los operadores acotados definidos en H y sea T' = (11, - -+ , Tx) una N-upla de operadores
sobre H que conmutan entre si. Diremos que T = (T1,...,Tn) es polinomialmente acotada

si existe un nimero M > 1 tal que

lp(T1, .., TN < M|[plloo,

para cada polinomio p € C[zy,..., zy], donde

Iplloc = sup{lp(2)] : = € DV}.

Nos referiremos a la clase de tales N-uplas de operadores como PBY (H).

La conocida desigualdad de von Neumann prueba que cada contracciéon es polinomial-
mente acotada. Asimismo, el teorema de Ando permite ver que también lo es cada par de
contracciones que conmutan. De hecho, en ambos casos lo son con una constante M = 1.
Para N > 2 es conocido que éste no es el caso. Sin embargo, es hasta ahora desconocido si
cada N-upla de contracciones es polinomialmente acotada.

Consideraremos representaciones de H® (D), esto es homomorfismos de 4lgebras
@ : H* (DY) — L(H),

19
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tales que ®(1) = I. Particularmente estamos interesados en representaciones de H>(DV)
que sean continuas cuando damos a H>®(DV) y a L£(H) sus topologias w*, es decir, ho-
momorfismos de las dlgebras duales £(H) y H>®(D"). Nétese que tales representaciones
w*-continuas son necesariamente acotadas. En efecto, si ® es w*-continua la imagen por ®

de la bola unitaria de H> (DY) es w*-compacta y por tanto acotada.

Diremos que una N-upla T = (T1,...,Tn), de operadores que conmutan entre si, ge-
nera la representacién ® de H>®°(DV) si ®(n;) = T; (i = 1,...,N), donde las funciones ;
(¢ = 1,...,N) son las funciones coordenadas, esto es: m;(z) = m(z1,...,2n) = 2z, para

cada z € DV. En ocasiones escribiremos ®(f) = f(T) para f € H>®(DV).

En el caso de una variable, el cldsico cdlculo funcional de Sz.-Nagy y Foias es una
herramienta fundamental que ha resultado exitosa al estudiar una contraccion T actuando
en un espacio de Hilbert H. En efecto, la conocida descomposicién de T en una parte
unitaria y una completamente no unitaria, lleva a considerar particularmente contracciones
T completamente no unitarias, y en tal caso construir la representacion contractiva, w*-
continua de H>°(D") generada por T (cf.[BFP85] y [SNF68]).

Varios autores han estudiado el problema de construir representaciones w*-continuas de
H>(DV) generadas por N-uplas de operadores. En 1971 E. Briem, A. M. Davie y B. K.
(Jksendal construyeron representaciones contractivas, w*-continuas de H°(D?) generadas
por pares de contracciones completamente no unitarias (cf. [BDO73]). En 1989 M. Kosiek y
M. Ptak (cf., [KP90], ver también [KOP95] y [Oct94]) extendieron la construccién anterior
para obtener una representaciéon contractiva, w*-continua de H>(D") generada por una
N-upla T" = (T1,...,Ty) de contracciones que conmutan entre si, asumiendo que ésta
satisface la desigualdad de von Neumann y es (conjuntamente) absolutamente continua, es

decir, para cada par de vectores x,y € H existe una medida p(z,y) asociada al funcional

p— <p(T17 . 'aTN)xay>7

absolutamente continua con respecto a alguna medida p., representante de algin punto
z=(z1,...,2y) € DV. Vimos (ver Proposicién 2.3.1), que esto es equivalente a pedir que
las medidas p(z,y) estén en By, la banda generada por M.

Previamente, en 1980, C. Apostol (cf., [Apo80]) construyé representaciones w*-continuas
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de H*® (]D)N ) generadas por N-uplas de operadores T' = (11, ...,Tx), polinomialmente aco-
tadas que cumplen una condicién, llamada en [KO97| condicion de Apostol. Dicha condicién

establece que para cada j = 1,..., N y para cada par de vectores x,y € H se cumple que

i sup{|(p(T. .. TN) T}, )| : p € Clen.. ... 2, lplloe < 1} = 0.

Recientemente, A. Octavio y M. Kosiek (cf. [KO97]) reformularon la condicién de
Apostol, en términos de una topologia que introducen en £(H). Concretamente, dados una
N-upla de contracciones que conmutan 7' = (71, ...,Tx), y un par de vectores x,y € H, se

define la seminorma p;, por

pzy(S) = sup{|(p(T1, ..., Tn)Sz,y)| : p € Clz1,..., 2n], [IPlloo < 1},

para cada S € L(H). La familia de seminormas {p,, : z,y € H}, define una topologia
vectorial localmente convexa en L£(H) denominada A-topologia. En estos términos, una
N-upla T' = (T1,...,Tn), satisface la condicién de Apostol si para cada j = 1,..., N, la
sucesion {T}'} converge a cero en la A-topologfa.

El resultado principal de [KO97] es que una N-upla T'= (T3,...,Tx), de contracciones
que conmutan y satisfacen la desigualdad de von Neumann es (conjuntamente) absoluta-
mente continua si y sélo si satisface la condiciéon de Apostol.

Adicionalmente, J. Eschmeier en [Esc97], siguiendo ideas de [Mla69], construye represen-
taciones w*-continuas de H*(B) (B es la bola unitaria en CV), generadas por N-uplas de
operadores completamente no unitarios, que conmutan y satisfacen una desigualdad de von
Neumann en B. Previamente, también siguiendo ideas de [Mla69], W. S. Li (cf.[Li92]) cons-
truy6 representaciones w*-continuas de H*° (D) generadas por operadores polinomialmente
acotados y més recientemente A. Ionescu lo hace para pares polinomialmente acotados de

operadores(cf. [Ion98]).

3.2 La clase ACPBY(H)

Sea T = (Ty,...,Tn) € PBN(H). La correspondencia p — p(T), definida del modo natural

para los polinomios p € C[z1, ..., zn], extiende a un homomorfismo norma continuo

U ADY) - L(H).
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Diremos que el homomorfismo V¥ es generado por T'. Por el Teorema de Hahn Banach, para

cada par de vectores z,y € H, existen medidas p(x,y) € M(TY) tales que

@)= [ Faula). 1 A@Y) wy e

Una familia {x(z,y) : z,y € H}, cumpliendo esta condicidn, se dice una familia de medi-
das representantes para ¥. Notese que el teorema de Hahn Banach permite adicionalmente
seleccionar medidas representantes que satisfagan la desigualdad ||u(z, )| < [|[¥|| ||=]||y]l-

Si el homomorfismo norma continuo ¥ : A(DV) — L(H), generado por T, tiene una
familia de medidas representantes {u(z,y) : z,y € H} que son absolutamente continuas,
diremos que T es absolutamente continuo. Si W tiene una familia de medidas representantes
que son singulares diremos que T es singular.

El siguiente resultado es una versién de un teorema de Mlak [Mla69] que nos permite
descomponer el homomorfismo W, en una parte absolutamente continua y una singular, de

modo andlogo a como fue hecho, para contextos diferentes, en [Esc97] y [Li92].

Teorema 3.2.1. Descomposicién de Mlak. Sea T € PBY(H). FExisten subespacios
M y N de H invariantes para T, tales que H es la suma directa de M y N, T|M es

absolutamente continua y T|N es singular.

Prueba. Sea ¥ : A(DV) — L(H), el homomorfismo de algebras norma continuo generado

por T'y sea {pu(z,y) : z,y € H}, una familia de medidas representantes para ¥ tales que

[u(@, )l < @] lyll,  =yeH.
Para cada par de vectores x,y € H sea
w(z,y) = pa(z, y) + ps(z, ),

la descomposicién de Lebesgue de pu(z,y). Se tiene que ||u(x, y)|| = ||pa(z, y) || + [|1s(z, v)||-
Sean U, ¥, : A(DY) — L(H) las aplicaciones definidas por

@le) = [ Fdule), @Da) = [ o)

para f € A(DV) y 2,y € H.

Veamos que ¥, v ¥y son lineales. Obsérvese que para cada x1,z9,y € H se tiene que
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(1 + 2, y) — (w1, y) + w(@2,9)) = [pa(®1 + 22,9) — (Ha(21,Y) + pa(T2,Y))]

+ [us(w1 + 22, y) — (us(@1,y) + ps(z2,9))],

es la descomposicién de Lebesgue de una medida en A(D™)L, luego por el Teorema General

de F. y M. Riesz

pa(w1 + 22,y) — (a1, y) + pa(22,y)) € ADY)T,

y
Ns(xl + CL’Q,y) - (Ms(ﬂfhy) + ,LLS(J;Q,y)) € A(]D)N)J—
Luego
Lt vz = [ fdnatarn)+ [ Fduaan
y

/TNfd'us<x1 +x2ay) = /TNfd/J'S(why) +/ENfdMS($27y)a

para cada f € A(]D)N ). De modo similar se completa la prueba de que ¥, y ¥, son lineales.
Claramente ||W,| < ||¥] ¥ [|Us]| < ||¥]|. Veamos que ademés ¥, y ¥ son multiplicati-
Vos.

Sean f,g € ADY) y z,y € H. Se tiene que

L, fadute.s) = @D v ) = [ dnte v(0))

TN
Luego,
gu(x,y) — w(z, ¥(9)*y) = [gua(z,y) — pa(z, ¥(9)"y)]
+ [gps(z,y) — ps(z, ©(g)*y)],

es la descomposicién de Lebesgue de una medida en A(DY). Asf

/ F9dpa(e,y) = (Wo(f)a, U(g)y) = / g du(Ta(f)z, 1),
™ ™

para f,g € A(DV) y 2,y € H. Cada una de estas afirmaciones contintia siendo cierta si
reemplazamos pq(x,y) v Yo(f) por ps(x,y) y Ys(f) respectivamente. Se sigue entonces

que para cada f € H>®(DV) y cada par de vectores z,y € H,

f,ua(xvy) - M(\Ila(f)xvy) = [fﬂa(xvy) - Ma(\lla(f)xvy)] - ,us(\Ila(f)x,y),
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fus(@,y) — u(Us(fe,y) = —pa(Us(f)e, y) + [frs(z,y) — ps(Us(f)z, y)l,

son las descomposiciones de Lebesgue de medidas en A(DV)L. Asf obtenemos

(Valof)2.9) = [ 9da(Val ) = (Valg) Vol )20

T
para cada f,g € A(DY) y cada par z,y € H. Otra vez, todo contintia siendo cierto si
reemplazamos ¥, y ug por ¥ y us respectivamente y entonces, tenemos que ¥, y ¥, son
multiplicativos.

FEl mismo argumento anterior prueba también que

(Us(9)Vo(f)w,y) = /

. dps(Wo(f)z,y) =0,

(Walg) Ta(f)y) = /

9 dpa(Vs(f)z,y) =0,

para cada f,g € A(TY) y cada 2,y € H. Asi U, y ¥, se anulan mutuamente.

Por construccion ¥, es absolutamente continua, ¥, es singulary ¥ = ¥,4+W¥,. Sea M =
U, (1)YH y N = ¥4 (1)H. Veamos que estos subespacios M y N satisfacen las conclusiones
del teorema.

Efectivamente, W, (1) y U4(1) son proyecciones, asi que M y N son ciertamente subes-

pacios cerrados de ‘H. La identidad
=Yz =",(1)z+ V1),

muestra que H = M + N. Ademss, si y = U (1)z1 y y = Ws(1)zy para ciertos z1,z9 € H
entonces ®5(1)y = Vo(l)y = 0y y = ¥V(1)y = V(1)y + ¥s(1)y = 0. Asi tenemos,
H =M+ N como se requiere.

Siye M, y=V,(1)z para un x € H asi que para cada j =1,..., N,

= Vo (m;)Va(l)x + Us(m;) Vo (l)z

=V, (mj)x = Vo (1)V,(m)j)z € M,

y asi T;M C M y similarmente T;N C A para cada j =1,...,N. O
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Notese que la descomposicién indicada ¥ = ¥, + U, es tnica. En efecto, supdngase que
¥ = U, 4+ Wy, con ¥, absolutamente continua y W, singular. Sean {vq(z,y) : 2,y € H} y
{vs(z,y) : ,y € H} las correspondientes familias de medidas representantes, absolutamente

continuas y singulares respectivamente. Para cada x,y € H se tiene que

M(l’,?J) - (Va(x7y) + Va($7y)) = (,ua(x,y) - I/a(ib‘,y)) + (M8($7y) - Vs(l‘,y)),

es la descomposicién de Lebesgue de una medida en A(DV)L y por tanto ¥, = ¥, y
U, =0,

El teorema anterior lleva a considerar la clase de N-uplas polinomialmente acotadas de
operadores que conmutan entre si y son absolutamente continuas. Denotemos esta clase
como ACPBY (H). Veremos que ésta es, justamente, la clase que genera representaciones

de H>(DV).

3.3 Existencia de representaciones

Comenzamos con la siguiente observacién elemental, andloga a [Esc97, Lemmal.1].

Lema 3.3.1. Sea ¥ : A(DV) — L(H) un homomorfismo de dlgebras norma continuo. El

homomorfismo W, extiende a un homomorfismo de dlgebras w*-continuo ® : H>®(DY) —

L(H), con ||V = |||, si y sélo si ¥(fr) 0 para cada sucesion Montel {fi} en A(DV).

Prueba. La necesidad es inmediata. Para ver que la condicién es también suficiente recorde-
mos que H (DY), el espacio de las funciones analiticas en D" con la topologia de convergencia
uniforme sobre compactos de D™Ves un espacio de Fréchet, con una métrica d invariante por
traslaciones.

Si escribimos

B={feHDY):|fllex <1},

Bo={f € AD"): || fllo <1},

nuestras hipodtesis dicen que para cada x,y € H la aplicacién

Bo—C,  f—=(¥(f)z,y),
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es d-uniformemente continua y podemos extenderla a una aplicacién d-continua definida en
By por linealidad a H> (D).

Sea A, esta aplicaciéon en H (DY), Vemos que A,y es w*-continua. En efecto, sea
{fn} sucesion en H>®(DN) con f, N 0, podemos siempre suponer que [[fpllecoc < 1y

entonces claramente Ay ,(f,) — 0.

Ademsés para f € H®(DV), z,y, 1,22, y1,y2 € H y A € C se tiene que

Agitasy(f) = Aayy(f) + Aay y (f),
Ax,y1+y2 (f) = A:Jc,y1 (f) + Ax,yz (f)a
A)\z,y(f) = )‘Ax,y(f)a

Awpy(f) = Moy (f);

y asi para cada f € H*®(D") existe un tinico ®(f) € L(H) tal que

Awy(f) =(2(f)z,y),  zyeH.

Ademés, para cada f € H>®(DV) existe una sucesién {f,} en A(DY) con f, “, fy

[l < WS, Tuego

(@(P)a,y) = lim [(W(fn)z,y)| < [yl

v ast [9(F)| < [ ] y |0 < [[¥].. Como ® extiende W se tiene que | ¥]] = | &
Finalmente, si {f,} sucesiéon en H° (DY) con f,, SR 0, podemos suponer que || fp|| <1y
ver que (P(fn)z,y) — 0y asi D(fy) 010 que prueba que efectivamente ® es w*-continuo

y concluye la prueba. O

Obsérvese que realmente es suficiente considerar sucesiones de polinomios que convergen
a cero en cada punto de DV,

A continuacién presentamos el resultado de C. Apostol ([Apo80]) que establece la exis-
tencia de representaciones w*-continuas de H>(D") generadas por N-uplas T € PBN (H),
que satisfacen la referida condicién de Apostol. Nuestra prueba, vélida en el contexto
menos general al que nos hemos restringido, es completamente elemental y diferente a la

construccién de [Apo80].
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Proposicién 3.3.2. Sea T € PBYN(H). Si T satisface la condicion de Apostol, entonces

T genera una representacion w*-continua de H™(DV).

Prueba. Sea T = (T,...,Tx) € PBYN(H) tal que

Ip(T)]| < M[plloo,

para cada p € C|zy,...,zn]. Supdéngase que T satisface la condicién de Apostol, es decir

para cada j = 1,..., N y cada par de vectores x,y € ‘H se tiene que

sup {[(p(T) T}z, y)| : p € Clzn, ..., 2n], [plloc < 1} — 0,

si m — 0.

Sea {pr} una sucesiéon de Montel de polinomios en C[zy,...,zy]|. Basta ver que pi(T)
converge a 0 en la topologia w* de L(H), 6 equivalentemente py(T") YOT' ) cuando k — oo.
Podemos asumir que ||px|lco < 1y para simplificar notaciones consideraremos el caso N = 2.

Para razonar por contradiccién, supongamos que existen z,y € H de norma 1y 0 <

6 < 1 tales que para cada k € N se cumpla que

|(pr(T)z,y)| > 30.

Para cada f € A(DY), escribiremos, a lo largo de esta prueba, f7 (0 < r < 1) para
designar la funcién definida por f7(¢) = f(r¢) (¢ € TV) parar € (0,1). Como || f"— flloc —

0, si r — 1, fijemos un r € (0,1) con

[P (T), y)| > 20.

Usando la condicién de Apostol fijemos ademds un n € N tal que
(p(T)Tj'x,y)| < 6/2,

para todo polinomio p con ||p|lecc <1,k €Ny j=1,...,N.
Escribamos

p};(sz) = qk(z,w) + Znsk(sz)7 (z,w) € TN)

donde ¢ es un polinomio de grado a lo mas n — 1, respecto a la variable z. Asi pues,

podemos escribir

n—1
G(z,w) = ap(w)z,
=0
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donde cada ag; es un polinomio en w. De hecho, para cada w € T, ay;(w) es el i-ésimo

coeficiente de Fourier de la aplicacion pj (-, w), esto es,

ilw) = [ G Q) = [ pulr¢, ) dm(c).

Como pj — 0 uniformemente sobre compactos de DV, vemos que |lai||oc — 0 para i =
0,1,...,n — 1. Astimase pues que |lag||cc < 0/4n? para cada k. Se tiene entonces que
qklloc < 6/4y lIsklloc <14 0/4.

Para cada k € Ny cada?=0,1,...,n — 1 escribamos
ag; (W) = b (w) + w" e (w), we TV,
con by; polinomio en w de grado a lo mas n — 1. Si

n—1
bm(w) = Z dkijwj, w € TN,
j=1

con dyij = [pn aki(C)Ej dm(() el j-ésimo coeficiente de Fourier de ax;, se ve que |dg;;| <
§/4n? y ast ||brilloo < 6/4n Y ||ckillco < 5/2n.

Tenemos pues que
n—1 A n—1 ‘ n—1 '
Gr(z,w) =Y agi(w)z' =Y bgi(w)2' +w™ Y epi(w)2,
=0 =0 =0
y si escribimos tg(z, w) = Z?:_ol bri(w)2' y ug(z,w) = Z?:_ol cri(w)z' vemos que
p};(Z’ Uj) = tk(zv w) + wnuk(z’ w) + ZnSk(Z, U)),
con [[tg]loco < /4y ||uklloo < 0/2 y entonces

20 < [(pr(T)z, y)| < [{te(T)z, y) | + Kur(T) 15"z, y)| + [(se(T)TT 2, y)|
< tlloo + (6/2)8/2 + (14 6/4)5/2

< 29,
y la contradiccién prueba lo indicado. O

Requeriremos un teorema de descomposicién para medidas de Henkin, analogo al co-
rrespondiente para medidas de Henkin definidas en la esfera unitaria de CV. La prueba
es similar a la de este caso y se incluye en detalle para comodidad del lector (cf. [Rud80,

Th.9.2.1], ver también [Hed90]).



29

Teorema 3.3.3. Descomposicion de Valskii. Si u es una medida de Henkin, entonces

existen v € A(TN)L y g € LY (TV) tales que p = v + gm.

Prueba. Escribiremos, en esta prueba, A para designar el dlgebra del polidisco A(DV) y A*

para su dual. Si g € M(TV), sea ||yl

A+ su norma como un funcional lineal sobre A y | p]|
su variacion total.

Verifiquemos el siguiente hecho.
Afirmacion. Si A es una medida de Henkin y € > 0, existe h € L'(TY) tal que ||h||1 < ||\l
y |IA = hm]|ax < e.

Para probar esto sea u = P[] la integral de Poisson de A, y sea como es usual u,({) =

u(r¢), donde ¢ € TV y 0 < r < 1. Afirmamos que

lirr% IA —urmllax = 0. (3.1)
r—

Como |lur|l1 < ||All, (3.1) implica que h = u, tiene las propiedades deseadas para un r
suficientemente cerca de 1.

Astimase, para buscar una contradiccién, que (3.1) es falso. Entonces existe un ¢ > 0,
una sucesién creciente de nimeros positivos {r,} con r,, — 1 y una sucesién { f,} en A con

Il fnll <1, tales que

/ fndX— / fntir, dm) >0, n € N. (3.2)
™ ™

Como P(rw,() = P(r¢,w), usando el teorema de Fubini, vemos que:

[ sy dm(o) = [ 1w ([ Pre.0ag ) an)
:/TN ( . f(w)P(rw,¢) dm(w)) dA(¢)
— /T N ( » f(w)P(r¢,w) dm(w)) dA(¢)
- [ 1600
= [+ @,

para cada f € Ay 0 <r < 1. De este modo vemos que (3.2) se puede escribir como

L1560 - furclar@| =5 men. (3.3
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Pero si g, (2) = fn(2) — fu(rnz), para z € ﬁN, entonces {gn} es una sucesiéon de Montel
y como A es una medida de Henkin se tiene que fTN gnd\ — 0 cuando A — 0 y esto
contradice (3.3).

Ahora completamos la prueba del teorema. Elijanse ¢, > 0 (n = 1,2,...) tales que
€1 > |lpllax y Yoo en < 00. Sea py = p y asimase como hipétesis de induccién, que
existe, para k > 1, una medida de Henkin py con ||pg|a+ < €x. Considerando py como
un funcional definido sobre A y usando el teorema de Hahn Banach encontramos jix, una
extension de up a C (TN ) con la misma norma. Sea ahora vy = up — fix. Es claro que
v, € Aty

e = will = [ = funll = [lpawell < e

Por la afirmacién probada anteriormente, aplicada a up — vy, tenemos que existe hy €

LYTN) tal que ||hgll1 < ex y

|k — vk — hgm|| ax < €xq1.

Definimos ahora g1 = pr — v — hgm, para completar la construcciéon por induccién.

Es inmediato ver que para k =1,2,3,... tenemos

k k
W= Mk+1 +Zun+2hnm.
n=1 n=1

Sea g = >"7° hy,. Entonces g € LY(TY), [lg]h <> Ceny

o0 o0
,u,—gm:,ukﬂ—i—zyn— Z h,m.
n=1 n=k+1

Como v, € A+,

A+ > bl (3.4)

k+1

|10 — gmlla= < [|preq1]

El lado derecho de (3.4) tiende a 0 cuando k — co. Luego p — gm € A+ y concluye la

prueba. O

A continuacién presentamos nuestro resultado principal en el cual damos condiciones
necesarias y suficientes para la existencia de representaciones w*-continuas de H>° (DY)

generadas por N-uplas polinomialmente acotadas.
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Teorema 3.3.4. Sea T € PBY(H) una N-upla, generando el homomorfismo norma con-

tinuo W : A(DY) — L(H). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. La N-upla T genera una representacion w*-continua de H*™(DV).

2. Para cada sucesion de Montel {f,} en A(DV),

() 5 0.

8. La N-upla T es absolutamente continua.
4. La N-upla T satisface la condicion de Apostol.

Prueba. La equivalencia (1) < (2) es el Lemma 3.3.1. La construccién de la Proposicién
3.3.2 prueba (4) = (1). Probaremos la equivalencia (2) < (3) y la implicacién (1) = (4).

(2) = (3). Si (2) es cierto, ¥ posee una familia de medidas representantes de Henkin. Sea
{u(z,y) : x,y € H} tal familia de medidas de Henkin. Escribiremos u(z,y) = v(z, y)+gz,ym
con v(z,y) € ADY) y gz, € LY(TV) dadas por la descomposicién de Valskii de u(x,y).

Como
W(pye) = [ o) = [ Fonydm.

para cada f € A(DY), la familia {g,,m : x,y € H} es justamente, una familia de medidas
representantes de ¥, absolutamente continuas.
(3) = (2) Sea {u(z,y) : x,y € H} una familia de medidas representantes de ¥ absoluta-

mente continuas y { f,} una sucesién de Montel, entonces

(W(f),y) = / fodu(z,y) =0,  azyeH,

por la Proposicién 2.3.4.
(1) = (4) Si T genera una representaciéon ® : H>®(D") — £(H) w*-continua y la condicién
de Apostol es falsa entonces para algun j € {1,..., N} y un par de vectores x,y € H existe

un € > 0 y una sucesién de polinomios {px} con ||pkllcc <1y
|<pk(T177TN),1}nkx7y>’ > €, (35)

para una sucesion creciente de enteros positivos {ny}.
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Sea hy(z) = z;”“ para z € DV. Como hy, v, 0, entonces también pghy “ 0 y asi
(o (T1, .-, TN) T 2, y)| — 0,
lo cual contradice 3.5. O

Nota: Si T genera una representacién de H® (DY), w*-continua y {pu(z,y) : z,y € H} es
una familia de medidas representantes con pu(z,y) = uq(x,y) + ps(x,y), su descomposiciéon
de Lebesgue para cada par x,y € H; la familia {uq(z,y) : ,y € H} es también una familia
de medidas representantes. En efecto, sea u(z,y) = v(2,y) + gz ym con v(z,y) € ADV)*
Y gzy € LY(TY) la descomposicién de Valskii de u(z,y), asi pues pu(x,y) — gz ym € A(DV)+
y

(x,y) = geym = [pa(2,y) = gzgym] + ps(,y),

es su descomposicién de Lebesgue y por el Teorema General de F. y M. Riesz pq(z,y) —

Guym € A(DN)L. Luego

/TNfdMa(:L‘,y) = /JTN fuydm = /wad“(x’y)’

para cada f € A(DV).
Asf pues, si T € ACPBY(H) genera el homomorfismo ¥ : A(DY) — L(H), siempre
podemos suponer que ¥ tiene una familia de medidas representantes {u(z,y) : x,y € H},

absolutamente continuas tales que

(Il < 1@l llllvll, 2y eH.

Concluimos, presentando el resultado principal de este Capitulo que recoge las propie-

dades de las representaciones de H> (DY) generadas por N-uplas en ACPBY (H).

Teorema 3.3.5. Sea T = (T1,...,Tn) € ACPBY(H) generando el homomorfismo norma

continuo W : A(DN) — L(H). Eziste un tinico homomorfismo de dlgebras
®: Ho(DY) - Ar,
con las siguientes propiedades:

1. Para cada j=1,...,N, ®(m;) =1T;.
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2. Se tiene que ®|A(DN) = ¥, el homomorfismo de dlgebras norma continuo generado

por T.
3. El homomorfismo ® es w*-continuo.
4. Se tiene que |V = ||
5. El rango de ® es w*-denso en Ar, el dlgebra dual generada por T = (T1,...,TN).
6. Existe una aplicacion lineal, acotada, uno a uno

®, : Qp — LY (TN) /L H> (DY),

tal que (P,)* = .

7. Si ® es acotado inferiormente, el rango de ® es Ap y ® es un isomorfismo de las

dlgebras duales H®(DN) y Ar. En este caso ®, es un isomorfismo lineal, inversible,

del espacio Qr sobre L*(TN)/-H>(DV).

Prueba. En el Teorema 3.3.4 se probé que cada T' € ACPB™ (H) genera una representacién
w*-continua de H*°(DV), la cual extiende el homomorfismo norma continuo ¥ : A(DV) —
L(H) generado por T. Tal representacién es claramente tinica, pues A(DY) es w*-denso en
H>(DV). Se cumplen pues las propiedades (1), (2) y (3).

Como ® extiende a U se tiene que ||¥| < [|®|. Si f € H®(DY) con ||f]lec < 1, sea
{f.} una sucesion en A(DY) con || fulloo < | fllce ¥ fr 5, f. Como para cada par z,y € H

se tiene que

(@(fa)z,y) — (@(f)z, ),

(@(fu)z, y)| = (W (fo), y)| < (@] [l {lyl],

entonces [(D(f)z, y)| < Y[ |[z| lyll (z,y € H) y asi ||| < [[¥]], lo que prueba (4).

La afirmacién (5) es inmediata al observar que
Ar =cly{¥(p) : p € Clz1,...,2n]}

Finalmente, (6) se sigue de la Proposicién 2.4.4 y (7) es consecuencia de la Proposicién

2.4.6. O



Capitulo 4

Las clases AN (H) y A{)V (H)

4.1 Conceptos basicos

Para una contraccién T absolutamente continua, las técnicas de dlgebras duales han resul-
tado particularmente exitosas, en el caso en el cual el cilculo funcional de Sz.-Nagy y Foias
es una isometria. De hecho, en este caso la representacién ® : H*°(D) — L(H), generada
por T, es un isomorfismo de las &lgebras duales H>°(DV) y Ar (la menor subélgebra de
L(H), con unidad y w*-cerrada, que contiene la contraccién 7T').

La denominada técnica de Scott Brown permite, bajo estas condiciones, mostrar que los
elementos de Q7 = C1(H)/+Ar, el predual de Ar son justamente las clases que contienen los
operadores de rango uno. Este hecho ha conducido a una rica teoria para tales contracciones,
y en particular, a obtener subespacios invariantes no triviales para tales T' (cf. [BFP85]).

En el caso de operadores polinomialmente acotados diversos progresos han sido hechos
en esta direccién (cf. [Li92] y [LP95]). Asimismo, se han han considerado N-uplas de con-
tracciones que conmutan entre si (ver [Pta98] y las referencias alli citadas). En este Capitulo
consideraremos la clase ACPBY (H) y en este contexto introducimos las definiciones que
generalizan a esta situacion las ideas indicadas.

En primer lugar, de modo andlogo a [LP95], definimos la clase A™ () formada por las
N-uplas T € ACPBY(H) tales que la representacién w*-continua ® : H*(DV) — L(H),
generada por T, sea acotada inferiormente, esto es, existe una constante m > 0 tal que

m||ul|oo < ||®(w)| para toda u € H®(DV). Claramente ® tiene kernel trivial y su rango es

34
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cerrado. Se sigue inmediatamente del Teorema 3.3.5 que si T € AN (H), ® es un isomorfismo
de las algebras duales H*(D?) y Az (la menor subalgebra de £(H) con unidad y w*-cerrada
que contiene los elementos de T).

Con la notacion del Teorema 3.3.5, sea P, la aplicacién de Qr, el predual de Ap, a
LY (TN) /L H> (DY), el predual de H*®(DY), tal que ® = (®,)*.

Como es usual escribiremos z ® y (x,y € H) para designar el operador de rango uno
definido por

r®y:H—H, z — (z,y)z.

Sea [z ® y] el elemento de C1(H)/+ A que contiene z ® 5. Obsérvese que ®.(x ® y) es el

funcional w*-continuo en H> (DY) tal que

(@u([z @y]),u) = ([z @ yl, () = tr ((z © y)@(uw)) = (®(u)z,y),

para cada u € H OO(DN ). Asi pues, permitiéndonos el usual abuso de notacién, en adelante
dados x,y € H, el simbolo z ® y designaré, tanto el operador de rango uno indicado, como

el funcional w*-continuo
r@y: H*DY) - C, [ —(®(f),y).
Para cada A € DV, el funcional
&y HX(DY) - C, u— u(A),

es w*-continuo y escribiremos [Ly] para el elemento de C;(H)/Ar tal que ®,([L,]) = &y.
Obsérvese que
u(A) = (Ex,u) = (Pu([La]), u) = ([La], ®(u)),
para cada u € H*(DV).
Andlogamente a [BFP85] y [LP95], consideraremos las clases AY (H), (p,q cardinales
con 1 < p,q < Ng). Especificamente, diremos que 7' € AN (H) es de clase A (H) si para
cada familia {[L;;]}, (0 <7 <p, 0 < j < q) de elementos de Qr, existen vectores {z; }o<i<p

v {¥i}o<j<q en H tales que

[Lij] = [z: ® yj] (0<i<p0<j<q).
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Si p = ¢ escribimos ALY (H) en lugar de A (H).
Nétese que T' € Al (H) si y slo si para cada familia {L;;} (0 <i <p, 0 <j < q), de

elementos de LY(TV)/LH> (DY), existen vectores {z;}o<i<p ¥ {¥i}o<j<q en H tales que
Lij =2, ®y, (0<i<p,0<j<q).

Esto indica en particular que nuestras definiciones coinciden con las de [BHGP88].

Para el caso de una contraccién, hay una extensa teoria de estructura para la clase
Ay, (H) (cf. [BEP85, Chapther IV,V y VI]). En esta teorfa de estructura, como se indica
en [LP95], las propiedades Xy, 0 < § < 1 juegan un papel fundamental.

Para efectos de completar la exposicion recordemos (cf.[BFP85]) las siguientes defini-
ciones. Para 0 < 6 < v < 1, consideremos el conjunto Xp(Ar), formado por los [L] € Qr
para los cuales existen sucesiones {z,} y {yn}, en la bola unitaria cerrada de H, que cumplen
las siguientes condiciones:

limsup ||[z, ® yn] — [L]|| <6,

n—oo

lfzn @ w]l| + [[[w @ ynlll =0,  weH.

Es bien conocido (cf. [BFP85]) que Xp(Ar) es un subconjunto absolutamente convexo
y cerrado de Q7. Diremos que Ar tiene la propiedad Xg - si el conjunto Xy(Az) contiene
a (Qr)y, la bola cerrada de radio 7 centrada en el origen de Q.

Exactamente igual que en el caso considerado en [LP95], de un operador polinomial-

mente acotado, usando [BFP85, Ths. 3.7 y 9.22], obtenemos inmediatamente:

Teorema 4.1.1. (cf. [LP95, Th.2.1]) Si T € ACPBN(H) y Ar tiene la propiedad X,

para algunos 0 < 0 < v <1, entonces T € AQ; (H) y Ar es reflexiva.

4.2 Espectro dominante y subespacios invariantes

De modo anélogo al caso de una variable, al considerar N-uplas T' de contracciones diversas
condiciones sobre la N-upla, y en particular sobre alguno de los espectros asociados a la

N-upla, dan criterios para decidir si 1" satisface la propiedad Xo ;.
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Recordemos que un subconjunto A € DV es dominante para TV si
sup [h(2)| = [|7[|s
zEA

para cada h € H*(DV).

Recordemos también algunos elementos de la terminologia bésica sobre el espectro con-
junto de una N-upla de operadores (cf. [Cur88]). Si T = (T1,...,Tn) es una N-upla de
operadores actuando en H, que conmutan entre si, diremos que 1" es itnversible por la iz-
quierda si existe una N-upla de operadores Aq,..., Ay (que no necesariamente conmutan
entre si) tal que

AT+ -+ ATy =1,

donde I denota el operador identidad en H. Similarmente definimos inversibilidad a la
derecha de una N-upla. El espectro izquierdo (derecho) de T, denotado o(T) (or(T)),
consiste de las N-uplas (A1, ..., An) de nimeros complejos tales que (17 — A1,..., Ty — An),
no es inversible por la izquierda (derecha). Nétese que o,.(T)* = oy(T*), donde o (T)*
designa el conjunto de los \ tales que A € o,.(T).

Definimos el espectro esencial izquierdo de T, que denotaremos por o;.(T'), como el
conjunto de los A = (A1, ..., A\n) en CV para los cuales existe una sucesiéon ortonormal de

vectores {e,} en H tales que
N

YT = Nienll — 0,

=1

cuando n — oo. Definimos el espectro esencial derecho de T por
O’re(T) = Ule(T*)-

La unién de los espectros izquierdo y derecho (esencial) es llamada el espectro de Harte
(esencial). Escribiremos o (7T) para la unién de oy(T) y 0,(T) y opge(T) para la unién de
01e(T) y 0pe(T).

Es bien conocido, que si A € o (T) \ 0ie(T), entonces \ es un autovalor. Para ver esto

témese A € 0y(T') \ 01¢(T') y considérese el operador

R=(T1 - M)® (T —X)® @ (Ty — An),
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actuando en la suma directa de N copias de H. Como A ¢ 05.(T), el operador R tiene

rango cerrado. Luego, como A € 0;(7T), debe ocurrir que ker(R) # (0), pero
N
ker(R) = ﬂ ker(Tj — Aj).
j=1

Un argumento similar funciona para el espectro derecho. Asi pues, si A € oy (T) \ oge(T)
podemos asociar un subespacio no trivial invariante de T' con A. Luego, en términos del
problema de encontrar subespacios invariantes comunes no triviales para la N-upla T,
podemos asumir que oy (T) = og.(T).

Recordemos ademés, que la representacion ® : H>®(DV) — L(H) es de clase Cy., si para
cada sucesién {h,} en H*(DV) tal que hy, AR 0, se cumple que h,(T') — 0 en la topologia
fuerte de operadores (SOT'). La representacién ® es de clase C.y, si cuando h,, v, 0, se

« 50T

tiene que hy,(7T)

Si la representaciéon ® es generada por T € ACPBYM(H), se tiene que ® es clase Cp.
(respectivamente de clase Cg) siy sélosicada T; (i = 1,...,N) es de clase Cp. (de clase C.p)
(ver [Apo80]). Adicionalmente diremos que ® es de clase Cyp si es de clase Cp. y también

de clase C.g.

El siguiente hecho es bien conocido.

Proposicién 4.2.1. (cf. [Esc94, Lemma 1.1]) Sea ® : H*(DV) — L(H) una representa-
cion w*-continua. St ® es de clase Cy. y {yn} es una sucesion en H que converge débilmente

a cero, entonces para todo x € H

lim z ®y, =0.

n—00
Si ® es de clase C.o y {xn} es una sucesion en H que converge débilmente a cero, entonces
para todo y € 'H
lim z, ® y =0.
n—00
En el caso que acé consideramos, '€ ACPBY(H), obtenemos resultados anilogos a

los correspondientes para N-uplas de contracciones. Requeriremos el siguientes resultado.

Proposicién 4.2.2. (¢f. [BFP85, Pro. 8.2.2]) Sea X un espacio de Banach complejo, sea

M un numero positivo y sea E un subconjunto de X tal que

¢l < Msup |p(z)|, ¢ € X7,
zeE
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entonces acol, la clausura de la cubierta absolutamente convera de E contiene a (%)UM,

la bola cerrada centrada en el origen de X con radio 1/M.

Si A C DV es dominante. Supéngase que para cada A\ € A existen sucesiones {x,} y

{yn} en la bola unitaria cerrada de H tales que

[2n ® w]| + [[w @ yn|| — 0,

para todo w € H, entonces también se tiene que

ILA] = [z ® yalll — 0,

Ilzn @ wll| + [[[w @ ynll| — 0,

para todo w € H y cada A € A. Sea E = {[L)] : A € A}, nuestra suposicién dice que

E C Xy(Ar) y como A es dominante, para cada u € H>®(D") se tiene que
[P < (|| fulloo = 1@ sup [u(A)| = [|®| sup [([La], P(w))],
AEA AEA
asi que, por la Proposicion 4.2.2,
(Qr)yyjw S AOE,

y como Xp(Ar) es cerrado y absolutamente convexo, entonces

(QT)I/H\IJH - XO(AT)7

y Ar tiene la propiedad X /|a-
Usemos esta observacién para probar nuestro resultado, en el cual damos condiciones
necesarias para la existencia de subespacios invariantes no triviales para N-uplas en la clase

AN(H).
Teorema 4.2.3. Sea T € AN(H) generando la representacion w*-continua
®: H®(DY) — L(H).

En cada una de las siguientes situaciones Ar tiene la propiedad Xo 1w y en consecuencia

T e Aﬁg (H) y el dlgebra Ar es refleziva.



40

1. Siow(T)N DY es dominante para TN y ® es de clase C..
2. Si 0,.e(T) NDYN es dominante para TN y ® es de clase C.

Prueba. Supéngase que A = 01.(T) N DY es dominante. Para cada A = (A1,...,Ay) € A

existe una sucesion ortonormal {z,} en H tal que
lim ||(7; — \i)zn|| =0, t=1,...,N.
n—oo

Sea u € H*®(DY) con |luls < 1. Por la propiedad de Gleason del polidisco (cf. 2.2.7)

existen v, ...,vx € H®(DV) tales que
N
u(z) =u(A) + > (2 = Mvi(z), 2= (21,...,2y) €DV
i=1
y

[villoo < Mxllulloo < My,

para una constante My que depende sélo de A.

Para cada n € N se tiene que
(@0 @ 2 — Ex)ul = [(P(w)2n, 2n) — u(N)]

N
= | (BT = A, )
AR Z I(Ts = Aol

|(zn @ y)ul = [(@(w)2n, y)]

N
ZIU(/\)(wn,y)JrZ(@( 0i)(Ti = Ai)an, )
=1 N
< [uN) (@, )|+ MA@yl Y I1(Ts = Aozl

i=1
para todo y € H.
Ast (g, ® xp, — Ex)ul — 0, y |(zn @ y)u| — 0 para cada y € H, cuando n — oo,

uniformemente para u € H>®(DY) con |julloc < 1. Por tanto ||z, ® z, — &\ — 0y
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|z, @yl — 0 para cada y € H. Si ® es de clase Cj., por la Proposicién 4.2.1, ||z ® x,|| — 0
para cada z € H y por la observacién que precede al Teorema se tiene (1).

La prueba de (2) es similar. O

Corolario 4.2.4. Sea T € AY(H) generando la representacion ® : H®(DN) — L(H) w*-
continua. En cada una de las siguientes situaciones T' posee subespacios invariantes no

triviales.
1. Si oy(T)NDYN es dominante para TN y ® es de clase Cy..

2. Si 0,(T)NDYN es dominante para TV y ® es de clase C.g.

4.3 La clase A (H) y la propiedad Xj,

En el caso de una contraccién T, es bien conocido que (cf. [BFP85, Th. 6.3]) T € Ay, (H)
si y sblo si Ar tiene la propiedad Xy ), para algunos 0 < 6 < A < 1. El siguiente problema

fue planteado en [Oct95, Problem 4.3] para N = 2.

Problema 4.3.1. Sea T = (11,...,Tn) una N-upla de contracciones que conmutan y ge-
neran una representacion isométrica ®. SiT es de clase Ay, ¢ tiene Ar(H) necesariamente
la propiedad Xq, para algunos 0 < 0 <~ <1 7 ; es la propiedad Xo1 equivalente a la

propiedad Xg~ para cada 0 <0 <y <17

La prueba del teorema que da una respuesta parcial a ese problema en [Oct95], contiene
un error. Por otra parte, para el caso de un operador T € ACPB'(H), C. Pearcy y W. S.

Li plantean la siguiente cuestién:

Problema 4.3.2. [LP95, Problem 2.4] Si T € ACPB'(H) genera una representacién ®
de norma M y T € Azl% (H), ¢ tiene A necesariamente la propiedad Xg~ para algunos

0<O0<y<1/M?
Esto conduce a preguntarnos:

Problema 4.3.3. Si T € ACPBY(H) genera una representacion ® de norma M y T €

A{Q\g (H), ¢ tiene Ar necesariamente la propiedad Xg ~, para algunos 0 < § <~y <1/M ¢
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Para T € ACPB(H) N Cy en [LP95, Th. 2.14] se da una respuesta afirmativa. En
esta secciéon damos una respuesta parcial al Problema 4.3.3 usando técnicas de [Oct95] y
[Esc98]. Recordemos (cf. [BHGPSS]) que si ® : H®(DV) — L(H) es una representacién
y M C H un subespacio cerrado, M es invariante para ¥ si ¥(u)(M) C M para todo
u € H®(DV) y M es semi-invariante para ® si puede ser escrito en la forma M =U SV,
para U y V subespacios invariantes para ® con U4 D V. Si M es semi-invariante para @,
denotaremos por ® ¢ la compresion de ® a M, esto es, la aplicaciéon H®(DV) — L(M)
dada por

P (1) = Py®(u)| M, u e H*(DV)
donde Py, designa la proyeccion ortogonal sobre M. Se tiene que M es semi-invariante si
y s6lo si W es multiplicativo (cf. [Pis96, Th.1.7]).
Si {\n} es una sucesion de puntos de DV y {e,} es una base ortonormal para H, la

representaciéon ¥ : H*(DV) — L£(H) definida por

U(u)e, = u(Ay)en, uwe H®(DY), neN;
se denomina representacion diagonal asociada a {\,} y {en}. Si {A\,} es dominante para
DY, la representacién indicada tiene la siguiente propiedad (ver la prueba de [BHGPSS,

Th. 3.1]): para todo funcional w*-continuo L definido en H> (DY), existen sucesiones de

vectores {x,} v {yn} en la bola unitaria de H, tales que

HL_xn ®ynH - 07

lzn @ || + lw@ynl -0,  weH.

Es inmediata a partir de [BHGP88, Th.4.4] (ver también [Esc98]) la siguiente proposi-

cién que requeriremos en lo que sigue.
Proposiciéon 4.3.4. Sea T € AQ; (H) generando la representacion w*-continua
@ : H* DY) = L(H).

Para cada sucesion {\,} de puntos de DY, hay un subespacio M semi-invariante para ® y
una base ortonormal {e,} de M tal que la compresion ®pq de ® a M es la representacion

diagonal asociada a {\,} y {en}.
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Para A = (A1,...,\n), un punto de DV, fijemos ¢, : DV — DV la aplicacién definida

por

dr(2) = (da(21), -+, Dan(2N)),

donde ¢, : DN — DV, (t=1,...,N), es la transformacién de Mébius
zZ — )\i
(2) = —, z € D.
o (2) Ty
Sea

Ry : H(DY) — H® (DY), f— foopy.

Noétese que Ry es un isomorfismo de dlgebras duales, que podemos escribir como S} = Ry
para un operador acotado Sy : @ — Q. Obsérvese que Sy es una isometria y que Sy(€y) =
&o-

Si @ : H*(DV) — L(H) es una representacién w* continua, sea ®) = ® o Ry. Clara-

mente @) es también una representacién w* continua. Escribiremos x ® )y para el funcional
H*DY) = C,  u— (Drz,y),

para cada par z,y € H. Vemos que S)(z ® y) = z ®) y. Usaremos T) para designar la

N-upla (¥x(x1)---, ¥alxw))-

Veamos ahora nuestro resultado.

Teorema 4.3.5. Sea T una N-upla de contracciones que conmutan entre si, son polino-
mialmente acotadas, generan una representacion ® : H®(DV) — L(H) w*-continua de
norma M y son de clase Af}; (H). Supdngase que para algunos indices i,j € {1,...,N}, T*

y Tj son de clase Cy.. Entonces ® satisface la propiedad X q/ps-

Prueba. Para cada A € DV, consideremos el funcional w*-continuo
Ex: HXDY)—-C, f— f(\.

Sea {\,} una sucesién dominante para TV. Por la Proposicién 4.3.4, existe un sub-
espacio M de H semi-invariante para ® y una base ortonormal {e,} de M, tales que la
compresién ® 4 de ® a M es justamente la representacion diagonal asociada a {\,} y {en}.

Como {\,} es dominante para DY, por las observaciones que preceden a la Proposicién
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4.3.4, para cada funcional w*-continuo L en H*®(D") con ||L|| < 1 y cada e > 0, existen

vectores x,y € H con ||z||, ||y|| < 1, tales que
IL—z®yl <e

En particular consideremos los funcionales w*-continuos

a?k f

M. Ho (DN C = | —=—=
0 ( )_> ) f 82582;6

) (0)/ (k>

Como HSék)H < 1, existen sucesiones de vectores {ux} y {vx}, en la bola cerrada unitaria
de H, tales que
]|Eék)—uk®vk||—>0, ke N.

Definimos zj, = TFuy y y = (Tj*)kvl€ Entonces ||z, |yx]| <1y para cada w € H

(@(f)zr, w) = (@(fur, (T7)* w) — 0,

(@(f)w, yr) = (Tfw, (f)*vx) — 0,

si k — oo uniformemente para f en la bola cerrada unitaria de H*(DY). Asi pues,
[z @ w]| = 0y [Jw @ ygl| — 0 para todo w € H.

Ademds como

zr @ Yk (f) = (2(f)zr, yk)
= (®(f) T, (T})" v)
= (D (my 7 fup, vp)

= Ug ®vk(7'rf7'r;.€ )7

y & (nfak f) = €(f) para todo f € H(DN), se tiene que
€0(f) =z ® yk(1)] = &5 (xbxf f) —wi © on(l b )] < 1157 — e @ vl

para toda f € H>®(DY) con || f||c < 1. Luego, ||€o — zx ® yi|| — 0 cuando k — oo.
Sea ahora A € DV arbitrario. Claramente la N-upla T satisface las hipdtesis del

teorema y asi, por lo probado anteriormente, existen sucesiones {xy} y {yr}, en la bola
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unitaria cerrada de H, tales que

|0 — z @ Ykl — 0,
|z @5 w| — 0, weHy

lw@xyel =0,  weH.

Pero entonces 2 @ w = S;l(:nk ®) w) — 0 para todo w € H, w Q@ yi = S;l(w ®rxyk) — 0

para todow € H 'y
1€x = 21 @ gl = 1S3 (€0 — wx @x yr) || — 0.

Por la observacién que precede al Teorema 4.2.3 se tiene que Ar tiene la propiedad Xg 1/a/-

O

Corolario 4.3.6. Sea T una N-upla de contracciones que conmutan entre si, son poli-
nomialmente acotadas, generan una representacion ® : H®(DN) — L(H) w*-continua de
norma M 1y son de clase AQ; (H). Supdngase que para algunos indicesi,j € {1,...,N}, T} y
T; son de clase Cy.; entonces, At satisface la propiedad Xy, para algunos 0 < 6 <~y < M,

si y solo si Ar satisface la propiedad Xo1/pr-
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