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RESUMEN

Las cuatro propiedades esenciales que una  carta de control debe poseer son  aplicabilidad, alta sensitividad para  detectar cambios, optimalidad en los costos y la capacidad de controlar simultáneamente todos los parámetros que caracterizan el proceso.  Este artículo introduce un diseño de un sistema de control de calidad para monitorear conjuntamente la media y la varianza de un proceso Gaussiano.  Este sistema de control de calidad posee todos las atributos descritos anteriormente.  La aplicabilidad del diseño se asegura con la utilización de supuestos que se ajustan a muchos procesos reales.  La sensitividad es una consecuencia del uso de SPRT, un esquema de prueba de hipótesis sugerido por Walds y que utiliza pruebas secuenciales.  La determinación de los parámetros de diseño a través de un modelo económico asegura optimalidad en los costos.

Este estudio extiende el concepto originad de SPRT para que pueda operar con dos parámetros.  El esquema de monitoreo resultante se beneficia del hecho probado de que SPRT indica situaciones de en-control y fuera-de-control con un mínimo número de unidades muestrales.  Además de tener esta condición de optimalidad, el esquema propuesto no utiliza un valor predeterminado para el tamaño muestral, ni cotas preestablecidas para los errores de Tipo I y Tipo II, sino que utiliza un enfoque económico.  Este nuevo esquema se compara numéricamente con otros dos diseños relevantes que se encuentran en la literatura, mostrando superioridad uniforme.  También se hace un análisis de sensitividad del esquema propuesto con respecto a algunos de los parámetros claves.

Palabras Claves:  Cartas de Control, Monitoreo de Calidad, SPRT, Modelos Económicos, Diseño de Cartas de Control. 

1. INTRODUCCIÓN

Hablar del Enfoque de Shewhart
 es hablar de la herramienta dominante dentro del área de Control Estadístico de la Calidad, desde su concepción a comienzos del siglo XX.  El éxito de este enfoque radica en la pertinencia de sus supuestos, la simplicidad de su heurística, y la capacidad de analizar simultáneamente la media y la varianza de un proceso.  En contraste a estas fortalezas, Shewhart no representa un enfoque dirigido a obtener optimalidad al controlar la calidad.  Lo ideal es que, en lugar de obtener procedimientos que acoten los errores  y, se minimicen todos los costos asociados al sistema de calidad.  Otra crítica que se le ha hecho al Enfoque de Shewhart es la pobre capacidad que tiene para detectar pequeños cambios en los parámetros monitoreados.  

Así, nace el interés por encontrar procedimientos que, sin sacrificar las virtudes del enfoque de Shewhart, busquen optimalidad económica y eficiencia en el muestreo.  En este artículo se muestra un enfoque ecléctico  que extrae del enfoque de Shewhart la pertinencia de sus supuestos y la capacidad de monitorear simultáneamente la media y la varianza; de Duncan
 extrae el modelo de optimización del desempeño global del sistema; y de Wald
 incorpora SPRT, un procedimiento eficiente de muestreo.  Las principales contribuciones de este artículo son la presentación resumida del desarrollo matemático del “Modelo Ecléctico” y una comparación numérica de su desempeño con las dos referencias más cercanas encontradas en la literatura.
 
  

El concepto fundamental de lo planteado por Duncan es la presencia de los ciclos de control.  A partir del análisis de los mismos se realiza la optimización económica.  El siguiente gráfico describe un ciclo de control típico.    Dentro de este gráfico se resumen los elementos asociados a tiempo que hay que considerar para tener un diseño económico.  Se parte de que, tras la última reparación del sistema, el proceso se encuentra en control (la media y la varianza siguen el comportamiento regular de la producción).  En algún momento T1 se produce un cambio en la media hacia una condición considerada como fuera de control (FDC).  Similarmente y en forma independiente, se produce tras un periodo de T2 unidades de tiempo, un salto en la varianza hacia  FDC.
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Figura 1.  Un Ciclo de Control Típico

Cada d unidades de tiempo se realiza un monitoreo del sistema.  El procedimiento de muestreo puede consumir cierto tiempo, pero aquí se supone instantáneo.  Con un * se indica que el procedimiento produce una señal.  Si ésta se produce cuando el sistema está en control, se considera una falsa alarma; de lo contrario representa una orden para iniciar reparaciones en el sistema.  Durante la evaluación de las falsas alarmas se detiene la producción por D0 unidades de tiempo y se necesita D1 unidades de tiempo para reparar el sistema cuando se requiera.  Aparte de los parámetros y variables de decisión asociados al tiempo, los ciclos de calidad tienen elementos asociados a costos, que serán enumerados al desarrollar el modelo económico.

Los supuestos que subyacen en el modelo descrito por el gráfico son los supuestos típicos de un sistema de calidad bajo el enfoque de Shewhart.  El mismo incluye los supuestos de normalidad en la variable medida, e independencia entre las observaciones.  Así mismo, considera que al comienzo de cada ciclo, el sistema esta en control y que los cambios hacia condiciones FDC se producen en forma instantánea y con independencia entre los saltos para la media y los saltos para la varianza.

Al diseñar un sistema de control de calidad se deben considerar como variables de decisión el tamaño de la muestra, la amplitud de los límites de control, y el intervalo entre muestras (d).  Estas variables de decisión se pueden determinar por cuatro criterios: el heurístico, el estadístico, el económico y el económico estadístico.  El primero de estos es el tradicional de Shewhart.  El segundo contempla la vigilancia de ciertos estadísticos del proceso tales como el tiempo promedio para obtener una señal y el tamaño promedio de muestra.  El tercero, el de Duncan, persigue la optimización de los costos del sistema y el cuarto, utilizado en este trabajo, le agrega a la optimización restricciones estadísticas
.

El esquema de monitoreo utilizado por el Modelo Ecléctico se apoya en las Pruebas Secuenciales de Razón de Verosimilitud, SPRT (del inglés, Sequential Probability Ratio Tests).  Un esquema de control de calidad bajo SPRT toma sucesivamente unidades muestrales hasta que se genera un estadístico que permite decidir si el proceso esta en control o FDC.  Es sabido que este esquema proporciona el tamaño óptimo cuando se trabaja con hipótesis simples, como es el caso reportado en este artículo.  De esta manera, el Modelo Empírico incorpora la máxima eficiencia posible al monitorear el proceso.

2. CARTAS DE CONTROL SPRT CONJUNTAS PARA LA MEDIA Y LA VARIANZA

En esta sección se resume la forma en que se diseñaron las pruebas (cartas de control) para la media y para la varianza, usando SPRT.  Se consideraron dos diseños.   El primero, denominado “diseño de referencia,” implica una prueba para la media con varianza conocida, combinado con una prueba para la varianza con media conocida.   Este modelo no es aplicable, ya que supone conocida la varianza cuando en realidad no lo es.  Después de analizar distintas alternativas se llega al “diseño operacional,” el cual representa una modificación del “diseño de referencia” que resulta práctica y comprobadamente eficiente en costos.
  

2.1. SPRT para la Media

Se requiere probar las hipótesis H0: =0 contra H1: =1 (1>0),  para una población X→N(,2) con 2 desconocida (Nota: el caso de 1<0 se maneja en forma simétrica).  El diseño operacional para esta prueba SPRT se resume en
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Antes de entrar al detalle de lo que los símbolos representan, es bueno resaltar el carácter secuencial de la prueba.  Tras cada unidad muestral, se decide entre aceptar la hipótesis nula, rechazar la hipótesis nula, o continuar el procedimiento agregando otra unidad muestral.  El estadístico de prueba es en este caso,
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, el cual representa el promedio móvil.  Este estadístico se compara con unos limites variables como los descritos en la siguiente figura.  [image: image4.emf]1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
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Figura 2.  Un SPRT para la media
Aquí 
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representa el punto medio entre 1 y 0. La constante
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representa el valor de la varianza según lo planteado en la hipótesis nula de la prueba para la varianza, según se describe en la siguiente sección.   Las constantes hm y Km son parámetros de diseño.

2.2. SPRT para la Varianza

Ahora se requiere probar las hipótesis H0: 
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),  para una población X→N(,2) con  desconocida (Nota: se parte del principio que las varianzas grandes son indeseadas y representan situaciones FDC).  El diseño operacional para esta prueba SPRT se resume en
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donde 
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es la varianza muestral móvil, hs y Ks son parámetros de diseño y 

R1=
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3. Modelo Económico

A continuación se resume el modelo económico con restricciones estadísticas utilizado en esta investigación.  Para llevarlo adelante es necesario agregar los siguientes supuestos adicionales.  El tiempo que demora el sistema para que la media (la varianza) salte a una condición FDC se distribuye exponencial con parámetro 1 (2).   El tiempo de monitoreo es despreciable y se debe parar la producción cuando haya una señal de FDC.  Se agrega la restricción de no permitir decisiones con menos de tres unidades muestrales para mejorar la robustez de las decisiones.

El modelo de programación no lineal  persigue minimizar el costo por unidad de tiempo que resulta de aplicar algún sistema de monitoreo de calidad.  Las variables de decisión de este modelo son las constantes h, Kh, Ky el intervalo de muestreo (d).  

El modelo en cuestión es:

   Minimizar  F=VC - Vciclo
   Sujeto a:  d>0, h, Kh, K


ccc

El símbolo V expresa el ingreso neto por unidad de tiempo, VC es el ingreso ideal que se obtendría si el sistema funciona permanentemente en control, Vciclo es el ingreso neto por ciclo.  De manera que F representa el costo de no tener el sistema siempre en control, por unidad de tiempo.  El segundo grupo de restricciones indica que los errores de decisión se pueden acotar según se requiera.  Los errores de decisión que pueden ocurrir son: falsa alarma cuando el proceso está en control (), ignorar que la media está FDC (),ignorar que la varianza está FDC (), e ignorar que ambos parámetros están FDC ().  

Es importante aclarar que todo ciclo tiene una fase en control y una fase de reparación del sistema.  Puede que el ciclo tenga una fase con la media FDC. Puede que lo anterior no ocurra y que sea la varianza, solamente, que esté FDC.  Puede que ambos parámetros estén en algún momento FDC.  En este artículo se utilizan los índices   y  para indicar cuál (cuáles) parámetros están en un momento determinado FDC, y el índice C para indicar que el proceso está en control.   Según convenga, se darán en forma explicita sólo las expresiones para una de las cuatro condiciones, esperando que el lector deduzca las otras por analogía.

La determinación de VC se puede hacer mediante


VC=V0 - PDC,

donde V0 representa el ingreso neto por unidad de tiempo cuando la Proporción de Defectuosos (PD) es nula.  Consecuentemente, PDC representa la proporción de defectuosos cuando el sistema está en control.  La determinación de la proporción de defectuosos se hace, para cada condición, calculando la probabilidad de que una observación caiga fuera de los límites de control. 

La determinación de Vciclo se hace mediante


Vciclo=E(I)/E(T),

donde E(I) es el ingreso neto esperado por ciclo, y E(T) es la duración esperada de un ciclo.  El valor de E(I) se obtiene de:

E(I) =VC*TC+V*T+V*T+V*T -

         -(CM + a3 TF + a4D1) 
y E(T) de:


E(T) =TC+T+T+T
El símbolo T, con sus respectivos índices, representa el tiempo esperado que el sistema permanece en cada condición.  Ahora se agrega el índice F que representa falsas alarmas.  Así, TF se interpreta como el tiempo esperado que se pierde en la evaluación de falsas alarmas.  Si el costo por cada falsa alarma es a3, entonces a3 TF indica el costo total esperado por falsas alarmas.  El valor de TF se puede obtener de


TF =
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donde  (=1+2) representa la tasa de cambio del sistema del estado en control a la condición FDC y  es la probabilidad de una falsa alarma.  Dentro del paréntesis de la expresión para E(I) también tenemos el costo de muestreo, CM y el costo de reparar el sistema a4D1.  El costo de muestreo se puede calcular de

          CM = 
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donde a1 es el costo de cada SPRT, a1 es el costo de cada unidad muestral, y es el tamaño de muestra promedio global.

3.1. Determinación de los Errores de Decisión

La determinación de los errores de decisión y de los tamaños de muestras esperados no es una tarea fácil.  Se recomienda el lector que revise la referencia número 7 de la bibliografía para observar la justificación de las ecuaciones relacionadas con estos cálculos.

Al adaptar las formulas de Wald para el cálculo de errores de decisión se obtiene
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donde m se refiere al error de tipo I asociado a la carta de control para la media.  Los asteriscos se agregan para indicar que, si el proceso esta fuera de control y se usa la carta de control para la media, las constantes hm y km deben ajustarse:
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En el caso de que se use una carta de control para la varianza se tiene que no es necesario ajustar, es decir, se puede reemplazar 
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Para el calculo de los errores de tipo II se tiene que 
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con los ajustes descritos anteriormente.

Los valores 
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 representan los errores de decisión de cada carta de control por separado.  Al operar conjuntamente se obtiene
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3.2. Cálculo del Tamaño de Muestro Promedio Global ()  

La formula asociada con  es

=
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donde el símbolo TM denota el tamaño de muestra esperado para cualquier condición del proceso.

El muestreo puede culminar por una de tres razones, ambas cartas indican que el proceso está en control, o una de ellas (sea la carta de la media o de la varianza) indica una situación FDC.  Suponga que independientemente de lo que ocurra en la otra carta, se deja correr cada carta hasta que se consiga una decisión.  De manera que en cada carta hay dos posibles eventos resultantes que se denotan Am, Rm, As, y Rs, que indican aceptación o rechazo en cada una de las cartas de control.  Para cada caso, el tamaño de muestra esperado es análogo a:

TM=E(N| Am Rs)P(Am Rs|0)+

          E(N| Am As)P(Am As|0)+

          E(N| Rm Rs)P(Rm Rs|0)+

          E(N| Rm As)P(Rm As|0).

Los cálculos de las probabilidades en la expresión anterior son, en cada caso, análogos a:

P(AmRs|0)=P(Am|0)P(Rs|0)=
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En cuanto a los valores esperados involucrados en la formula de los tamaños muestrales esperados, es necesario dar una expresión para cada elemento:

E(N|AmRs)=
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E(N|RmRs)= 
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E(N|RmAs) =
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Finalmente, los valores de E(Y) y E(Z) se obtienen de 


E(Y) =
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y 
E(Z) =R22-R1
donde  y 2 representan los valores de la media y de la varianza en cualquier condición del proceso.

4. Resultados Numéricos

En esta sección se resumen los resultados relacionados  con la comparación del Modelo Ecléctico con las dos referencias más cercanas encontradas en la literatura.  Las dos referencias son 1) un diseño económico con cartas de control de Shewhart, propuesto por Costa
; y un  diseño no económico basado en SPRT propuesto por Stoumbos y Reynolds.

La siguiente tabla presenta los escenarios considerados en el estudio para comparar el Modelo Ecléctico con el Modelo de Costa.  La comparación muestra que, en todos los escenarios considerados, el Modelo Ecléctico es superior que el diseño económico con cartas de control de Shewhart.  Se encuentra que con el modelo propuesto se obtienen ahorros que varían entre el 8.7% y el 15.8% en costos totales.

Tabla 1.  Parámetros Utilizados en la Comparación con el Diseño de Costa

	Parámetros Fijos

	Símbolo
	Significado
	Valor

	a1
	Costo de cada SPRT
	0,5

	a2
	Costo de cada unidad muestral
	0,1

	a3
	Costo de cada falsa alarma
	2,0

	a4
	Costo de cada reparación del sistema
	1,0

	D0
	Tiempo para buscar alarmas
	0,1

	D1
	Tiempo para reparar el sistema
	0,3

	
	
	

	
	
	

	Parámetros Variables

	Símbolo
	Significado
	Valor

	μ1
	FDC media
	1,0, 1,5, 2,0

	σ1
	FDC desviación estándar
	1,5, 2,0

	λ2
	Tasa de cambio de la varianza
	0,05- λ1

	λ1
	Tasa de cambio de la media
	0,00001;0,001, 0,005;0,025; 0,045;0,049; 0,04999  


La siguiente tabla muestra la comparación del Modelo Ecléctico con el modelo no económico basado en SPRT.  Al observar el renglón de costo por unidad de tiempo se observa una clara superioridad del Modelo Ecléctico.  Se utiliza el parámetro IMPACTO para reflejar cuanto se afecta un proceso si el mismo pasa del estado en control al estado FDC.  

Tabla 2.  Comparación con el Diseño de Costa

	IMPACTO
	1
	20
	40

	Ganancia por tiempo en control

Ganancia por tiempo FDC
	119,5347

119,2405
	110,6948

104,8103
	101,3897

89,6206

	
	

	Modelo Ecléctico
	

	Intervalo entre muestras

Tamaño Muestral Promedio

Utilidad neta por ciclo

Costo de muestreo

Tiempo utilizado en falsas alarmas

Tiempo por ciclo
	Infinito

0

Infinito

0

0

Infinito
	29,7797

2,5884

4.156,70

0,9827

0,024

38,889
	6,5571

4,7571

2340,20

3,5042

0,166

24,015

	Costo por tiempo 
	0,294
	3,808
	3,941

	
	

	Diseño No-Económico
	

	Intervalo entre muestras

Tamaño Muestral Promedio

Utilidad neta por ciclo

Costo de muestreo

Tiempo utilizado en falsas alarmas

Tiempo por ciclo
	1

3

3105,60

20,944

0,0003

26,483
	1

3

2839,63

20,944

0,003

26,483
	1

3

2559,65

20,944

0,003

26,483

	Costo por tiempo 
	2,731
	12,774
	23,346


Para el caso de un IMPACTO pequeño, el Modelo Ecléctico sugiere que la mejor política es no monitorear el proceso, mientras el modelo no económico utiliza un muestreo que a la larga resulta caro.  Cuando el IMPACTO es mediano, el Modelo Ecléctico sugiere un muestreo esporádico y cuando el IMPACTO es grande, utiliza un muestreo más frecuente.  En cambio, el modelo no económico utiliza siempre el mismo intervalo de muestreo y el mismo tamaño de muestra

5. Conclusiones

Este mundo altamente competitivo requiere de altos niveles de comprensión de los procesos productivos para obtener una productividad optima y calidad en mejora continua.  En consecuencia, los investigadores están en búsqueda permanente de enfoques que le permitan mejorar el nivel de ayuda que el sistema de monitoreo de calidad puede aportar.

En la literatura, estas mejoras han seguido dos líneas.  Algunos buscan una mejor selección de las variables de decisión a través de la optimización de los costos globales del sistema de calidad, o la optimización de algunas medidas de desempeño estadísticas. Otros buscan incrementar la sensitividad del sistema de calidad sin empeorar su eficiencia, o contrariamente, reducir los costos de implementar el sistema de calidad sin afectar la sensitividad.

El Modelo Ecléctico, propuesto en este artículo, se denomina así porque combina las virtudes del enfoque de Shewhart, con un criterio económico para la selección de los parámetros de diseño, y una herramienta estadística para prueba de hipótesis que permite un excelente balance entre eficiencia y sensitividad.  En otras palabras, este Modelo Ecléctico combina atributos como supuestos factibles, análisis conjunto de media y varianza, diseño económico y SPRT.  Los resultados numéricos confirman las expectativas de que el Modelo Ecléctico debería proveer un desempeño superior a las cartas de control tradicionales diseñadas óptimamente y también superior a las cartas SPRT sin diseño económico.

El diseño económico es básicamente una adaptación de lo  propuesto por Costa, con algunas modificaciones propias del uso de SPRT.  Además, se hicieron algunas modificaciones en el modelo económico para incluir restricciones estadísticas como sugirió Saniga.  El efecto de agregar restricciones estadísticas fue evaluado y se concluye que éstas no deben utilizarse sin evaluar el impacto económico de las mismas que varía grandemente de escenario a escenario.

El modelo propuesto considera la optimización de los parámetros de las cartas de control sobre la base del desempeño a largo plazo.  Sin embargo, puede ocurrir que algunos SPRT requieran tamaños  de muestra muy grandes.  Para mitigar este problema se podría utilizar un SPRT truncado.  La determinación de niveles de truncamiento que eviten tamaños de muestra demasiado grandes, manteniendo los errores de decisión, es tema de futuras investigaciones.

Otra duda razonable relacionada con la aplicación de SPRT es el hecho de que los datos son recolectados uno a uno.  Si esto resulta impractico, se podrían configurar subgrupos racionales y se podrían analizar los promedios de esos subgrupos.  De esta manera, se reduce el número de puntos a graficar en las cartas de control.  El reagrupamiento permite adicionalmente que la suposición de normalidad sea más consistente.

Todos los resultados de esta investigación se obtuvieron mediante la utilización de un algoritmo de búsqueda de gradiente restringido multivariante que dar soluciones pseudo-optimas, pero en todo caso altamente satisfactorias.  Se encontró que el tiempo requerido para la optimización de los Modelos Eclécticos es, en general, menor a un minuto cuando se utiliza una estación de trabajo ULTRA5 SUN.  En consecuencia, el Modelo Ecléctico puede implementarse en línea con procesos reales, adaptándose a cualquier cambio en las condiciones del proceso y adaptando internamente sus parámetros de diseño.  Si no hay disponible un computador en línea, el proceso de monitoreo se puede realizar dándole al operador cartas similares a la Figura 2 y calculadoras manuales para el cálculo de la media y la varianza muestral.

Sobre la base de los resultados de las comparaciones económicas y la comprensión del proceso que se obtiene con el análisis conjunto, se demuestra la conveniencia del uso del Modelo Ecléctico bajo las suposiciones dadas.  De estos supuestos, la restricción más pesada es quizás el hecho de que cada parámetro puede asumir sólo dos valores.  Para muchos procesos este supuesto no es valido ya que cambios mayores o menores pueden observarse.  También, Wald demostró que, aun siendo SPRT más poderoso que las técnicas de muestras con tamaño fijo, la potencia de SPRT es baja en presencia de pequeños cambios en el proceso.  Finalmente, se asumió que el tiempo para realizar cada SPRT es despreciable cuando se compara con el tiempo del ciclo.  Si no es válido asumir esto, será necesario modificar el diseño económico, pero la aplicación de SPRT permanece inalterada.   

Tiempo del Ciclo
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