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N nalisis de algoritmos|

»  La eficiencia de un programa
tiene dos ingredientes
fundamentales: espacio y
tiempo.

> La eficiencia en espacio es
una medida de la cantidad
de memoria requerida por un
programa.

>  La eficiencia en tiempo se
mide en términos de la
cantidad de tiempo de
ejecucion del programa.

Julio, 2004 Prof. Isabel Besembel. Catedra de Programacion. Disefio y Analisis de Algoritmos. 2



-A

DE LOS ANDES

O

/ VNN~

Eficiencia de los algoritmos: Enfoques
Empirico (a posteriori): programar

las soluciones competidoras, probarlas 3,
en maquina y seleccionar

Tedrico (a priori): determinar
matematicamente la cantidad de

recursos necesarios para cada

algoritmo en funcién del tamafno de las
entradas

Andlisis de algoritmos

Ambas dependen del tipo de
computador y compilador, por lo que no
se estudiara aqui la eficiencia de los
programas, sino la eficiencia de los
algoritmos.

Asimismo, este analisis dependera de si
trabajamos con maquinas de un solo
procesador o de varios de ellos.

Centraremos nuestra atencion en los
algoritmos para maquinas de un solo
procesador que ejecutan una instruccion
luego de otra.
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Operaciones caracteristicas
y complejidad de calculo|

La eficiencia de los algoritmos esta basada en una operacion
caracteristica que el algoritmo repite y que define su complejidad en
Tiempo (T(n)).

T(n) es el nimero de operaciones caracteristicas que el algoritmo
desarrolla para una entrada n dada.

El maximo tiempo de ejecucion de un algoritmo para todas las
instancias de tamafio n, se denomina la complejidad en tiempo para el
peor caso W(n). Asimismo, la complejidad promedio en tiempo es
A(n), donde pj es la probabilidad de que esta instancia ocurra.

W(n) = max,  Ti(n) A(n) = Zk:pj Ti(n)

Normalmente se tendran muchos algoritmos diferentes para resolver
un mismo problema, por lo que debe existir un criterio para seleccionar
el mejor.
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DE LOS ANDES

> Elinterés principal del analisis de algoritmos radica en saber como crece el
tiempo de ejecucion, cuando el tamafio de la entrada crece.

Esto es la eficiencia asintotica del algoritmo.

La notacion asintética se describe por medio de una funcién cuyo dominio es
los numeros naturales (i\).

> Se consideran las funciones asintéticamente no negativas.

1.- Notacion O, limite asintéticamente estrecho
Para una funcién dada g(n),
O(g(n)) = { f(n) / 3 las constantes positivas ¢, ¢, y 1, /
0<cgn) < f(n) <cghnh) Vn=n_}

Ejemplo: n?/2 -3n = O(n?) =>¢n?><n?/2-3n<c,n®> =>¢,<1/2-3=<¢,
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c,g(n)
f(n) Se denota

f(n) = O(g(n)) = f(n) € O(g(n)),
¢9(N) v se dice que g(n) es el limite
> asintoticamente estrecho de f(n).

n, n

> 2.- Notacion O, limite asintotico superior
O(g(n)) = { f(n) / 3 las constantes positivas c y n_ /
0<fn)=cgh Vn=n_}

Ejemplo: an® + bn + ¢ con a>0 tiene O(n?
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> El hecho que f(n) = O(g(n)) implica
f(n) = O(g(m)), por lo que O(g(n)) < cg(n)
O(g(n). ,

> Se dice que g(n) es el limite asintotico | f(n)
superior de f(n). .

3.- Notacion Q, limite asintético inferior
Q(o(n)) = { f(n) / I las constantes
positivas cy nn,, /
O0<cgh) <fn)Vn=n_} f(n)
Ejemplo: an? + bn + ¢ con a > 0 tiene

O = Q (0?) = O) i cg(n)
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DE LOS ANDES

> Teorema: Para cualquier funcion t(n) y g(n), t(n) =
O(g(n) siy solo si f(n) = O(a(n) y f(n) = Qg(n)
% Ejemplo:
an® + bn + ¢ = O(n?) para cualquiera de las constantes a,

b, c donde a > 0, segun el teorema anterior se obtiene
inmediatamente que

an’ + bn + ¢ = O(n?)
an® + bn + ¢ = Q(n?)
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> Comparacion de las funciones: f(n) y g(n) son asintéticamente +
1.- Transitividad

+ Si f(n) = O(g(n) y g(n) = O(h(n)) entonces f(n) = O(h(n))

» Si f(n) = O(g(n) y g(n) = O(h(a)) entonces f(n) = O(h(n)

+ Si f(n) = Qg(n) y g(n) = Qh(n)) entonces £(n) = Q(h(n)
2.- Reflexibidad

+ f(n) = O(E(n)), f(n) = O(E(n), f(n) = QF(n)
3.- Simetria

» f(n) = O(g(n)) siy solo si g(n) = O(f(n))
4.- Simetria transpuesta

» f(n) = O(gm) si y solo si g(n) = Q(g(n)
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Notaciones 5355

Analogia entre la comparacion asintotica de dos funciones £
y gy la comparacion entre dos numeros reales a y b:

 f(n) =0(gn)»a=Dh

» f(n) = Q) »a>b

% f(n) = O(gn)»a=b

Para dos nameros reales cualesquiera una de las siguientes
comparaciones es cierta:a <b,a=b oa > b.

No todas las funciones son comparables asintoticamente.
Ejemplo: f(n) = ny g(n) = n 170 'no pueden ser
comparadas usando la notacioén asintética pues el valor del

exponente 1+sen(n) oscila entre 0 y 2 tomando todos los
valores en ese rango.
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1. Contradiccion o reduccion a lo absurdo:

Demostrar la veracidad de una sentencia, demostrando que su negacion da lugar a una
contradiccion

Teorema: Existen dos numeros irracionales X e Y tales que XY es racional

Demostracion:

Suposicion: XY es irracional siempre que X e Y son irracionales

V2 es irracional y Z = XY es irracional, X = V2, Y = +2

W = Z Y2 W es irracional dada la suposicién hecha que Z y V2 son irracionales
W = Z«/Z —_ (\/2 «/2> V2 — (\/2) (V2x+2) — <\/2)2: 2

Se concluye que 2 es irracional, lo cual es claramente falso.

Por tanto, se concluye que la suposicion es falsa y por ello, es posible obtener un nimero
racional cuando se eleva un irracional a una potencia irracional
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DE LOS ANDES

2. Induccidon matematica:

% Induccion: inferir una ley general de casos particulares

% Deduccién: inferencia de lo general a lo patticular

Principio:
Enero/05
cuadrado(Entero k):Entero
{pre:k>0} { pos:p=>0}

1 |{p=si (6( = 0 ) entonces p: Entero. Resultado.

sino

o 2 * k + cuadrado(k - 1) - 1

Si
2 | regrese p
11 k=0=>p=0
2 | k=1=>p=1
3| k=2=>p=4
4 |k=8=>p=064
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DE LOS ANDES

Etapa basica: k = 0, el resultado es 0

Etapa inductiva: Se supone k 2 1 y que por el
momento el algoritmo tiene éxito en k - 1. Por

definicién cuadrado(k) = 2k+cuadrado(k-1)-1.
Por la suposicién, cuadrado(k-1)=(k-1)?, por lo tanto
cuadrado(n)=2k+(k-1)*-1=2k+(k*-2k+1)-1=k*
Se ha demostrado que el algoritmo tiene éxito en k

stempre que tenga éxito para k-1, siempre y cuando
k>1.

analisis
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Ny Técnicas de demostracion 5355

> Errores en las demostraciones:

Teorema: Todos los toros son del mismo color

Demostracion: Sea H= {toros}, n=|H|

Caso base: n=0 => H=0 cierto, n=1 => cierto pues hay un solo toro

Paso de induccion: n>1, h1, h2 h3, ..., hn son los toros

Hipétesis: todo conjunto de n-1 toros contiene toros del mismo color

SeaHl = H - {hl1} y H2 = H - {h2}

H1: h2 h3 h4 h5 toros del mismo color (n=5)
H2: hi h3 h4 h5

Como |H1| = |H2| = n-1, la hipotesis de induccion es aplicable

Todos los toros de H1 son del mismo color ¢l y todos los de H2 son del mismo color c2
?cl<>c2? No, yaque hn € Hl yhn € H2 =>cl = ¢2

Como todos los toros del conjunto H pertenecen a cualquier H1 o H2 o ambos, se
concluye que cl =c2=c¢ —

Dénde esta la falacia? En que hn e H1y
hn € H2, ya que para n=2, h2 ¢ H2

Julio, 2004 Prof. Isabel Besembel. Catedra de Programacion. Disefio y Analisis de Algoritmos. 14
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> Induccion matematica generalizada
Considere cualquier Pdelos Zya,b e Z /a<b,si
1. Pn)esvalidoVas<n<b vy
2. Para cualquier n € Z, n 2 b, el hecho consistente en que
P(n) es valido se sigue de la suposicion de que P(m) es
valido Vm,a<m<n
= P(n)esvalidaVn,n=a
Teorema: la multiplicacion “a la rusa” multiplica
correctamente cualquier pareja de numeros
enteros positivos
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Multiplicacion a la rusa

981
490
245
122
61
30
15
7

3

1

1234
2468
4936
9872
19744
39488
78976
157952
315904
631808

1234
4936
19744
78976
157952

315904
631808

1210554
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Demostracion: m x n sobre m

Caso base: m = 1 => solo 1 fila 1 x n, no se tacha por ser par
=> el resultado es n

Paso de induccion: m >=2yn € Z+
Hipatesis: la multiplicacion a la rusa multiplica correctamente
sxtparas € Z+,s <m, t € Z+.

Caso 1: Si m es par, la 2da. Fila de la tabla contiene m/2 en la
columna izquierda y 2n en la derecha => la fila se tachara
antes de la suma final => el resultado final m x n a la rusa =
m/2 x n/2, pero m/2 es positivo y menor que m => la
hipotesis es aplicable.

El resultado m/2 x n/2 ala rusa es (m/2) x (n/2) = m x n.

Julio, 2004 Prof. Isabel Besembel. Catedra de Programacion. Disefio y Analisis de Algoritmos. 17
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DE LOS ANDES

Demostracion (continuacion)

Caso 2: Si m es impar, similar sustituyendo m/2 por
(m-1)/2 en todas las partes => el resultado final de
m x n a la rusa = n + resultado de (m-1)/2x2n ala
rusa => por la hipétesis ((m-1)/2) x (2n) => n +
(m-1)/2) x (2n) = m x n.

Julio, 2004 Prof. Isabel Besembel. Catedra de Programacion. Disefio y Analisis de Algoritmos. 18
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Sumatorias 38

> Los métodos mas usados para describir el tiempo de corrida de los

algoritmos se basan en encontrar una limitacion para la suma de una
secuencia mediante:

1.- Induccmn matematica: Ejemplo: la serie geométrica dada es

Z3k Z3k +3" <3 43" = (413" <3™ v esta limitada con O(3Y)

2.- Limitando los términos: Normalmente se escoge el término mas

grande para limitar a los otros, en general sia_ _=max1<k<na,
entonces Zzzoak < na,,,. Este método no es muy recomendable si la serie
puede ser limitada por una serie geométrica, en cuyo caso se prefiere el
limite de esta altima.

3.- Fision: Se expresa la sumatoria en dos o mas series separando el rango

del indice y encontrando la limitacion de cada serie.

En general, D=2+ 2o a=0M+2 . a

Ejemplo: Zizlk = Zilk + ZZ=%+1k > Z;/;O + ZZ=%+1(%) > (%)2 _ Q(nz)

Julio, 2004 Prof. Isabel Besembel. Catedra de Programacion. Disefio y Analisis de Algoritmos. 19
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Recurrencias 3858

Algoritmo recursivo: su tiempo de ejecucion se expresa
normalmente con una recurrencia.

Recurrencia: ecuacion o desigualdad que describe una funcion en
términos de sus valores para sus entradas mas pequenas.

Para encontrar los limites asintéticos (O, O) se presentan tres

métodos:
e M¢étodo por substitucion
e M¢étodo por iteracion
e Método maestro

Método por substitucion: Se enuncia una forma de solucion y
se prueba por induccioén que dicha solucion asociada a una
constante es buena.

e Lste método se aplica cuando se puede enunciar la solucién posible de la
recurrencia.

Julio, 2004 Prof. Isabel Besembel. Catedra de Programacion. Disefio y Analisis de Algoritmos. 20
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> Ejemplo: Encontrar el limite superior de la recurrencia
T) =2T(Ln/2]) + n
Suponemos que la solucién es T(n) = O(n Ig n).
Se probara que T(n) = cnlgn para una constante apropiada
c > 0.
Se 1nicia asumiendo que el limite se da para L n/2 .
Substituyendo,

T(n) < 2(cLn/2]lg (n/2]) +n

Tn) <cnlg (n/2) +n
T(nh)=cnlgn-cnlg2+n
T(h)=cnlgn-cn+n

Th)=cnlgn se cumple para c = 1

Julio, 2004 Prof. Isabel Besembel. Catedra de Programacion. Disefio y Analisis de Algoritmos. 21
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> La induccion matematica requiere que se pruebe la solucion
encontrada para condiciones limites.

St se asume T(1) = 1, no se puede escoger c grande, ya que T(1)
<cllgl=0.

Esta dificultad se resuelve tomando n =2 o n= 3.

Asi, T(2)=4 , T(3)=5 y la prueba inductiva T(n) =< c n lg n para c
> 2 es suficiente

> Se pueden usar cambios de variables para simplificar,
ejemplo: T(n) = 2 T L\/nj) + lg n.

Se hace m=lg n y T(2 ™) = 2T(2 ™/2) + m se hace S(m) = T(2 ™)
y se obtiene S(m) = 2 S(m/2) + m que es parecida a la
anterior, por lo cual

T(n) = T2 ™) = S(m) = O(m lg m) = O(lg n lg o n)

Julio, 2004 Prof. Isabel Besembel. Catedra de Programacion. Disefio y Analisis de Algoritmos. 22
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> Método iterativo: Se expande la recurrencia y se expresa
como una sumatoria de términos que depende solo de n y de
condiciones iniciales.

> Ejemplo:

T(n) =3 T (Lo/4]) +n

T(n) =n+ 3 (Ln/4]+ 3 T(n/16]))

T(n) =n+ 3 (Ln/4) + 3 (Ln/16]+ 3 T(Ln/64]))

T(n) = n + 3Ln/4]+ 9Ln/16]+ 27 T(Ln/64])
T()=n+3n/4+90/16+27n/64 + ... + 3log , n O(1)

() <nY" (3) +0(n") T(n) = 4n + O(n) = O(n)

Julio, 2004 Prof. Isabel Besembel. Catedra de Programacion. Disefio y Analisis de Algoritmos. 23
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Método maestro: Se usa para resolver recurrencias del tipo
T(n) = a'T(n/b) + f(n), donde f(n) es una funcién
asintéticamente positiva y las constantes a = 1, b >1.

Ella expresa que el problema se divide en a subproblemas
de tamano n/b.

Los a subproblemas se resuelven recursivamente en tiempo
T(n/b).

El costo de dividir el problema y combinar sus soluciones
es descrito por f(n).

Normalmente en estos casos no se consideran los techos y
p1sOs.

Julio, 2004 Prof. Isabel Besembel. Catedra de Programacion. Disefio y Analisis de Algoritmos. 24
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Teorema maestro

Teorema maestro: Sean a = 1, b >1 constantes, f(n) una
funcién y T(n) una recurrencia para numeros enteros no

nergativos, T(n) = a T(n/b) + f(n), donde n/b puede ser L n/b

oln/ b| entonces

T(n) esta limitado asintoticamente segun:

1.- Si f(n) = O(n °8b2-¢) para alguna constante e >0, entonces
T(n) = Qn *#"*)

2.- Si f(n) = Q(n '°¢b3) "entonces T(n) = Q(n 8P 2 ]g n)

3.- Si f(n) = W(n l°gba*¢) para alguna constante e > 0, y si a
f(n/b) < cf(n) para alguna constante ¢ < 1 y n suficientemente

grande, entonces T(n) = Q(f(n)).

Julio, 2004 Prof. Isabel Besembel. Catedra de Programacion. Disefio y Analisis de Algoritmos. 25
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> Garantiza el rendimiento promedio de cada operacion en el
peor de los casos.

> Es el ttempo requerido para desarrollar una secuencia de
operaciones de un TAD promediado sobre todas sus
operaclones.

> Métodos:

+ Agregado: En el peor de los casos el costo promedio o costo
amortizado por operacion es T(n)/n, donde T(n) es el costo total
de una secuencia de n operaciones.

% Este costo amortizado se aplica a cada operacidn, asi existan varios
tipos de operaciones en la secuencia. Los costos de cada operacion
son iguales.

Julio, 2004 Prof. Isabel Besembel. Catedra de Programacion. Disefio y Analisis de Algoritmos. 26
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> Ejemplo: Pila[TipoEle: €]
> meterElePila(Pila, TipoEle) y sacarElePila(Pila)

cada una con O(1)

> El costo total de una secuencia de n operaciones de

ellas es O(n)

> S1 se agrega al TAD Pila una operacion
sacarElePila(Pila, Entero) que elimina k
elementos del tope de la pila o saca todos los
elementos st k > | Pila |

Julio, 2004 Prof. Isabel Besembel. Catedra de Programacion. Disefio y Analisis de Algoritmos. 27
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sacarElePila(Entero: k)
1 | (= vaciaPila() A k = 0) [sacarElePila() -vaciaPila(), sacarElePila(). Definidos en Pila.
k=k-1]
2 | regrese

Pila con n elementos = costo total = min(n, k) = W(n) = 6(n)

W(n) se mantiene en 6(n), pero en una secuencia

de n operaciones donde sacarElePila(k) esta incluida

= W(n) = 6(n?). El costo amortizado del TAD W(n) = 6(n?)/n = 6(n).

Julio, 2004 Prof. Isabel Besembel. Catedra de Programacion. Disefio y Analisis de Algoritmos. 28



DE LOS ANDES

NG Analisis amortizado 3885

> Contable: Se asignan costos amortizados a cada operacion,
colocandole una cantidad mayor o menor a lo que cada
operacion cuesta actualmente. Cuando se le asigha una cantidad
mayor a lo que ella cuesta actualmente, la diferencia se asigna al
TAD como su ¢rédito, el cual puede ser utilizado después para
pagar por aquellas operaciones con un costo menor o igual al
crédito actual. LLos costos de cada operacion pueden ser
diferentes.

> El costo total amortizado de una secuencia de operaciones debe
ser un limite superior del costo total actual de la secuencia y esta
relacion debe darse para cualquier secuencia.

> El crédito total del TAD no puede ser negativo para cualquier
estado del TAD.

Julio, 2004 Prof. Isabel Besembel. Catedra de Programacion. Disefio y Analisis de Algoritmos. 29



Andlisis amortizado

DE LOS ANDES

Operacion Costo actual Costo amortizado
> Ejemplo: meterElePila(Pila, TipoEle) 1 2

sacarBlePila(Pila) 1 0

sacarElePila(Pila, Entero) min(n, k) 0

> Cada insercion paga 2, 1 por el costo actual y 1 mas para
completar el costo amortizado

> Cada eliminacion no paga, pues cada elemento insertado tiene un
crédito de 1 que es utilizado para pagar el costo actual de la
eliminacion.

> Para cualquier secuencia de n operaciones, el costo total
amortizado es un limite superior del costo total actual y los
créditos no son negativos.

> El costo total amortizado en O(n) que es el costo total actual.

Julio, 2004 Prof. Isabel Besembel. Catedra de Programacion. Disefio y Analisis de Algoritmos. 30
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> Potencial: Se asighan potenciales a cada operacion. Se comienza con un
TAD vacio y sea ai el costo actual de la 1-ésima operacion y D, el estado
del TAD luego de la 1-ésima operacion que estaba en el estado D, ;. La

funcion potencial @ va de D, a un namero real (D)), que es el potencial
asociado a D.. El costo amortizado 4, = a, + ®(D,) - DD, ,).

> El costo total amortizado de n operaciones es:
D 4= (a+®D)-™D_))=) a+WD,)-ND)
i=l i=l i=1

> Definiendo una funcién potencial que haga P(D,) = P(D,) entonces el
costo total amortizado es un limite superior para el costo total actual.
Normalmente se escoge (D) = 0 para que los potenciales P(D,) =20 V 1.

Julio, 2004 Prof. Isabel Besembel. Catedra de Programacion. Disefio y Analisis de Algoritmos. 31
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NI Andlisis amortizado

> Ejemplo: Se escoge el tamano de la pila como la funcion potencial
1 operacion D O (D) a a;
0 creaPila() 0
1 meterElePila(a) a 1 1 2
2 meterElePila(e) ae 2 1 2
3 meterElePila(f) aef 3 1 2
4 sacarElePila(2) a 1 2 0

> 31 cada secuencia comienza con la pila vacia, su potencial sera cero en
ese estado.

> La complejidad total de cualquier secuencia de m inserciones y q
eliminaciones es O(Zm+0q) = O(m). El costo en el peor de los casos
sigue siendo O(n).
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