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Analisis de algoritmos

0 La eficiencia de un programa tiene dos ingredientes fundamentales:
espacio y tiempo.

[ La eficiencia en espacio es una medida de la cantidad de
memoria requerida por un programa.

0 La eficiencia en tiempo se mide en términos de la cantidad de

tiempo de ejecucion del programa.



Analisis de algoritmos

*Ambas dependen del tipo de computador y compilador, por lo
gue no se estudiara aqui la eficiencia de los programas, sino la
eficiencia de los algoritmos.

- *Asimismo, este andlisis dependera de

o si trabajamos con maquinas de un solo
o procesador o de varios de ellos.

@) -z
Centraremos nuestra atencion en los

algoritmos para maquinas de un solo
VTN procesador que ejecutan una instruc-
cion luego de otra.




Operaciones caracteristicas y
complejidad de calculo

* La eficiencia de los algoritmos esta basada en una operacion
caracteristica que el algoritmo repite y que define su complejidad
en Tiempo (T(n)).

* T(n) es el nUmero de operaciones caracteristicas que el algoritmo
desarrolla para una entrada N dada.

* El maximo tiempo de ejecucion de un algoritmo para todas las
Instancias de tamafo N, se denomina la complejidad en tiempo para
el peor caso W(n). Asimismo, la complejidad promedio en tiempo es
A(n), donde p, es la probabilidad de que esta instancia ocurra.

W) = max, ., T(n) AG) = 3 BT

* Normalmente se tendran muchos algoritmos diferentes para resol-
ver un mismo problema, por lo que debe existir un criterio para se-
leccionar el mejor.



Notaciones

* El interés principal del analisis de algoritmos radica en saber como
crece el tiempo de ejecucion, cuando el tamano de la entrada crece.
Esto es la eficiencia asintética del algoritmo.

* La notacion asintotica se describe por medio de una funcion cuyo
dominio es los numeros naturales (N). Se consideran las funciones
asintoticamente no negativas.

1.- Notacidén @ limite asintéticamente estrecho
Para una funcion dada g(n),
g(n)) = { f(n) / Ulas constantes positivas c,, ¢,y n,/

0 < c,g(n) < f(n) < c,g(n) Un=n_}

Ejm: n?/2 - 3n = dn?)



Notaciones

c,g(n
f(zr?)( ) Se denota
f(n) = &g(n)) =f(n) O&g(n)),
c,g(n) Y Sedice queg(n)es el limite
' asintoticamente estrecho de f(n).
n n

o

2.- Notacion O, limite asintotico superior
O(g(n)) = { f(n) / Ulas constantes positivas cy n, /

0 < f(n)<cg(n)Un=n_}

Ejm: an? + bn + c con a > 0 tiene O(n?)



Notaciones

cg(n) El hecho que f(n) = dg(n))
implica f(n) = dg(n)), por lo que
f(n) cg(n)) = dg(n)).
Se dice que g(n) es el limite
> asintotico superior de f(n).

n n

3.- Notacion Q limite asintotico inferior
Qg(n)) ={ f(n) / Olas constantes positivas cy n, /

0< cg(n)<f(n) Un=n}

() Ejm:anz+ bn +c con a > 0 tiene
O(n?) = Q (n?) = dn?)
cg(n)

>

n n



Notaciones

Teorema: Para cualquier funcion f(n) y g(n), f(n) = &g(n)) siy solo si

f(n) = O(g(n)) y f(n) = Qg(n))

4.- Notacion o, limite superior no asintéticamente estrecho
o(g(n)) = { f(n) / para cualquier constante ¢ > 0, [Juna constante
n,>0/0 < f(n)< cg(n) On=n_}
Ejm: 2n = o(n?) pero 2n? # o(n?)

5.- Notacidn @ limite inferior no asintoticamente estrecho
wfg(n)) = { f(n) / para cualquier constante ¢ > 0, [Juna constante
n,>0/0 < cg(n) < f(n) Un=nj}
Ejm: n?/2 = a{n) pero n?/2 # w{n?)



Notaciones

Comparacion de las funciones: f(n) y g(n) son asintéticamente +
1.- Transitividad
Sif(n) = dg(n)) y g(n) = @h(n)) entonces f(n) = h(n))
Sif(n) = O(g(n)) y g(n) = O(h(n)) entonces f(n) = O(h(n))
Sif(n) = Xg(n)) y g(n) = (Xh(n)) entonces f(n) = h(n))
Si f(n) = o(g(n)) y g(n) = o(h(n)) entonces f(n) = o(h(n))
Sif(n) = ofg(n)) y g(n) = ath(n)) entonces f(n) = afh(n))
2.- Reflexibidad
f(n) = &f(n)), f(n) = O(g(n)), f(n) = Ag(n))
3.- Simetria
f(n) = &g(n)) si'y solo si g(n) = gf(n))
4.- Simetria transpuesta
f(n) = O(g(n)) si'y solo si g(n) = &g(n))
f(n) = 0 (g(n)) si'y solo si g(n) = «{g(n))



Notaciones

Analogia entre la comparacion asitotica de dos funcionesfy gy la
comparacion entre dos numeros reales a 'y b:

f(n)=0(g(n)=a=<b

f(n)=Cg(n))=az=b

f(n)=dg(n)=a =0>b

f(n) =o(g(n)) = a<b

f(n) =ag(n)) = a >b
Para dos numeros reales cualesquiera una de las siguientes compa-
raciones es cierta:a<b,a =boa >Db.
No todas las funciones son comparables asintoticamente. Ejemplo:
f(n) = ny g(n) = n *se" no pueden ser comparadas usando la
notacion sintotica pues el valor del exponente 1+sen(n) oscila entre
0 y 2 tomando todos los valores en ese rango.



Funciones y notaciones
comunes

1.- Monotonia: Una funcion f(n) es monotona creciente sim < n
implica f(m) < f(n). Es monotona decreciente si m < n implica f(m)=f(n)
Una funcion f(n) es estrictamente creciente si m < n implica f(m) < f(n)
y estrictamente decreciente si m < n implica f(m) > f(n).
2.- Pisos y techos: Para cualquier numero real x, el piso de x [X[] es
el nimero entero mas grande menor o igual a X, y el techo de x (X[
es el numero entero mas pequeio mayor o igual a x.

[Jnumero real x, x-1 < [XO < x < [k < x+1

Para cualquier entero n, Ch/2[# [h/2[0 =n
Para cualquier enterony los enterosa#0y b #0, O [h/all /b0 = Ch/abl]
y U [h/ald /b0 = [h/abld Ambas funciones son monotonas crecientes.
3.- Polinomios: Dado un entero positivo d, un polinomio en n de grado
d es una funcién e®=3an donde a,, a,, ..., a, son coeficientes

del polinomio y a, # 0. Un polinomio es asintoticamente positivo si a,>O0.



Funciones y notaciones
comunes

Para un polinomio asintoticamente positivo de grado d p(n)=&nd).
La funcion nY es monotona creciente sid = 0, y monotona decreciente
sid < 0. La funcion f(n) es polinomialmente limitada si f(n) = n°Y, que
es equivalente a f(n) = O(nk) para alguna constante k.
4.- Exponenciales: Para todo real a # 0, m y n se tienen las siguientes
identidades:

a’=1 al=a al=1/a

(am) n=gmn (am) n — (an) m aman = gm+n
paratodo nya =1, lafuncion a" es mondtona decreciente en n.
Para toda constante real ay b talque a> 1, im~=0  por lo que
n® = o(a"), asi cualquier funcion exponencial positiva crece mas rapido
que cualquier polinomio. Siendo e = 2.71828..., la base de la funcion
logaritmo natural, se tiene que para todo real x, ¢ =1+x+y+3+e=3
Para todo real x, se tiene que ex=> 1 + X, cuando x = 0 es igual.



Funciones y notaciones
comunes

Cuando |x] £ 1, se tiene la aproximacion 1 + x<ex< 1 + x + X2
Cuando x - 0, la aproximacion de ex por 1 + x es buena,
ex=1+x+ gx?

Para todo x, [mit+:)"=¢

5.- Logaritmos: Se asume que lgn + k = (Ig n) + k.

lg n = log, n (logaritmo binario) In n =log, n (logaritmo natural)
lgkn = (Ig n) ¥ (exponenciacion) Iglgn =lg (Ig n))
Paran>0yb>1,lafuncidon log, n es estrictamente creciente.
Paratodoreala>0,b>0,c>0yn, setiene que:

_log a
a=h" log,a= log, b

log,(1/a) =-log, a

log.(ab) =log.a +log b
log, a" =nlog, a log, a = iy

alog[7 n— nlogb a



Funciones y notaciones
comunes

2 3 4 5

Para In(1+x) cuando |x|<1, A+x)=x—F+5—F+5—

X
— =In(1+x) =x

Para x >-1, 1+x cumpliendose la igualdad para x=0.

Una funcion es polilogaritmicamente limitada si f(n)=lg°® n. Para
cualqguier constante a>0, Ig® n=0(n?), por lo que cualquier funcion
polinomial positiva crece mas rapidamente que cualquier funcion
polilogaritmica.

6.- Factoriales: Para n =0, n!=1x2x3x...n. Un limite superior débil es
n! <n", ya que cada término es el producto de a lo sumo n. Usando la
aproximacion de Stirling se prueba:

n! =o(n") n!=uw2") lg(n) = &n g n)
mg)n <nl< m%)m(mzn)



Funciones y notaciones
comunes

7.- Numeros de Fibonacci: F =0, F =1, F F.,+F, parai= 2.

Se prueba por induccion que @ —¢
J5
donde @es la seccién dorada igual a (1+V5)/2. Los nimeros de
Fibonacci crecen exponencialmente.
8.- Interacion de la funcion logaritmica: La notacion Ig*n denotara
la funcion logaritmica iterada, la cual se define como:
lg*¥ n=min{i= 0: IgWh n<1}
donde Ig® n denota la funcidn logaritmo aplicada i veces y definida

como: D nsii=0,
] Ign = D lg(1g®"n) si il y 1g*"n0,

H]O definida si il0 ylg™n <0 o1g"n es indefinida.

Fi=

Esta funcion crece muy lentamente. lg*2=1,Ilg*4 =2, Ig* 16 = 3
lg* 65536 =4, Ig* (25536 ) =5



Sumatorias

Dada una secuencia a,, a, ,... de numeros, la sumatoria finita
a,+a,+..+a_ se escribe como: 2% Sin=0, el valor de la suma-

toria se define como 0. Si n no es entero, se asume un limite supe-
rior de [h{d Asimismo, si la suma comienza con k=X y X no es entero
se asume como valor inicial de la suma [k[l

Dada una secuencia a,, a, ,... de numeros, la sumatoria infinita

lim ) a,

: aj :
a,ta,+... se escribe como: = gue es mterpretado como: "=

Si el limite no existe, la serie diverge, de lo contrario copverge.
Una serie qug-converge absolutamente es una serie

k=1"k

para la cual también converge.
1.- Linealidad: Parg.cyalgyiesreal ¢y unas secuencias finitas
a,a,,.yb,b,,. """ 77 propiedad que

mantienen las series convergentes infinitas.



Sumatorias

La propiedad lineal se aplica a la notacion asintotica, por ejemplo:
.= 3.k donde la notacion Ode la parte izquierda se apli-
ca a la variable k y la de |la derecha a n.

2.- Series aritméticas: X k=1+2+-+n=inn+n=6n’)

3.- Series geométricas o exponenciales: Para x#1

X 1
Zxk =1+x+x’+ - -+x" = 1 cuand0|X|E|] ZXk:ﬁ
- k=0

4.- Series harmonicas: Para n enteros positivos, el n-esimo harmo-
NICO S H,=1+}+i+i+ +i=3 f=hnn+0Q)
Para cualquier secuencia a,,a,,...,a,

qu(ak —-a,)=a, —a,, asimismo ZZ:O(ak ~a,.,)=a,-a,

Por ejemplo, z:m = ZZ:(% - ﬁ) =1-1
5.- Productoria: El producto finito a,a,...a, 1% sin=0 el valor del

producto es 1..Para convertir de sumatoria a productoria se usa la
H H 1 k = 1 k
identidad, '*H]“E2"°




Sumatorias

Los métodos mas usados para describir el tiempo de corrida de los
algoritmos se basan en encontrar una limitacion para la suma de
una secuencia mediante:
- Induccién matematica: Ejemplo: la serie geométrica dada es
2 Z3k+3“<c3 +3"=(3+4e3™ <3y @std limitada con O(3M)
2.- L|m|tando los términos: Normalmente se escoge el término
mas grande para limitar a los otros, en general si a_ . =max,_, &,

entonces 2-%="w Este método no es muy recomendable si la
serie puede ser limitada por una serie geométrica, en cuyo caso se
prefiere el limite de esta ultima.
3.- Fision: Se expresa la sumatoria en dos 0 mas series separando
el rango del indice y encontrando la limitacion de cada serie.
En general, YLa=Y5a+> a =00+, q

Bemplo: ST k=" k+Y'_ k23" 0+3 =%’ =qn’



Recurrencias

* Cuando un algoritmo contiene llamadas a él mismo (recursivo), su
tiempo de ejecucidon se expresa normalmente con una recurrencia.
* Una recurrencia es una ecuacion o desigualdad que describe una
funcion en términos de sus valores para sus entradas mas pequenas.
* Para encontrar los limites asintoticos (@ O se presentan tres me-
todos:

» Método por substitucion

» Método por iteracion

» Método maestro
Método por substitucion: Se enuncia una forma de solucion y se
prueba por induccion que dicha solucion asociada a una constante
es buena.
Este método se aplica cuando se puede enunciar la soluciéon posible
de la recurrencia.



Recurrencias

Ejm: Encontrar el limite superior de la recurrencia T(n)=2T(Ch/20)+n
Suponemos que la solucion es T(n)=0(n Ig n). Se probara que

T(n) £ cn Ig n para una constante apropiada c>0. Se inicia asumien-
do que el limite se da para [h/20 . Substituyendo,

T(n) <2(c h/20 Ig (Ch/20) + n

T(n)<cn lg(n/2) +n

T(n)=cnlilgn-cnlg2+n

T(nN)=cnilgn-cn+n

T(n)<cnlgn se cumple parac=1

La induccion matematica requiere que se pruebe la solucion encon-
trada para condiciones limites. Si se asume T(1) = 1, no se puede
escoger c grande, yaque T(1) <c 1lg 1 =0. Esta dificultad se re-
suelve tomando n =2 o n= 3. Asi, T(2)=4y T(3)=5y la prueba induc-
tiva T(n) <c nlg n para c =2 es suficiente.



Recurrencias

* Se pueden usar cambios de variables para simplificar, ejemplo:
T(nN)=2T(3/n0D +Ig n. Se hace m=Ilgny T(2 ™) = 2T(2 ™2)+m
se hace S(m) =T(2™) y se obtiene S(m) =2 S(m/2) + m que es pa-
recida a la anterior porlocual T(n)=T(2™M) =S(M)=0(mIgm) =
O(lgnlglg n)
Método iterativo: Se expande la recurrencia y se expresa como una
sumatoria de términos que depende solo de n y de condiciones inicia-
les. Ejemplo:
T(n)=3T (h/4D + n
T(n) =n+ 3 (h/40 + 3 T(CLh/160))
T(n) =n+ 3 (h/40 + 3 ([h/l60+ 3 T(Lh/640))
T(n) =n+ 3 [h/40+ 9 [h/16+ 27 T([h/640)
T(nN)=n+3n/4 + 9 n/l6+ 27n/64 + ... + 3'9,n1)

T <y (2) +&n T(n) = 4n + o(n) = O(n)



Recurrencias

Método maestro: Se usa para resolver recurrencias del tipo

T(n) = a T(n/b) + f(n), donde f(n) es una funcion asintéticamente
positiva y las constantes a=>1, b >1. Ella expresa que el problema
se divide en a subproblemas de tamafno n/b. Los a subproblemas
se resuelven recursivamente en tiempo T(n/b). El costo de dividir

el problema y combinar sus soluciones es descrito por f(n). Normal-
mente en estos casos no se consideran los techos y pisos.
Teorema maestro: Sean a =1, b >1 constantes, f(n) una funcion y
T(n) una recurrencia para numeros enteros no negativos,

T(n) = a T(n/b) + f(n), donde n/b puede ser [h/blJ o Ch/b[J entonces

T(n) esta limitado asintoticamente segun:

1.- Sif(n) = O(n'e9 2- b para alguna constante [J >0, entonces T(n) = @n 9, 2)
2.- Sif(n) =@n'9, 2), entonces T(n) = gn ', 21g n)

3.- Si f(n) = qn '°9, >0 para alguna constante U >0, y si a f(n/b) <cf(n) para alguna
constante ¢ < 1y n suficientemente grande, entonces T(n) = df(n)).




Evaluacion de la
eficlencla

*La mejor técnica para diferenciar la eficiencia de los algoritmos es
el estudio de los ordenes de complejidad.

* El orden de complejidad se expresa generalmente en téerminos de
la cantidad de datos procesados por el programa, denominada N.

* Este N puede ser el tamafo dado o estimado.

Ejemplo 4: Un algoritmo que procese un vector V(N) tendra un orden
de complejidad de N, ya que si N crece, en esa misma proporcion
crece el orden de complejidad de él.

* La cantidad de tiempo de procesamiento de un algoritmo (T(n)), por
lo general viene dado en funcion de N, y puede expresarse en base
a los casos tipicos de ese N, caso promedio A(n), o en base a casos
extremos no deseables, como el peor de los casos W(n).



Notacion O

*El orden de complejidad se define como una funcion que domina la
ecuacion que expresa en forma exacta el tiempo de ejecucion del
programa.

g(x) domina a f(x), si dada una constante C cualquiera

C*g(x) =f(x) [k
* g(x) domina asintoticamente a f(x), si g(x) domina a f(x) para los
valores muy grandes de x.

f(N) = N2+ 5N + 100 g(N) = N2

entonces g(N) domina a f(N)
* El orden de complejidad se denota con una o mayuscula, O(g(N))

O(N?), O(N)

* Un orden O(N) indica que el tiempo de ejecucion decrece suave-
mente en proporcion al decrecimiento de N.



Notacion O

* Aungue dos algoritmos tengan el mismo orden O(N), ellos pueden
tener diferentes tiempos de ejecucion para iguales valores de N.
* Reglas para determinar el orden de complejidad:

1.- O(C*g) = O(9)

2.-0(f*g)=0(f) *O(g)  Of(f/g) = O(f) / O(9)

3.- O(f+g) = funcion dominante entre O(f) y O(Qg)

Ejemplos: 0O(2456 * N) = O(N)
O((20 * N) * N) = O(20 * N) * O(N) = O(N?)

* Algunas funciones de dominaciéon mas comunes:

NP domina a N! N! domina a bN
bN domina a cN si b>c bN dominaa N2sia=0
N" domina a N™sin=m N domina alog,Nsia=1

log,N domina a log,N si b=>a=1 log,N dominaalsia=1




Notacion O

* Un algoritmo de O(1) tiene complejidad constante y por ello son los
mas eficientes y los preferidos.
* La mayoria de los programas tienen complejidad polinomial O(N?),
donde N es la variable y a es una constante mayor que 1.

O(N), O(N?), O(N?), O(logN)
* La complejidad no polinomial (NP) es aquella que tiene un orden
mayor que la polinomial.

Ejm: La complejidad exponencial O(aV)
* Nombres de las mas usadas:

log N complejidad logaritmica (log,N =1g N)
N complejidad lineal

N? complejidad cuadratica

N3 complejidad cubica

2N complejidad exponencial



Notacion O

Comparacion entre diferentes complejidades

N—logN—NlogN INE N3 2N 3t
1 O 0 1 1 2 3
2 1 2 4 8 4 9
4 2 8 16 64 16 81
8 3 24 64 512 256 6.561
16 4 64 256 4.096 65.536 43.046.721
32 5 160 1.024 32.768 4.294.967.296 ?7?
64 6 384 4.096 262.144 * ?7?
128 7 896 16.384 2.097.152 ** ?7?

* el nimero de instrucciones que puede ejecutar un supercomputador de 1 GFLOP en 500 afios.
** seria 500 billones de veces la edad del universo (20 billones de afios) en nanosegundos.

* Los algoritmos sin lazos y sin recursion tienen complejidad
constante

* La determinacion del orden de complejidad de un algoritmo se
inicia por los lazos y las recursiones. Los lazos anidados tendran
complejidad poindmica.




Notacion O

* Correspondencia entre la estructura de programacion y el orden
de complejidad.

Estructura Orden

Secuencial (S) O(1)
S1 La funcidn dominante entre
S2 O(S1) y O(S2)
Si (Condicion) entonces S1 La funcidon dominante entre
sino S22 O(S1), O(S2) y O(Condicion),
fsi en el peor de los casos

[S1] i=1, N O(N * S1)

Ejemplo: [m(@,) =0]j=1,N]i=1,N tiene O(N?)

[a=a+Db] 1=3,8 tiene O(1)



nalisis probabilistico T/}

I Paradoja del cumpleanos

» ¢Cuantas personas deben haber en una sala para que exista la
posibilidad de que dos de ellas cumplan afos el mismo dia?

k: # de personas en la sala
n: # de dias de un afio = 365 (no se consideran los bisiestos)
Bi: el dia del i-ésimo cumpleafios, con 1 < Bi <n

Pr{Bi=r}=1/nparai=1,.., k yr=1,.., n (cumpleafios uniformemente
distribuidos)

Si los cumpleanos son independientes, Pr{Bi =ry Bj =r} = 1/n * 1/n=1/n’
Que el cumpleafios de ambos sea el mismo dia,
Pr{Bi=Bj}=>"Pr{Bi=ryBj=r}=>_"(1/n’) =1/n



nalisis probabilistico T/}

I Paradoja del cumpleanos: ;Cuéntas personas deben haber en una sala
para que exista la posibilidad de que dos de ellas cumplan anos el mismo
dia?

[1Pares (i, j) de las K personas en la sala, se define la variable aleatoria Xij
Xij = 1,siiy jtienen el mismo cumpleanos y 0, sino

Pr{Bi=r}=1/n

La esperanza E[Xij]=1*1/n+0* (1 -1/n) =1/n

Suma de la esperanza de los pares 3 " E[Xij] = (;)1/n = (k(k-1))/2n
Cuando k(k-1) = 2n, el numero esperado de pares de cumpleanios es al

menos 1. Si se tienen al menos V2n personas en una sala, se espera
tener 2 personas que cumplan afios el mismo dia. Si n=365, k=28.

QVn)
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