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Conceptos basicos

Matriz: arreglo bidimensional A(MxN)

Vector: arreglo unidimensional X(N)

Matriz transpuesta A(NxM)<—AT

Vector fila: X(N)=(X;, X,,..., Xy) X1
Vector columna: —
Vector unidad: algun Xi = 0 con i€[1,N] .
Matriz cuadrada: A(NxN) %N
e Matriz diagonal: solo los Ai,i = 0, con i=1,2,..., N

* Matriz identidad: I[(NxN) con |j,j =1 y el resto son O

o Matriz tridiagonal: solo los A;; = 0 con i=1,2,...,N y A,
=0coni=1,2, ... N-1

A

Lit1r TN+

08/13/11 Postgrado en Computacién. Analisis y Diseno de Algoritmos (AyDA). Isabel Besembel. 2



estudios CePLSWIEEY
en CompuiceIoN
Matrices

Conceptos basicos

® Matriz triangular superior: solo los Ai,j = 0 si i > |

* Matrix unidad triangular superior: 1 en la diagonal
principal

® Matriz triangular inferior: Ai,j =0 sii <j

® Matriz unidad triangular inferior: 1 en la diagonal
principal

® Matriz permutacion: solo un 1 en cada fila o columna
(tiene el efecto de reacomodar los elementos al ser
multiplicada por un vector)

* Matriz simétrica: siA=AT

® Conjunto de todas las matrices reales RMxN
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Operaciones

® Suma: C=A+B, Ci,j = Ai,j + Bi,j. A=A+0.

® Multiplicacion por un escalar: AA=AAl,)

® Negacion: -A=-Ai,). A+ (-A)=0

@ Resta: C=A-B = A + (-B)

® Multiplicacion de matrices: C = A B, Ay B deben
ser compatibles. Ci,j=),., Ai,k Bk,j. A0 =0.A(B
C) = (A B) C si son compatibles

@ AB+C)=AB+AC

©@B+C)D=BD+CD

® SIAI\\I > 1 A(NxN) B(NxN) no es conmutativa, AB =
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Operaciones

® Producto escalar: XTY =Y _, XkYk

@ Norma (euclidiana) ||X]|| = (XT X)2 | es la longitud
en el espacio euclidiano n-dimensional

® Inversa: A1, AAT==A1TA

@ Singular: matrix que no tiene inversa

® Si Ay B son matrices no singulares cuadradas
entonces (BA)T=A1B"Ty (AT = (AT)

® X1(N), X2(N),...,Xn(N) son linealmente
dependientes si d c1, c2, ..., cn no todos iguales

acero/cl1 X1+c2X2+..+cnXn=0
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Operaciones

® Rango de columna (fila): A(MxN) no cero, es el
tamano del conjunto mas grande de columnas
(filas) de A linealmente independientes

® Rango completo de A(NxN) = N siy solo siAes
no singular

O U%vector nulo para A es un vector nocero /A X

©® Atiene un rango de columna completo si y solo si
A no tiene un vector nulo

® Una matrix cuadrada es singular si y solo si ella
tiene un vector nulo
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Determinantes

® Segun el menor i,j-ésimo de ANxN para N>1, es
la matriz A(i,j) de (N-1)x(N-1) borrando la i-esima
columna y la j-ésima fila de A

Esta definido recursivamente en términos del
menor por:

B a(1 1) si N=1
det(A) =

a(1,1)det(Agqq;) - a(1,2)det(Ag o)
+.+(-1)N*1a(1,N)det(A oinp) Si N>1
El termino (-1)N*'det(A ;) es el cofactor
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Calculo del determinante

1 0 2 ) 45 ) 35 ) 3 4
3 45 ()67 .()57 ()56
56 7

— (1)(4.7 - 5.6) - (0) + (2)(3.6 - 4.5)

= 2 - 4

— -6
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Determinantes

® Teorema 28.4: (Propiedades del determinante)

08/13/11

Si alguna fila o columna de A es cero, entonces det(A)=0

Si la entrada de cualquier fila o columna de A se multiplica
por A, entonces A.det(A)

det(A) = det(AT)

I(Da)ra dos matrices cuadradas Ay B, det(A B) = det(A) det
B

Si las entradas de cualquier fila o columnas se suman a
las de otra fila o columna, det(A) no cambia

Si se intercambian cualquier fila o columna, entonces det
(A) se multiplica por -1
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Matrices

® Teorema 28.5: una matrix A(NxN) es singular
si y solo si det(A)=0

® Matriz definida positiva: A(NxN) es definida
positiva si XTAX>0V X =0
Ejemplo: la matriz identidad esta definida positiva
X=(X1, X2, .., Xn)T, XTI X=XTX=3_nX2>0

© Teorema 28.6: para cualquier A con rango
completo, AT A esta definida positiva
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- estudios Jog I fejfejele)
: ) compu_
Multiplicacion de matrices ‘

Algoritmo de Strassen

® Utiliza la tecnica divide-y-venceras
@ Divide las matrices Ay B cuadradas cuyo N es

potencia de 2 en 4 N/2 x N/2 matrices reescribiendo
la ecuacion C=A B como

r s a b e f

ol allsn

r=ae+bg s=af+bh
t=ce+dg u=cf+dh

HOEBEHUARKCIGHELCIGS
Con el método de Strassen T(n) = 7T(n/2) + B(n2) = O(n281)

08/13/11 Postgrado en Computacién. Analisis y Diseno de Algoritmos (AyDA). Isabel Besembel. 11



1.
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Meéetodo Strassen

Dividir las matrices Ay B en N/2 x N/2
submatrices

Calcular las 14 matrices A1, B1, ..., A7, B7Y
de N/2 x N/2 utilizando sumas y restas
escalares en O(N?)

Calcular recursivamente los 7 productos de
las matrices Pi = Ai Bi

Calcular las submatrices r, s, t, u que
conforman C con las combinaciones de
sumas Yy restas de las Pi utilizando sumas y
restas escalares en O(N?)
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Productos de las submatrices

@ Pi=AiBi=(aila+ai2b+ai3c+ai4d).
(Bi1 e+ pi2f+pi3 g+ pi4 h)
Con aij fij € {-1, 0, 1} en la matriz Q

—_—

1000 ][e
r=ae+bg=(abcd) 0010 ||f

0000 ]||g

00O0O0] h

s=af+bhconQ12=1y Q24=1
t=ce+dgconQ31=1y Q43=1
u=cf+dhcon Q32=1y Q44=1
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Reduccion de multiplicaciones
de matrices

®©s=P1+P2
*P1=A1B1=a(f-h)=af-ah=QconQ12=1y
Q14 = -1
°* P2=A2B2=(atb)h=ah+bh=QconQ14 =1y
Q24 =1

©@t=P3+P4

.CP)§11=A:1383=(C+d)ezce+de=QC0nQ31=1y
°P4=A4B4=d(ge)=dg-de=QconQ41=-1y
Q43 =1

* P5=A5B5=(atd)(eth)=ae+ah+de+dh=Q
con Q11, Q14, Q41, Q44 =1

°* P5+P4-P2=ae+dh+dg—-bh=QconQ11, Q43,
Q44 =1y Q24 = -1
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Reduccion de multiplicaciones
de matrices

°* P6 =A6 B6 = (b-d)(gth)=bg+bh-dg-dh=
Q con Q23, Q24 =1y Q43, Q44 = -1
@r=P5+P4-P2+P6=ae+bg=Qcon
Q11, Q23 =1
@u=P5+P1-P3=ae+af-ce+dh=Q
con Q11, Q12, Q44 =1y Q31 = -1
* P7=A7B7=(ac)etf)=ae+af-ce—-cf=Q
con Q11, Q12 =1y Q31, Q32 = -1
@u=P5+P1-P3-P7=cf+dh=Qcon
Q31, Q44 =1
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Analisis

® El método Strassen no es tan estable numeérica-
mente como el método de la fuerza bruta ©(N3)

Las submatrices consumen espacio

Los metodos para matrices esparcidas son mas
veloces

® Actualmente no se sabe cual es el mejor algoritmo,
pues depende del tamano de la matrices

® Se usa Strassen para N>2006 12 0 8 y luego se
pasa al de la fuerza bruta, depende del caso

® El mejor tiempo esta entre O(N2-376) y Q(N?2)

®© @®
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Algoritmo de Strassen

® Qué hacer cuando N no esta en potencias
de 2

* Divida Ay B en 4 bloques
o Un bloque en potencia de 2
o Tres restantes son vectores

Ay A By by

dpq |dpo by | by

\ _/ \_ _/
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Algoritmo de Strassen

\

Ci1 [C1a | | AyyByq tabyy |A byptas by,

Ci Ci2 | (821 B11+a,, by, |a,; b12+322b22/

® A11 B11 se calculan por el méetodo de
Strassen y las otras por el metodo de la
fuerza bruta, lo cual no afecta la

complejidad T(N) = O(N!°g 7) para N>1
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estudios °.I.,' [SleBiejieiele
: _ en comp) Jeicios)
Matrices .

Solucion de sistemas de ecuaciones lineales

® Solucion del sistema: x1, x2, ..., xn que
satisfacen las ecuaciones

Ay1Xq T AxX, .t Ay X, = by, Ay 8y, ... 8y, X5
an1X1 t an2X2 LT annxn — b em an2 ann/ \Xn/

AXx =Db, siAno es singular=>x=A"1b

08/13/11 Postgrado en Computacién. Analisis y Diseno de Algoritmos (AyDA). Isabel Besembel.
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Sistemas de ecuaciones
lineales

® Tres casos:

1. El numero de ecuaciones < numero de
Incognitas => sistema subdeterminado,
soluciones infinitas

2. El numero de ecuaciones > numero de
Incognitas => sistema sobredeterminado,
no existe solucion

3. El numero de ecuaciones = numero de
Incognitas => sistema determinado si A es
no singular
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Descomposicion LUP

® Numeéricamente estable y mas rapido
® Descomponer A en tres matrices L, Uy P de
NXxN tal que: P A= L U, donde:
* L: matriz unidad triangular inferior
* U: matriz triangular superior
* P: matriz permutacion

© Ax=byPA=LU
* PAx=PDb
*LUx=PDb
* Siendo U x =y “sustitucion hacia atras”

L y = P b “sustitucion hacia adelante”
*Ax=PTLUx=P'Ly=P'Pb=0b

08/13/11 Postgrado en Computacion. Analisis y Disefio de Algoritmos (AyDA). Isabel Besembel.
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Descomposicion LUP

® Sustitucidn hacia adelante

Ly=PDb

Y1 = b,
LiYe + Y2 = by,
In1 Y +|n2y2 o F Yn = bn[n]

Rapidamente y; = br,, ;V, = bm, - (I, Y,)
Y3 = btz - (I31 Y1 4132 Y2)
En general: Y, = bn[i]—ii ;Y
=1
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Descomposicion LUP

® Sustitucion hacia atras
Ux=y
UgXq + UpXy F oo F U X = Yy

UpoXy + ... ¥ Uy X = Y,

unan = yn
Al igual que la sustitucion hacia delante:
Engeneral: X = vy, - ¥ u; X/ Uj

=i+
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Algoritmo de solucion con LUP

T [y())=bP()- 2= " L) yG) 1i=1,N
2 [x() = (y(0) - Zjmiea VUG x() Y UG T =0, 1, -1
Regrese x

( | 0 0
0.2 1 0 2 2 4 0 0
\ 0.6 05 | 0.2 1 0

(5 6 2 06 05 1

0 08 =06
\u 0 2.5

(0 0 1
1 0 0}).
\ 0 | u)

5 6 A:
0 08 =06
0 0 2.5

-y: Arreglo(N)De Real. Vector
auxiliar para calcular la
sustitucion hacia atras

-L: Arreglo(NxN)De Real.
Matriz triangular inferior

-U: Arreglo(NxN)De Real.
Matriz triangular superior

-X: Arreglo(N)De Real. Vector
solucion
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Calculode Ly U

® Descomposicion de A(NxN) no singular por
el metodo de Gauss

°* SiN=1=>L=ly U=A
* Si N>1 => dividir A en 4 partes

08/13/11 Postgrado en Computacion. Analisis y Disefio de Algoritmos (AyDA). Isabel Besembel.
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Algoritmo descomposicionLU

1 [U(k,k) = A(k,k) -k, i, j: Entero. Subindices
[ L(i,k) = A(i,k)/U(k,k) -L: Arreglo(NxN)De Real. Matriz
U(k,i) = A(k,i) ]i=k+1, N triangular inferior (L(i,k) mantiene los v
[[AG)) =AG) - LGk) Ukj) T1j=k+1, N (i) )
] i=k+1, N -U: Arreglo(NxN)De Real. Matriz
]k=1,N triangular superior (U(k,i) mantiene los
2 Regresel, U

2
3

5 13 5 19
19 10 23
10 11 31

(a)

1) ‘ 10 0 0
13 S5 31 00
19 1033)=(|4|n
10 11 31 2 ]

A
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Mejora al algoritmo LU

descomposicionLU calcula L y U pivoteando
los elementos de la diagonal para evitar la
division por cero

Mejora del algoritmo anterior: intercambio de
filas para evitar division por cero o por otro
valor muy pequeno, logrando dividir por los
valores grandes

Lo que equivale a multiplicar A por una matriz
permutacion Q

08/13/11 Postgrado en Computacion. Analisis y Disefio de Algoritmos (AyDA). Isabel Besembel.
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Mejora al algoritmo LU

Al final el algoritmo calcula Ly P en la
matriz A de tal modo que el
procedimien‘o termipa como

sl 1>
ij =
\
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Algoritmo descomposicionLUP

1 [pi()=i]li=1,N -k, i, j: Entero. Subindices
2 [p=0 -pi: Arreglo(N)De Real. Vector
[ si (JA(i,k)|] > p) entonces permutacion, si pi(i) = j indica que la i-
p = |A(i,k)]| ésima fila de P contiene un 1 en la
K =i columna j.
fsi ]i=k, N -p: Real. Variable auxiliar para calcular
si (p = 0) entonces el mayor

error(“Matriz singular”) -k’: Entero. Posicion del mayor
fsi

intercambie pi(k) con pi(k’)
[ intercambie A(k,i) con A(k’,i)]i=1, N
[A(i,k) = A(i,k)/A(k,k)
[AGL)) = A1) —AGLK)*A(k,j) 1) = k+1, N
]i=k+1, N
]k=1,N

O(N?3)
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ND

112 0 2 6
<J 3 3 4 -2
! 5 4 2

-1 -2 3.4 -1

=0

08/13/11

Ejemplo

Postgrado en Computacién. Analisis y Diseno de Algoritmos (AyDA). Isabel Besembel.
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ND

112 0 2 6
<J 3 3 4 -2
! 5 4 2

-1 -2 3.4 -1

=0

08/13/11

Ejemplo

K = 1
315 4 2
233 4 -2
112/0 2 .6
4|-1]-2 3.4 -1

Postgrado en Computacién. Analisis y Diseno de Algoritmos (AyDA). Isabel Besembel.

31



Ejemplo

K = 1

112 02 6 315 4 2 3B 4 2
<:2334-2 23|13 4 -2 2.6 0 1.6-3.2
B 5 4 2 112/0 2 .6 142 .4 -2
411 -2 34 -1 4|-1]-2 3.4 -1 4/-2 1 42 -6
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Ejemplo

K=1
112 0 2 6 3 o 4 2 3 o 4 2
<22334-2 21133 4 -2 2.6 0 1.6-3.2
B 5 4 2 1120 2 .6 1 .4 |-2 4 -2
4 -1 -2 3.4 -1 4|-1]-2 3.4 -1 41-2 F1 4.2 -6
K=2

5 5 4 2
0 1.6 -3.2

A =~ N O
H O
™~
1
N

-21-1 42 --6
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Ejemplo

K =1
112 0 2 6 3 15 4 2 3 B 4 2
<:2334-2 2|1313 4 -2 2|60 1.6-3.2
B| 5 4 2 112(0 2 .6 11 4|2 4 -2
41 -2 3.4 -1 4(-1]-2 3.4 -1 4)-2 11 4.2 -6
K=2
319 5 4 2 35 54 2
<2 6|0 1.6 -3.2 1| 4 4 -2
1.4 4 -2 2| 6|0 1.6 -3.2
A-21-1 42 -6 4/-2(-142 -6
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Ejemplo

K =1
112 0 2 6 3|5 4 2 3 b 4 2
<:2334-2 2(13(3 4 -2 2|6 0 1.6-3.2
B| 5 4 2 112/0 2 6 1.4 |2 4 -2
411 -2 34 -1 4-1]-2 3.4 -1 4/-2 1 4.2 -6
K =2
3|5 5 4 2 315 5 4 2 35 5 4 5
<2 6|0 1.6 -3.2 1| % 4 -9 1l 4 Y —
Tap 4 -2 2| .60 1.6 -3.2 2| 6|0 [1.6 -3.2
Al-21-1 4.2 -6 4|-2|-142 -6 4.2l 5la -5
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o
4

Ejemplo

5 4 2

2 4 -2

.06
-2

~ N -~ O

08/13/11

0 1.6 -3.2
-.5 -.5

Postgrado en Computacién. Analisis y Diseno de Algoritmos (AyDA). Isabel Besembel.
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Ejemplo

3|5 5 4
11.4|-2 4
2.6 0 [1.6
41-.2 -5
08/13/11

K=3
2 3|5 5 4 2
-.2 114 (-2 4 -2
-3.2 41-2 .5 -.9
-.5 2/-6 0 1.6 |-3.2

Postgrado en Computacién. Analisis y Diseno de Algoritmos (AyDA). Isabel Besembel.
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3|5 5 4
11.4|-2 4
2.6 0 [1.6
41-.2 -5
08/13/11

K=3
2 3|5 5 4 2 315 5 4 2
-.2 114 (-2 4 -2 114 2 4 -2
-3.2 41-2 .5 -.9 41-2 .5 -.9
-.5 2/-6 0 1.6 |-3.2 2|6 0 |4 | -3

Postgrado en Computacién. Analisis y Diseno de Algoritmos (AyDA). Isabel Besembel.
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K=3

3|5 5 4 2 3|5 5 4 2 3|5 5 4
1142 4 -2 114 -2 4 -2 114 12 4
<‘,2 6 0 N6 -3.2 41-2 5 -5 41-2 5
41-2 -5 .5 2/-6 016132 [|6 0 |4
0010 ) 20 26) (1000 ) (5542
1000 33 4 -2 4100 02 4-2
000 1 55 4 2 22510 004 -5
0100 1-2 3.4 -1 60 41 000 -3
\ J \ J \ J \

= A L U

Postgrado en Computacién. Analisis y Diseno de Algoritmos (AyDA). Isabel Besembel.
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‘: estudios de;p Sfejelele
‘ en CompuiceIes
Matrices —

Inversion de matrices

@ Calculo utilizando la descomposicion LUP

® Usando el algoritmo soluLUP se obtiene la solucion
de A x = b en ©(N?), por lo que se pueden resolver k

sistemas A x = bk en ©(kN?)

® La ecuacion A X = | denota un conjunto de N sistemas
de ecuaciones, donde Xi es |a i-esima columna de X'y
Zi la i-esima columna de |

® A Xi = Zi se resuelve con la descomposicionLUP para
cada Xi en O(N?)

® Con descomposicionLUP de A en ©(N3), la inversa de
A se determina también en G(N>3)

08/13/11 Postgrado en Computacién. Analisis y Diseno de Algoritmos (AyDA). Isabel Besembel. 40



Inversion de matrices

En forma matricial:

Aqq Q45 A437

dsq Ays Asj

@34 A3y Ag3-

A*A1=In

ser A1

Aqq A4 Q437

dyq Ays Apg

Q34 A3y Az3-

- Xqq Xq2 X431

Xy Xoo Xo3

_x11 - e
X | = |0
L X3q - L0 -

| X34 X35 X33-

-1 0 0 -
010
0 0 1.

por lo cual A*X = In X debe

Resolviendo por descomposicion LUP n
veces se puede calcular A" de A en 6(n3)

08/13/11
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Equivalencia entre multiplicacion
e inversion de matrices

® Teorema 28.7: si |(N) es el tiempo para invertir
una matriz NxN,donde I(N) = Q(N2) e I(N)
satisface la condicion de regularidad donde |
(B3N)=0O(I(N)), entonces la multiplicacién de dos
matrices NxN tiene O(I(N))

® Teorema 28.8: suponga que la muItiflicacién de
dos matrices NxN es en M(N)= €©2(N4) y M(N)
satisface dos condiciones de regularidad M(N
+K)=0 con O<k=N y M(N/2) =< cM(N) para alguna
constante c < 2. Entonces el calculo de la
iInversa de cualquier matriz NxN no singular
tiene O(M(N))
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estudios CePLSWIEEY
en CompuiceIoN
Matrices

Trazado de curvas por aproximacion de minimos
cuadrados

® Lema 28.9: Cualquier matriz NxN definida positiva es
no singular

® La k-ésima submatriz lider Ak se forma con la
iInterseccion de las primeras k filas con las k primeras
columnas de A

® Lema 28.10: Si A es una matriz definida positiva
simétrica, entonces cada submatriz lider de A es
definida positiva y simétrica

® Corolario 28.12: la descomposicionLU de una matriz
simétrica definida positiva nunca causa una division
por cero
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Aproximacion de minimos
cuadrados

@ Se tienen un conjunto de m puntos (x1,y1),
(x2,y2), ..., (xXm,ym)
(-1,2), (1,1), (2,1), (3,0), (5,3)

® Se sabe que la medicion de los yi esta sujeta a
cierto margen de error

® Determinar F(x) segun yi = F(xi) + mi, con i=1,
...,m Yy donde los errores por aproximacion n|
sean minimos

© Si se asume F(x) =  c;f(x) para constantes ¢, y

f.(x)= x-1, ello implica un polinomio de j-1 grados

j
- 2 1
F(x)=c,+Cc,x+C x>+, . +C X"
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Aproximacion de minimos
cuadrados
Sea A;; = fi(x;), ¢ = (c,) el vector de coeficientes y

n = Ac—Y el vector de los errores de
aproximacion

filxy)  falxy) x| [ a

Nilx2)  falxa) fnlXx2) C2

Nxm)  folxm) ... fa(Xm) Cn ) 2 d “ )
InlF = lAc— ylI> =) " Y aye; — w

,l'= 1

s (1) i=|
F(.\'z)
d " n “2 m n
F(.\'m) = : Z a:}'(‘j et .\‘.' ad;r = 0
i

Las n ecuaciones son equivalentes a (A c —
VITA=06AT(Ac—-y)=0=>ATAc=ATy
(ecuacion normal) c = ((AT A)TAT) y=A'y
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Aproximacion de minimos

cuadrados
® Seleccion de F(x)=c,+C,x+C;X?
1 X4 X42 1 11
1 X X2 1 1 1
1 X5 X532 1 2 4
A= 11 x, x2 | = |1 3 9
-1 Xg XgZ - -1 5  25-
® Aplicando la ecuacion (-1,2), (1,1), (2,1), (3,0), (5,3)

C=A"y

Donde c es el vector de los coeficientes
buscados para el polinomio y A* = (AT A)-1AT
es la matriz seudoinversa de A
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Aproximacion de minimos
cuadrados

® Calculando la matriz seudoinversa
) 3 2 N -1

A+=1-388 .093 .190 .193 -.088

.06 -.036 -.048 -.036 .06

© Se obtiene c =y A (-12), (1), 2.1), (3,0), (53)
12007 [2] .
o 3 2 N -1
C=|-.137 |5 -388 .093 .190 .193 -.088

1
1
06 -. -.048 - :
214_ g I 036 8 -.036 06_

® Se sustituye en el polinomio
F(x)=1.2-.757 x + .214 x?
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Trazado de curvas por aproximacion
de minimos cuadrados

F(x) = 1.200 - 0.757 x + 0.214 x2

| | | |
1 2 3 4 5
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Aproximacion de minimos
cuadrados

® Se soluciona la ecuacion multiplicando
por la transpuesta de Ay luego
encontrando la descomposicion LU de
JAAN

@ Si A tiene rango completo, la matriz AT A
no es singular, ya que ella es simetrica y
definida positiva
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