10.

11.

Profesor Gudberto Leén TeO"’G EstqdllSﬁCG |

Universidad de Los Andes - Facultad de Ciencias Econdmicas y Sociales - Escuela de Estadistica — Departamento de Estadistica

Guia de Ejercicios No. 3

Tema 2: Distribuciones de funciones de variables aleatorias

Suponga que X y Y son variables aleatorias independientes con las siguientes funciones de probabilidad:

PX=x)=% x=123 y P(r=y=22; y=123
Usando la técnica de la funcidn generatriz de momentos, encuentre las distribuciones de:
a X+vY b. X-Y
Sean X;,X,, ..., X, variables aleatorias i.i.d , cada una con funcién de probabilidad :
£, G0 = { p* (1—p)*™* para x=0 0 x=1
: 0 en otro caso

Encuentre: a. M;,?:lxi b. Diga qué distribucion sigue Y = 7, X;. Justifique su respuesta.
Sean X4, X, ..., X, Vvariables aleatorias independientes, cada una con funcién de probabilidad fxi("i) = le M 1((;20) y

A > 0. Encuentre: a. M(?_lxi
Suponga X tiene distribuciénl%ormal con media O y varianza 1. Sea Y = X2, encuentre la distribucion de Y. [Tomado
de Mood A., Graybill F., Boes D. (1974), p. 190].

Sean X; vy X, dos variables aleatorias independientes con distribucién normal estandar. Sean:

Vi=g. X, X)=X+X, y Y,=g9,(X,X;) =X, —X;. Encuentre:

a. Ladistribucién conjuntadeY; yY,. b. ¢SonY; yY, independientes?

[Tomado de Mood A., Graybill F., Boes D. (1974), p. 190].

b. Diga qué distribucién conocida sigue Y = Y, X;. Justifique su respuesta.

(X2— X1)*

Sea X, y X, dos variables aleatorias independientes con distribucién normal estandar. Sea Y = . Encuentre la

distribucion de Y. Use la técnica de la funcion generatriz de momentos. [Tomado de Mood A., Graybill F., Boes D.
(1974), p. 191].

Sea X cualquier variable aleatoria continua con funcidn de distribucion FX(") y funcién de probabilidad fX(x). Demuestre
que la distribucién de Y = FX(") es uniforme en el intervalo [0,1]. [Tomado de Khazanie, R., (1976), p. 447]

Si X1, X,, ..., X, son variables aleatorias independientes y la funcion generatriz de momentos de cada una existe para
todo —h < t < h paraalgin h > 0, ysea Y = Y7, X;, demuestre que M" = [T, M)((?,

Suponga que X;, X5, ..., X;, son variables aleatorias independientes distribuidas Poisson, X; tiene parametro A;. Halle la
distribucién de Y = Y™, X;. [Tomado de Mood A., Graybill F., Boes D. (1974), p. 193].

Sean Xy, X», ..., X,, variables aleatorias independientes tales que X;~N (u;, a?). Halle la distribucion de:

a. Y =aX;,conag €R c. U=X,+X, o §=ZimXi

b. W =YL, axX, d V=X —X, "

Sea X una variable aletoria con funcién de masa de probabilidad dada por fX(x) = % I{(f,)m}. Encuentre la distribucién de
Y = X2

Si X una variable aletoria con funcion de masa de probabilidad dada por fX(x) =1

= lf01,234 Encuentre la

distribucionde Y = (X — 2)2.
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Sean X; (i =1,2) \variables aleatorias discretas independientes, tales que fx; — o121 Halle la

distribucion de Y = X; + X,. Diga qué distribucion conocida sigue Y =}, X;. Justifique su respuesta.

Si X tiene la distribucion exponencial dada por f(x) = e I

(0,00)" obtenga la densidad de probabilidad de la variable

aleatoria Y = +/X. [Tomado de Freund, J. y Walpole, R. (1987), p. 255].

Supdngase que X tiene una distribucién Beta. ;Cual es la distribucién de Y = —Ln X? [Tomado de Mood A., Grayhill
F., Boes D. (1974), p. 200].

Suponga que X tiene la densidad Pareto £ = gx=6-11)

(1,00 S€ desea hallar la distribucion de Y = LnX. [Tomado de
Mood A., Graybill F., Boes D. (1974), p. 201].

Sea X una variable aleatoria cuya funcién de densidad de probabilidad es f)EX) = % Iﬁ‘)

,00

y yseaY=g(x) =e™
Determine la funcion de densidad de probabilidad de Y. [Tomado de Quesada, Pedro. (1987), p. 233].

Suponga que X es una variable aleatoria cuya funcién de densidad de probabilidad es f(x) = 3x? 1% . Determine la

(0,1)°
funcién de densidad de probabilidad de Y = 1 — X2. [Tomado de DeGroot, M. (1986), p. 147].

Sea X una variable aleatoria continua con densidad fX(x), y seaY = g(x) = X2 . Halle la funcién de probabilidad de

Y si: a [ = (%) e ¥l 1((20,00)

2
b £ =2+ D IE,)

[Tomado de Mood A., Graybill F., Boes D. (1974), p. 201].

Sea X~f = 2x I Encuentre la densidad de Y = 8X3.

(0,1)

Sea X; (i = 1,2) variables aleatorias independientes con densidad dada por fx(ixi) = e‘xil((g’;). SeanY; =X, +X, y

X
Y2 = 1 .
X1+X,

a. Encuentre la distribucién conjuntade ¥; y Ys.

b. ¢Y; y Y, sonvariables aleatorias independientes? Justifique su respuesta.

Si la densidad conjunta de X; y X, esta dada porfx(f}(‘:” = I((;fll)) I(((’]‘j)). Determine:

a. Ladensidad conjuntadeY; =X; +X, vy Y, =X,.

b. Ladensidad marginal de Y;. Diga qué distribucion de probabilidad conocida sigue Y;. Justifique su respuesta.

[Tomado de Freund, J. y Walpole, R. (1987), p. 263].

Suponga que X; Yy X, son variables aleatorias independientes, cada una distribuida uniformemente sobre el intervalo

(0,1). SeanY; =X, +X, vy Y, =X, — X;. (Tomado de MGB, p.205)

a. Grafique el recorrido de los valores de X; y X,.

b. Grafique el recorrido de los valoresde Y; y Y,.

c. Halle la funcidn de densidad de Y;. Diga qué distribucion de probabilidad conocida sigue Y,. Justifique su
respuesta.

d. Halle la funcion de densidad de Y,. Diga qué distribucion de probabilidad conocida sigue Y;. Justifique su
respuesta.

[Tomado de Mood A., Graybill F., Boes D. (1974), p. 205].
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23. Sean X; y X, dos variables aleatorias independientes con distribucion normal estandar. Sea, YV, =X, + X, y ¥, = ;ﬁ
2

a. Encuentre la distribucién marginal de Y,.
b. Diga qué distribucion de probabilidad conocida sigue Y;. Justifique su respuesta.
[Tomado de Mood A., Graybill F., Boes D. (1974), p. 206].
24. Suponga que X; tiene una densidad gamma con pardmetros n; y A para i =1,2. Asuma que X; Yy X, son
independientes. [Tomado de Mood A., Graybill F., Boes D. (1974), p. 207].

a. Encuentre la distribucion conjuntade Y; = X; +X, VY, = %
2
b. Halle la funcién de densidad de Y;. Diga qué distribuciéon de probabilidad conocida sigue Y,. Justifique su
respuesta.
c. ¢Y; Y Y, sonvariables aleatorias independientes? Justifique su respuesta.

25. Suponga que X; tiene una distribucion gamma con pardmetros n; y A para i = 1,2, y asuma que X; y X, son

independientes. Halle la distribucion de Y; = Xxﬁ [Tomado de Mood A., Graybill F., Boes D. (1974), p. 208].
1 2

26. Asuma que X; Y X, son variables aleatorias independientes con distribucion normal estandar. Sea, ¥, = X? + X2 y
Y, = X,. [Tomado de Mood A., Graybill F., Boes D. (1974), p. 210].
a. Encuentre la densidad conjuntade Y; y Y,.
b. Encuentre la densidad marginal de Y;. Diga qué distribucion de probabilidad conocida sigue Y;. Justifique su
respuesta.
27. Sean X;, X, y X5 variables aleatorias independientes, cada una con distribucion normal estandar. Ademas, Y; = X,

Y,=X, +X,)/2 y Y3 =(X, +X,+X3)/3. Halle la densidad fy(;'3). [Tomado de Mood A., Graybill F., Boes D.
(1974), p. 211].
28. Si X es una variable aleatoria continua tal que X~FX("), encuentre:

a. LadensidaddeY =aX+ b b. Ladensidad de W = X?

29. Si la densidad de probabilidad de X esta dada por f)Ex) = 6x(1 —x) Ig_)l), determine la densidad de probabilidad de

Y = X3. [Tomado de Freund, J. y Walpole, R. (1987), p. 246].

30. Sea la variable aleatoria continua X que tiene funcion de densidad de probabilidad dada por X(x) = e‘xl(((’)flo).

Encuentre la funcion de densidad de Y = e* usando la técnica de la funcion de distribucion. [Tomado de Khazanie, R.,
(1976), p. 202]

31. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad de probabilidad dada por fX(x) = 2x 1(((9)6,)1)1 halle la funcién de

densidad de Y = ﬁ Use la técnica de la funcion de distribucién. [Tomado de Khazanie, R., (1976), p. 207]

32. Suponga que X esta uniformemente distribuida sobre el intervalo [—m,]. Mediante la técnica de la funcién de
distribucion, encuentre la distribucion de: [Tomado de Khazanie, R., (1976), p. 202]
a. Y =—Cox(X) b. w=|X]|

33. Suponga que X y Y son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con densidad

(x) 62} (x)
=R =1

(o,1y- Encuentre la distribucionde Z = X +Y. Use la formula de la convolucion.
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[Tomado de Mood A., Graybill F., Boes D. (1974), p. 186].
Sean X y Y variables aleatorias con funcion de densidad de probabilidad conjunta dada por:

) _ {Ze‘("“’) si 0<y<x<o
Xy 0 en otro caso

Encuentre la distribucidnde Z = X + Y. [Tomado de Khazanie, R., (1976), p. 358]

La funcion de densidad de probabilidad conjunta de X y Y estad dada por f)((fc};y) = i—z 1[(1’20) I[((ﬂ].

Encuentre la
distribucion de Z = X + Y. [Tomado de Khazanie, R., (1976), p. 359]
Determine la funcion de densidad de probabilidad de la variable U = X + Y, donde X y Y son variables aleatorias

independientes con funciones de densidad de probabilidad dadas por:

1
fX(x) = Z I((ﬂ,z) y y(y) = (y + 1)1((52'0] + (1 —}’)1(((3;)1]
[Tomado de Quesada, Pedro. (1987), p. 254].

Suponga que X y Y son variables aleatorias independientes, cada una distribuida uniformemente sobre el intervalo

(0,1). Encuentre la funcion de densidad de probabilidadde Z = XY y U = %
[Tomado de Mood A., Graybill F., Boes D. (1974), p. 188].
Sean X;,X,,..,X, \variables aleatorias independientes. Ademas, Y, = min(Xy,X,, ..., X,) y

Y, = max(Xy, X5, ..., X,,). Pruebe que:
a. Fy(ny) = [liz, Fx(iy)
b FY =1-TIL,[1- £
Sean Xi,X,,..,X, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con funcidén de distribucion
acumulada comun FX("). Ademas, Y; = min(Xy, X5, ..., X,) y Y, = max(Xy, X5, ..., X,,). Pruebe que:
a Fy(ny) - [FX(y)]"
b FY =1-[1-F"

O _ [
C. Jy, _n[FX ] X

-1
o _ [ (y)]" 62)
d f7 =n|l-F fx
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