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Capitulo 1

Loégica de Proposiciones

1.1 Proposiciones y proposiciones légicas

La Légica trata de las propiedades de las oraciones o proposiciones, de la composicién de
las proposiciones simples para formar compuestas, y de la deduccion de unas proposicio-
nes a partir de otras. Se ird viendo que la Logica no abarca el lenguaje comun sino que
es como un modelo simplificado de tal lenguaje. Tal simplificacion disminuye el poder
representativo, pues sélo una parte de los enunciados del lenguaje comin pueden ex-
presarse, pero permite una mayor precision en la expresion y un poder deductivo muy
superior al del lenguaje corriente dentro del ambito que puede representar.

Es conocido que a las proposiciones (o por lo menos a ciertas proposiciones) se les puede
asignar el calificativo falsa o verdadera.

En este texto se representaran la proposiciones por letras mintsculas y los valores verda-
dero y falso por V y F respectivamente. Asi p=F significa que la proposicién p tiene el
valor de verdad F, es decir que es falsa.

Ejemplo 1.1.1

Decir a cuales de las proposiciones siguientes se les puede asignar uno de los valores V
o F. Justificar la asignacién. Si hay dudas decir en base a qué se podria hacer una
asignacion y en los casos en que ello no sea posible decir cuales son las dificultades.

q= “3 es mayor que 2” q=V
p= “El cielo esta nublado” p=_
s= “Estaba vivo pocos minutos antes de mo- s=__
rir”

t= “Por favor, hable un poco mas lento” t=__
z= “0Ojala que llueva” Z=__
r= “;Quién ha llegado?” r=__
u= “La proposicién u es falsa” u=__
v= “El rey de Venezuela no es ateo” v=__

En lo que sigue se tratara sélo de las proposiciones a las cuales puede asignarse un valor
V o F. Tales proposiciones suelen denominarse proposiciones légicas. Se llamaran



Carlos Domingo 2

simplemente proposiciones. Se ve pues que la légica trata solamente de una parte del
lenguaje corriente o natural. Por otra parte queda claro que para muchas proposiciones
el criterio de asignar el valor V o F necesita de conocimientos ajenos a la logica.

1.2 Proposiciones simples y compuestas

En el lenguaje natural se pueden formar proposiciones compuestas de varias proposi-
ciones. Usualmente estdn unidas por conjunciones (y,ni,0) por preposicién y adverbio
(si...entonces...) o por verbos (implica).

Se plantea el problema de si es posible asignar un valor de verdad a la proposicién com-
puesta cuando se conocen los valores de verdad de las componentes.

Es usual llamar a las proposiciones simples atémicas y a las compuestas féormulas.

Ejemplo 1.2.1

Vea si puede asignar un valor V o F a las siguientes proposiciones compuestas suponiendo
diferentes valores para las componentes. Senalar dificultades y ambigiiedades.

p="El perro estd durmiendo y el gato esta despierto”.
q="“Si un entero es multiplo de 6 entonces es multiplo de 3”.
r="Si llega Pedro entonces se hace la reunion”.

s=“Lo dijo o no lo dijo”.

t="“Un pan es un pan o Ecuador esta en Europa”.
u="“Es un satélite si y sélo si gira en torno a otro astro”.
v="“Cay¢ del arbol y se fracturé un hueso”.

w="Se fracturé un hueso y cayé del arbol”.

x="“3 mas 4 es 7 y 8 es divisible por 5”.

y="“No ha llegado”

z="“No es cierto que Miguel ha llegado”

m=“Llueve, implica que esta nublado”

En los ejemplos se puede ver que las proposiciones componentes estan unidas por ciertos
términos de conexién (conjunciones, preposiciones, verbos, adverbios etc.) y que la ver-
dad de la proposicién compuesta depende de la naturaleza de dichos conectivos (y, o, si..
entonces, si y sélo si). Se ve también el uso del modificador no o no es cierto que. En
la Légica Proposicional se introducen conectivos para formar proposiciones compuestas.
Tales conectivos no se corresponden exactamente con los del lenguaje corriente antes men-
cionados. Se los define de manera que sean ttiles en las Matematicas y la Computacién.
Los conectivos se consideraran operadores (como los de la Aritmética) que actuando
sobre una o dos proposiciones producen una nueva proposiciéon. El valor de verdad de la
proposicion compuesta depende de los valores de verdad de los operandos. Veamos como
se definen tales valores y una justificacion informal de las definiciones.

e Operador unario negaciéon: — o bien —.

Equivale al no del lenguaje natural. Puesto delante de una proposiciéon cambia su
valor de verdad. Si p = F entonces es -p = V. Si p =V entonces —-p = F.
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e Operador binario conjunciéon A.

Es semejante al conectivo y. Toda ambigiiedad se elimina definiendo p A ¢ como
verdadero si y solamente si p = V' y ¢ = V, es decir si ambos componentes son
verdaderos. Se ve en los ejemplos 1.2.1 v w que en el lenguaje corriente el conector y
puede tener un significado de que el primer componente expresa la causa o antecede
del segundo. Tal significacion no se atribuye al conector A. El ejemplo 1.2.1 x
podria ser considerado como parcialmente cierto pero poniendo el conector A se lo
considera falso ya que la 16gica proposicional no acepta otros valores que V o F para
el valor de verdad de las proposiciones.

e Operador binario disyuncién: V.

Es semejante al conectivo o pero no exclusivo. La ambigiiedad se elimina definiendo
pV q como verdadero si p =V o bien ¢ = V o bien si ambos son V', es decir, si algin
componente es verdadero. Las expresiones ordinarias con “o” suponen una relacion
de exclusion entre las dos proposiciones, tal como se ve en el ejemplo anterior.

e Operador binario implicacion: D.

Es semejante al conectivo si...entonces del lenguaje natural. En que forma se debe
asignar el valor de verdad a p D ¢ cuando se dan valores a p y ¢ ha sido objeto
de muchas discusiones desde la antigiiedad.! Es m4s inteligible el problema si
razonamos partiendo de la verdad de la proposicion compuesta p O ¢. Supongamos
que la compuesta es verdadera. Entonces si p es verdadera es claro que también lo
es ¢ segun el significado corriente del si..entonces. Por otra parte si p es verdadera y
q es falsa es claro que la implicacion que se esta asegurando en la compuesta p D ¢
es falsa, es decir no es correcto hacer tal implicacién. Tenemos pues:

Sip=Vyg=Vresultap>Ddqg=V
Sip=Vyqg=FresultapDdqg=F

El problema se presenta cuando p es falsa, en cuyo caso el lenguaje corriente nada
aclara, pero el modelo logico debe asignar un valor.

Es claro que p D p debe ser siempre verdadera, cualquiera sea el valor de p (“Si
Aristételes era francés entonces Aristételes era francés”, es verdadera). Para que eso
ocurra debe admitirse que si ambos operandos son falsos la implicacion es verdadera.
(esto se expresa en la ironia del lenguaje comun:“ Si este texto de Légica estd claro
entonces yo soy el Emperador de China”, donde se supone la implicacion verdadera
y ambas proposiciones falsas). Se tiene pues:

Sip=Fyqg=FresultapDqg=V

Las discusiones en Museo de Alejandria (siglo II) parecen haber llegado a molestar al gran poeta
Calimaco que escribié el famoso epigrama: “Hasta los cuervos en los tejados graznan acerca de cuales
implicaciones son verdaderas”

Notas de Légica para Computacién Enero, 1997
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Queda por resolver el caso p = F ¢ = V. Esto se decide por la conveniencia de
que la relacién de implicacién sea asimétrica como lo es en el lenguaje corriente (“Si
llueve entonces estd nublado” no equivale a que “Si estd nublado entonces llueve”).

Si se admitiera que en este caso p D ¢ fuera falsa entonces resultaria que p D ¢
equivaldria a ¢ D p lo cual no se quiere (ver tablas de verdad més adelante). Es por
lo tanto adecuado que en este caso se defina:

Sip=Fyqg=Vresultap>qg=V

En conclusion la implicacion sélo es falsa si el primer operando es verdadero
y el segundo operando es falso.

e Operador binario equivalencia: =.

Este equivale al conectivo si y solamente si del lenguaje corriente. También se
expresa por equivale a . Es claro que la equivalencia es verdadera si y sélo si ambos
operandos tienen el mismo valor de verdad.

Las definiciones de los operadores anteriores quedan pues definidos por las siguientes
tablas, llamadas tablas de verdad que dan los valores de verdad que resultan
cuando aplicamos los operadores a dos proposiciones.

P q —p pAg pVq pOq p=(q

vV V F \Y \Y \Y \Y

vV F F F \Y F F

F vV V F \Y \Y F

F F V F F \Y \Y

Asi por ejemplo cuando p es V y g es F (segunda linea) se ve que p D ges F y pVgq
es V.

Ejercicio 1.2.3

Usando tablas de verdad probar la equivalencia de las férmulas siguientes:

“(pANg)=-pV—q

—(pVaq) =-pA—q

estas relaciones son conocidas como Leyes de De Morgan y son muy utiles para
transformar conjunciones y disyunciones.

pPDOqg=-pVyg

en algunos textos se toma esta relacion como una definicion de implicacion.

r=¢)=@>D9 N (@Dp)
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La implicacion es importante en el razonamiento matematico. En él se usa la expresion:
“p es condicion necesaria de ¢”
o mas detalladamente:
“para que ¢ sea verdadera es necesario que p sea verdadera”
Esta afirmacion equivale a que ¢ D p es verdadera, pues en el caso de que la implicacion
sea verdadera, para que sea verdadera ¢, debe necesariamente ser verdadera p.

P q ¢gDp
VvV V. V
V F V
F V F
F F V

Que g D p es verdadera significa que estamos en los dos primeros casos, o en el ultimo, y
para que sea q=V debe ser necesariamente p=V. Pero esto tltimo no es suficiente pues la
segunda linea muestra que la implicacion puede ser V y p puede ser V y sin embargo q ser
F. Asi cuando ¢ D p, p es condicién necesaria para la verdad de ¢, pero no es suficiente.
Asi cuando a partir de ¢ deducimos, por algin razonamiento aceptado, la verdad de p
s6lo hemos demostrado que esta p es una condicion necesaria de la verdad de ¢, pero no
suficiente.
Otra expresién usada es:
“p es condiciéon suficiente de ¢”

o mas detalladamente:

“para que ¢ sea verdadera es suficiente (basta) que p sea verdadera”
Esta equivale a que p D q es verdadera, pues en el caso de que asi lo sea y p es verdadera
también lo es q. Pero no es necesario que p sea verdad para que ¢ lo sea pues también
puede ser p falsa y ¢ ser verdadera. Esto se ve en la tercera fila de la tabla:

P 94 pog
v vV 'V
V F F
F vV 'V
F F \Y

Asi cuando a partir de p deducimos, por algin razonamiento aceptado, la verdad de ¢
solo hemos demostrado que esta p es una condicion suficiente de la verdad de ¢, pero no
es una condicién necesaria.
Por 1ltimo:

“p es condicién necesaria y suficiente de ¢”
o bien:

“q siy solo si p”

equivale a p = ¢ . Esta equivalencia suele expresarse: p < ¢

Ejercicio 1.2.4

Demostrar que para que una condicién p sea necesaria y suficiente para ¢ basta demostrar:
que p implica ¢ y que ¢ implica p
o bien:
que p implica ¢ y que —p implica —q.

Notas de Légica para Computacién Enero, 1997
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Ejercicio 1.2.5

Hallar ejemplos de condiciéon necesaria pero no suficiente, de suficiente pero no necesaria
y de necesaria y suficiente con casos de divisibilidad de enteros.

Un literal es una proposicion simple p o una proposicién precedida de una negacién. Asi
p, q, —r, —p son literales. Pero p A ¢ no es un literal sino una férmula

1.3 Férmulas proposicionales

A partir de estas proposiciones formadas por la negacion de una proposicion y de la union
de dos proposiciones simples mediante los conectivos

NV, D=
se pueden construir formulas mas complicadas mediante las siguientes reglas de construc-
cion:
e Toda proposicion es una formula.

e Si X e Y son formulas entonces:
(=X),(XAY),(XVY),(XDY),(X=Y),(X)

son también férmulas.

e Aplicando las reglas anteriores un numero finito de veces se obtienen todas las
formulas. En algunos textos las férmulas asi formadas se denominan férmulas
bien formadas.

En lo anterior se han denotado las formulas por letras maytsculas y los paréntesis tienen
el significado usual en Matematicas.

Pueden ahorrarse paréntesis si las operaciones se hacen de derecha a izquierda y en el
orden de precedencia: =, V, A, D,= (V y A son de igual precedencia. Asi por ejemplo:

r ApV g D q D —r se interpreta:

((((r Ap)V(=q)) Dq) D (=r))

Las reglas de construcciéon anteriores sirven también para reconocer si una hilera de
simbolos es 0 no una féormula. Para ello se siguen las reglas siguientes:

e Se recorre la expresion de izquierda a derecha mientras no se pueda definir la ultima
parte recorrida como férmula

e Si lo ultimo recorrido es una férmula sustituir por “férmula” y continuar el recorrido

e Si al terminar el recorrido el total se reduce a una formula se ha reconocido la
expresion original como férmula. Si no la expresion no vale como férmula.

Notas de Légica para Computacién Enero, 1997
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Ejemplo 1.3.1

(=(AD>B)) > C) > (RD(=5)))
en los pasos sucesivos se identifican como “férmulas” las siguientes expresiones :
A,B,(AD B)

(=(4 > B))

CW(ADE

5, (=5)

( D (=5))
((=(A>B)) 5C) > (R > (5)))

)
)2 C)

Ejercicio 1.3.1

Ver por el procedimiento anterior que:
((=(A D> B)) > C)=(R D (=5)))

no es una férmula.

Ejercicio 1.3.2

Disenar un algoritmo que lea una hilera de simbolos y decida si es 0 no una férmula.
Cuando no hay posibilidad de confusién pueden omitirse los paréntesis. Se hace la con-
venciéon de que el signo — se considera antes que el D .

La férmula del ejemplo 1.3.1 puede escribirse:

(-(ADB)D>C)D(RDAS)

Puede verse que los operadores A, V,= pueden ponerse en funciéon de = y de D . Por lo
tanto con las reglas de construcciéon vistas se pueden reducir a :

(=X), (X 2Y),(X)

y todavia construir todas las férmulas del calculo proposicional.

Ejercicio 1.3.3

Demostrar la afirmacion anterior. Usar los resultados del ejercicio 1.2.3.

Por tultimo todos los operadores pueden deducirse del operador binario “y negativo”
(nand) que se representa 7. Aplicado a dos operandos da F si y s6lo si ambos son verda-
deros.

13
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Ejercicio 1.3.4

Ver que -p=pTp
Hallar la expresién de D en funciéon de 1

1.4 Foérmulas consistentes. Tautologias. Deduccion

Un problema de gran importancia en la aplicacién de la légica es el de verificar si una
cierta proposicion, o en general cierta férmula proposicional es o no deductible de un
conjunto dado de formulas. Tal problema equivale a saber si una demostraciéon ha sido
correctamente hecha o no, o dicho de otra forma, a saber si es licito concluir algo de un
conjunto de proposiciones o férmulas aceptadas. Para atacar este problema es necesario
introducir una serie de conceptos nuevos.

Una interpretacién o modelo de una férmula es una asignacién de un valor de verdad
a cada una de sus componentes.

Ejemplo 1.4.1

p D —q tiene una interpretacién si ponemos p = V ¢ = V. En esta interpretacion la
férmula toma el valor F, en otras interpretaciones podria tomar otro valor.
Una férmula es consistente si puede ser verdadera para alguna interpretacion.

Ejemplo 1.4.2

La férmula del ejemplo anterior es consistente. La férmula p A —p no es consistente.
Una féormula que no es verdadera para ninguna interpretacion se llama inconsistente.
La consistencia o inconsistencia se puede averiguar por tablas de verdad o transformando
la férmula en otra en que sea obvia la consistencia o inconsistencia.

Ejercicio 1.4.1

Averiguar la consistencia de p A =g
Una férmula se dice valida si es verdadera para toda interpretacién posible.

Ejemplo 1.4.3

pV —p es valida.

Las férmulas validas se llaman también tautologias.

Una férmula consistente pero no valida se denomina contingente. Para alguna interpre-
tacién es V, para alguna otra es F.

Para explicar el principio de deduccién comenzamos con la definiciéon de consecuencia
légica de un conjunto de férmulas (hipdtesis).

Si S es un conjunto de férmulas y A una férmula entonces:

Sk A

Notas de Légica para Computacién Enero, 1997
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significa que todas las interpretaciones que hacen verdaderas todas las férmulas que
pertenecen a S hacen también verdadera a A. Se dice también que A es consecuencia
légica de las férmulas de S. Para que no lo sea se requiere que exista una interpretacion
que haga verdaderas todas las férmulas de S y haga falsa A.

Notese que esta definicién no coincide totalmente con lo que se entiende cominmente por
consecuencia. Es por ejemplo claro que, segin el lenguaje corriente, tal denominacion
se aplica a:

{rDqqDryEPDT

donde la consecuencia se debe a la propiedad transitiva de D que se prueba con tablas de
verdad. Pero segun la definicién también es:

{pD>gqnravriEpDr

o bien:

{s} E(A(pV-p)

Ejercicio 1.4.3

Probar que estas dos iltimas afirmaciones se ajustan a la definicién de consecuencia logica.
Si el conjunto S es cualquiera y A es una tautologia es siempre S = A pues ninguna
interpretacion hace falsa A. En particular si el conjunto S es vacio y A es una tautologia
es:

Sk A

Por eso para indicar que A es una tautologia se indica abreviadamente:

EA
Veremos en lo que sigue como puede verse si una férmula es o no consecuencia légica de
otras. Una forma es usar la importante relacién entre consecuencia légica e implicacion.
Si H y C son férmulas entonces C' es consecuencia 1ogica de H (es decir: {H} =C) siy
solo si H D C' es una tautologia.
En efecto, si H O C' es una tautologia (verdadera para cualquier valor de las componentes)
nunca se darfa H =V, C = F, por lo tanto siempre que H =V debe ser C' = V. Asi que
C' es consecuencia logica de H. Por otra parte si {H} |= C siempre que H =V es C =V
asi que H D C tiene siempre valor V.
Esto se generaliza facilmente. Si Hy, Hy, Hs, ..., H,, y C son férmulas, entonces:

{H\,Hs,...H,} FC < (HHANHy A ... NH,) DC)

La demostracion es andloga al caso de una sola féormula H.

En los razonamientos deductivos las H; se suelen llamar hipétesis y C la conclusién. Lo
usual es suponer las hipdtesis validas y combinar unas formulas H; con otras agregando
las definiciones y otras férmulas cuya validez se ha demostrado o aceptado y llegar a que
la formula C' es verdadera. No hay reglas para hacer esto sin tanteos.

La forma de deduccion indicada en la equivalencia anterior exigiria analizar los valores de
verdad de todas las H; y de C, verificando que la implicacién es una tautologia. Sélo asi
sabriamos que la deduccién es correcta.

Notas de Légica para Computacién Enero, 1997
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Ejercicio 1.4.4

Considerar el conjunto de férmulas:

{pVi(gnr),—p,p>Daq}

y ver si =p A ¢ es consecuencia légica de aquel conjunto.

1) Usar deduccién basada en las definiciones de los conectivos.

2) usar la equivalencia anterior viendo por tablas de verdad si la implicacién es una
tautologia.

Mas eficiente es el llamado principio de deduccién. Para enunciarlo se conviene en
decir que un conjunto S de formulas es consistente si todos sus componentes se hacen
verdaderos para alguna interpretacion.

Para esa interpretacion se dice que el conjunto es consistente.

Ejercicio 1.4.5

Ver si el conjunto del ejercicio anterior:

{pV (¢ AT),=p,p D q} es consistente.

Notese que la consistencia del conjunto equivale a que sea consistente la formula consti-
tuida por la conjunciéon de todas sus férmulas.

Viendo la definicién de consecuencia logica se ve que si un conjunto de formulas {57, Sa, .., S}
es inconsistente, cualquier féormula @ es su consecuencia légica pues la implicacién (S; A
So A .. AS,) D @ es una tautologia.

Para indicar que una férmula inconsistente es consecuencia logica del conjunto de férmulas

S se indica S |= F.

Con esta definicién el principio de deduccion se enuncia:

C es consecuencia logica del conjunto de férmulas S si y sélo si el conjunto de
férmulas H = S U {—~C} es inconsistente, es decir F para toda interpretacién.

Esto se ve notando que, o bien S es inconsistente con lo cual C' (o cualquier otra férmula)
es su consecuencia légica, o bien S es consistente por lo cual, para toda interpretacion
que hace S verdadero, para hacer H falso debe ser —C' falso o sea C' verdadero.

Este principio de deduccién es el que en la Matematica se llama de demostracion por
el absurdo: De una coleccion consistente de hipdtesis y de la negacion de la tesis a
demostrar se deduce una proposicién inconsistente. Esto prueba la tesis. En particular se
puede deducir el propio C. Como se supone —C' verdadero se ha llegado a la proposicion
inconsistente C' A —C.

1.5 Algoritmos. Reduccién

Ya hemos visto como se puede saber, mediante un algoritmo, si una hilera de simbolos es
una formula. Se trata ahora de ver procedimientos para saber si una féormula es consistente
(verdadera para alguna interpretacién) o vélida (verdadera para toda interpretacién) o
inconsistente (falsa para toda interpretacién). El método de las tablas de verdad que

Notas de Légica para Computacién Enero, 1997
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examina todos las combinaciones posibles de valores de verdad de la férmula es siempre
posible pero se hace inmanejable para féormulas de muchas variables. Una expresion con
30 variables tendria 23° o sea mds de 1000 millones de lineas. La tabla de verdad se
puede representar también como un arbol semantico binario. Si p,q,r son las variables o
proposiciones literales:

En cada nodo se transforma la expresién poniendo el valor de verdad que resulta de
reemplazar en la formula los valores de verdad asignados en el camino para llegar al nodo.
Una trayectoria de la raiz a la hoja es una interpretacion.

Hacer el arbol completo no es necesario si se ve que para una rama que sale de un nodo

ya no se modificara el valor de verdad obtenido. Este procedimiento se llama algoritmo
de Quine.

Ejemplo 1.5.1

Sea la proposicién (p D q) V (r D q)

Se ve que no hace falta ver las alternativas de ¢ y r cuando p=F.

Notas de Légica para Computacién Enero, 1997
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Ejercicio 1.5.1

Demostrar usando arboles incompletos que:

((pAg) D) A (P D4q)) D (p>qg) es vilida.

(((pVvg) D(pAT))D(rAq)) D(pDq) es consistente pero no valida.

Decir para que conjuntos de valores de p, g, r es verdadera.

Otro algoritmo que puede resultar ttil es el llamado de reduccién al absurdo. Consiste
en suponer la férmula falsa y de alli llegar a través de interpretaciones de subférmulas, a
la interpretacion de sus componentes. Si esta interpretacién es incompatible con alguna
de las de las subférmulas nuestra hipotesis inicial es falsa y por lo tanto la férmula es
valida.

Ejemplo 1.5.2

Sea la primera férmula del ejercicio 1.5.1 igualada a F :

((pAg)Dr)A(PDq))D(pDr)=F (1)
De aqui resultan:

(pAg)Dr)APDq =V (2)
(por)=F (3)

de la (2) resultan :
(pAg) D)=V (4)
P2g =V (5)

de la (3) resultan:
p=V (6)
r=F (7)

de la (4) y de la (7) resulta:

(PAg)=F
de esta y la (6) resulta ¢ = F. Pero ésta y la (6) contradicen la (5). Luego la féormula
original no puede ser F. Luego es valida.

El algoritmo de reducciéon es particularmente efectivo cuando la férmula contiene muchos
conectivos de implicacién.

Ejercicio 1.5.3

Averiguar, por reduccion la validez de: (pAg) Dr)D(pD(¢Dr))

Notas de Légica para Computacién Enero, 1997
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1.6 Equivalencia de férmulas

Dos férmulas se llaman equivalentes si su tabla de verdad es idéntica. Pero a menudo
es tedioso construir las tablas de verdad.

En el algebra comun dos férmulas son equivalentes si tienen el mismo valor para todos los
valores posibles de sus variables. Como en este caso las “tablas de verdad” serian infini-
tas, la identidad se establece mediante transformaciones algebraicas tipicas (propiedades
asociativa, conmutativa, distributiva, productos notables y otras identidades conocidas)
que se aplican a las formulas hasta llevarlas a férmulas equivalentes idénticas. En general
se trata de reducirlas, mediante tales identidades, a ciertas formas candénicas como son,
para el caso de los polinomios, los productos de binomios de primer grado y trinomios
de segundo, o bien a sumas de monomios. En el caso de férmulas l6gicas aplicaremos
principios semejantes cuando el método de las tablas de verdad resultara muy tedioso.
Tenemos en primer lugar las siguientes identidades donde hemos indicado la equivalencia
légica por A ~ B es decir, = (A= B) :

(ANA) = (A)~ (AV A) (idempotencia)
(ANB)~ (BANA) (conmutatividad)
(AVB)=~ (BVA)

((ANB)ANC) = (AN (BAC)) (asociatividad)
(AvB)VC)= ((AVvB)VvCO)

~
~
~
~

Para tratar con el conectivo D consideraremos el orden parcial de las formulas que, con
las identidades anteriores, definen un reticulado. Las féormulas son entidades entre las
cuales estan definidas la conjuncion y la disyuncién con las propiedades indicadas.

Entre dos formulas puede haber la relacion A < B que significa que la férmula A implica
la B para cualquier interpretacién, es decir = (A D B). Tal relacién tiene las propiedades
de una relacién de orden tal como se puede ver de la relaciéon de implicacion:

A<A

A<ByB<A— A=xDB
A<ByB<(C—-ALC
A<B& ((AANB)= A)
A< B<& ((AVB)=~DB)

donde X ~ Y significa equivalencia logica, para toda interpretacion de X y Y.

Las tres primeras expresan las propiedades usuales de reflexibilidad, antisimetria y tran-
sitividad de una relacién de orden. Las dos tltimas nos dicen que la conjuncién de dos
elementos cualesquiera del reticulado nos da el “menor” y la disyuncién da el “mayor”.
Dicho en otros términos la conjuncién nos da la cota inferior més alta (extremo inferior)
y la disyuncién la cota superior mas baja (extremo superior). Las 10 propiedades anterio-
res sirven para definir las propiedades de un reticulado sobre un conjunto cualquiera. Si
los elementos del conjunto son las formulas l6gicas tales relaciones se pueden demostrar a
partir de las definiciones de los conectivos vistas en la seccion de formulas proposicionales.
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Ejercicio 1.6.1

. Demostrar, usando tablas de verdad, las 10 propiedades de reticulado de las formulas
logicas.

Las férmulas equivalentes para toda interpretacion, como se puede ver facilmente, corres-
ponden al mismo nodo del reticulado, asi que el reticulado en realidad esta formado por
el conjunto cociente de las férmulas por la relaciéon de equivalencia logica ~

En el reticulado de las férmulas légicas en particular los elementos tienen las siguientes
propiedades que hacen que sea un Algebra de Boole :

(AANB)VC)= ((AVC)AN(BVC)) (distributiva)
(AVB)ANC) = ((ANC)V (BAC))

(A \/ —A) =V (complementariedad)
(AN-A)~ F (involucién)

Ejercicio 1.6.2

Establecer la analogia entre esta estructura y la definida sobre los conjuntos con las
relaciones de unién, interseccién, complementacion, inclusion y equivalencia. ;A que son
andlogos V y F?

Notese que en todas estas propiedades algebraicas no interviene directamente la implica-
cién. Ella puede ser eliminada de las férmulas mediante la relaciéon: (A D B) ~ (=AV B).
Principios de dualidad Si en una férmula légica sin conectivos D intercambiamos los
signos V y A y las constantes V y F, se obtiene una féormula légicamente equivalente. La
nueva férmula se dice dual de la original.

Si ademés sustituimos cada literal por su negacién también la féormula que resulta es
légicamente equivalente. Es otro tipo de dualidad.

Ejercicio 1.6.3

Demostrar que A es una consecuencia légica de Hy, Hs, ..., H, si y sélo si:

o la férmula dual:
_'Hl\/ﬁHQ\/...\/_'Hn\/A%V

La idea de la primera férmula es que decir que la tesis A es consecuencia légica de las
hipétesis equivale a decir (entre otras maneras posibles):

1) Que suponer todas las hipdtesis y la negacién de la tesis verdaderas es falso.

2) Que suponer la tesis falsa y todas las hipdtesis verdaderas no es verdadero.

Las férmulas anteriores corresponden a dos formas de deduccion utilizadas en Inteligencia
Artificial. En la primera se supone A falso y se va combinando ésta con la hipotesis hasta
llegar por reduccién a una férmula falsa (deduccién hacia adelante). En la segunda se
supone A verdadera y se combina con la negacién de las hipotesis por reduccién hasta
llegar a una férmula verdadera (deduccién hacia atrés).
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Ejercicio 1.6.4

Si tenemos un conjunto de n proposiciones demostrar que hay 2" interpretaciones dife-
rentes. Con esto ver que hay 22 férmulas l6gicamente diferentes.

Notese que aunque el nimero de férmulas posibles con n proposiciones es infinito se pueden
dividir en un nimero finito de clases de formulas equivalentes.

1.7 Clausulas. Reduccion a Formas Normales

En lo que sigue veremos una manera de representar conjuntos de proposiciones en una
forma que facilita el calculo de su consistencia, Para ello hay que introducir los conceptos
de clausula y forma normal conjuntiva.

Llamamos clausula a la disyuncién de un nimero finito de literales.

Ejemplo 1.7.1

pV sV rV gVt es una clausula.

Es obvio que para que una clausula sea verdadera es necesario y suficiente que contenga
al menos un literal verdadero. Para mantener esta proposicion en el caso de clausulas
vacias se admite que una clausula vacia es falsa.

Notese que si en una clausula eliminamos o agregamos un literal falso su valor de verdad
no cambia.

Se llama forma normal conjuntiva a la conjuncién de un nimero finito de clausulas.

Ejemplo 1.7.2

(pV-r)AN(-pVsVr)At
0

Puesto que una conjunciéon de férmulas es falsa si y sélo si contiene una férmula falsa
se admite que la conjuncién vacia es verdadera. Por lo tanto: una forma normal
conjuntiva vacia es verdadera. Por otra parte una forma normal conjuntiva que
contiene una clausula vacia es falsa.

Teorema 1.7.1 Toda férmula puede transformarse en una forma normal con-
juntiva equivalente

La demostracion procede mediante los siguientes reemplazos donde A, B, C' son férmulas:
1. A= B por (AD B) A (B D A) que elimina los = .
2. AD B por =AV B que elimina las implicaciones.

3. /(AN B) por (nAV-B)y
—(AV B) por (AN -B)

que eliminan la negacién de conjunciones o disyunciones.
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4. == A por A.

5. Después de estos reemplazos soélo quedan conectivos VA y los = quedan delante de
proposiciones. Es decir quedan literales unidos por tales conectivos posiblemente con
paréntesis que incluyen A. Estos se transforman aplicando la propiedad distributiva,
por ejemplo:

AV (B A C) sustituido por (AV B) A (AANC)

La expresiéon resultante es pues una conjuncion de disyunciones de literales.
Todavia pueden hacerse las simplificaciones siguientes:

1. Eliminar literales repetidos dentro de una clausula.

2. Eliminar clausulas conteniendo literales opuestos, ya que tales clausulas son verda-
deras y su eliminacién no altera el valor de la forma.

Ver que la forma que resulta, llamada forma normal conjuntiva pura, sigue
siendo equivalente a la original, pues se han sustituido formulas por formulas equi-
valentes.

3. Ademas se pueden eliminar clausulas que contengan otras clausulas que aparezcan
en otras partes de la forma.
Ejercicio 1.7.1

Ver que esta tltima eliminacién da una forma equivalente. Dar un ejemplo.

Ejercicio 1.7.2

Ver que si una forma normal contiene la clausula vacia puede reducirse a la clausula vacia.

Ejercicio 1.7.3

Una clausula es valida si y sélo si contiene el opuesto de alguno de sus literales.

Ejercicio 1.7.4

Toda clausula no vacia es consistente.

Ejercicio 1.7.5

Una forma normal es vélida si y solo si contiene sélo clausulas validas

Ejercicio 1.7.6

Demostrar que si en una forma normal se elimina una clausula véalida se obtiene una forma
equivalente.

Mientras se hacen las transformaciones que llevan a la forma normal siempre se puede
reemplazar una clausula valida por V, y eliminar clausulas repetidas y literales repetidos
en una clausula. De todos modos la transformacion puede ser muy trabajosa.
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Ejercicio 1.7.7

Reducir a forma normal conjuntiva:

(p2a)AT)D(¢=T)

decir si es valida o consistente. Verificar haciendo su tabla de verdad.

En lo que sigue representaremos la forma normal por la disyuncién de sus clausulas o por
el conjunto cuyos elementos son las clausulas. Asi la conjuncion:

(Vg ANpVr)AN(pVr)A(r)A(gVr)

puede representarse por el conjunto:

{pvapvr,-pVvr-rgVvr}.

Ejercicio 1.7.8

Decir cuales serfan los conceptos duales de clausula (se llama cubo) y de forma normal
conjuntiva (se llama forma normal disyuntiva).

1.8 Algoritmos de Quine y de Davis-Putnam para
formas normales

El algoritmo de Quine para ver la validez o consistencia de una férmula se hace muy
simple si se aplica a formas normales. Para ver la validez habria demostrar que cada
cldusula es una tautologia lo cual es trivial (ver Ejercicio 1.7.3). Para ver la consistencia
de una forma normal pura formada por la conjunciéon del conjunto S de clausulas, se
introducen las siguientes notaciones:

Sea un conjunto S de clausulas.
Dada una proposicion p llamamos:

S, el conjunto de las clausulas que contienen el literal p;
S-p el de las que contienen —p
S" =S5\ (S,US-,) el de las cldusulas que no contienen p ni —p.

El algoritmo de Quine consiste en lo siguiente:
e Si S = () entonces S es consistente.

e S5i S = {F} entonces S es inconsistente.
Si no:
— Tomar una proposicion p de alguna clausula de S.
— Determinar los conjuntos S, , S-, y 8" =S5\ (S, US-,)

— Quitar de las clausulas de S, el literal p, obteniendo el conjunto de clausulas
St
p
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— Quitar de las clausulas de S-, el literal —p , obteniendo el conjunto de clausulas

/
S

Nota: Si §” es vacio, no hay que agregarlo ya que vale V. Al quitar el literal p de la
clausula p, queda la clausula vacia o sea F. Por otra parte recordar que un conjunto vacio
equivale a V

Se verd enseguida que el conjunto original S (y por tanto la forma normal) es inconsistente
si y sélo si lo son los dos conjuntos o formas derivadas: S, US" y S, US" .

Cada uno de ellos se puede tratar con el mismo algoritmo, formando un arbol binario.
Notese que estos dos conjuntos no contienen el literal p ni el =p. Por aplicacion recursiva
del algoritmo se llega a algtin conjunto inconsistente (por contener la cldusula vacia que
es F) y no hace falta analizarlo mas. El algoritmo termina cuando todas las ramas llevan
a un conjunto inconsistente y entonces el S original es inconsistente. Una rama termina
si se llega a un conjunto en que en no hay un par de clausulas con literales opuestos. Tal
conjunto es consistente. Un modelo se obtiene dando el valor V o F a un literal en cada
clausula, para hacerla verdadera,lo cual no puede alterar el valor de verdad de las otras
clausulas pues no pueden contener el opuesto de tal literal.

La justificacién del procedimiento se basa en el teorema siguiente, en el cual se usa la
notacién anterior:

Teorema 1.8.1 Si p =V, S es equivalente a S’ U S” . Si p = I entonces S es
equivalente a S, U S”

Supongamos p = V, entonces podemos eliminar todas las clausulas que contienen p, ya
que son verdaderas y al eliminarlas no cambia el valor de la forma. Ademas, por ser
—p falsa este literal puede eliminarse de todas las clausulas sin alterar sus valores (y
por ello sin cambiar el valor de la forma). Con esto el conjunto de clausulas original
S = (SpUS-,US") se transforma en el S’ U S”. Si p = F se ve, por un razonamiento
analogo, que el S original equivale a S;,US" . Si S es inconsistente es falso para todo valor
de las proposiciones, en particular de p, asi que ambos conjuntos equivalentes también lo
son. Reciprocamente, si alguno de estos no es inconsistente para el correspondiente valor
de p y los valores de las otras variables que lo hacen verdadero el S es verdadero.

Ejercicio 1.8.1

Reducir mediante el algoritmo de Quine y ver la consistencia de: (pV ¢) A (pVr)A(—pV
r)A(=r)A(gVr).

Ponerlo antes en forma de conjunto.

El algoritmo anterior se puede representar como un arbol tal como se vi6 en 1.5 poniendo
en el extremo de la flecha p la forma derivada S’ , U S” y en el de la flecha —p la forma
derivada S, U S".

Ejercicio 1.8.2

Ver la consistencia de:
(V@ APVT)A(=gV—r)A(r).
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(pVa)A(mpVr)A(=gV-r)A(r)

Poner el desarrollo en forma de arbol.

Puede abreviarse el proceso seleccionando adecuadamente el literal para formar las dos
formas derivadas. Son ttiles las reglas siguientes:

Elegir el literal p :

1. Si S contiene p o contiene a —p como clausula.
2. En S aparece sélo uno de los dos literales p o —p.

Tal forma abreviada del algoritmo de Quine se debe a Davis y Putnam.

Ejercicio 1.8.3

Ver que en el primer caso la cldusula derivada es inconsistente y no hace falta analizarla
mé&s. Hay que ver sdlo la otra. En el segundo caso ver que si ocurre por ejemplo p (pero
no —p ) sélo hay que ver la consistencia de S, U S” pues la consistencia de la otra forma

depende de la de S”.

Ejercicio 1.8.4

Considere la forma de razonamiento:

Adolfo estd en el edificio (e). Si Adolfo esta en el edificio entonces entré ayer(a) o bien
entr6 hoy (h) o ambas cosas. Sientré ayer (a) entonces tuvo que ver al nuevo portero (p).
Si entrd hoy (h) también tuvo que verlo (p). Luego es consecuencia légica de las anteriores
que Adolfo vié al nuevo portero (p). Expresar el razonamiento en notacién logica usando
los conectivos D, V, = y las proposiciones e,a,h,p,—p. Reducir la expresién légica a forma
normal conjuntiva. Hallar si ese tipo de razonamiento es consistente mediante el algoritmo
de Davis y Putnam.

Tal forma de razonamiento se llama de de prueba por casos y se expresa en general:

{h,hD>(pVq),pDc,gDctEc

1.9 Principio de Resolucion. Resolventes.

Es inmediato que se cumple que {AV X, BV -X} = AV B.
La consecuencia légica se obtiene mecanicamente eliminando X de la primera cldusula y
=X de la segunda y formando una cldusula con ambas. En esto se basa el siguiente:

Teorema 1.9.1 Sean (' y (), clausulas de la forma normal S y ¢ un literal tal
que teCy y —teCy , entonces la cldusula R = (C;\t) U (Cy\—t) es una consecuencia
légica de S

La cldusula R se llama resolvente de las clausulas C7, C5 respecto de t.
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Corolario 1.9.1

El nuevo conjunto S U R es equivalente al anterior pues se le agrega una clausula que
es siempre verdadera si lo son C] y Cs y si alguna de ellas es falsa el S es inconsistente
cualquiera sea R.

Ejercicio 1.9.1

Demostrar el teorema anterior.
La aplicacién de este teorema a la prueba de consistencia de una forma normal pura se
lleva a cabo por el procedimiento siguiente:

e Repetir mientras S no contenga la clausula vacia:

— Encontrar C y C5 t tales que teC y —teCs.
— Calcular la resolvente R = (Cy\t) U (Co\t)
— Reemplazar S por SUR

Notese que en cada paso S va creciendo proporcionando mas y mas clausulas para hacer
nuevas combinaciones. Si en un punto no hay mas resolventes nuevos que hacer, entonces
la S original es consistente. Si alguno de los resolventes obtenidos es F, entonces la S
original es inconsistente.

Ejercicio 1.9.2

Justificar los criterios anteriores de terminacién.

Ejercicio 1.9.3

Hallar la consistencia mediante resolventes de las siguientes formas normales:
(V@ APVr)A(ogV—r)A(=p)
(pVog) ApVr)A(=pVg)A(=g)

Ejercicio 1.9.4

Demostrar por resolucién el principio de deduccion por casos.

{h,h D (pVq),p D ¢,q D ¢} | ¢ (Eliminar los D).Poner hipdtesis y negacién de conclusién
numeradas de 1 a 5. Resolventes de 1 y 2,3y 5,4y 5,6y 7,8y9).

En el proceso se pueden eliminar cldusulas de la forma p V —p que son siempre V. Puede
evitarse generar las resolventes repetidas. Con todo puede ser dificil agotar todos los
casos y por una mala eleccion de los componentes de los resolventes el proceso se puede
prolongar indefinidamente.

Puede demostrarse que si el conjunto de clausulas S es inconsistente y contiene los resol-
ventes de sus elementos entonces S contiene la clausula vacia. La demostracion resulta de
generalizar la representacion en drbol de una construccién de las resolventes en la forma
siguiente:
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e Generar el arbol semantico con las proposiciones de S deteniéndose en una rama
hasta que se pueda poner en la hoja una de las clausulas de S que resulte falsa al
seguir la rama.

e Proseguir el proceso anterior hasta que se hayan puesto todas las clausulas de S en
alguna hoja (puede haber cldusulas repetidas). Si no se pueden generar todas S es
consistente.

e subiendo de cada par de arcos a partir de las hojas, poner en el nodo de donde
parten una clausula formada asi:

— Si los arcos corresponden a las proposiciones s y —s y las clausulas contienen
estos literales poner en el nodo el resolvente.

— Si alguna de las cldausulas no contiene ni el literal del arco ni su negacién ponerla
en el nodo.

Ejemplo 1.9.1

Arbol seméntico del conjunto de proposiciones:
S=A{p,~pV ¢, —~pVr.q}

Vemos pues que si S es inconsistente el arbol siempre puede construirse pues hay un
camino (interpretacién) que tiene los opuestos de los literales de cualquier cldusula de S.
Tal interpretacién (con las del camino y cualquier valor en las otras proposiciones) hace
S falsa. Si se puede construir el arbol el S es inconsistente. Las resolventes obtenidas en
los nodos son falsas pues son consecuencia légica de los sucesores o son idénticos a un
sucesor. Se llega asi al nodo raiz que resulta falso pues sus arcos son p y —p de modo
que sus antecesores son (—p) y p como es una resolvente y es consecuencia légica de las
hojas el conjunto de éstas es inconsistente. Vemos pues que el método de resolucién
siempre permite verificar si un conjunto S de férmulas es inconsistente.

1.10 Clausulas de Horn.

Se denominan cldusulas de Horn las que tienen a lo mas un literal positivo.
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Ejemplo 1.10.1
1. pV—qV —r

2. - pV—qVr

3. p

4. —r
5. =pVqVr

En los ejemplos: La clausula 3 se llama unidad positiva y expresa un hecho.

La 2, con un solo literal positivo se llama definida.

La 1y la 4 son negativas.

La 5 no es una clausula de Horn.

Las clausulas de Horn, en especial las definidas, son muy importantes en el procesamiento
de expresiones que representan inferencias desde un conjunto de hipétesis a una conclusion.
En efecto, las expresiones de tal tipo son de la forma:

hi A ha A hs D ¢ o sea:

ﬁhl\/_|h,2\/ﬁh3\/c .

Si las hipotesis en vez de ser proposiciones son ellas mismas inferencias y la conclusion
es una clausula o en particular un hecho el problema consiste en ver la consistencia de
un conjunto (o forma conjuntiva) de clausulas de Horn. Si la inferencia de hipdtesis a
conclusion es valida , entonces la conclusién se deduce de las hipdtesis; si no es valida
no se puede hacer tal inferencia. Como los algoritmos prueban mejor la inconsistencia de
un conjunto de clausulas de Horn, es mas usual formar un conjunto de clausulas de Horn
con las hipdtesis y la negaciéon de la conclusién

Ejemplo 1.10.2

Sean las siguientes afirmaciones sobre el diagnéstico de una enfermedad:

g="la garganta estd inflamada”
n="hay congestién nasal”
r="hay resfrio”

f="“hay fiebre”

Supongamos que se aceptan las hipdtesis siguientes (traducirlas al lenguaje comun):
1. gAnDr

2.rDf
y para un cierto paciente se observa que:

3. fAn
queremos saber si es valida la conclusion:
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4. r

Esto significa demostrar la inconsistencia del conjunto de clausulas de Horn:
gV -nVr,—rVf fn-r

Es decir, las reglas 1 y 2 y el hecho 3 y la conclusién (o pregunta que se hace) puesta
como el hecho 4 se transforman en un conjunto de clausulas de Horn.

En este caso, una simple inspeccién muestra que el conjunto es consistente, de modo que
la conclusion r no se puede extraer de las hipotesis. En caso de tener muchas hipotesis es
necesario tener un algoritmo que muestre la consistencia o inconsistencia.

1.11 Meétodo de resolucién de conjuntos de clausulas
de Horn

El método de la resolvente adopta, en el caso de clausulas de Horn, la siguiente forma:
Sea Sp un conjunto de cldusulas de Horn sin tautologias (no contienen formas tipo r Vv —r

).

Ponemos: S «— Sy
Repetir mientras F ¢ S y se pueda seleccionar:
Seleccionar p y C' tales que:
p es una unidad positiva de S (un hecho)
C' es una clausula que contiene —p
Calcular la cldusula resolvente R = C'\ —p
Reemplazar S por (S\ C)UR

Noétese que en cada paso se suprime un literal de una clausula pues se quita C' y se agrega
C sin —p.

El algoritmo termina cuando se llega a una clausula vacia (proveniente de dos literales
opuestos), en cuyo caso el sistema es inconsistente, o hasta que no quedan unidades
positivas tales que tengan un literal opuesto en otras clausulas. En este tultimo caso el
sistema es consistente.

Ejercicio 1.10.1

Probar, usando el algoritmo de resolucién que el sistema del Ejemplo 1.10.2 es consistente.
Ver que si se le agrega la cldusula g (“hay garganta inflamada”) se vuelve inconsistente y
la conclusion: “hay resfrio” es verdadera.

La demostracion de la validez del algoritmo anterior es muy sencilla.

Si no se llega a una clausula vacia y el algoritmo se detiene por no encontrar una unidad
positiva que tenga un literal opuesto en otras clausulas podemos siempre dar una inter-
pretacién del conjunto que resulte verdadera. Basta poner V en las unidades positivas
(lo cual hace V otras cldusulas pero no puede hacer F ninguna cldusula pues en ninguna
hay sus negaciones). Ademads las que no son unidades positivas se ponen F. Si aparecen
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en otras clausulas en forma de literal negativo, esto hace tales clausulas V. Si aparecen
positivas deben estar acompanadas por literales negativos (por ser cldusulas de Horn) los
cuales no tienen unidades positivas correspondientes (si no ya las hubiéramos reducido) y
por lo tanto se les asigné valor F, lo cual hace las clausulas V.

Por otra parte si el algoritmo termina porque aparece una resolvente falsa, como la resol-
vente es consecuencia logica de S, S es inconsistente.

Asi que las condiciones de terminacién deciden sobre la consistencia en la forma dicha
anteriormente. En general se ve que en cada paso del algoritmo el conjunto de clausulas
que resulta S” es equivalente al anterior S. Vimos en efecto, en el método de resolucién
(seccién 1.9) que S y S U R son equivalentes en general. Luego lo son también en este
caso particular de calcular R (usando las unidades positivas). Por otra parte S U R es
equivalente al conjunto que queda en el paso siguiente: (S \ C) U R ya que C es una
consecuencia légica de R (si R es V también lo es C' que es RU —p. Entonces: - Si SU R
es V también lo es R. Al quitarle a S la clausula verdadera C' queda S U R verdadera y
(S\C)UR también es V. - Si SU R es F es o R falsa o S falsa (o ambas). Si R es falsa
también lo es (S\ C)U R . Sies S falsa y R verdadera, entonces como C' es verdadera
S\ CesFyporlotanto (S\C)UR es F.

Queda pues probada la equivalencia entre un conjunto de clausulas de Horn S y el que
resulta después de un paso en el algoritmo.

Por tltimo observamos que si al final queda un conjunto Sy no vacio de cldusulas (o lo
que es lo mismo que no contiene la clausula vacia) entonces es consistente (y por ello lo
es el Sy original. Tal Sy tiene pues un modelo. Se lo llama modelo candénico de 5.
Tal modelo que como vimos sélo tiene como verdaderas las cldusulas que son unidades
positivas y no tienen su negativo en otras clausulas es el que asigna el menor nimero de
valores V que cualquier otro modelo. En efecto si hacemos F cualquiera de las unidades
positivas el Sy se hace falso.

Se puede definir modelo minimo de un conjunto S de clausulas de Horn en la forma
siguiente:

A toda interpretacion I de S le corresponde un conjunto de proposiciones I, formado por
aquellas proposiciones de S que se toman como verdaderas. Se puede definir entonces la
interseccién de las interpretaciones como la interpretacién que toma como V las proposi-
ciones que estdn en la interseccién de los correspondientes conjuntos. La interseccion de
dos modelos no es, en general, un modelo. Si lo es, el numero de clausulas verdaderas
en la interseccién de los modelos es menor (o igual) que en los que se intersectan. Puede
definirse el modelo minimal como el que resulta de intersectar todos los modelos po-
sibles de S, siempre que tal intersecciéon sea un modelo. No estd garantizado que esto
ultimo ocurra. Pero si ocurre el modelo minimal es tnico. Por otra parte el algoritmo
de reduccién nos dice que si S es consistente se puede construir una interpretacion que
asigna valor V a un nimero minimo de proposiciones. Este modelo debe coincidir con el
minimal. Luego:
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Teorema 1.11.1 Todo conjunto finito consistente de clausulas de Horn admite
un modelo minimo.

Véase que este teorema nos permite asegurar que, en un conjunto de conocimientos expre-
sado por clausulas de Horn, hay un conjunto de hechos cuya verdad asegura la verdad de
cualquier conclusién extraida del conjunto. El algoritmo de reduccién permite encontrar
tales hechos.

1.12 Consistencia de conjuntos infinitos de férmulas

Es importante ver las propiedades de consistencia de un conjunto de férmulas cuando se
quita la restriccion de que sea finito.

Sea P un conjunto con un numero finito o numerable de proposiciones. Por ejemplo:
P={r,ph,. .}

Sea H el conjunto de todas las férmulas que se pueden formar a partir de las proposiciones
en P.

Sea S C H un conjunto de féormulas de H (puede ser infinito). Se dice que S es finita-
mente consistente si todos los subconjuntos finitos de S son consistentes. S C H se
dice maximal si ademéds de ser finitamente consistente para toda formula AsH contiene
Ao —A.

Notese que si H es infinito y S es maximal, también S es infinito y contiene todas las
formulas de H afirmadas o negadas. Pero, a diferencia de H, S no puede contener una
formula y su negacion.

Veamos como se relaciona esta maximalidad con la interpretacion.

Toda interpretacién (modelo) I sobre el conjunto P de proposiciones determina un con-
junto maximal S;. Basta poner en S; las formulas de H que se hacen verdaderas por la
interpretacion I.

Ejercicio 1.12.1

Demostrar que el Sy asi definido es maximal.
Se puede demostrar el inverso , es decir, el siguiente:

Teorema 1.12.1 Todo conjunto maximal S tiene un modelo tnico.

Veamos primeramente que si hay un modelo I, tal modelo es tnico.

Por ser S maximal contiene, en particular, cada proposicién o su negacién. Es decir que
para toda p, S debe contener a p o a =p. Para que I sea un modelo debe ser, si .S contiene
p entonces I(p) =V y si no lo contiene debe contener —p y ser I(—p) =V osea I(p) = F.
Todo otro modelo debe asignar esos mismos valores a las proposiciones, asi que es idéntico
a I. Falta ver que tal I es realmente un modelo, es decir, que no sélo hace verdaderos los
literales sino también las formulas de S.

Sea A una férmula cualquiera de S. Veremos que I(A) =V con la I antes definida.

Sea Q7 el conjunto de las proposiciones que aparecen en A y QQ~ el conjunto de las nega-
ciones de tales proposiciones. Formemos los conjuntos R = Q* N S de las proposiciones
positivas de la férmula A que estdan en S y el R~ = @~ N S de las negativas.
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Por ejemplo si fuera A = —pV q V r se tendria:

QY ={p,q,r} Q~ ={-p,—~q,—r}, R" y R~ dependen de cuales literales haya en S.

Se ve que I asigna valores V a los literales de RT y R~ Por otra parte el conjunto de
formulas R U R~ U A es consistente pues es un subconjunto finito de S que es finitamente
consistente. A debe pues ser consistente, o sea verdadero para alguna interpretacion.
Pero A tiene las mismas proposiciones que R* U R~ y la I considerada es tal que hace
verdadera R™ U R™. Luego tal I debe hacer verdadera A.

Teorema 1.12.2 Un conjunto S de férmulas es consistente si y sélo si todos sus
subconjuntos finitos son consistentes.

La condicién de que todos los subconjuntos finitos sean consistentes es obviamente nece-
saria pues si alguno no lo es, tampoco lo seria S.

Para ver que es suficiente, es decir, para ver que S, finitamente consistente, es consistente
(lo cual no estd asegurado si S es infinito) habria que construir un modelo de S o un
modelo de S, que contenga a S y que sea maximal (lo cual significa que sea finitamente
consistente y que para toda férmula AeH contenga A o =A. ) con lo cual admitiria un
modelo por el Teorema 1.12.1, que seria también modelo de S C .5,,.

Para construir tal S,, consideramos todas las formulas generadas a partir de un conjun-
to numerable P de proposiciones. Tal conjunto H de férmulas es numerable (pueden
ordenarse por ejemplo en orden lexicogréfico) Ay, As, .., Ay, ..

Formemos los subconjuntos S,, de H en la siguiente forma:

Sp=29

Spi1 = Sp U A, si todos los subconjuntos de S, U A,, son consistentes.

Spi1 = S, U—A, si no todos los subconjuntos de S,, U A,, son consistentes.

Puede verse que todos los 5, asi formados son finitamente consistentes. Se demuestra por
induccion:

Esto es cierto para Sy pues Sop = S que es, por hipdtesis, finitamente consistente.
Supongamos que 5, es finitamente consistente. Hay que ver que lo es S, 11 .

Cuando se hace S,,.1 = S, U A,, evidentemente lo es S, .1 pues asi hemos definido S, 1
Cuando se hace S, 11 = 5, U—A, esto se hace porque existe un subconjunto finito S” C S,
tal que S”U A,, (contenido en S,, U A,, ) es inconsistente.

Sea S” un subconjunto finito cualquiera de S, ;; = S, U =A,. Entonces el conjunto
(S"US”)\ A, contenido en S, U A, es consistente. En efecto S” es un subconjunto finito
de S, tal vez unido con la féormula —A,, (pues S” C S,41 = S, U—A,) al extraerle {—A,}
queda un subconjunto de S,,.

Por otra parte S’ C S,. Entonces S’ y S” son consistentes pues son finitos y estan
contenidos en S, que por hipotesis de la induccién es finitamente consistente. Por lo
tanto lo es (S"US") \ —A,.

Sea I un modelo de (S"U S”)\ —A, que vimos era consistente. La I(A,) no puede ser
verdadera pues entonces lo seria la disyuncién I(S" U A,) que supusimos inconsistente.
Luego es I(A,) = F I(—A,) =V . Pero I es un modelo de (S" U S”) pues este es un
subconjunto que resulta del (5" U S”)\ —A, , modelo de I al que se agrega —A,, siendo
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I(—A,) = V. Luego I es un modelo de S’ el cual era un conjunto finito cualquiera de
Spi1- Luego S, 11 es finitamente consistente.

La unién S, de todos los S,, es maximal, pues es finitamente consistente (lo es cada S,,)
y, por la forma en que se construyen los .S,, por cada férmula A,, de H contiene A, o —A,,.
Todo subconjunto finito de esta union es también un subconjunto finito de algin S,
(finitamente consistente) asi que es consistente. S, es pues finitamente consistente.

Por ser S,, = US,, maximal tiene por el teorema 1.12.1 un modelo el cual es también
modelo de S C S,
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Capitulo 2

Loégica de predicados

2.1 Partes de la proposicién

Consideremos las proposiciones siguientes:

p="“Todo mamifero es vertebrado”
q=“Algin mamifero es vertebrado”
h="“Ningin mamifero es vertebrado”
r="“Ningtiin mamifero es no vertebrado”
s=“Algin no mamifero es vertebrado”
t="Existe algin mamifero no vertebrado”
u=“Todo mamifero es no vertebrado”
v="Todo vertebrado es mamifero”
w="“Algun vertebrado es no mamifero”

Ejercicio 2.1.1

7

Suponga que las clases “mamifero” “vertebrado” y sus complementos son no vacias y que
p=V. Decir cuales de las proposiciones anteriores resultan:

o falsas
e verdaderas

e 10 decidibles con la informacion dada

Notese que cuando deducimos, en el ejemplo anterior, que si p es verdadera entonces q
es verdadera podemos expresar esto usando la notacién del calculo proposicional diciendo
que p D q . Pero es claro que esta formula no es valida sino contingente, mientras que
vemos que nuestra deduccion es absolutamente vélida. Es decir, el tipo de deduccion que
hemos hecho no se puede expresar mediante el calculo proposicional. Observando un poco
nuestra inferencia vemos que ella no soélo depende de que sea p=V, sino de la relacion
entre las partes de las proposiciones p y q. Al decir que el predicado “vertebrado” se
aplica a “todo”, “mamifero” lo aplicamos con seguridad a “algin” “mamifero”. La parte
de la Loégica que trata deducciones de este tipo debe pues tratar las proposiciones no
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como atomos, como en el calculo proposicional, sino que debe entrar en sus partes (sujeto
y predicado) y en las relaciones de operadores tales como “todo” y “algin” o “existe”.
Entonces debe determinar que relaciones de estos elementos debe haber en proposiciones
tales como p, q, t para que se pueda concluir que de la verdad de una se puede inferir la
verdad o falsedad de otra. Aristoteles, en el siglo IV a.C. encontré este tipo de relaciones
determinando que hay cuatro tipos de proposiciones:

e A universal afirmativa: Todo S es P.
e i particular afirmativa: Algin S es P. O bien: Existe un S que es P.
e N universal negativa: Todo S es no P. O bien: Ningun S es P.

e o particular negativa: Algin S es no P. O bien: Existe un S que no es P.

Las letras A i N o fueron introducidas por los l6gicos medievales con la regla mnemotécnica
deducida de las palabras latinas: Affirmo y Nego. Se hizo el cuadro siguiente para ver
sus relaciones:

A---contrarias ---N
\' \Y%
subordinadas subordinadas

i-—-subcontrarias--o

Las que estdn en diagonal son contradictorias. Las contrarias no pueden ser ambas ver-
daderas, pero si ambas falsas.

Siuna A o N es verdadera su subordinada también lo es.

Las subcontrarias pueden ser ambas verdaderas pero no ambas falsas.

La contradictorias (A y o o bien N y i) no pueden tener el mismo valor de verdad, cuando
una es V la contradictoria es F y viceversa.

Ejercicio 2.1.2

Las reglas anteriores especifican las deducciones posibles. Ver que en el ejemplo anterior
hemos usado estas reglas.

Ejercicio 2.1.3

Representar las clases “mamiferos” y “vertebrados” por diagramas de conjuntos y ver en
ellos las reglas de deduccion.

Otro ejemplo de deduccién basado en la particion sujeto-predicado y en los conectivos “to-
do” “alguno” (o “existe”) son los silogismos, también analizados por Aristételes. Durante
la Edad Media fueron considerados como la principal forma de argumentacion.

Un ejemplo de silogismo es:
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Todos los mamiferos son vertebrados.
Todos los gatos son mamiferos.
Todos los gatos son vertebrados.

Las dos primeras proposiciones se llaman premisas la tercera es la conclusion. Si
cambiamos los dos tltimos “todos los” por “algunos”, también la inferencia es correcta.
También si cambiamos el primer y el iltimo “todos los gatos..son” por “ningin gato..es”
(es decir la tipo A por la tipo N) y ponemos la segunda premisa como conclusién la
inferencia sigue siendo valida. Aristoteles encontré todos los casos verdaderos y dedujo
unos de otros usando las reglas de inferencia dadas en el cuadro anterior y algunas reglas de
inversion: cambio de sujeto por predicado. Por ejemplo sustituir la dltima por “Algunos
vertebrados son gatos”.

Los silogismos se pueden representar por conjuntos ya que el verbo “es” significa perte-
necer a la clase descrita por el predicado.

Ejercicio 2.1.4

representar los conjuntos “vertebrado”, “mamifero” y “gato” y ver cuales inferencias por
silogismo pueden deducirse.

Otras inferencias pueden hacerse cuando se han definido ciertas propiedades de algunas
funciones o relaciones. Asi la inferencia:

“Paris esta en Francia”
“Francia esta en Europa”
“Paris esta en Europa”

la inferencia resulta correcta cuando definimos “esta en” como una relacién que tiene la
propiedad transitiva.
Otro ejemplo:

“Juan es padre de Adolfo”
“Adolfo es hijo de Juan”

La inferencia resulta correcta cuando especificamos la naturaleza de las relaciones “es
padre de” y “es hijo de” diciendo que una es inversa de la otra.
Otro ejemplo:

“Todos los perros ladran”
“Fido es un perro”
“Fido ladra”

La regla de inferencia para concluir la tercera proposicién dice que: Si “todos” se aplica
a una implicacion de predicados aplicables a individuos, esto permite inferir que si a un
individuo particular se le aplica el antecedente de la implicacion se le aplicard también
el consecuente. Si para todo animal “todos” se aplica a “si es perro entonces ladra” y a
“Fido se aplica "perro” entonces también se le aplica “ladra”

Para representar conocimientos mediante proposiciones y manejarlos extrayendo inferen-
cias de ellos, seria pues deseable un tipo de calculo que pudiera representar los tipos de
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proposiciones e inferencias indicados antes. Y vimos que para ello no basta el cédlculo
proposicional, pues las inferencias dependen de las relaciones entre sujetos y predicados
de las proposiciones. Tal parte de la légica se llama calculo de predicados.

2.2 Elementos de representacién del calculo de pre-
dicados

El célculo de predicados se construye con los elementos siguientes:

1. Constantes Individuales. Designan objetos particulares: Paris, Europa, Juan,
Fido. Los representaremos por las primeras letras del abecedario: a, b, c,...,j. En
computacién de conocimientos se usan los nombres completos o con un nimero:
mesa, libro_2, perro_3, etc..

2. Variables o Clases. Designan clases universales o conjuntos de individuos: ciu-
dad, perro, hombre. Se denotan con las ultimas letras del abecedario: v,x,y,z. En
computacién de conocimientos se usan los nombres completos.

3. Funciones o Relaciones. Se expresan como en Matemaéticas. Por ejemplo “es
padre de a” se denota p(a). En el ejemplo anterior si a es Adolfo y j es Juan se
tiene: j=p(a). En computacién puede ponerse Juan=Padre(Adolfo).

Puede haber funciones de varias variables. Por ejemplo en una organizacion jerarquica
en arbol dos individuos cualesquiera ¢ y d tienen un “jefe comtin mas préximo” que
es el valor de la funcién: j(c,d).

Asi, por ejemplo:

jefe_comin_més_préximo(Blas,Juan) puede valer José si suponemos que José es jefe
inmediato de Blas y Pedro, y que Pedro lo es de Juan.

Las funciones de cero variables se denotan por su s6lo nombre. Son simbolos con
un valor fijo. Por lo tanto son constantes individuales como las descritas en 1.

Las funciones se dicen O-arias, uni-arias, bi-narias,.., n-arias, segun el ntimero de
variables. Una expresién f(x) o p(x,y) de una o mds variables se denomina forma
funcional. La f o p solas se denominan constantes funcionales.

4. Funciones Predicativas. Expresan caracteristicas de los objetos, o, lo que es lo
mismo, pertenencia a un conjunto. Pueden tener solamente los valores V o F. Las
escribiremos con mayusculas.

Ejemplo: G(x) puede expresar “x es un gato”. Si x vale Misu (cierto gato) es
G(Misu)=V mientras que si Juan es una persona G(Juan)=F. En computacién se
pueden usar nombres comenzados por mayusculas: como Gato(x) o Gato(Misu).

Las funciones predicativas pueden tener mas de una variable. Asi, por ejemplo, si
M es “maés joven que”, entonces M(x,y) expresa que “x es mas joven que y”. Asi si
M(Carlos, Maria) es F si Carlos es de igual edad o mas viejo que Maria.
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Las funciones predicativas 0-arias son constantes logicas que pueden tomar el valor
F o V. Son pues las proposiciones del Calculo Proposicional. Este resulta asi un
caso restringido del Calculo de Predicados.

Los nombres G, M, Gato se llaman constantes predicativas. Las formas como
G(x) o M(x,y) se llaman formas funcionales predicativas

No hay variables cuyos valores sean funciones. El cédlculo con esta restriccion se
llama Calculo de predicados de primer orden. Los argumentos de una funcion,
sea ella comun o predicativa pueden ser también formas funcionales. Asi si H expresa
“es un hombre” y p es la funcién “padre” entonces H(p(j)) expresa que el padre de
j es un hombre.

Se introducen por conveniencia y abreviatura las siguientes definiciones:

1. Término es una variable o una funcién (comun o predicativa). En particular, si no
hay argumentos, puede ser una constante o una proposicién comun.

2. Igualdades son expresiones del tipo a=m donde a y m son términos. Mas adelante
definiremos rigurosamente la igualdad. Por ahora diremos que son nombres dife-
rentes para la misma variable o funcién (en particular funcién 0-aria o constante
individual). Si x=*“animales que amamantan a sus crias” y z=‘“mamiferos” es x=z.

Si c="“Cervantes” y a="“autor de El Quijote” es c=a. Por tltimo definimos:

3. &tomos. Son funciones predicativas o igualdades. Un atomo tiene un valor V o F.
M(x,y), c=a, El_pdjaro_es_gris son atomos.

La ultima es una funcién predicativa 0-aria y equivale a una proposicion.

2.2.1 Construccion de féormulas

Para construir las formulas del célculo de predicados usamos los operadores V, A, =, D, =
del calculo proposicional, e introducimos dos nuevos que llamamos cuantificadores:

e V seguido de una variable, por ejemplo x :

Vx se lee“para todo z.”; usualmente lo sigue una férmula. Si esta tiene la variable
x se dice que x es una variable ligada y por cada valor que le demos a la x del
Va debemos darle el mismo a la x de la formula. El V se llama cuantificador
universal.

e d seguido de una variable, por ejemplo x :

dx se lee “existe algiin x.”; usualmente lo sigue una férmula en la cual puede aparecer
la x como variable ligada. El 3 se llama cuantificador existencial

Con todos estos elementos se construyen todas las férmulas del célculo de predicados
usando las reglas siguientes:

1. Un 4tomo es una férmula.
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2. Si x es una férmula, también lo es —x

3. Si X e Y son férmulas también lo son:
XVY XANY,XDY,X=Y

4. Si A es una férmula también lo son:

VA y 34

De la definicién resulta que toda féormula debe ser verdadera o falsa. Volveremos sobre
ésto en la seméntica de la logica de predicados.

Ejemplo 2.2.1.1

Veamos una férmula que exprese que dos nimeros enteros = e y son primos entre si (no
tienen divisor comun mayor que 1).

Se usa la funcién predicativa E(u,v) que es V siy sélo si u = v de argumentos enteros y
la funcién comtin M(r, s) que da como valor el producto de los enteros r y s. La férmula
es:

VEVE (=32(E(z, M(k,2)) N E(y, M(K',2)) N =E(2,1)))

Ejercicio 2.2.1.1

Traducir la férmula anterior al lenguaje corriente.

Ejercicio 2.2.1.2

Expresar en una férmula “Tom tiene algin hermano al cual le agradan todos los au-
tomoviles”

2.2.2 Variables libres y ligadas

La idea de variable ligada es usual en las férmulas matematicas. Cuando se escribe:
k

> a"/n

n=1
se ve que n recorre un conjunto de valores enteros 1,2, ...k el cual queda determinado por
la formula. Cuando se da a n un valor este debe ponerse en toda la férmula (exponente y
divisor). Se dice que tal variable estd ligada. No podemos al evaluar la férmula asignarle
un valor cualquiera de su dominio. Por otra parte x y k pueden tomar valores cualesquiera
asignados desde afuera siempre que estén en el campo de valores posibles de esas variables
(z real y k entero).
En las expresiones de légica de predicados V y d estan seguidos de variables que si aparecen
en la formula que las sigue se consideran ligadas a las del cuantificador. En este sentido
son analogas a las del operador Z’;:l.
En la férmula del ejemplo 2.2.1.1 k, K/, z son variables ligadas mientras que z, y son libres.
Si les damos los valores x = 100 y y = 75 la férmula resulta falsa, como se ve al poner
2 =25,k =4,k = 3. Sile damos los valores x = 100, y = 27 la férmula es verdadera.
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Ejercicio 2.2.1.3

Expresar las siguientes proposiciones:

“Existen personas a las cuales les disgusta algo”.
“Hay personas a las cuales les disgustan todos los helados”.

Indicar, en cada caso cuales son variables libres y cuales ligadas. Usar las funciones
predicativas P(z) = es una persona; H(y) y es un helado; G(r, z) a r le gusta Z.
Notamos que, en el célculo de predicados tal como ha sido definido no hay variables cuyos
valores sean funciones (comunes o predicativas). Tal cdlculo, como se dijo se llama de
primer orden.

Se puede desarrollar un calculo de segundo orden, en el cual hay variables cuyos valores
son funciones. Su poder expresivo es mayor.

Por ejemplo para definir la igualdad se pone simplemente:

a=b por definicién YP(P(a) = P(b)), es decir todo lo que se dice de a (P es cualquier
predicado) puede decirse de b y viceversa. En el cdlculo de primer orden la definicién
es mas complicada. Pero se ve que el poder deductivo de la légica de segundo orden es
menor.

Para terminar con la sintaxis del calculo de predicados hay que notar que el alcance
de un cuantificador indica hasta qué aparicion de la variable cuantificada debe aplicarse
la cuantificacion. Pueden presentarse algunos casos dudosos que se ven en los ejemplos
siguientes.

VeM(z) D P(x)

La férmula se divide por el conectivo D asi que la cuantificacén afecta M(z). La x de
P(z) es una variable libre. Aunque no hay confusién conviene tener nombres diferentes
para variables ligadas y libres. Esto se logra renombrando algunas variables.

Vo [P(z,y) V IzQ(x, 2)]

En este caso dentro del alcance de Va (la férmula entre [ | se redefine la cuantificacién
mediante el cuantificador dz. Para evitar complicaciones en la interpretacién conviene
renombrar la variable de cuantificacion de 3. Esto se hace indispensable cuando se quiere,
en las transformaciones que veremos mas adelante, poner todos los cuantificadores al
comienzo de la expresion.

En general en el procesamiento de una férmula de izquierda a derecha se considera a los
cuantificadores V, 4 como de més precedencia que D, V, A pero con menos que el —.
Asien V- P(z)V R(y) el R(y) debe procesarse cuando ya se ha tenido en cuenta todo el
alcance del Vz hasta el V.

2.3 Semantica del calculo de predicados

Como en el calculo proposicional, en el de predicados deben darse criterios para dar valor
de verdad a las férmulas.
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Para los operadores V, A, D, =, entre formulas y el = aplicado a una férmula, los criterios
son como los del cdlculo proposicional. Es necesario dar criterios para los cuantificadores
y las funciones, comunes o predicativas.

Tenemos las reglas siguientes:

1.

Las proposiciones se refieren a objetos de un cierto conjunto D que llamaremos
dominio de interpretacién que suponemos no vacio. Si fuera D vacio entonces
Vx P(x) serfa valida para cualquier P ya que xeD D P(x) es siempre verdadero pues
xeD es falso para todo x.

. Para interpretar las funciones definimos una funcién interpretativa I. que a cada

constante funcional f n-aria (n=0,1,...) le hace corresponder una funcién n-aria de
D™ — D (si n=0 es una constante) que denotaremos por Io(f) .

. Para las constantes predicativas P n-arias les hacemos corresponder una funcién

l6gica Io(P) de DY en el conjunto { V,F }.

. A cada variable la interpretacién le hace corresponder un objeto de D mediante la

funcién interpretativa I,,. Es decir, en una interpretacién debe darse valor a todas
las variables.

Una interpretacién I es pues una terna I = (D, I, I,) Con tal interpretacién se pueden
expresar proposiciones acerca del dominio D.

Ejemplo 2.3.1

. Sea

D el conjunto de objetos en una habitacion.

D = {silla_1, silla_2, mesa, televisor, piso, estante, sofa, pared}
y las funciones:

s(z) :

comun unaria; I.(s)  sostiene a x

M(z) : predicativa unaria; [.(M) x es de madera

T(x,

y): predicativa binaria; [.(T) x tocay

La funcién s aplica D en D y se define asi:

Para silla_1, silla_2, mesa, sofa, pared, vale: piso;

Para televisor vale mesa;

Para estante vale pared;

La funcién predicativa M :

Para silla_1,silla_2,mesa,estante vale V;

Para los otros vale F

La funcién T requiere, para ser definida una tabla de 64 entradas Para (si-
lla_1,piso), (silla_2,piso), (mesa,piso), (sofa,piso), (pared,piso), (pared,estante),
(pared,sofa), (mesa,televisor), y los pares simétricos vale V; para los demds
pares vale F.
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2.3.1 Reglas de interpretacion

Para definir la verdad de una férmula hay que dar reglas que permitan calcular los valores
de las variables y las funciones. Las reglas son:

e Si z es una variable libre, I(z) = I,(x)

e Si f es una constante funcional n-aria y ¢y, t, ..., £, son términos (variables o formas
funcionales) la interpretacion de la férmula f es el valor de la funcién correspondiente
en la interpretacién cuyos argumentos son las interpretaciones de los términos, es
decir:

I(f(t1,to, ..., tn)) = L.(f)(Ly(t1), Lo(t2), ..oy In(tn))
Asi en el ejemplo 2.3.1, si I, (x) = mesa, s(x) se interpreta por sostiene_a(mesa) que
segun su tabla de valores vale piso.

e Si P es una constante predicativa n-aria y tq,to, ..., t,, son términos la interpretacion
es: [(P(ty,ta,....tn)) = I.(P)(I,(t1), L,(t2), ..., I(tn))
En el ejemplo si la constante es T y es: I,(z) = silla_1 y I,(y) = mesa , entonces:
T(x,S(y)) se interpreta:
Toca(silla_1, sostiene a(mesa)) = Toca(silla_1,piso) V

e Sity,ty son términos I(t; = t) es V si I(t1) = I(t2). Si no es falso.
Por ejemplo si: [,(x)=mesa, I,(y) = televisor, entonces la interpretacién de la
igualdad:
r = S(y) es mesa=sostiene a (televisor), que es V dado que sostiene a (televisor)
vale mesa. En cambio x = y es falsa.

e Si Ay B son férmulas entonces los valores de
-AAVB,ANB,ADB,A=1B

se definen como en algebra de proposiciones.

e Para interpretar los cuantificadores introducimos la notacion:
I,/q es una interpretacién como la I = (D, I., I,) pero que asigna a la variable z la
interpretacion d siendo deD. Entonces:

— Si A es una formula y x la variable ligada se interpreta:
I(VA) =V si I,/q para todo deD

= I’ en los demaéas casos.

— Si A es una formula y x la variable ligada se interpreta:
I(3A) = V si 1,4 para algin deD
= [ si no hay tal d.

Asi en el ejemplo 2.3.1 VaM (x) = F como se ve al hacer I, /sofq-
Pero es: dxM(x) =V como se ve al hacer I /mesa-

Notas de Légica para Computacién Enero, 1997



Carlos Domingo 37

Como en el caso del calculo proposicional, una interpretacion I de la férmula A tal que
I(A) =V se llama modelo de A

Una férmula se dice:

e valida si es V para toda interpretacion

e consistente si es V para alguna interpretacion
e inconsistente si es F para toda interpretacion
e contingente si es consistente pero no valida.

El problema de decidir la contingencia de una férmula es aqui méas complicado que en el
célculo proposicional ya que D puede ser muy grande o ser infinito (por ejemplo si incluye
el conjunto de los nimeros naturales). No hay un algoritmo general para demostrar que
una férmula de calculo de predicados es valida, consistente o contingente.

Ejercicio 2.3.1.1

Basado en el ejemplo 2.3.1 interpretar y expresar en lenguaje ordinario las férmulas si-
guientes:

1. JzM(x)
2. V(M (x) D (piso = S(z)))
3. VaVy(T'(z,y) = T(y, x))

Ejercicio 2.3.1.2
Expresar féormulas cuya interpretacién corresponda con:
. “Si un obj ien r
1. “S objeto sostiene a otro lo toca”
2. “Algunos objetos de madera se tocan”
., Como demostraria estas afirmaciones? ;Coémo se demostraria que si un objeto sostiene

a otro, es tocado por éste?

2.3.2 Repertorio de formulas validas

Las siguientes formulas del célculo de predicados son vélidas y se pueden usar para trans-
formar expresiones. En ellas A y B son férmulas que no contienen cuantificadores.
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(VzA) A (VxB) =Vz(A A B)
(VzA) Vv (VzB) D Vz(AV B)
Vz(A D B) D (VA D 3A)
Vz(A = B) D (VA =3JA)
J2(A D> B) = (3A D IB)
Jw(AV B) = (3AV 3B)
dz(AAB) D (3AN3B)
Vr—A = —-dzA

JrdyA = JxdyA
JaxVyA D Vydz A

En los casos en que se ha puesto D es porque la férmula no es vélida con =.

El calculo de predicados es una extension del cdlculo proposicional. Todo esquema de
deduccion que sea valido en el calculo proposicional lo es también en el calculo de predi-
cados.

Ejercicio 2.3.2.1

Demostrar la validez de las férmulas anteriores.

2.4 Formas Prenex

Como en el cédlculo proposicional, en el de predicados ciertas formas de las formulas fa-
cilitan la determinacién de la consistencia y validez de conjuntos de férmulas. Como alli
consistencia o validez de un conjunto de férmulas significa la consistencia o validez de la
conjuncion de esas férmulas.

Llamamos forma prenex a una matriz (férmula sin cuantificadores) precedida de un
prefijo que es una sucesién finita de cuantificaciones.

Ejemplo 2.4.1

JxIyVz((x V 2) D (y V 1))

En general, al cambiar el orden de los cuantificadores puede cambiar el valor de verdad
de la férmula en una cierta interpretacion. Hemos visto en 2.3.2 que dzVyA no es equi-
valente a VydxA. Es claro que si una féormula A no contiene x entonces A, drA,VrA son

equivalentes.
Se puede ver el siguiente teorema que se demuestra por construccién:

Teorema 2.4.1 Para cada formula existe una féormula prenex equivalente.

El algoritmo de conversion es el siguiente:
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1. Renombrar las variables para que todas las ligadas tengan diferente nombre.

2. Eliminar los simbolos D y = como en el caso de la reduccién a forma normal con-
juntiva (ver Teorema 1.7.1).

3. Renombrar las variables de manera que no queden variables libres y ligadas con
igual nombre.

4. Eliminar cuantificadores cuya variable no ocurra en su alcance.

5. Pasar las negaciones inmediatamente delante de los atomos de la expresion. Para
ello se usan las siguientes reglas de sustitucion:
VA — Jdx—-A
—drA — Vae—-A
—\(A/\B) — AV B
-—A— A

6. Transferir las cuantificaciones al comienzo de la formula. para ello se usan las
siguientes reglas de sustitucion:
VzAAVzB — V(A A B)
VeANB — V(AN B)

AANVxB — V(AN B)

JzAANB — 3x(ANB)

ANTJzB — Jx(ANA B)

y las analogas para la disyuncion:
VeAVVzB — Vx(AV B)

VAV B — Vz(AV B)

AVVzB — Vz(AV B)

dxAV B — 3x(AV B)

AV 3zB — Jx(AV B)

7. Pueden usarse las propiedades algebraicas de V y A (asociatividad, conmutatividad
e idempotencia) para simplificar las férmulas.

Con esto queda separado el prefijo de la matriz. ésta es como una féormula de célculo
proposicional. Puede ponerse como una forma normal conjuntiva de clausulas en las
cuales los literales son férmulas o negaciones de &tomos. Un conjunto de cladusulas
cada una de las cuales se reduce a la forma prenex puede ponerse como una conjuncion
de todas las clausulas y se puede llevar a una sola forma prenex.

Ejercicio 2.4.1

Reducir a la forma prenex:

Va[P(x) A =Vy3x(—-Q(z,y) D VzS(a,y,x))]
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2.5 Formas de Skolem

Una vez llegados a la forma prenex con su matriz transformada en una forma normal
conjuntiva A, se puede hacer todavia otra transformacion que facilita la determinacion de
la consistencia. Tal transformacién elimina los cuantificadores existenciales. Llamamos
S a tal formula. Veremos que no es equivalente a A pero serd consistente si y sélo si lo
es A. Claro que puede haber interpretaciones que hagan S, verdadera y A falsa. Pero
si A es consistente siempre habra una interpretaciéon que haga verdadera S, , vy si es A
inconsistente no habra ninguna que haga verdadera S4. Es decir S4 permite decidir sobre
la consistencia de A.

Esto es lo que en realidad interesa pues si se desea saber si la formula C' es consecuencia
logica de las hipotesis Hy, Hy hemos visto que:

{H,Hy} = C < (Hi AN Hy AN=C) = F, es decir:

A= H; N Hy A —C es inconsistente.

La prueba de inconsistencia se aplica a S4 y permite decidir sobre la consecuencia logica.

Supongamos que A tiene la forma prenex y no tiene variables libres. Si las tiene y son
X1, T, .., T, se hace la clausula existencial dx13xs...3x, A que es consistente si y solo si lo
es A. Con esto se eliminan las variables libres.

Ejercicio 2.5.1

Justificar esta observacién.

Ahora se procede a eliminar los cuantificadores existenciales. Para ello en la matriz cada
variable que esté afectada por un cuantificador existencial se sustituye por una forma fun-
cional cuyos argumentos son las variables que preceden a esta en el prefijo y son afectadas
por un cuantificador universal. Luego se quitan todos los cuantificadores existenciales.
La forma prenex con matiz normal conjuntiva y sin cuantificadores existenciales es la Sy
mencionada.

Ejemplo 2.5.1

Sea la forma prenex:

VaVy3zM (z, x,y)

donde x,y,z son enteros y M significa “z excede al producto de x por y”. Se puede dar
una forma sin el cuantificador 3 introduciendo una funcién f(z,y) tal que sus valores sean
siempre mayores que el producto z x y. Por ejemplo x X y + 3. Tendriamos:
VavyM(f(z,y),z,y)

M significa “f(x,y) excede al producto de x por y”. Si la primera férmula es consistente
(tiene valores de z,y, z que la hacen verdadera, entonces es posible construir tal funcién
f(z,y). Si es inconsistente no es posible. Cualquier funcién que se ponga hace esta ultima
forma inconsistente.
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Ejemplo 2.5.2

Sea la forma prenex de la matriz M:

A JuVrFoVyVz3wM (u, v, w, z,y, 2)

viendo cuantos cuantificadores V preceden a cada 3 de las u, v, w resulta la forma de Sko-
lem:

Sac: VaVyVzM (a, f(x),g9(z,y, 2), x,y, 2)

Para que la relacién entre A y S4 sea la deseada (S4 es consistente si y sélo si lo es A)
la clave es la forma de construir las funciones a, f(z), g(z,y,2). La g(x,y,2) que susti-
tuye a w por ejemplo fue construida de modo que si para una cierta interpretacion es
T =21,y =1,2=2z,w=wy,e M =V, entonces interpretamos g(z1,y1, 21) de modo
que dé el valor wy. De esta manera w sustituida en la férmula original por una funcién
que calcula un valor aceptable en tal interpretacion de M. Como los valores a calcular se
asignan en el orden indicado por los cuantificadores resulta que a no depende de ningin
valor que se dé a x,y,z. Es pues una constante. La f depende sélo de x; g depende de
x,1, z. Entonces tal interpretacién que hace verdadera a A hace verdadera a S. Es decir
si A es consistente, lo es S4. Por otra parte si A es inconsistente no hay interpretacion
posible que la haga verdadera asi que S4 que resulta de poner en A ciertos valores para
u, v, w no puede hacer S, verdadera. Asi que S, es inconsistente.

Se llama forma clausal a una forma de Skolem cuya matriz es una forma normal con-
juntiva.

Resulta pues que a toda forma predicativa le podemos asociar una forma clausal que es
consistente si y sélo si lo es la forma original.

2.6 Interpretaciéon de Herbrand

No hay un algoritmo general que permita decidir si una forma clausal es o no consistente.
Esta dificultad en el calculo de predicados se debe a la infinitud posible de las interpreta-
ciones.

Una idea simplificativa es buscar un subconjunto de esa infinitud donde sea posible decidir
sobre la consistencia y que sea tal que la forma clausal sea inconsistente en ese dominio si
y s6lo si es inconsistente en general. Esto reduce el problema de explorar todos los domi-
nios posibles. Un dominio con tales caracteristicas es el llamado dominio de Herbrand
que se introduce a continuacién.

Sea GG un conjunto de formas clausales. Definimos:
1. Dominio de Herbrand es el dominio minimo Hg tal que:

e Para toda constante individual aeG el dominio tiene una constante individual
AeH, G-

e Si G no tiene ninguna constante individual introducimos una cualquiera CeH.

e Para toda constante funcional (no predicativa) n-aria eeG introduciremos en
Hg la constante funcional F y ademds los términos F/(hy, ho, .., h,) donde los
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h; son elementos de Hg.

Nétese que si G no contiene constantes funcionales es simplemente Hg = {C'}
Si G contiene alguna constante funcional entonces Hg es infinito.

Ejemplo 2.6.1
Sea G = {R(z) N P(e(x))} . El Hg asociado resulta Hg = {C, E(C), E(E(C)), ...}
2. Interpretacién de Herbrand de G es una I(G) donde:

e El dominio de interpretacion es Hg.
e La interpretacion de la constante individual aeG es A, es decir I(a) = A.

e La interpretacion de la forma funcional E(xy, o, .., ,) es una funcién de H, —
H¢ que hace corresponder a (hy, hs, .., hy,)eHg el término E(hy, ha, .., h,) siendo
E la constante funcional de Hg correspondiente a eeG.

Teorema 2.6.1 Sea G un conjunto de formas clausales. Tal conjunto es incon-
sistente si y sélo si toda interpretaciéon de Herbrand es falsa.

Es obvio que la condicion es necesaria. Si alguna interpretacion fuera verdadera G no
seria inconsistente.

Para ver que es suficiente hay que ver que para cualquier /(D, I, I,,) que haga I(G) =V
se halla una interpretacién de Herbrand I tal que I = V' de modo que si no hay tal I
verdadera es porque no hay ninguna I(G) verdadera.

Para ver esto vamos a construir la I en tres etapas:

1. A cada término TeHg asociamos un dreD de la interpretacion I, en la siguiente
forma:

e Sila constante es individual aeG definimos: dg = I.(A)

e Si en G no hay ninguna constante individual, por lo cual en Hg hemos in-
troducido una constante C' entonces el correspondiente dceD es un elemento
cualquiera de D.

e Para toda constante funcional eeG n-aria (n> 0) y para cualquier n-tupla
h1, ho, .., h,, de elementos de H¢g definimos el elemento de D: AE(hy by hn) =

]c(e) (dh17 dh27 "dhn)
donde FeHg es el correspondiente a eeG.

2. Se define I de la siguiente forma:
Ia) = A
IH(e) = la E antes definida.
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3. Se introducen interpretaciones que hace I para las constantes predicativas. Para
una constante predicativa P m-aria la funcién I7(P) se define por:

IH(P)(hy, ha, .. hn) = I(P)(dn,, dny, .dp,)

para toda m-tupla hq, hs, .., h,, de H
Es decir se hace I(P) para m elementos cualesquiera de Hg verdadero o falso
segun sea el I.(P) de los correspondientes elementos de D.

4. Queda ahora por ver que por cada forma clausal geG tal que I(g) = v es [I(g) = V.
Sea
g =V Vre. Ve, M(xy, x9, .., 7,)

donde M (z1, zs,..,x,) considerada sola es una matriz de las variables x1, z3, .., .
Por la forma en que se definié la I (g) se ve que

If(g) =V siy sélo si I#(M)(hy, ha, .., hy)
es V, donde hq, ho, .., h, son términos cualesquiera de Hg. Pero el valor de verdad
de esta tltima ha sido definido como el de I(M)(dp,, dp,, .., dp, ) con los dy,) corres-
pondientes. Pero como I(M) = V pues supusimos I(g) = V entonces (M) =V
para cualquier n-tupla de D, en particular: dy,,dp,, .., dn,. Asi que I"(g) = V.

Si tenemos una forma predicativa o una clausula en el conjunto GG de clausulas, se de-
nomina forma base o clausula base, la que se obtiene de esa clausula sustituyendo
en ellas las variables por términos de Hg. Se dice que tales formas o cldausulas base son
instancias base de las formas o cldusulas originales.

Una interpretacion de Herbrand de G' queda determinada por los valores de verdad de las
instancias base de las clausulas de G.

Si al sustituir en las clausulas de G los términos de Hg las instancias base que resultan
hacen G verdadero entonces GG es consistente.

Si ninguna de las instancias base posibles hace G verdadera, entonces es G inconsistente
y por el teorema visto no hace falta buscar otra interpretacion, ninguna sera verdadera.
Como Hg es usualmente infinito la demostracion de inconsistencia debe hacerse indirec-
tamente.

Lo importante es:

e que las formas base se manejan como proposiciones;

e que basta investigar la inconsistencia sobre una sola interpretacién, cuyo dominio
es finito numerable.

Esto establece una conexion entre el calculo de predicados y el proposicional. En parti-
cular permite demostrar el teorema de compacidad:
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Teorema 2.6.2 Un conjunto S de férmulas del calculo de predicados es consis-
tente si y sélo si todo subconjunto finito es consistente.

La condicion es necesaria pues si hubiera un subconjunto de S inconsistente, lo seria S.
Sea el S un conjunto de cldusulas (ver 2.4.1). Supongamos que todo subconjunto finito
de S es consistente. Sea S’ el conjunto de todas las instancias base de las cldusulas de
S (cada cldusula puede tener un nimero numerable de instancias). S seria consistente
si y sélo si S lo fuera (ver 2.6.1). Sea A’ C S’ finito. Sea A C S el conjunto de
cldusulas con una instancia en A’. Por ser A’ finito, A es finito y, por lo tanto (hipétesis)
consistente. Por 2.6.1 el conjunto de sus instancias base es consistente. Tal conjunto de
instancias base incluye A’. Luego A’, que es un conjunto finito cualquiera de instancias
de S’ es consistente. Pero cada instancia es una férmula proposicional. Por 1.12.2 S’ es
consistente. Entonces por 2.6.1 lo es S.

Teorema 2.6.3 Todo conjunto numerable consistente de férmulas admite un
modelo numerable.

Pues el dominio de su interpretaciéon de Herbrand es numerable.

Este teorema debido a Lowenheim y Skolem es notable ya que pueden hacerse teorias
consistentes, basadas en el calculo de predicados, donde el dominio de interpretacién es
no numerable (teorfas de los ndmeros reales por ejemplo). Sin embargo tales teorfas
admiten también una interpretacién numerable.

2.7 Ejemplos de interpretaciones de Herbrand

Ejemplo 2.6.1.1

Tomemos como ejemplo el silogismo de la forma:

H, Va(P(r) 5 Q(x))
1P Va(Q(x) > R(x))
C Va(P(z) D R(z))

Para probar que tal razonamiento es valido hay que probar que:
hy A\ ho A —=C' es inconsistente. Lo cual equivale a la inconsistencia de:

Va((P(r) 2 Q) AM(Q(x) D R(x))) A 3y(Py)A Aly)).

que en forma prenex es:

WV ((=P(z) v Q(x)) A (=Q(x) V R(x))) A P(Y)N A(y)).

cuya forma clausal de Skolem es:

V(=P (x) v Q(x)) A (=Q(x) V B(x))) A P(c)A £(c)).

El dominio de Herbrand correspondiente, por no haber sino la constante ¢ cuya represen-
tacion en H es C se reduce a {C'}. Hay una sola instancia base que asigna argumento
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constante a cada forma predicativa P(C'), Q(C), R(C). Las interpretaciones de Herbrand
son ocho segun los valores V, F que puedan tomar estos predicados. De una inspeccion
de la matriz (o de la tabla de verdad) resulta que la matriz de la forma es siempre falsa.
Es decir no hay interpretacion de Herbrand verdadera. Por lo tanto el conjunto de formas
clausales (reducida a una sola) es inconsistente, con lo cual el esquema silogistico resulta
valido.

Ejemplo 2.6.1.2

Sea el esquema de recurrencia:

B  P(a) afirmacién bésica
I Vz(P(x) D P(f(z))) induccién
G VzP(x) generalizacién

Un caso particular de este razonamiento es aquel en el cual el dominio de interpretacion
son los nimeros naturales y f es la funcién sucesor.Tal esquema es el principio de induccion
completa. La validez de B A I A G equivale a la inconsistencia de B A I A =G es decir de:

Pla) A\Vx(P(x) C P(f(x))) A 3y=P(y)

cuya matriz es:

Pla) N (=P(x) vV P(f(x)) A P(b)

pues al pasar a la forma clausal podemos pasar Jy—P(y) al comienzo y la funcién de
eleccién al no haber cuantificadores V precedentes se reduce a una constante b.
El dominio de Herbrand resulta:

h={a,b, f(a), f(b), F(f(a)), fF(f(B)), ... f*(a), (D), ...}

donde f™ denota n aplicaciones de la funcion f a a.

Hay infinitas interpretaciones de Herbrand que resultan de sustituir en la matriz las
variables por los elementos de H¢, es decir, las instancias base. Para hallar todas las
interpretaciones hay que poner V o F de todas las formas posibles a los elementos del
conjunto:

S ={P(a), P(b), P(f(a)), P(f (b)), ..., P(f"(a)), P(f"(b)), .}

y ver si todas son inconsistentes. Pero en este caso se puede ver que hay una consistente.
Sea la interpretacion:
P(f"(a)) =V y P(f™(b)) = F para todo n.

Sustituyendo en la matriz:

P(f"Ha) A (~P(f"(a)) V P(f"11(b))) A ~P(f" ()

y se ve que ésta es verdadera por lo menos en esta interpretacion. Es decir que es
consistente en ese dominio y por el teorema 2.6.1 lo seria en cualquier otro. El esquema
de recurrencia no es pues valido en general.
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En la fundamentacién de la teoria de los nimeros enteros el principio de induccion se
acepta como postulado o se lo demuestra a partir de un postulado equivalente.
Hay tres dificultades para ver la consistencia de una forma en el Calculo de Predicados.

1. Hay infinitos dominios de interpretacion y la demostracion de inconsistencia en uno
no prueba que deba haberla en otro.

2. Si el dominio elegido es infinito hay una infinidad de instancias de la férmula al
sustituir en las formas funcionales distintos valores de los argumentos.

3. Si el dominio es infinito podemos atin definir las funciones predicativas de forma que
sean verdaderas o falsas para unos valores determinados de los argumentos.

El método de Herbrand elimina la primera dificultad. Basta investigar el dominio Hg.
Si Hg es infinito y A es una formula, las instancias base por ser la férmula finita, son
numerables. Sean Aq, Ag, ..., A,, ... Sitomamos i de ellas tenemos el conjunto de instancias
S; = {A1, Ay, ..., A;}. Como son en nimero finito se puede decidir la consistencia. Si son
consistentes incrementamos 7 considerando 7+ 1 instancias. La férmula A es inconsistente
si y sélo si para algun S; lo es. Se tiene que descubrir la inconsistencia, si la hay, en un
nimero finito de pasos, pero el procedimiento puede ser muy ineficiente.

2.8 Algoritmo de Quine, Davies y Putnam

El algoritmo visto en 1.8 se puede aplicar a las instancias base de las formas clausales
para decidir sobre su consistencia.

Ejemplo 2.7.1

Veamos el mismo ejemplo 2.6.1, para el cual hay que investigar la consistencia del conjunto
de instancias base:

S ={=P(c) vQ(c),~Q(c) V R(c), P(c), R(c)}-
Sy =5 \ (SﬂP(C) \ SP(C)) = {Q(C)7 _'Q(C) \ R(C)7 P(C)7 R(C)}
Sy =5 picy V Spey V8" ={Q(C),~Q(C)}

Se ve que este ultimo es inconsistente, luego lo es S y el conjunto original, lo cual prueba
la consistencia de la forma silogistica. Las extensiones a dominios infinitos no son muy
utiles.

También puede usarse el algoritmo de resolucion.

Ejemplo 2.7.2

Para el mismo ejemplo 2.6.1 tenemos las siguientes clausulas en el conjunto base:

1. =P(c) V Q(c)
2. =Q(c) V R(c)
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5. Q(C)dely3
6. “R(C)de2y5
7.Fde6y4

lo cual prueba la inconsistencia del conjunto base.

Ejemplo 2.7.3

Para el caso 2.6.2 con dominio infinito se tiene:

S ={P(a), P(b), P(f(a)), P(f(D)), ... P(f"(a)), P(f" (D)), .}

La matriz es:

Pla) A (=P (x) V P(f(z)) A P(b)
Tenemos que sustituir en la matriz todos los casos:
x=a,x =", f(a), f(b)

La sustitucién procede asi:

1 P(a) original

2 =P(x)V P(f(x)) original

3 P(b) original

4 =P(a)V P(f(a)) instancia de 2 con a

5 P(f(a)) resolvente de 1y 4

6 —P(f(a))V P(fz(a)) instancia de 2 con f(a)
7 P(f(a)) resolvente de 5y 6

8 —P(fa(a)V P(fs(a)) instancia de 4 con f(a)
9 P(fs(a)) resolvente de 7y 8

Se ve que el tnico proceso posible de reduccion se repite con instancias que sélo difieren
en el grado de f,(a). El proceso sigue infinitamente pero nunca obtenemos F, lo cual
prueba que el conjunto es consistente.

2.9 Sustituciones en términos

Una sustitucién es una funciéon del conjunto de las variables en el de los términos. Por
ejemplo a una variable x se la sustituye por otra y o bien por una forma funcional f(z,y)
que es también un término (ver 2.2).

Una sustitucién se denota como un conjunto s de pares: (variable, término) que indica
por cual término hay que sustituir la variable. La sustitucién se aplica a un término y
produce otro término.
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Ejemplo 2.8.1

Sea la sustitucion:

s ={(z, f(z,2)), (y, 2), (u, g(h,v} aplicada al término:
r= f(f(x,z),g(y,u)) resulta el nuevo término.

s(r) = f(f(f(z,2),2),9(2,9(h,v)))

Podemos considerar que, para los términos no sustituidos, cada uno se sustituye por si
mismo. Solo un numero finito de elementos de esta aplicacién va de un término a otro
diferente. La sustitucion idéntica deja a cada término como esta.

La aplicacién sucesiva de dos sustituciones es una sustitucion. Asi si aplicamos s; y
luego s, esto equivale a una sustitucién S que es la composicion de ambas. Se indica:
S = S9 0 S7.

Ejemplo 2.8.2

Consideremos la del ejemplo 2.8.1 como s; y definamos
sy = {(z,7(x,2)), (x,k(x))}. Tenemos:

s = s3081(r) = f(f(k(2), (2, 2))g(r(z, 2)), g(h, v)))

Ejercicio 2.8.1

Escribir el conjunto de pares que forman la s = s, 0 51 del ejemplo 2.8.2.

Ejercicio 2.8.2

Ver que las sustituciones con la operacion de composicién o vista es asociativa; existe la
identidad y no es conmutativa.

Se define la union de dos sustituciones s; U so por la unién de los conjuntos de pares.
Debe cumplirse la condicién de que para cualquier variable x al menos uno de los dos s;
0 S es igual a x. Si no ocurre asi, en la expresion de la unién aparecerian dos versiones
de la sustitucion de x que serian incompatibles.

Si al aplicar s a t; obtenemos ty = s(t;) el 5 se denomina instancia de ;.

Se denota var(t) al conjunto de variables de un término.

Una instanciacién (aplicacién de una sustitucién) puede quitar variables a dicho conjunto,
sustituyéndolas por términos. Cuando se tiene var(t) = @) se dice que el término estd
totalmente instanciado. Para indicar que ¢, es una instancia de t; por una sustitucién
se escribe to < t;. La relacién < reflexiva y transitiva pero no simétrica. No es tampoco
antisimétrica pues en general no es cierto que si es ty < t1 v t1 < t9 ello no implica t; = 5.
Pero si ambas relaciones se cumplen, ello significa que las sustituciones que llevan de t; a
ty y de ty a t1 sélo cambian el nombre de las variables. Los términos que sélo difieren en
el nombre de las variables se pueden poner en una clase de equivalencia. En lo que siguen
nos referiremos a estas clases o a un representante. La relacion < define un reticulado
cuyo maximo es la clase de las variables y cuyos minimos son los términos totalmente
instanciados.
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El extremo superior de un conjunto de términos siempre puede calcularse subiendo en
el arbol hasta el méaximo y llegando a un antecesor comun. El extremo inferior no siempre

existe.

Ejemplo 2.8.3 Reticulado de términos

L X,y,Z,s,u,t,r-——————- >.
| |
s->g(h(x),y,u) | r->g(t,z,v) |
| |
v v
gh(x),y,u) g(t,z,u)
| |
x->a | z=>y |
| |
' t—>h(a) \
R ittt gh(a),y,u) <—————=———————————-— g(t,y,u)
| | |
| y—>b | u—>a u->a |
| | |
v v |
gh(a),b,u) gh(a),y,a) g(t,y,a)
| |
| u->a | y->b
| |
v |

g(h(a),b,a) <——------

El extremo superior del conjunto: {g(h(a),b,u),g(t,y,a), gla,b,a)} esglt,y,u).
El extremo inferior del conjunto {g(h(a),b,u), g(t,y,w?} es g(h(a),b,u). El ex-
tremo inferior del conjunto {g(h(x),y,u), g(t,z,w} es g(h(a),y,uw). El conjunto
{g(t,y,a),g(x),y,u} no tiene extremo inferior.

2.10 Unificacion

El método de resolucién base puede resultar ineficiente debido a que las instancias base

son infinitas.

Es posible usar las clausulas mismas sin una instanciacién explicita. Esto se puede hacer
mediante el procedimiento siguiente llamado unificacion. Sean las clausulas de S del
cual se quiere averiguar la consistencia, C; y Cs:

Cl = {...Jl, } y CQ = {, _|l2, }

[y v l5 son literales.
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Suponemos ademas que C'; y Cs no tienen variables con igual nombre. ésto puede lograrse
renombrando adecuadamente. Si [y y 5 al ser interpretadas en H producen dos instancias
iguales se dice que C y (5 son unificables. Con esta instanciacién de C; y Cs se
producen:

Cr={.U,.} yCo={.,=l, .}

Estas clausulas admiten como resolvente la clausula:

R = O\ v G\ {1

R’ es una consecuencia légica de C] y C} y estas, por ser instanciaciones de Cy y Cy son
consecuencias logicas de C y Cs.

La instanciacién puede hacerse de muchas formas siguiendo el reticulado de instanciacio-
nes. Se trata de hacerla con el nimero menor de sustituciones logrando una resolvente R
cuyas instanciaciones posteriores nos puedan dar todas las R’ logradas con maés sustitu-
ciones. Tal clausula, cuando se la puede hallar, se llama clausula resolvente general
de los literales l; y ls. Recordando el reticulado de sustituciones vemos que la clausula
lograda mediante sustituciones que hacen iguales las transformadas de [y y Iy es I! < [;
siendo [; el extremo inferior de [; y l5. Las sustituciones que llevan a las que tienen menos
sustituciones son entonces s; y s tales que:

s1llh] = l; y s2lls] = l; . Por la condicién de C; y Cy de no tener variables de igual
nombre, resulta que /; y [y no tienen variables comunes, asi que s; y So operan siempre
sobre variables diferentes y s; U sy = s; estd definida sin ambigiiedad. Se tiene pues que
s; es el unificador mas general. La clausula resolvente general es:

R = (si(C1) \ {l:) V (5:(C2) \ {l:)

Como las clausulas [y, ls y [; son atomos, son formas predicativas.

Para que sean unificables deben tener la misma constante predicativa y aplicarse a términos
(variables o formas funcionales) unificables. Los atomos se unifican unificando los términos.
Si uno de los términos es una variable, la unificacién es inmediata ( P(x,u) y P(y,u) se
unifican sustituyendo x por y. Si ambos son formas funcionales, sélo se pueden unificar si
la constante funcional es igual y si se aplica a términos unificables. Asi se pueden unificar
P(z, f(2)) y P(z, f(u)) sustituyendo u por z.

2.11 Algoritmo de resolucién en légica de predicados

El algoritmo de resolucién (1.9) toma ahora la forma:
Repetir mientras F £S y se pueda seleccionar:
Seleccionar [y, 1y, C', Cs tales que:
C1, (5 son clausulas o factores de clausulas;
l1eCh, —leeCy v 1y, I3 son unificables;
Calcular la resolvente R = (s;(Cy) \ {l;) V (s:(C2) \ {l;);
Reemplazar S por SU R
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2.12 Gramaticas y consistencia de conjuntos de clausulas

de Horn

Una gramatica puede definirse por un conjunto de reglas llamadas producciones que
permiten generar y reconocer estructuras gramaticales. Las producciones definen las
diferentes estructuras gramaticales, las mas generales (como oracién, predicado, comple-
mento) por medio de las mas particulares hasta llegar a las més concretas o constantes
(verbo, nombre, articulo).

Ejemplo 2.12.1

Una gramatica muy simple seria la dada por las producciones siguientes:

<oracién>:- <frase nombre> <verbo> <complemento>
<frase nombre>: - <nombre>

<articulo> <nombre>

<articulo> <nombre> <adjetivo>
<complemento>:- <adverbio>

<adverbio> <complemento>

<frase nombre>

<verbo>:- es

lee

busca
<articulo>:- el

un
<adjetivo>:- dificil

voluminoso
<adverbio>:- rapidamente
<preposicién>:- de
<nombre>:- libro

madera

Juan

estudiante

Ejercicio 2.12.1

Expresar la gramatica del ejemplo mediante un arbol cuya raiz es <oracién> y cuyas
hojas son las constantes o atomos.

Una oracién bien construida (aunque no significativa) se forma sustituyendo en <oracién>
cada elemento por su significado dado por las producciones hasta llegar a las constantes
(verbos, nombres, etc.).
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Ejemplos:
LT <oracion>-—————————————-— .
| I I
I I I
<frase nombre> <verbo> <complemento>
I I |
<nombre> es <frase nombre>
| I
Juan <nombre>

estudiante

Véase que se puede obtener “Juan lee madera” que es sintacticamente correcta pero no
lo es semanticamente.

ST <oracion>------———----- .
I I I
I I I
<frase nombre> <verbo> <complemento>
I | I
<articulo> <nombre> lee <frase nombre>
I | I
el estudiante <advervio> <complemento>

I |
r\’{a}pidamente <frase nombre>

|

|

<articulo> <nombre> <adjetivo>

un libro voluminoso

Reciprocamente dada una hilera de palabras basicas, las producciones permiten saber,
mediante un procedimiento o algoritmo, si la hilera es una oracién bien formada.

Ejemplo

Sea la oracién:

el estudiante lee rapidamente el libro.

El procedimiento descendente busca una <oracién>. Por tanto busca una <frase nombre>.
Por tanto busca un <nombre> o un <articulo>. Halla “el” que es <articulo> por lo cual
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busca un <nombre>. Halla “estudiante” que es nombre. Si lo que sigue no es adjetivo,
completo la busqueda de frase nombre. Si en la bisqueda de una estructura agota todas
las alternativas y no la encuentra, entonces tenemos un error. La hilera no es una ora-
cién. Prosiguiendo, segun la produccién de <oracién> debe buscar <verbo>. Halla “lee”
que es verbo. Pasa a buscar <complemento>. Por tanto busca <adverbio> o <frase
nombre>. Como halla un <adverbio> (“rdpidamente”) busca <frase nombre>, asi que
busca <articulo> o <nombre>. Halla “el” que es <articulo>. Busca <nombre>. Halla
“libro”. El punto final detiene la bisqueda. Como todas las buisquedas han sido exitosas
la hilera es una <oracion>.

Véase que las producciones se pueden expresar en forma de un arbol y el algoritmo recorre
el arbol a partir de la raiz.

Ejercicio 2.12.2

Disenar un algoritmo para reconocer oraciones.

Es posible realizar un algoritmo ascendente que comience aislando “el” y al ver que es
<articulo> se revisa si es <frase nombre> con lo cual se espera <nombre> y si no hay
<adjetivo> se completa la buisqueda de <frase nombre>. Entonces se busca <verbo> y
si se halla se busca <complemento>, etc.

Por supuesto pueden generarse gramaticas mucho méas complejas con cientos de produc-
ciones y constantes, como las de los lenguajes algoritmicos.

Un compilador puede proceder reconociendo la sintaxis en la forma descrita. Al completar
ciertas estructuras puede generar las instrucciones de un lenguaje de nivel méas basico
(ensamblador, p-cédigo o lenguaje de maquina) que calcule la instancia de la estructura.
Hay una conexién muy importante entre la generacién de estructuras mediante produc-
ciones y el analisis de consistencia de un conjunto de cldusulas de Horn por resolucion
para determinar su consistencia. Las clausulas se pueden representar por producciones.
El lado izquierdo es el literal positivo. El derecho (puede ser vacio) es el conjunto de las
proposiciones que aparecen como literales negativos. Si no hay literal positivo se pone F
(falso) en el lado izquierdo. Se procede a hacer las sustituciones como para generar ora-
ciones. Si se pueden hacer todas resulta el conjunto inconsistente. Si no es consistente. El
método puede justificarse comparando las operaciones con el método de resolucién (1.11).

Ejemplo

Sea el conjunto :

S ={pVmnegrV -s,qV-prV-p,s}

En lo que sigue omitimos los simbolos V por claridad.
clausulas resolventes producciones sustituciones

Cy p—r-s Pip:—rs

Cy qp Pyq:—p

Cs r-p Pyr:—p

04 S P4 S —

Cs q-r—s C1,Cy,p Psq:—r,s PP
Ce pr C1,Cy,r Pop:—r PPy
C7 qg—r CQ, 0675 P7 q:—p P2P6
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Tanto el método de resolucién como en el de las producciones pueden continuar hasta que
las expresiones se repiten sin dar F. Esto significa que la S original es consistente.

Un caso de inconsistencia es el siguiente:
S={-pV-qV-rpV-rVv-atrtV-oqgqgtV-pV-rpV-ogV-orV-ash

clausulas  resolventes producciones sustituciones

Ci  —pr—r P F:—pq,r

Cy pr—t Pyp:—nrt

Cg r P3 T —

Cy t—q Pyt —q

Cs g Psq:—

Cs t—p—r Pst:—p,r

Cr  poq—r—s Pp:—q,rs

Cs  —qg—r—-r-t Cp,Cyp P F:—rtqr PP
Cg ﬁq_'7“_\t Cg,C3,T Pg F . —q,?”,t P3P8
Cio —q—r—q Cy, Cy,t Py F:—q,r,q PPy

Cyn —r—gq Ch0,Cs,q Py F:—q,r Ps Py
Ci2 - Ci,Cs,q P F:—r Ps Py
Cis F C3,Cho,r Pz Fi— P3Py
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Capitulo 3

Presentacion axiomatica de la Loégica

3.1 Sistemas Axiomaticos

Son una forma de presentar un cuerpo de conocimientos que consiste en:
e Un conjunto finito de axiomas que son proposiciones consideradas validas.

e Un conjunto finito de reglas de inferencia que indican como producir nuevas
proposiciones a partir de los axiomas y proposiciones ya demostradas (teoremas).

La demostracién de una proposicién es una sucesiéon ordenada de proposiciones: axio-
mas, teoremas, reglas de inferencia y proposiciones precedentes en la sucesion que termina
en la proposicién a demostrar, la cual queda asi como teorema.

En nuestra notacion de célculo proposicional y de predicados denotaremos este proceso
como:

SEA

donde S es la citada sucesién de axiomas, reglas de inferencia y teoremas y A es el teorema
que resulta. Los elementos de S se llaman hipétesis y A es la conclusion.

Se dice que A es consecuencia légica de S. La expresién () = A, que se abrevia = A
significa que A es una tautologia. Si es S F F se dice que S es inconsistente.

Notese la semejanza con lo dicho para inferencia, consecuencia logica, tautologia e incon-
sistencia en 1.4, donde denotamos la consecuencia logica por:

Sk A

Sin embargo los significados son totalmente diferentes. En el enfoque de 1.4, llamado
enfoque semantico la verdad de una proposicién o férmula depende de la verdad de
las premisas en S y la verdad de estas descansa en la interpretacién. En el enfoque
sintactico, que aqui veremos, la verdad de una proposicién o férmula depende de los
axiomas, de las reglas de inferencia y del proceso de demostracion.

Todo sistema axioméatico debe ser consistente. Es decir, el conjunto S de axiomas y
reglas de inferencia no puede ser tal que S - F.
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Es conveniente que el sistema sea minimo en el sentido de que no haya axiomas que
puedan deducirse de otros, ya que serian teoremas y siempre seria posible quitarlos de la
lista de axiomas sin que se perdiera ninguna de las conclusiones. Esto también se expresa
diciendo que los axiomas deben ser independientes.

El sistema axiomatico debe ser sélido, lo cual significa que toda proposiciéon derivada o
teorema debe ser una proposicién valida. Esto se expresa por:

FA—-EA

Ciertos sistemas axiomaticos tienen la propiedad inversa: toda proposicién valida es un
teorema, es decir, se puede demostrar a partir de los axiomas y reglas de inferencia. Un
sistema con tal propiedad se dice completo. Se expresa:

= Ak A

Todo sistema axiomatico debe ser sélido, si no es inaceptable como sistema axiomatico.
Por otra parte puede no ser completo. Puede haber proposiciones validas indemostrables.

3.2 Sistema axiomatico para el calculo proposicional

Un sistema axioméatico para el cdlculo proposicional puede construirse con tres axiomas
y una regla de inferencia:

A XD (Y DX)

A X2 D2Z)>(X2Y)D(XD2)

A (X DO-Y)D (X DY) DX)

Ry Si X DY y X son teoremas entonces Y es un teorema.
Donde X,Y, Z son férmulas.
Se admite que Ay, As, A3, Ry son teoremas. Si un sistema es solido podemos sustituir la
palabra teorema por valido o por tautologia. Al aplicar la regla de inferencia a cualquier
teorema resulta un teorema. Por lo tanto el sistema asi definido es sélido.
Todo lo que se deriva de A;, Ay, A3 usando R; es valido, asi que también el sistema es
consistente.

Ejercicios 3.2.1

Demostrar los teoremas siguientes:
1.pDp
2. pD—-p
3. - —pDp
4 (=pD>—q)D(¢Dp

5. (p2>¢)2>((-p>q) Dgq
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Ejemplo 3.2.1

La demostracién del primero seria:

1 (p>(>p) Dp) por 4,

2 2> ((o2p)op)2>((D(@>p)D(Dp) porly A
3 (o(>p)D>(>Dp) por 1.2y R
4 (p>(p>p) por 4,

5 (pDp) por 3.4y R,

Se pueden introducir como definiciones los demés conectivos del calculo proposicional
definiendo:

1. XvVY=-XDY
2. XAY =—(X DY
3. (X=Y)=(XDOY)A(Y DX)

Si se demuestran, a partir de estas definiciones, las propiedades de V, A, = éstas se pueden
usar en las demostraciones.

Ejercicios 3.2.2

Demostrar que X VY =Y VvV X.
Ver que X VY es un teorema si loes X oY. Usar 3.2.1 1,2,5.

3.2.1 Metateoremas

Véase que no hay reglas fijas para hacer demostraciones (equivalentes a los algoritmos de
mostrar consistencia en el enfoque seméntico).

Son muy 1tiles para hacer demostraciones los teoremas que se refieren a propiedades
de los teoremas. Se los llama metateoremas. Mencionaremos los siguientes:

1. Principio de deduccién de Tarsky-Herbrand
SSBFA« SE(BDA)

Es decir, A es deducible del conjunto S y la férmula B si y sélo si de S se deduce
B D A . Se ve que la condicién S F (B D A) es necesaria para que valga S, B+ A.
Sea S, B + A valida. Entonces si es valida B lo es A por Ry, asi que S, B+ A es
valida. Que la condicion es necesaria se prueba por induccién sobre el nimero de
pasos de la prueba S, B - A. Si ésta se desarrolla en los pasos Aj, As, ..., A, se ve
que en el paso A es S+ (B D A;). Esto se supone vélido para el paso Ay y se
prueba para el A;,;. La demostracion detallada puede verse en Mendelson p.32.

El teorema de deduccién es el mas usado en Matematicas. Para probar que una
implicacién es cierta B D A si valen ciertas premisas, es decir S F (B D A) se
supone B verdadera y se demuestra que de S, B resulta A.
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Ejemplo 3.2.1.1

Supongamos (S)vélidas las reglas de suma de exponentes: r™r" = ™™ y supon-
gamos que a'°® = x de esto resulta la implicacién: Si (B) z = x17, entonces (A)
logz = logry + logxs. Para demostrar esto hay que ver que de S y B resulta A. Es
la demostracién conocida z = 129 = al9%1qlo972 = glogritlogrs — » — glogz Eg decir
logz = logzy + logzs.

. Regla de intercambio. Permite cambiar una férmula o subférmula por otra equi-

valente:
Si X)Y DZyZ DY son teoremas y
si Y es X o una subférmula de X,

entonces si reemplazamos en X una Y por la Z resulta un teorema. Por ejemplo en
cualquier teorema en que aparezca p O ¢ lo podemos reemplazar por —p V ¢

. Sustitucion uniforme. Permite reemplazar una férmula en un teorema:

Si X(p) es un teorema que contiene la proposiciéon p y reemplazamos en él la pro-
posicién p por la férmula A, la expresién que resulta es un teorema.

Si en los metateoremas anteriores reemplazamos la palabra teorema por tautologia, es
obvio que son validos, pues la tautologia vale cualquiera sea el valor de sus elementos.
Luego los metateoremas son validos en todo sistema axiomatico sélido y completo donde
cada teorema es una tautologia y viceversa.

Ejemplo 3.2.1.1

Como ejemplo de aplicacion de las reglas de deduccion y sustitucién veamos la demostra-

cién de la validez del esquema llamado prueba por casos:
SiS,BFAyS,—-BF Aentonces S+ A

1

00 ~J O Ul = W N

S,BFA hipétesis
SF(BDA 1, deduccion

(pD2g) D((—pDq) Dq) teorema
(BDA)D((-BD>A)DA)) 3, sustitucién

SE((-BD>A)DA) 24,Ry
S,—BFA hipétesis
St (=B D>A) 6, deduccion
SEA 7,5,Ry

3.3 Completitud del calculo proposicional

Daremos una idea de la demostracién de que el sistema axiomatico Ay, As, A3, Ry para el
calculo proposicional es completo.

Supondremos que toda férmula tiene solamente los conectivos =, D . Todo otro conectivo
puede reducirse a estos.
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Teorema 3.3.1 En toda férmula A construida con las proposiciones py, ps, .., p,
en la cual | es una interpretacién, si p es p, cuando I(py) = V y p,. es —py
cuando [(py) = F'y ademéas A’ es A cuando [(A) =V y por —A cuando [(A) = F,
entonces {p|,ph,..,p,} H A

Véase que se trata de hacer un cambio de proposiciones p por p’ de manera que sean todas
verdaderas en la I dada. Con ellas es directo construir cualquier proposicién A’ que es A
o su negacion. De esa construccion se puede pasar directamente a A o = A a partir de las
p mediante aplicacién de los operadores — y D a través de férmulas validas en 1.

Se puede demostrar el teorema por induccién sobre el nimero de conectivos. Si no hay
ninguno A es una de las py y el resultado es inmediato. Si hay varios conectivos se puede
ver que A tiene la formula B D C' o bien =D (donde B,C, D son férmulas con menos
conectivos que A. Por la hipdtesis de induccién el resultado es vélido para B’,C’, D’
transformadas como se dice en el teorema. Luego:

{P\,pos s} B B

PPy} O

{p1.p5, .., 0} D" 5 ast que

{p},ph, .., 0} F A’ Hay que considerar los diferentes casos (Ver Mendelson p.36).

Teorema 3.3.2 El sistema axiomatico A;, Ay, A3, R, para el calculo proposicional
es completo

Sea A una tautologia constituida por las proposiciones {p}, pj, .., p,,}. Se pueden construir
2™ expresiones del tipo {p},p5,..,p,,} F A que son verdaderas ya que una tautologia es
valida para todas las interpretaciones. Por el principio de deduccién:

{p1,po: - vna b (0 O A)

{p1, Phs - va} (20, D A)

y éstas son verdaderas. Por lo tanto son verdaderas

{p}, Py, .., 01} F A (por el principio de prueba por casos).

Prosiguiendo la reduccion se llega a: = A.

Es decir A es deducible de los postulados (por el teorema 3.3.1, el principio de deduccién
y la prueba por casos).

3.4 Uso de los sistemas axiomaticos

En calculo proposicional, donde hay algoritmos para probar la consistencia, el uso de
sistemas axiomaticos no es muy necesario. Es como una introduccion para usarlo en otras
areas como el calculo de predicados o la aritmética.

Las deducciones basadas en axiomas y la regla R; (modus ponens) se llaman pruebas de
tipo Hilbert.

Pueden darse sistemas sin axiomas y con varias reglas de deduccién (pruebas tipo Gent-
zen).

Las reglas pueden dar la semantica de cada conectivo. Estos sistemas se llaman de de-
duccion natural . Damos a continuacién un sistema de deduccién natural para el calculo
proposicional. En lo que sigue la expresion de la forma:
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S1, 52, ..,
S

significa que del conjunto de férmulas {S;,Ss, .., S,} se deduce S. Escribamos H — C

valido si H tiene como consecuencia C.
Regla de monotonicidad:

- S— A

S,A— A S,B— A
Reglas de introduccion:
(A) S—-AS—B

S— ANB
V) S— A S— B

S— AVBEB S—AVB
() S,A— B

S—ADB
(=) S,A— F

S — A
(=) SSA—BS B— A
a S—A=B
Reglas de eliminacién:
() S— AAB S—AANB

S— A S— B
V) S—AVBS,A—-CS B—C

S—C

() S—ADB

S,A— B
B S—F S—A
(=) S—A=B S—A=B
B SaAHB S,B—)A

Ejemplo 3.4.1

Apliquemos esta forma de deducciéon para demostrar la validez del esquema de prueba
por casos:

{h,hD(pVq),pDec,gDct—c
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Llamemos S al conjunto de las hipdtesis. Una prueba seria:

1 ShD(pVeg—=hD(pVy
S—h>D({pVa)
S,h—pVyq
S—pVyg
SSpDc—pDec
S—pDc
S,p—c
SSgDc—qDc
9 S—q¢Dc

10 S,q—c

11 S—c¢c

00 ~J O Ul = W N

regla basica
monotonia
2y elim. D
monotonia
regla basica
monotonia
6 y elim. D
regla bésica
monotonia
9y elim. D

4,710 y elim. V

3.5 Axiomas del calculo de predicados

El calculo de predicados puede axiomatizarse sin dificultad si se excluye la igualdad. Un

sistema puede ser:
A XD DOX)

Ay XDOX¥D22)D>(XDY)D(XD2))

A3 (X D-Y)D((wX DY) DX)

Ry Si X DY y X son teoremas entonces Y es un teorema.
R; Si x es libre en el teorema P, entonces Vx P es un teorema.

Donde X,Y, Z son féormulas.
El 9z A se define como —V—-A

El metateorema de deduccién (ver 3.2.1): S;BF A« S+ (B D A)

no es valido en general. Por ejemplo: P - Va P es vélido, pero P D Vax P no lo es, a menos

que P sea un teorema.

Sistema de deduccién natural. Se puede construir un sistema de deduccién natural
para el calculo de predicados agregando a las reglas vistas en 3.4 las siguientes:

) m x 10 libre en S

O srean

v) m t 1o libre en A(t)
) m ¢ 1o en S ni en A(x)

La igualdad puede ser definida como una funciéon predicativa E con las propiedades si-

guientes (reflexiva, reciproca y transitiva):

VaeE(x,x)
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Vavy[E(z,y) D E(y, z)]
VaVyVz[E(x,y) A E(y, z) D E(z, 2))

The equality can also be characterized by the following inference rules:
E(Sl,tl) N E(Sz,tg) VANPIRAN E(Sm,tm)
P(Sl, 59y vuy Sm) = P(thtg, ;tm)
E(Sl, t1> A E(Sg,tg) VANPIRVAN E(Sn,tn)
E(f(817 59, .y Sn), f(tl, tg, .oy tn))

P denota una variable predicativa m-aria, f una funciéon n-aria.

3.6 Teorias de primer orden

El calculo de predicados puede utilizarse en la formalizacion de teorias mediante inter-
pretaciones especiales dependientes de la materia que trate la teoria a formalizar. De
hecho la formalizacién de la Aritmética, la Geometria, la Fisica, incorporan el calculo de
predicados de primer orden, aunque ésto no se declare explicitamente en las exposiciones.
Una propiedad importante de la teoria es la decibilidad. Una teoria es decidible si toda
férmula puede ser demostrada o refutada, esto es, puede demostrarse su contraria a partir
de los axiomas y reglas de inferencia de la teoria.

Por otra parte se dice que una férmula es computable si existe un algoritmo tal que
a partir de axiomas y teoremas antes demostrados y usando las reglas de inferencia se
puede demostrar tal formula. Veremos que ambos conceptos estan relacionados.

Existen teorfas no formalizadas que se refieren a un campo del universo (real, imaginario,
pasado, presente o futuro) pero en ellas siempre existe un lenguaje, proposiciones que
afirman o niegan, ciertas proposiciones que se toman como verdaderas (axiomas) y ciertos
métodos de razonar o inferir afirmaciones o negaciones a partir de los axiomas.

Hemos visto que el calculo de predicados contiene estos elementos. Cuando estédn declara-
dos explicitamente y se cumplen ciertas condiciones de solidez decimos que hay una teoria
formal.

En una teoria formal que incorpore el calculo de predicados se tienen los elementos si-
guientes.

e Una simbologia formada por un conjunto de constantes funcionales o pre-
dicativas que nos indican cuales serdn los tipos de afirmaciones y relaciones que
apareceran en la teoria.

e Un lenguaje o conjunto de férmulas obtenidas mediante el calculo de predicados
a partir de la simbologia. Estas formulas son en principio vacias de contenido.

e Una estructura que consiste en una interpretacion del lenguaje. Se da un dominio
de interpretaciéon y a cada constante funcional o predicativa se le asigna una
funcion o predicado del nimero adecuado de variables con valores de los argumentos
en el dominio de interpretacion. Las funciones comunes tienen valores en el dominio
de interpretacién y las predicativas en el dominio {V, F'} . Esto permite dar una
interpretacion a los términos y féormulas del lenguaje.
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e Una teoria es un conjunto de férmulas en las cuales se ha distinguido un subcon-
junto finito especial (axiomas) de cuyos elementos, mediante reglas especificadas se
obtienen teoremas que son proposiciones validas de la teoria. Los axiomas son los
del calculo de predicados mas los que se agregan como axiomas especificos de la
teoria.

Las teorias basadas en el calculo de predicados de primer orden se llaman teorias de
primer orden. Las teorias de orden superior, por ejemplo las que admiten funciones
comunes o predicaticas como variables, tienen en general mayor poder expresivo, pero su
poder deductivo es menor. Por ejemplo no se pueden definir en ellas sistemas axiométicos
completos y sélidos. Para las aplicaciones de la Ciencia y las Matematicas suelen ser
suficientes las teorias de primer orden.

Ejercicio 3.6.1

Senalar en el ejemplo 2.3.1 cuales son la simbologia, el lenguaje y la estructura. ; Como
se podria introducir una teoria?
La utilidad de las teorias es que al ser establecidas permiten:

1. una exposicion clara del tema al que se refieren,
2. un manejo algoritmico del conocimiento del tema,

3. una jerarquizacion de las afirmaciones que facilita la aplicacién y la verificacién de
las afirmaciones.

Por otra parte existen otros métodos ademés del axioméatico para establecer la verdad de
una férmula dada. Un ejemplo es el uso de tablas de verdad en el calculo proposicional.
El establecimiento del valor de verdad a partir de axiomas y reglas de deduccion debe
usarse cuando los métodos semanticos (como las tablas de verdad) o algoritmicos (como
el célculo basado en la resolucién o en el andlisis algoritmico de una férmula) no son
posibles. Se han hecho intentos para crear algoritmos que busquen demostraciones a
partir de axiomas.

El trabajo de crear un sistema axiomatico para un campo del conocimiento no es sim-
ple. Debe definirse el dominio de interpretacién que debe contener los conceptos bésicos
(en el caso de la Fisica serian masa, fuerza, velocidad,etc.) la traduccién de los hechos
(por ejemplo observaciones) al lenguaje antes definido y la eleccién de cuales afirmacio-
nes se elegiran como axiomas de manera que se puedan definir todas las observaciones
consideradas correctas.

Debe evitarse la inconsistencia (falta de solidez) e investigarse la incompletitud (existencia
de verdades que no pueden deducirse de la teoria) pues esto indica que la teorfa podria ser
ampliada. Por tltimo puede encontrarse una teoria que abarque teorias anteriores como
casos particulares.

3.6.1 Modelos de una teoria

Una teoria 7" con un lenguaje L puede tener modelos es decir, interpretaciones que hacen
verdaderos los axiomas de la teoria. Los teoremas son consecuencia logica de la teoria,
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asi que todo modelo hace verdaderos los teoremas. Luego:

Teorema 3.7.1 Los teoremas de la teoria T son las féormulas de L que son
verdaderas para todo modelo de T'

Si definimos teorema como en los sistemas axiomaticos, como una proposicion o formula
obtenida a partir de los postulados mediante las reglas de inferencia, la definicién sera
equivalente a la dada aqui, siempre que el sistema axiomatico sea obtenido de los axiomas
propios de la teoria y un sistema axioméatico sélido y completo del calculo de predicados.
La teoria, o mas exactamente metateoria, de modelos tiene por objeto construir modelos
de teorias dadas consistentes. Vimos un ejemplo en el método de Herbrand para construir
un modelo numerable en la légica de predicados. Puede extenderse a toda teoria con un
nimero numerable de axiomas. Se han dado otros métodos dentro de la teoria de modelos
con diferentes propiedades.

La cuestion inversa consistiria en tener una estructura matemaéatica como la de los nimeros
naturales o los grafos y de alli construir una teoria que tenga aquella estructura como
modelo.

En el caso de los nimeros naturales la simbologia puede ser {0, s, +, *} donde 0 es una
constante, s la funcién que a cada elemento le hace corresponder otro llamado siguiente
y +, X son las operaciones suma y multiplicacién (funciones binarias). Asi 2 se repre-
senta s(s(0)). Con esto se pueden representar todos los elementos de la Aritmética. La
axiomatizacion puede hacerse por los conocidos axiomas de Peano.

Otros problemas sobre las teorias y sus modelos llevan a las siguientes distinciones :

e Una teoria es decidible si existe un algoritmo de un niimero finito de pasos que deci-
da si una féormula es o no un teorema. Para probar la decidibilidad basta demostrar
que tal algoritmo existe, sin que sea necesario construirlo.

e Una teoria es completa si toda formula es un teorema o su negacion lo es. Es decir,
si puede decirse con seguridad si la férmula es o no un teorema. Ndétese que una
teoria puede ser decidible y no completa. Mas adelante veremos que si es completa
es decidible.

e Una teorfa es categodrica si todos sus modelos son isomorfos, es decir son en realidad
el mismo modelo con diferentes nombres de sus elementos de interpretacion.

Ejemplo 3.7.1

En la teoria del orden parcial hay algunos modelos para los cuales dados dos ele-
mentos x,y se cumple siempre que < y o y < z. ésto es valido si el modelo son los
nimeros reales, pero por ejemplo si el modelo es el de los conjuntos con la relacién
de inclusién la proposicién dicha (expresada por la férmula: VaVy(x <y Vy < x)
no se cumple. La teoria no es categorica.

La cardinalidad de un modelo es el nimero cardinal de sus elementos (finito,
numerable, continuo, etc.). Si una teoria admite modelos de cardinalidad diferente
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no pueden ser isomorfos, asi que la teoria no es categorica. Una exigencia mas débil
es la a-categoricidad:

Una teoria es a-categérica si todos sus modelos de cardinalidad « son isomorfos.

El siguiente teorema relaciona los conceptos vistos. Es consecuencia inmediata de
las definiciones.

Teorema 3.7.2 Una teoria categodrica es a-categérica para todo niimero
cardinal a.

También se verifica el siguiente:

Teorema 3.7.3 Una teoria consistente que no tiene un modelo finito y es
a-categérica para un cardinal « infinito es completa

Sea T' sin un modelo finito. Supongamos que es no completa. Debe tener una
férmula A tal que las dos teorfas 7'V A y T'V —A sean ambas consistentes (si no
hubiera tal A seria completa). Los modelos correspondientes son infinitos pues 7' no
admite modelos finitos. Segin el teorema de Lowenheim Skolem cada teoria admite
un modelo de cardinalidad a (hemos visto sélo el caso restringido del teorema en
que « es Vg pero el teorema es general). Como A debe ser V' en el primer modelo y
F' en el segundo ambos modelos no pueden ser iguales, pues una interpretacion hace
la féormula A verdadera y la otra la hace falsa. Luego hay dos modelos diferentes
para T, ambos de cardinalidad «.

Teorema 3.7.4 Una teoria completa es semi-decidible

Sea T una teoria completa y A una férmula del lenguaje T. Entonces uno de los
conjuntos de férmulas T'V A, T V —A es inconsistente. Esto puede determinarse,
por ejemplo, mediante el método de reduccion. Si el proceso termina, con esto se
decide si A es un teorema o lo es = A. Pero para asegurar la decibilidad estricta hay
que demostrar que el proceso siempre termina.

Si una teoria es incompleta puede completarse agregando nuevos axiomas. Pero, si
estos son muy fuertes, el nimero de axiomas se puede reducir de modo que no haya
ningiin modelo interesante.

Se puede demostrar que no puede obtenerse ninguna teoria completa (ni siquiera
decidible) de la aritmética de los nimeros enteros ni de los grupos finitos.

Se puede demostrar que el calculo de predicados no es, en general, decidible. Un
caso especial en que las funciones predicativas son de una variable y las funciones
comunes son constantes (cero variables) conocido como cdlculo de predicados
monadico es decidible. El cédlculo de predicados no es, en general, decidible.
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3.7 Algoritmos y maquina de Turing

Una maquina de Turing (1936) es un modelo simple de un computador de algoritmos.

La MT consiste en:

1. Una memoria, representada por una cinta de celdas. En cada celda puede
haber un simbolo de un cierto alfabeto S. Uno de los simbolos debe ser un
blanco B. Debe haber por lo menos dos simbolos diferentes.

2. Una cabeza lectora-escritora que puede revisar sucesivamente las celdas y:
— revisar (leer) el contenido de celda dejando disponible el simbolo que con-
tiene.
— escribir un simbolo en la celda revisada, borrando el que habia.
— mover la cinta un lugar a la izquierda o a la derecha para ir revisando las
celdas contiguas.

3. Un registro que guarda uno de un conjunto finito ¢) de simbolos que representan

estados diferentes de la méquina. Se distinguen:
— un estado inicial gge@
— uno o més estados finales gre@

4. Por tultimo existe un conjunto de instrucciones. Para cada estado hay una y
solo una instruccién. La instruccién es una funcién que para cada valor leido
posible le hace corresponder una terna de los elementos siguientes:

— un simbolo que indica el nuevo valor a escribir en la cinta.

— el nuevo estado a guardar en el registro (el cual indicard la proxima ins-
truccién a ejecutar)

— un indicador 4+ o — que indica si la cinta, después de ejecutar la instruccion
ird a la derecha o a la izquierda.

Una computacion comienza en el estado gy con la cabeza apuntando a la celda 0 de
la cinta.

El go y el contenido de esa celda determinan la primera terna (instruccién) a ejecutar.
La ejecucién consiste en escribir en la celda actual el primer elemento de la terna,
poner en el registro de estados el segundo elemento y mover la cinta una celda a la
izquierda o a la derecha.

La ejecucion avanza hasta llegar a un estado final o prosigue indefinidamente. Si
termina lo que queda en la cinta es el resultado de la computacién.

Ejemplo 3.8.1 Un ejemplo muy simple es la maquina que decide si un nimero
expresado en binario tiene un nimero par o impar de unos.

Sea: S = {0, 173}7 Q = {q07q1an}‘

Las instrucciones son:
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estado ‘ 0 ‘ 1 ‘ B
qo0 (07QO7+) (0>QI7+) (07Qf7J-)
q1 (07(]174‘) (07QO7+) (17Qf7—]—)

donde L significa indefinido.

Ejercicio 3.8.1

Aplicar la maquina anterior a los numeros: 1011 y 0110

Tesis de Turing: Toda computaciéon que puede llamarse un algoritmo puede
ser realizada por una maquina de Turing

La proposicién no es un teorema, ya que el término algoritmo no estd bien definido.
Usualmente se entiende por algoritmo una receta o procedimiento expresado en cierto
lenguaje que describe una sucesién de operaciones sobre datos tomados de un cierto
conjunto. En cada operacion se especifica la siguiente y ciertas transformaciones en los
datos. Eventualmente se terminan las operaciones y dejan un resultado expresado en
forma de datos del mismo conjunto.

Los resultados son una funcién de los datos iniciales y se dice que tal funcién es computable
por la maquina de Turing.

Es importante saber si dada una maquina de Turing es posible saber si la computacion
que realiza termina o prosigue indefinidamente. Esto es conocido como el problema de
la parada. La funcién a calcular tiene como argumento cualquier maquina de Turing
y como resultado uno de los dos valores V o F segin la méaquina se detenga o prosiga
indefinidamente. La imposibilidad de construir una maquina de Turing que resuelva este
problema se afirma en el siguiente:

Teorema El problema de la parada en las maquinas de Turing es no computable

Sea T una méquina de Turing con datos t (estado inicial de la cinta). Sea D una supuesta
MT que tomando (T,t) como datos decide si al correr la T con datos cualesquiera hay
parada (V) o no la hay (F). Supongamos, para simplificar D que t=T, es decir la T corre
con datos que son precisamente la descripciéon binaria de T. Podemos entonces definir
una maquina E tal que lee la expresion de T y la copia en la cinta para ser considerada
como los datos de T. Asi T constituye todos los datos de E. Supongamos que E procesa
los datos T y puede dar como salida V (si la T pararia al procesar los datos T) o F (si
no pararfa). Hagamos una pequenia modificacién a E de tal forma que si halla V (habria
parada) entre en un lazo. Sea U la MT asi modificada. Tal U al procesar el cédigo de
cualquier MT (que use como datos su propio c6digo) para si tal MT no para y no para si
tal MT para. Pero al aplicar tal U a si misma (a su propio cédigo) vemos que tal U para
cuando no para y viceversa. Pero tal U no puede existir. Luego la E y la D con la cual
la hemos construido no pueden existir.
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