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ASOCIACION ENTRE DOS VARIABLES

8.1 INTRODUCCION

En el campo de la investigacion bioldgica surgedentemente la necesidad de establecer si
dos o mas variables estan relacionadas o asociddasmayoria de las veces esta
correspondencia no es un hecho evidente y se lemmsario examinar el comportamiento
conjunto de los valores de las variables involuasapara establecer si existe algun tipo de
asociacion entre ellas. Por ejemplo, es posible egualgunos estudios se tenga interés en
saber si existe relacion entre la altura de unat@lg la concentracion de algun nutriente en el
suelo; la talla y el peso de los individuos de taiegspecie; la frecuencia cardiaca y la
concentracién de una droga en la sangre; la dehdielaina poblacion y el tiempo de vida de
sus miembros, etc. Son varias las técnicas estagisjue pueden usarse para establecer la
naturaleza, intensidad y tipo de asociacion entmgables como las de los ejemplos
mencionados anteriormente. Sin embargo, los do®duogtestadisticos de asociacion de
variables mas utilizados en la biologia son el &iglde Correlacion y el Andlisis de
Regresion. En éste capitulo, se estudiaran ambtsios.

8.2 NATURALEZA DE LA ASOCIACION ENTRE VARIABLES

Aunque son numerosas las razones por las cualesadables bioldgicas se relacionan, Sokal
y Rolf (1980) sefialan algunas formas basicas daason frecuentemente encontradas en los
estudios biolégicos.

1.- La variable X es la causa Unica de la variad®@motra variable Y.

X =—y

Esta situacion no es frecuente, sin embargo algejeosplos son los siguientes: a) Edad de un
pez (X) y numero de anillos de crecimiento en Ilssamas (Y); b) Concentracion de una
sustancia (X) en una solucion y el color desaadullpor la solucion (Y), y ¢) Concentracion
de sdlidos disueltos (X) y conductividad del agdp (

2.- Las variables X e Y estan relacionadas por@penden de un factor comun (F1)

X
Y

Estos casos tampoco son frecuentes. Se puede pomer ejemplo la relacion que puede
existir entre el peso (X) y la talla (Y) de un angsmo, cuya asociacion suele depender de la
edad (k)
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3.- La variable X es una de las varias causas de Y

Este modelo es mas frecuente que los anterioresejBmplo, para muchos organismos la
frecuencia cardiaca (Y) ademas de depender del @sdepende de otros factores como la
edad (k) y la temperatura ¢

4.- La relacion entre la variables X e Y dependeat@&s causas comunes 0 no.

F3
F, X
F2
F, Y

Posiblemente, estas situaciones complejas seamdascomunes en la naturaleza. Como
ejemplo se puede tomar el caso de los estudioBométricos en insectos, donde el tamafio
de dos estructuras, como la cabeza (X) y la lodgitel fémur de una pata (Y) depende de
varios factores comunes como la edag,(El peso o la talla ¢gfr y de factores especificos
como su funcion (8, la posicion (g), etc.

5.- La variable X afecta directamente a la varialeestando ambas afectadas por una

variable comun.
F
] X
F, Y

Esta caso representa una situacion de mayor cadgaepPor ejemplo, en muchos animales al
aumentar el tiempo de desarrollo (X) incrementpedo (Y), sin embargo un tercer factor
como el incremento en el niamero de crig (ksminuye el peso (Y) y aumenta el tiempo de
desarrollo (X). De modo que la variable comun teeadcontrarrestar la accidon directa entre
las variables X e Y.

8.3 FORMAS DE EVALUAR UNA ASOCIACION

8.3.1 Evaluacién grafica

Una manera rapida de determinar la eventual agsoniantre dos variables es representar en
un eje cartesiano los valores de las dos variabétsdiadas y marcar con un punto la
interseccion de sus coordenadas. Esto produce isparsion de los pares de valores en el
plano. La tendencia que siga todo el grupo de puptede indicar si existe asociacion entre
las variables y la naturaleza de ésta asociaci@rasociacion sera positiva si al aumentar los
valores de una variable aumentan los de la otrguf&i8.1A y B); o serd negativa si al
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aumentar una variable la otra disminuye (Figur&g.5i no hay asociacion no se manifiesta
ninguna tendencia (Figura 8.1D). Una desventajke avaluacion gréafica es que requiere un
namero grande de pares de valores de las varislses.
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Figura 8.1. Asociacion entre dos variables. A)itha@s B) positiva perfecta; C) negativa;
D) sin asociacion.

8.3.2 Evaluacion Estadistica

La evaluacion estadistica de una asociacion ewisevdriables permite dos cosas: i) decidir
objetivamente si existe asociacion entre dos viasali) determinar la naturaleza, intensidad
y forma de la asociacion. El Analisis de Correlagyéel Analisis de Regresion son los dos los
métodos estadisticos méas utilizados en la biolggie lograr los dos propdsitos antes
sefalados.

8.4 ANALISIS DE CORRELACION

El analisis de correlacidon sirve para demostraos variables aleatorias estan asociadas y
cuantificar la intensidad de dicha asociacién. Es¢¢odo supone que la asociacion entre las
variables X e Y produce una distribucion bivariad@amos como se origina este tipo de
distribuciones.

Supdngase que a 10 personas se les midi6 la gltyra la distribucién de valores es la que se
muestra en la Tabla 8.1.

Tabla 8.1. Frecuencia de tallas en un grupo deci€bpas

Talla (m) Frecuencia Frecuencia relativa
1,68 1 0,1
1,69 2 0,2
1,70 4 0,4
1,71 2 0,2
1,72 1 0,1

La distribucion de tallas de la Tabla 8.1 se puegeesentar mediante un histograma como el
de la Figura 8.2
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Frecuencia melativa
F
[¥¥]
=

1,68 1,69 1,70 1,71 1,72
Altura {m)

Figura 8.2. Histograma para la distribucion deatall

La distribucién de frecuencias relativas de la Fg®.2 representa la distribucion de
probabilidades de la variable talla. Como es okedrata de la distribucion probabilistica de
una sola variable. Supongase nuevamente que pdeaw® de las personas también se
registro el peso en kilogramos (Tabla 8.2).

Tabla 8.2. Frecuencia de talla y peso en un grepbOdoersonas

Talla (m) Peso Frecuencia absoluta  Frecuencidvelat
1,68 65 1 0,1
1,69 66 2 0,2
1,70 67 4 0,4
1,71 68 2 0,2
1,72 69 1 0,1

La distribucion de probabilidades de las tallasegqgs estaria formada por 25 valores, tal y
como se muestra en la Tabla 8.3.

Tabla 8.3. Distribucidon conjunta de frecuenciaatreas de la talla y el peso de 10 personas

Talla (x)
1,68 1,69 1,70 1,71 1,72 fr(y)
65 0,1 0,0 0,0 0,0 0,0 0,1
66 0,0 0,2 0,0 0,0 0,0 0,2
Peso (y) 67 0,0 0,0 0,4 0,0 0,0 0,4
68 0,0 0,0 0,0 0,2 0,0 0,2
69 0,0 0,0 0,0 0,0 0,1 0,1
fr(x) 0,1 0,2 0,4 0,2 0,1 1,0

En la tabla anterior se puede obtener facilimenpedbabilidad de que un determinado par de
valores de talla y peso ocurran conjuntamente.efamplo la probabilidad de que ocurran

simultdneamente los eventos Talla = 1,69 y Pesb es@), 2. Una representacion mas formal
es la siguiente: P(x = 1,69; y = 66) = 0,2. Otrakxes de probabilidad son:
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P(x=1,70;y=66)=0,0; P(x=1,71,y=68 =)0,P(x =1,72; y =68) = 0,0

La distribucion conjunta o bivariada del histogradeafrecuencias relativas de la talla y el
peso de la Tabla 8.3 se muestra en la Figura 8.3.

0.4 70
P Py
S 0.3 Peso - ;
C 687 ;
3 ==
£0249 67-< AR -
= 6 #

o1des { [ _Vorg e -

?«.. .................................. Funnnnnnn -

- l.: :: l:. J": l-: l:
1,68 1,69 1,70 1,71 1,72 1,73
Talla
Figura 8.3.

El histograma anterior se construyd con los 16realde la Tabla 8.3. En este caso debido al
bajo nUmero de observaciones a cada valor de X ¥ btecorresponde un solo dato. Sin
embargo si se incrementa el nimero de datos seiggodn aumento en el nimero de
observaciones para cada valor de X o de Y. Comopgeen la Tabla 8.4, se muestra la talla
y el peso de 111 personas donde se observa quéaavalr de X le corresponden varios
valores de Y e igualmente a cada valor de Y leespanden varios valores de X.

Tabla 8.4. Frecuencia de la talla y el peso depEl4onas

Talla

1,68 1,69 1,70 1,71 1,72 1,73

65 0 1 2 1 0 0

66 2 3 4 3 2 0

67 3 5 7 5 3 2

Peso 68 4 6 8 6 4 2
69 2 4 9 4 2 0

70 0 3 7 3 0 0

71 0 1 2 1 0 0

El histograma que se origina de los datos de fresaale la tabla anterior se muestra en la
Figura 8.4.
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Frecuencia relativa

1.67 168 169 170 171 172 1.73
Talla (m)

Figura 8.4.
Al seguir incrementando el nimero de valores pasadbs variables la forma del histograma

se suaviza cada vez mas, hasta que finalmente @wmiimero de pares de observaciones
sea infinito el histograma de frecuencias tend&éforma acampanada (Figura 8.5).

Peso (kg)

Probabilidad

Talla (m)
Figura 8.5.

Esta distribucion bivariada se caracteriza porqae gada valor de x (talla) existe una
subpoblacion de valores de y (peso) que se diggibnormalmente (Figura 8.6).

Peso (Kg)

Probabilidad

|7
Talla (m)

Figura 8.6.

Igualmente para cada valor de y (peso) existe wimgpablacion de valores de x (talla)
distribuidos normalmente (Figura 8.7).
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Peso (Kg)

Probabilidad

Talla (m)
Figura 8.7.

Matematicamente la distribucion normal bivariadaescrita por la funcion de probabilidades

siguiente:
2
- 2[( K ij_szy( X_“X][ y_”y]{ y‘”YJ
el o) e e e
X,y)=
mea—)“ ' 1_ p>2(y

Dicha funcion esta caracterizada por los paramsigsentes:

Hx
Oy

media de la variable aleatoria X. Uy = media de la variable aleatia Y.

desviacion de la variable aleatoria X. oy =desviacion de la variable a¢oria Y
Pxy = coeficente de correlacion para las dos variables. gy, = covarianza de xey

Conociendo los parametros y usando la funcion iantexs posible calcular la probabilidad de
ocurrencia de un dado par de valores (x,y).

8.4.1 Coeficiente de Correlacion
El parametropy, se denomina coeficiente de correlacion y puedeiderarse como una

medida del grado de relacion entre X e Y. El vdklrcoeficiente de correlacion es igual a:
OxOy

Pxy =
donde:
Oxy = covarianza de x e

oy = desviacion de la variable aleatoria
oy = desviacion de la variable aleatoria

El coeficiente pyy tiene las caracteristicas siguientes:
1. Suvalor varia entre -1 y 1< py, < +1).
2. Cuando dos variables no estan correlacionadasétiemtepy, =0.
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Si las variables X e Y estan correlacionadas dideatepyy #0.
Si 0< pyy < +1 se dice que las variables X e Y esta correlacasadsitivamente.
Si -1< pyy <0 se dice que las variables X e Y estan correladiamaegativamente.

S e

Si pxy =+1, se dice que existe una correlacion positiva ptafentre X e Y. Todos

los puntos del diagrama de dispersién estan ubscadbre una linea con pendiente
positiva.
7. Si pyy=-1, se dice que existe una correlacion negativa gtarfentre X e Y. Todos

los puntos del diagrama de dispersién estan ubicadbre una linea con pendiente
negativa.

8.4.2 Estimacion depyy .
El parametropy, es estimado por el estadistico,

o
denominado coeficiente de correlacion muest&l, es el estimador de la covarianza
entre X e Y. IgualmentS, y Sy son respectivamente los estimadores de las desvesc

de las variables X e Y.
La expresiénrzsxy/SXS), puede simplificarse si la covarianza y desviagoise

consideran en términos de las sumas de cuadradbseAiene que si:

SPxy. SCx SCy
Sy = n-1’ = 1 Sy =
SPXy
entoncesr = sty SCy = Sg(é( S \/%
/S / /
Q< o1 SG SG
En resumen:
r —SPXy
\/SC SG
donde:
2 2
n n n
Sk Py n (ij [zm]
SRy=3Y %y-'TIE— sG=) RS sG= Z P -
i=1 i=1

De modo que para calcular r sélo es necesario eomag valores deSRy ; SG, 'y  SC.
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Ejemplo 8.1.

Se desea conocer el valor del coeficiente de @midei entre la Conductividad y la Dureza del
agua, si los valores obtenidos para las dos vasadt mediciones efectuadas en 8 rios fueron
las siguientes:

Conductividad Dureza (mg/L

(mp) CaCQ0,)
30 12,5
40 20,6
60 29,5
90 50,1
50 25,5
100 30,6
150 61,2
20 10,7

En primer lugar es necesario obtener los valopsesites:

n n n n n

> % =540; > x2=4960C; > y;=240,7; > y?2=9407,4; Y Xy =21207(
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Luego se calculan los valores de las respectivasisule cuadradosSRy ; SG y  S¢

n n
; 2N
SRy=> % y-=1=L = 21207
i=1

(540)( 240,79 _ 4959 -

>

n
2
[- ‘j (540
SG = zg =) - o600 (349° o= 13150

2
( J (240,
Sg, = Z Y-~ 2= 9407, s 87) = 2165,34

Finalmente se obtiene el valor de r.

SRy _ 4959,75 _ 4959,745
JSCX SG /(13150)( 2165,3481 5336,134

Dado que el valor de =0,93 es cercano a +1, se supone que entre la condlacivyi la
dureza del agua existe una correlacion alta.
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Ejemplo 8.2.

En los mismos ocho rios del ejemplo anterior sergusaber si la inclinacion del cauce y la
velocidad de la corriente estan correlacionadas. datos obtenidos para las dos variables
fueron los siguientes:

Pendiente Velocidad

(%) (m/seg)
5,0 0,55
13,5 0,65
16,0 0,59
35 0,60
7,0 0,30
11,0 0,40
3,0 0,40
15,0 0,69

Datos necesarios:
n n n n n
Y% =740, Y x2=879.5 Yy =418 > y?=231S > x5y =41,115
=1 =1 i=1 i=1 i=1

Céalculo de las sumas de cuadrados:

n n
PR DI
R = R (74)(4.19 _
SRy=2. %Y 41,1156 2.4
i=1 n 8
2
n
(2“] (747
SG=) B -~ = 879,5 = 19
i n 8

2
)
SG =2 f—(‘zl—: 2,319 (4’28)2 = 0,135

i=1 n

Célculo del valor de r:
SRy _ 2,45 _ 2,45

T /56.5G  J[195(01353 5135
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Este valor parece indicar que la pendiente del eéauta velocidad de la corriente estan
correlacionados positivamente, aunque con menagdwgpue las dos variables del ejemplo
anterior cuyor =0,93.

8.4.3 Prueba de significacion para
Se ha comprobado empiricamente que cuando el tadeafdEomuestra de pares de valores es
muy grande(n>100), son independientes las dos variables estudiadat galor del

coeficiente de correlacion se encuentra en ehialer-3<r <+3. Por el contrario, valores
fuera de este rango indican asociacion. Sin embaaya tamafios de muestras menores a 100
es necesario disponer de algun criterio estadigtieodetermine si el valor del coeficiente de
correlacion muestral se desvia significativamesteeto.

Puesto que r es un estadistico y por lo tanto aniable cuyo valor cambia para diferentes
muestras, se puede recurrir a una prueba de higdpesa determinar si la desviacion de r del
valor cero confirma la asociacion entre las vagab} no es debida a la aleatoriedad del
muestreo. A fin de desarrollar la prueba de hipgtes necesario que se conozcan las
propiedades de la distribucidon probabilistica dealaabler.

En este sentido se sabe que cuando no existeamdrelentre las dos variables estudiadas, es
decir quep = 0, el estadistico r sigue una distribuciont@®n n-2 grados de libertad (Figura

8.8), alrededor del valor cero y con una desviaitiaal aS; =+/ 1- r2/\/ n- 2

-1 0 +1. 1 0 +1 -1 0 +1
p<0 p=90 p>0
Figura 8.8. Distribucion de r para diferentes wedodep.
Conociendo la distribucion de probabilidades desuylesviacion es facil someter a prueba la
hipotesis nula de no existencia de correlacioneeXite Y. El procedimiento es similar a los
usados en el capitulo 6 y su manejo lo demostrazaron los datos del ejemplo 8.1, cuyo
coeficiente de correlacion muestral entre la cotidided y la dureza fue igual @=0,93.

8.4.3.1 Prueba de hipétesis par@ =0

a. Formular las hipotesis
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b. Especificar un valor de probabilidad critico o hide significacion. Ante la ausencia de
una especificacion particular, se puede escogeoaurel de significacion un valor de
a =0,05.

c. Elegir el estadistico de la muestra y su distribugbara someter a prueba las hipotesis.
Bajo el supuesto que =0 la variable r se distribuye como t y el estadistieprueba es:

r=p_r=p _rin-2
t= = =
S J1-r2  1-r2
n-2

d. Establecer la zona de aceptacion o rechazo paraCbimo H;: p#0se trata de una
prueba de dos colas. La zona de aceptacion @s k siguiente:

ZA:{T /_kl—a/z;n—2)< T<+Y1a/2;n 2}
e. Calcular el valor del estadistico de prueba whieres criticos de la zona de aceptacion.

r=p_r—-p _rn-2 _0,93/8-2
t= = = =
S  J1-r2 J1-r2 J1-(0,93Y
Jn—-2

ZA::{T /_k0’975;6)< T< +t(01975;6b :{ T/-2,4% T<+ 2,45

=6,198

f. Tomar la decision. Coma =6,198> g g975:6)= 2,4 el valor del estadistico de prueba

se encuentra fuera de la zona de aceptacion dedi#do tanto se concluye que los datos
proporcionan suficiente evidencia para rechazaryHpe las variables conductividad y
dureza del agua estan correlacionadas.

Ejemplo 8.3.
Comprobar si el valor de=0,48 calculado en el ejemplo 8.2 se diferencia sigaiflamente
del valor cero.

g. Formular las hipoétesis

h. Especificar un valor de probabilidad critico o hide significacion. Ante la ausencia de
una especificacion particular, se puede escogeocowvel de significaciorr =0,05.

i. Elegir el estadistico de la muestra y su distribngbara someter a prueba las hipétesis.
Bajo el supuesto que =01la variable r se distribuye como t y el estadistiegrueba es:
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r=p_r=p _rin-2
t= = =
S J1-r2  1-r2
Vn-2

j. Establecer la zona de aceptacion o rechazo BaraAl ser H1: p#0, se trata de una
prueba de dos colas. La zona de aceptaciddgles la siguiente:

ZA:{T I=Y1-a/2;n-2)< T<* Y10/ 2; 2}
k. Calcular el valor del estadistico de prueba whisres criticos de la zona de aceptacion.

_r-p_r1-p zrx/n—2: 0,48V8- 2
S  Ji-r2 J1-r2 1-(0,48%
vn=2

t

=1,34

ZA:{T I=%0,975:6 )< T<+t(0,975;6} ={ T/-24% <+ 2,4}5

|. Tomar la decisiéon. Come2,45< t= 1,34 + 2,4! el valor del estadistico de prueba se
encuentra dentro de la zona de aceptacion de HdoRanto los datos no proporcionan
suficiente evidencia para rechazar Ho y se conclgye las variables pendiente y
velocidad del agua no estan correlacionadas.

Este dltimo ejemplo demuestra que es necesario teidado de no tomar ninguna decision
acerca del coeficiente de correlacion mientrasenpraebe si es significativamente diferente
de cero. El valor de =0,48 parece suficientemente grande y alejado de ceegppdria estar
tentado a aceptar que existe correlacion dehite das dos variables. Sin embargo, cuando
hay muy pocos datogn< 20), si p es muy bajo, el coeficiente de correlacion muestes
muy variable, de modo que la prueba de hipétesmigsexigente o prudente para indicar la
existencia de correlacion.

8.4.3.2 Prueba de hipétesis par@ = po

El procedimiento de prueba de hipotesis descritteremmente solo es valido bajo la
suposicion de no existencia de correlacion engedaiables, es decir que=0. Si se quiere
probar que es igual a cualquier otro valgr = oy, la distribucion muestral de r no obedece
la distribucion de y presenta un sesgo que hace la distribucion asoaéFigura 8.8). Sin
embargo, es posible usar la denominada transfoémacio de Fisher, la cual convierte la
distribucion asimétrica deen una distribucion aproximadamente normal. Lasti@macion
se hace de la manera siguiente:
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Esta nueva variable ;Zse caracteriza porque el promedio o valor espeeslogual a:

1, 1+ L : :
E(z, )=§In—’0 y su desviacion es igual @z, =]/\/n— 3. Conociendo estos valores es

posible efectuar la prueba de hipotesis para

Con el propésito de evitar el uso de los logaritmagirales se han construido tablas donde
conociendo el valor de r p se encuentran directamente los valoreZd® de Z,.

Ejemplo 8.4

Un investigador sospecha que el coeficiente deskemidon entre dos variables e =0,6.
Para verificar esta hipotesis tom6 50 pares derehsienes Yy calculd el coeficiente de
correlacion muestral cuyo valor fue=0,70. ¢, Seré el valor dediferente al predicho por el
investigador?

1. Hipotesis: Ho:p=0,6
Hi:0#0,6

2. Nivel de significacion:.a =0,05

s g Zr - Zp
3. Estadistico de prueba: Z :S—
Zy

4. Zona de aceptacion: ZA:{Z I=71-g/2)< Z<+ :(1_6,/2)}

5. Caélculos:

+ +
7 iplr 1 107

=0,867¢

Sz, =¥V 3= 1V 56- 3 0,14

Zr-Zp, 0,8673 0,6932
74 0,146

1,19

r

ZA{Z 1-70075)< Z<+ 70975) ={ ZF 1.9& Z+ 1%

6. Decision: Como el valor d& = 1,19 se encuentra dentro de los limites criticos de
la zona de aceptacion no existe suficiente evidepara rechazargHlo que apoya
la hipétesis del investigador.
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La transformacion de Fisher se emplea preferentenm@rando el tamafio de la muestra es
superior a 25. Para muestras de tamifig n< 25se puede emplear el método de Hotteling,
cuyo estadistico de prueba es:

*_Z*_Zk
£
Jn-1
3z, +
Donde:z*:zr—gzé':r:r y {"=2,- an

8.4.3.3 Prueba de hipdtesis para dos coeficientes correlacion ( o1 = p2)

También es posible someter a prueba la diferentiee edos coeficientes de correlacion
usando el estadistico de prueba:

7 = (Zfz —Zrl)—(sz ~ Z/Ol)
1 1
+
JW—3 m-3

Este estadistico sigue la distribucién normal.

Ejemplo 8.5.

Se ha determinado que durante la época de sexpuialores del coeficiente de correlacion
(p) entre la alcalinidad y la dureza en los rios aoslide paramo es igual 0,90 y en los rios
andinos de zonas bajas es igual a 0,96. Con ebgitopde verificar si en la época de lluvia se
mantiene la diferencia entre los coeficientes deetarcion para los rios de ambas zonas, se
midieron las dos variables en 30 rios de cada zmantrandose en los rios de paramo un
valor r; =0,76 y en los rios de zonas bajas un valpe0,84 ¢ Cual es la conclusion?.

2. Hipotesis: Ho:p2-01=0,6
Hi:p2-p1%#0,6

7. Nivel de significacion:a =0,05

(Zrz —Zrl)—(sz - Z,Ul)

1 1
+
n-3 m-3

8. Estadistico de prueba: Z =

9. Zona de aceptacion: como se trata de una pruebdoslecolas, la zona de
aceptacion sera:

ZA:{Z [=7%1-q/2)< Z<+ %1—a/2)}
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10.Calculos:
2, = 1I 1+0,90_ = 1,47 Z,, = 1I 1+ 0,96 _ = 1,046
2 1-0,90 2 1-0,96
2, =2 970_ ¢ 996 z,, =2in 1t 9844 5
2 1-076 2 1-0,84
Z_(zrz—zrl)—(zpz—zpl)_(l,zz— 0,999-( 1946 147 0.252__ o
1,1 1,1 0,272
np—-3 m-3 30- 3 30- 3

ZA{Z 1-70075)< Z<+ 70975) ={ ZF 1.9& Z+ 1%

11.Decision: Como el valor d& =-0,93 se encuentra dentro de los limites criticos
de la zona de aceptacion no existe suficiente euidepara rechazar Hy se
concluye que la diferencia entre los indices destacion de las variables dureza 'y
alcalinidad se mantiene en ambos grupos de rios.

8.5 ANALISIS DE REGRESION

El proposito del andlisis de regresion es el dabéster una relacion funcional entre dos
variables X e Y. Cuando existe esta relacion unesl®ariables cambia en funcion de la otra
gue permanece constante. La que cambia se denwvariable dependiente y se identifica con
la letra Y, mientras que a la otra se le denomaréable independiente y se identifica con la
letra X. Esta ultima puede ser una variable aleatno, pero debe ser medida con exactitud
o controlada por el investigador. El valor que aelcula variable dependiente Y en una
situacion determinada sera funcién del valor dedaable independiente X. Esta relacion
funcional se representa en forma genérica medlanégpresion Y = f(x). La misma puede
tener diversas formas especificas (Figura 8.9).

ﬁ
kl»—-

Figura 8.9. Diferentes formas de relacion entreyx e
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Sin embargo la funcion mas sencilla es la que seita una recta (Figura 8.10) en la cual las
variables X e Y estan relacionadas linealmente amdeli la ecuaciorf(x) = a + bx,
caracterizada por dos cantidades constartiesvalor de la pendiente de la recta y valor
donde la recta intercepta el eje Y.

X7 X2

Figura 8.10

8.5.1: Buscando la mejor ecuacion de una recta.

Cuando se trabaja con datos provenientes de exg@nsi10 de observaciones de campo y se
quiere conocer la funcion que relaciona linealmenie variable independiente con la variable
dependiente, se pueden usar diferentes procedosient

Ejemplo 8.6.
Supongamos que en un experimento se obtuvieratalos siguientes:

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Y 2,0 2,5 2,9 3,6 3,95 4,4 5,1 5,6 5,9 6,0

El conjunto de pares de valores, representadoggopuntos de la Figura 8.11, se encuentran
alineados, por lo que usando una regla se puedeartfal 0jo” una linea que una todos los
puntos. Del propio grafico se obtiene que el irdptoa es igual a 2 y la pendieribees igual a
0,5, de modo que la ecuacion de la linea recty e+ 0,5x

0 T T | T |

0 1 2 3 4 5 6 7 9 10 11
Figura 8.11
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Los datos del ejemplo anterior permiten que elablazde la recta sea muy facil puesto que
todos los puntos se encuentran sobre la misma. I8isaembargo la mayoria de las veces,
especialmente cuando se estudian fendmenos ateatoaunque dos variables estén
relacionadas linealmente, los puntos que cuantifiaanterseccién entre las dos variables no
se disponen exactamente sobre una linea recta.

Ejemplo 8.7.
Supdngase gue un experimento produjo el conjunttaties siguientes:

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Y 0,5 1,4 1,1 2,1 3,4 3,6 4,7 5,2 5,6 7,4

La dispersién de los puntos no permite delinear necta que pase por todos ellos (Figura
8.12). Sin embargo se puede trazar “al 0jo” untaradraves de la nube de puntos procurando
ubicarla lo mas cerca posible de cada punto. Unalimijada la linea se obtienen los valores
del intercepto y la pendiente de la recta. En ea$e, el trazado de la linea es muy subjetivo e
inexacto. Por ejemplo, diferentes personas, aundas&l mismo criterio pueden perfilar
lineas rectas diferentes y consecuentemente distgduaciones, tal y como se muestra en la
Figura 8.12. Por otra parte, cuando la nube deogugd muy grande, no es posible trazar una
recta a simple vista.

Y 87
a
] - -~
- o - c
P .‘...............
5 P - - ‘....“.....
o
e
A
_,a,/- ) y . |
....“.........
‘ ““““‘wm ) y = ".l;z + ".64 X
0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X
Figura 8.12.

8.5.1.1 Método de los minimos cuadrados.

Debido a los problemas que se generan con el wakadectas “al 0jo” es necesario disponer
de métodos mas objetivos de ajuste. Dentro de cestexto, se entiende por “ajuste” la
disminucién del error total, es decir la disminucidel valor que resulta de la suma de las
desviaciones de todas las observaciones a la Elaaetodo de los minimos cuadrados tiene
como objetivo encontrar los valores @& b que hacen que la reggja= a + bx se encuentre
desviada cierta distancia de cada punto de tahdogue el resultado de la suma de los
cuadrados de esas desviaciones sea el menor wemegpueda obtener. En otras palabras,
una vez establecida la ecuacion de la recta pmeaddo de los minimos cuadrados, no existe
otra recta que produzca un valor menor para la sleaadrados de las desviaciones.
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8.5.1.1.1 Calculo de a y b por el método de los nritos cuadrados
Si para un dado un conjunto de pares de valoreyJ>se considera queg = a+ bx es una

recta cualquiera trazada a través del conjuntoudéop (Figura 8.13), se puede representar la
desviacidon de cada punto a la recta de la formaesite:

d=y-y

Figura 8.13

El valor d; serd pequefio cuando el puntesté muy cerca de la rectasera mayor en la
medida que la recta se aleje de dicho punto. Dm#alera que la mejor recta que se puede
trazar a través del conjunto de puntos, seria ggee logre disminuir al minimo cada valor
d. Sin embargo en la préactica, debido a lo dispersdod puntos, cualquier intento de
acercamiento de la recta a un determinado puntolupe simultaneamente un alejamiento de
la recta de otros puntos. Por lo tanto la mejotarsera aquella cuyo trazado se haga de tal
manera que la suma de todas las diferengdiasy, — y, sea la menor que se pueda encontrar,

es decir que

n n
> di => (y - y)= valor minime
i=1 =1

Sin embargo como la suma algebraica de diferemesgsecto a un valor promedio siempre es

n
igual a cero y la recta es un valor promedio, seetique)_ (y; —y) =0; por tal razén es
i=1
preferible trabajar con el cuadrado de las deswms Yy se dice que la mejor recta sera
aquella cuyo trazado se haga de tal manera quaria del cuadrado de todas las diferencias
di =y — Y, seala menor que se pueda encontrar, es decir que

n n
> d2=>"(yj - y)2 = valor minimc
i=1 i=1
Puesto quey = a+ bx, la expresion anterior puede cambiarse a la forma:
n n
d? =Y (y; -a-bx @ =valor minimc
=1 i=1
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El problema se reduce ahora a encontrar los vatteréss términoa y b que hacen cumplir la
igualdad anterior. Para esto se recurre al caldiferencial, por el cual se sabe que una
funcién f(x)=y, presenta un valor minimo para aquellos valores gige hacen la primera

derivada igual a cerpdy/ dx= 0.
n n
Como la funcién:Zdi2 =Y (yi-a-bx P, depende de& y b, su valor minimo se puede

i=1 i=1
encontrar encontrando las derivadas parcialesespecto a estos términos:

9 & _
1)5€E¥M-&b¥?—c

a n
— Z -a-bx ¥ =0
0 )
La diferenciacion anterior produce el resultaduigigte:

)——'Z(M abx?——@i(y -a-hx

=1

@—Zmam?=§WaWV

i=1

Al igualar las derivadas parciales a cero y reacandos términos, se obtienen las
denominadas ecuaciones normales:

1)na+bzn: X =Zn: Y

i=1 i=1

2)a). X +by X2=Y XY

i=1 i=1 i=1

Se puede demostrar que los valoregageb que resuelven el anterior sistema de ecuaciones
son los siguientes:

n n
. XYY
z X Y _i:]. i=1
=i SRy 7 b
b= - y a=Y -bX
n SC,
(_Z X )?
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Obtenidos los valoreay b, se sustituyen ely = a+ bx quedando asi establecida la ecuacion
de la linea recta que mejor se ajusta al conjdatpuntos.

Ejemplo 8.8.
Establecer la ecuacion de la recta que relacianedaables X-Y del ejemplo 8.7.

Datos necesarios:

n n

3 % =45,0 3y =350
i=1 i=1

n n

> x¢=285,0 > yc=167,6
i=1 i=1

n n n
DXy =217 .F D XD % =1575.¢
i=1 i=1 i=1

X =45 Y =35
n=10

Sumas de cuadrados:

n n
Xi > ¥
_3 i% Ii:%: L 1575 _
SRy => XY EL =L =2175="= =60,
i n 10
(2 X P
SC :Zn: X2 L :285ﬂ =82,
5 n 10 ’
(XY P
_Nh 2 =l | _ (35¢ _
SG —Z Yo —— =167,6 —— =45,1(
i1 n 10
Célculo deay b.
SR _
-2y 00 797 a=Y -bX=3,5-0,727(4 5)=0,22
SC, 825

La ecuacioén de la recta resultanteyes0,229+0,727> (Figura 8.14). Compare esta ecuacion
con las obtenidas por el ajuste “al 0jo” del ejempl7.
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Figura 8.14

8.5.2. Modelos de regresion lineal.

Como se ha visto el método de los minimos cuadraies para encontrar la ecuacion de la
recta que relaciona pares de valores de las variables X e Y. Ahora,ldesde el punto de
vista estadistico se puede considerar que est@esaina de las muchas rectas que se pueden
generar si se repite numerosas veces el procesiotgieer un valor de Y para cada valor de X.
Esta situacion la ejemplifican los resultados geensiestran en la Tabla 8.5. Donde se
observa que para un mismo valor de la variable,pps®es la variable independiente porque
esta controlada por el investigador, se midierancaivalores distintos de la variable
dependiente: concentracion de glucosa.

Tabla 8.5. Niveles de glucosa en el suero sanguladnombres adultos con diferente peso.

Glucosa (mgl/l)
Peso (kg) Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4 Grupo 5

50 83 78 85 74 81
55 82 81 80 85 77
60 95 86 95 85 92
65 89 90 89 79 95
70 104 97 99 105 101
75 101 102 101 99 110
80 115 109 105 101 112
85 116 114 115 111 108
90 128 115 120 110 115
95 135 120 125 131 131

Presumiendo que entre las dos variables existealgzion de causa-efecto, se usé el método
de los minimos cuadrados a fin de calcular, patla gaupo de personas, las ecuaciones de las
rectas que relacionan las dos variables estudiadas. formulas obtenidas fueron las
siguientes:

Grupo 1: y; =19,558+ 1,1758p

Grupo 2: y, =27,315+ 0,9915x

Grupo 3: y3 =31,976+ 0,9576x

Grupo 4: y, =20,842+ 1,0642x

Grupo 5: y5 =26,976+ 1,0376g
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Cada una de estas ecuaciones representa una neetdrah que estiman una misma recta
poblacional, que es aquella que se espera estabenuejor relacion entre las variables X-Y.
Por supuesto que la recta poblacional es idealtpugse para poder encontrarla seria
necesario obtener los infinitos valores de la \dei&’ que se pueden generar para cada valor
de la variable X. Si las condiciones del experimemtde observacion se mantuvieron mas o
menos constantes, el recorrido de las cinco restéexiores debe ser muy parecido al de la
recta poblacional imaginaria (Figura 8.15). En dggara hemos supuesto, con un sentido
pedagogico, que la recta poblacional sigue el d@azke la linea cortada. Dada la similitud de
las ecuaciones de las rectas no es problema esamgjquiera de ellas y usarla para estimar la
verdadera recta. Esto nos deja ver que el andlesisegresion es un método de inferencia
estadistica.

1401 recta muestral .

1301 recta poblacional
1207
1107

1007

Glucosa (mg/l)

907

807

707

60 T ' T T ' '
40 50 60 70 80 90 100
Peso (Kg)

Figura 8.15.

Como se sabe todo proceso de inferencia requierealgenos supuestos sobre las
caracteristicas de la poblacion, en éste caso peblacion de valores de la variable Y. Estos
supuestos se encuentran establecidos en los deadmsirModelos de Regresién cuyas
premisas fundamentales son las siguientes:

8.5.2.1 Modelo |

1. La variable independiente X es fija, sus valoras aantrolados por el investigador. Esto
no significa que la variable X no sea aleatoriap sjue el investigador cambia a voluntad
los valores de X y mantiene las condiciones expartales de tal forma que los cambios
en cada nivel de X sean minimos. Por el contrariatiable Y no es controlada y cambia
aleatoriamente para cada valor de X.

2. Para cada valor;xos valores yestan distribuidos normalmente, independienteengnt

con la misma varianzarf//xalrededor del valor promedigy/ . La Figura 8.16. ilustra

esta situacion.
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P (y/x)

Figura 8.16.

3. Los valores promedios de Y estan todos sobre laealiuy/x=a+px, la cual se
denomina recta paramétrica de regresion, dopgey = promedio de la subpoblacion de
valoresy para un dadaj; a = intercepto de la recta con el eje YRy pendiente de la
recta.

Con el fin de ilustrar el proceso de estimacioadecta paramétrica bajo los postulados del
modelo de regresion, supdngase que para cada uos ttes valores de X de la Figura 8.16
se midio un valor de Y que fueron identificadomooy;, Y. ey; respectivamente. A través de
estos puntos se dibujo una redta @ + Bxusando el método de los minimos cuadrados
(Figura 8.17). Esta recta es una estimacion ded paramétrica/y/x = a + fx El término

y estima al valoryx, y los términosa y Bson los estadisticos que estiman a los dos
parametrosy y .

: IS
P(}UIX) hﬂa‘i—_xda)
¥ (Recta &
y -t
................... Iuﬂx_; ot ﬁx
......................... Y o i Parmemca)
}JE ...................... \i‘\] l“i‘a’
Ty
Xl X2 XB ;

Larectay=a +,3x no es necesariamente la recta mas préxima ate g x = a + Sxsino

la mejor que se pudo construir con los puntosroties. Cada muestra distinta de pares de
valores X-Y producird una recta diferente. De mqde cualquier recty = a + Sx siempre
sera una aproximacion a la recta paramettiga, = a + Bx.

8.5.2.2 Modelo Il

El Modelo Il de regresion se caracteriza porque thay variables dependientes. Para cada
valor de X se origina una subpoblacién de valde¥'’; y para cada valor de Y se origina una
subpoblaciéon de valores de X. La distribucién de das variables se denomina bivariada.
Puesto que cualquiera de las dos variables seepusat como variable independiente, es
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posible obtener dos ecuaciones de regresion: lesiég de Y sobre X ¢ la regresion de X
sobre Y.

1. Regresion de Y sobre Xy =& + Bx.
2. Regresion de X sobre Yx=a« + 3 y

La eleccion de cual de las dos tipos de regresiasas depende de cual variable se quiere
usar como predictora. Por ejemplo, supdngase auenaaves de una especie se les midio la
longitud del tarso y el tamafo del cuerpo. Siserg predecir el tamafio de un ave a partir de
la longitud del tarso, esta ultima variable se @eTa como independiente. En caso contrario,
si se quiere usar el tamafo del cuerpo para predeciongitud del tarso, la variable
independiente sera el tamafio del cuerpo.

También se puede aplicar el modelo tipo | usandosedos datos. Por ejemplo se fijan
previamente seis valores de la longitud del teasgppngamos que son los siguientes 5,0; 5,5,
6,0; 6,5; 7,0; y 7,5 cm. Luego se escogen aleaarde entre todos los datos de tamafio del
cuerpo uno para cada una de las longitudes de satsocionadas y con los seis pares de
valores se puede efectuar el andlisis de regresion.

8.5.2.3 Modelo | vs. Modelo I

Ambos tipos de modelo tienen ventajas y desvent®jas ejemplo con el modelo Tipo | es
posible elegir previamente el intervalo de valadesX dentro del cual el investigador esta
interesado en efectuar predicciones o inferendas.el contrario, en el modelo tipo Il el
intervalo de valores no es controlado y lo deteanghazar. Esto puede ser inconveniente si
dentro del intervalo obtenido no estan represestadtores importantes para el investigador.
El modelo tipo Il, es ventajoso en situaciones @osd dificulta obtener o controlar los
valores de la variable independiente. Esto sucestmiéntemente cuando el tamafio de la
muestra obtenida es pequefio. Pongamos nuevameatsoade las aves. Si en un muestreo de
su poblacion solo se capturan ocho individuos,iésidaplicar el modelo | de regresion. En
este caso resulta complicado usar el procedimierpicado anteriormente de fijar unos
valores de tamafio de tarso y luego seleccionatoai@amente entre las muchas repeticiones
un valor de tamafio de cuerpo. Ante la dificulta fgar los valores de la variable
independiente, es mucho mas sencillo recurrir aflefw Il de regresion y usar los ocho
valores de longitud de tarso como variable indejggre y sus respectivos tamafnos de cuerpo
como variable dependiente.

8.5.3. Estimacion dea y S.

Como el propésito del analisis de regresion estogins partir de la muestra de pares de
valores X-Y, una recta muestrat=a + ,@x gue estima la verdadera recta paramétrica
HUy/x=a+pBx, se puede usar el método de los minimos cuadrpdos calcular los

A

estimadoresy y f.

Ejemplo 8.9.

Con el propésito de predecir el contenido de cacpartir de la edad de la mujer, se quiere
establecer la ecuacion que relaciona la edad ynaentracion de calcio en los huesos de
mujeres adultas. Con tal fin se determiné el cadtede calcio promedio en muestras 0seas
provenientes de mujeres de seis edades diferemesntrandose los resultados siguientes:
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Edad (afios) 45,0 50,0 55,0 60,( 65,0 70,0
Calcio (mg/g) 420,1 380,2 280,3 249,9 2102 198,7

Suponga que el contenido de calcio se distribuyferama normal.

Datos necesarios:

n n n

> % =345,0 >y =1739,4 DXy = 95897 (

i=1 i=1 i=1

n n n n

> x2=20275,C > y2 =545719,8t > X >y = 600093,
=1 i=1 i=1 =l

X=57,5 Y =289,9 n=6

Sumas de cuadrados:

n n
XX
n .
SRy = XY ==L = 95897,02099930 _ 411
i=1 n 6
(3% 12
Sy = | _ (3458 _
SG =Y X2 —EL =20275 228 - 437,
=1 n 6
(Y P
R (17394 _
SCy =) Y2 —EL— =545710,88°- " =41467 ¢
i=1

Célculo ded y 3.

. SRy -
B= 2= 4118.5 9.4137

SC, 4375
a=Y - BX = 289,9- 9,4137(57,5)= 831,18

La ecuacioén de la recta resultante s 831,1886 - 9,4137 (Figura 8.18).

271



Samuel Segnini

450 5
400 A

Calcio (mg/g)

100

w

7]

=
L

300 -
250 1
200 A
150 1

Fundamentos de Bioestadistica

®
&
L ]
[ ]
[ ]
40 45 50 55 60 65 70 75
Aiios
Figura 8.18

8.5.4. Evaluacion de la regresion.

8.5.4.1 Prueba de hipotesis par® .

Una vez obtenida la recta de regresipn & + Sxes necesario, comprobar estadisticamente si
se justifica su aplicacion. El grado de regresiiedl entre dos variables X-Y, es una
condicion que varia desde una situacion donde eexist relacion lineal perfecta positiva
(Figura 8.19a) hasta la situaciéon donde hay retapirfecta negativa (Figura 8.19d). Entre
estos extremos existe un continuo de probablesiastantermedios (Figura 8.19bd) que
incluye situaciones con una relacion muy débil dasnque no hay relacién alguna (Figura
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¥= 21,33 + 0,8667%
r’ - ,8385
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d y=140-x
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Un buen indicador del grado de regresion linedhgegendiente f) de la recta, que también se
denominacoeficiente de regresioftl valor def no sélo cuantifica el grado de regresion sino
la direccion de la relacién. %> 0 la variable Y aumenta al incrementar X (Figurefa,b);

si < 0 la variable Y disminuye al incrementar X (Fig8ta9cd); y si#= 0 la variable Y no
cambia al incrementar X (Figura 8.19e).

En consecuencia, Sies diferente a cero, entonces la variable Y depdada variable X y se
justifica el uso de la ecuacion de regresion lin8al embargo, como se trabaja con muestras
den pares de valores(x;) no se conoce el verdadero valor/sino su valor aproximado,
representado por el estimadgr, que como hemos visto antes, es una variable calw
fluctia aleatoriamente alrededor g Afortunadamente se conoce la distribucion de
probabilidades dg3, lo que posibilita el hacer inferencias estadistiacerca dg, como seria

la de someter a prueba la hipétesis que presumg @i .

En efecto,S se distribuye normalmente:

B:N(upio3)
Donde: Hp =P y y/X/SCX

Si se conoc& g, las inferencias sobg@se pueden hacer usando el estadistico:

_B-B

op

Si se desconoce s pero el tamafio de la muestra de n pares de valreg) es grande
(n=30), entonces se usa:

_B-B

Sp
Siendos; =.[§, /56 = s¢-82 ¢/ = 3 &

Si se desconoces y el tamafo de la muestra depares de valores (%) es pequefion(<
30), entonces se usa:

(con n-2 grados de libertad

Ejemplo 8.10Q
Verificar si la ecuacion de regresion establecidaek ejemplo 8.9 puede utilizarse para
predecir los valores del contenido de calcio erhlessos.
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1. Hipotesis: Ho: £ =0
Hqy: %0
2. Nivel de significacion:a =0,05

3. Estadistico de prueba:
Como se desconoagz y n < 30 el estadistico de prueba a usar es:

_B-B
Sp
4. Zona de aceptacién: como se trata de una prueldasieolas, la zona de aceptacién
sera:
ZA:{T [ =Y1-a/2;n-2)<T<+ Y10/ 2:n 2}
5. Calculos:

=G/ S5 = 5542 5 = {5

S =\/[41467,82— (- 9,41372 (437,5)
4

\J437,5= 25,969 20,91% 1,:

‘o B-1 _-9,4137- 0

=-7,58
Sp 1,24

ZAT -0 g750)< T<+{o grsg) ={ T 1-278< T< + 27

6. Decision: Como el valor dé=-7,58se encuentra fuera de los limites criticos de la
zona de aceptacion se rechaza\Hse concluye que los datos proporcionan sufieien
evidencia para aceptar con un 95% de confianzaegiste regresion lineal entre la
edad y el contenido de calcio.

8.5.4.2 Andlisis de varianza
La regresion lineal también se puede evaluar meglian analisis de las varianzas. En este
caso las varianzas involucradas son:

e Lavarianza residual originada por la dispersiéfodesaloresy; alrededor dey .
» La varianza de la regresion, equivalente a la madade los tratamientos del
ANDEVA. Esta varianza es causada por el efectotigne cada nivek;, sobrey.

* Lavarianza total que incluye las dos varianzasranes.
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Dadon pares de valores X-Y, las formulas de céalculcederes varianzas son las siguientes:

n
DICTR)
Varianza residual o del error 82 = =1 =
n-2 n-2
n ~ —
2(y-YP
Varianza debido al regresion$g :% = SCF
n e
LOY-YP o
Varianza Total =52 = =L =
= n-2 n-2

En la Figura 8.20 se observan las relaciones éadreres varianzas anteriores. Para una recta
de regresiéni/zEr+,3xestablecida, la desviaciog — Y simboliza la desviacién total entre
un punto cualquierd;;y, ) y el valor promedioY , que es la posicion de referencia de los
valores de Y si no hubiese regresion entre X eEta desviacidon total esta compuesta por
dos desviaciones parciale§.—Y que representa la desviacion producida por el @fdet
regresion y la diferencig; — yque mide la desviacién del error o no controlada.

Y; .................................. s (xl_;yI Xr??’f'
[ (¥:i-¥)

4 . v .

) — [ TR E(xi;}’i)

(X',P) é(xi;f)

Figura 8.20.
Resulta obvio de la figura que:

Desviacion total = desviacion de la regresiénesviacion del error
0

(y=Y)=(y-Y ¥ (vy
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Por tanto:
n

_ no . _ n -
2y-YP=2 (=Y P+ (v'y¥
i=1 i=1 i=1

De modo que conociendo dos de las sumas de cuad@ar ejemplo la suma de cuadrados

total y la suma debido a la regresion, se pueltellea por diferencia la tercera, en este caso
la suma de cuadrados residual. Las formulas deloatte estas sumas de cuadrados son las

siguientes:
2
n
1=

n _ n
Suma de cuadrados total SGTY, <y A=)’ I2_3,,1—
i=1 i=1 n
_ -
n
o 29
Suma de cuadrados de la regresin SCB2| > 2 -X
i=1 n

Suma de cuadrados del errer SEE SET ¢

Conocidas las sumas de cuadrados se puede corlatrtabla resumen del Andlisis de
Varianza para la regresion:

Tabla de Andeva

Fuente de variacion Suma de cuadrados Grados de Cuadrados Fo
Libertad Medios
2
(i X ] 1 SCR CMR
Regresion 32 Z”: x2 Nzl 1 CME
i=1 n
SCE
Residual o Error SCT- SCF n-2 n—2
2
n n
Total 2 Vi - (ZMJ /n n-1
i=1 i=1

Ejemplo 8.11.
Verificar mediante un ANDEVA si la ecuacion de regdn establecida en el ejemplo 8.9

puede utilizarse para predecir los valores delaudb de calcio en los huesos.
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1. Hipdtesis: Ho: £ =0
Hy: %20

2. Nivel de significacion:.a =0,05

S2
3. Estadistico de pruebaf, =— - CMR
S2 CME

4. Computos necesarios. Del ejemplo 8.9. se sabe que:
SC, =437,¢ SC, =41467,8: B=-9,4137

Céalculo de las sumas de cuadrados:

2
SCR= j32 i%— (ixJ /n = (-9,41373 (437,53 38770,:

i=1 i=1

SCE= SCF SCR SGy32 ($C=) 41467-82 3877826 26¢

Céalculo de los Cuadrados medios

CMR= SCR /¥ 38770, CME = SC§= 2697’56= 674,3¢
n_
5. Tabla resumen del analisis de varianza.
Fuente Suma de Grados de Cuadrados Fo
de variaciéon cuadrados Libertad Medios
Regresién 38770,26 1 38770,26 57,48
Residual o Error 2697,56 4 674,39

Total 41467,82 S

6. Zona de aceptacion para la hipotesis de igualddasdearianzas

ZA:{F/ F<f[1_a;%_2J}:{F/ F<f[0’95;}/4]}:{F/ F<7,70}
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7. Decision: Como el valor del estadistico de pruépa 57,48 es mucho mayor al limite
critico (F =7,7) se rechaza Ho.

8. Conclusion: se acepta con un 95% de confianza xjgteaegresion lineal entre la edad y
el contenido de calcio en los huesos.

8.5.5 Bondad del ajuste por regresion lineal

Ademas de establecer la funcion lineal vy verifigaexistencia de regresién es importante
saber que tan bueno ha sido el ajuste por regresgdecir que tan cerca esta la recta de
regresion de los puntos usados para su construdela Figura 8.21 se muestran dos rectas
con coeficientes de correlacion muy parecidosesibargo la dispersion de puntos alrededor
de la recta de la izquierda (Figura 8.21a) es mguerpara la recta del lado derecho (Figura
8.21b). Se podria decir que la fuerza de la regmess decir el grado de dependencia de la
variable Y con respecto a la variable X, es mayoa @l caso b de la Figura 8.21.

Yo L

Figura 8.21.

Anteriormente se habia determinado que la suntai@drados de los valores de Y resulta de
la adicion de dos sumas de cuadrados: una deli&daegresion y la otra debido al error:

SCT= SCR SC

0

i(y—7)2=i(y—?¥+2n (yv-"y¥

i=1 i=1 i=1

De la expresion anterior y con la ayuda de la EduR1 se ve que cuando la regresién entre
las variables X-Y es muy fuerte, es decir que lmst@s estan muy cerca de la recta, la suma
de cuadrados debido a la regresion es la propormséamimportante de la suma de cuadrados
total. De modo que con el proposito de valoraruerZa de la regresion se ha definido el
denominadacoeficiente de determinaciar?, que simplemente es el cociente que resulta de
dividir la variacién debido a la regresion entredaiacion total.
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2 SCR_ B2 SG
SCT  sG

El valor de éste estadistico varia entre cero y Wwrovalor de cero indica que no existe
variacion debido a regresion. Un valor de unoel@que toda la variacion total es explicada
por regresion. En término porcentualesné=0.93, denota que el 93% de la variacién total
de Y es explicada por regresion. En el caso deda e la izquierda de la Figura 8.22 sélo el
73% de la variacidon es explicada por regresiéom lagecta de la derecha esta proporcion es
de un 91%.

Ejemplo 8.12.
Calcule el valor del coeficiente de determinaci@rados datos del ejemplo 8.9.

Sabiendo que:

SG =437,k SC, =41467,8. f=-9,4137
Se tiene que:
2-SCR_[B2Sg _  9,4137) (437,5) 38770,26 .
SCT  SG 41467,82 41467,82"

Se concluye que existe un buen ajuste por regresitie la edad y el contenido de calcio en
los huesos, puesto que el 93% de la variaciénatdknido de calcio depende de la edad de la
persona.

8.5.6 Comprobacion del modelo

Una vez aplicado el método de los minimos cuadrad@justada la recta o modelo de
regresion, toda la informacién de la variacion qoepuede ser explicada por el modelo, se
encuentra contenida en los residuales, que no tsarcasa que la diferencid =y -, es
decir la diferencia que existe entre un valor oles#w( y; ) y el valor predichd y) para un

dado valorx; (Figura 8.22).

Figura 8.22.
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Bajo los supuestos del modelo de regresion el vlestima la varianza del err(QUBZI/X),

gue como hemos visto se supone constante, indepgadicon media cero y distribucion
normal. Por lo tanto, una de las maneras de evaluarodelo de regresion, es analizar la
tendencia de cambio de los residuales al variarvilsres dey para comprobar la

consistencia de las premisas. Las formas de dieln@encias se pueden examinar graficando
los valores dey contra los valores dd; en un plano cartesiano (Figura 8.23).

-'-': :.’::;.o .o.
S

LA
RN
I

. L e T osrns why
d .‘. . ...“l. l.. .0“..,... ~ d b .n..... o\ u.:'. .‘.‘ i d .

Figura 8.23

Si el modelo de regresion lineal es el adecuada gescribir la relacion entre las variables X
e Y, la dispersion de puntos se muestra como undabde un ancho mas o menos constante
alrededor dey (Figura 8.233). Cuando la amplitud de la bandgpu®os aumenta con el

valor dey (Figura 8.23b), es porque la variadza)%/x) tiende a incrementar con el aumento

del nivel de respuesta, lo que pone en duda la genedad de la varianza. Esta situacion se
puede resolver, transformando los datos a fin glabdizar la varianza. La dispersion de
puntos no aleatoria como la que se muestra ergladB.23c indica que el modelo usado no
es el adecuado y debe usarse uno no lineal.

8.5.7 Formas de utilizar la ecuacion de regresion.
Una vez establecida una ecuacion de regresion, lildemisma puede usarse de dos maneras

diferentes: a) predecir el valor probabje para una dado valox, y b) estimar el valor
promedio de la subpoblacion de valores de Y, €8 dg,/«, dado un valor (Figura 8.24)

Y

Figura 8.24.
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La estimacion puntual dg; y de uy/x es la misma, porque ambas medidas se estiman

usando la ecuaciéry=a + £x. Sin embargo, el intervalo de prediccion pafaes mas
amplio que el intervalo de confianza parg x, no obstante que ambos se construyen a partir

del mismo valor predichp. Esta diferencia se produce porque las variangadas en los dos
casos son diferentes.

8.5.7.1 Prediccion dey para un dado valor x; .
Puesto que se sabe gyese distribuye combconn-2 grados de libertad, se puede construir
el intervalo de confianza a partir del estadistico:
=YY
5-)

Donde:

y; = valor probable de Y para un dado valor de X.
y = estimacién puntual depara un dado; .

y-y) = J/x B%+% = desviacion estandar d
2 (% =XP
i=1

SC,-82S

Sy/x = % = desviacion del errc

n 7\2

> (% - X)" = sG

i=1

El intervalo de prediccion sera el siguiente:

- 1 i — X
IP = yit[l—a/Z;n—Z]Sy/x 1"‘;"‘n()q—)2

Ejemplo 8.13.

Suponga que en una investigacion se quiere encamtaaecuacion que relacione linealmente
una variable independiente X con la variable dejgnté Y. Si una muestra de seis
observaciones pareadas de las dos variables priodujesultados siguientes:

X 2 3 4 5 6 7
Y 7 9 10 11 14 15
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Haga lo siguiente: a) establezca la ecuacion desi&m; b) compruebe si se justifica su uso;
c) determine la bondad del ajuste por regresidt), gncuentre el intervalo de prediccion para
X=2;, X=45yx=7

Encontrando la ecuacion de la recta

Datos necesarios:

n n
2% =270 2. i =66,0
i=1 i=1

n n
2. %?=139,0 > y2 =772,
i=1 i=1

n n n

> %y =325¢ x>y =1782,(
i=1 i=1 i=1
X=4,5 Y =11,0

n=6

Sumas de cuadrados:

n n
Xi S ¥
_J .:zl 'izzl ! 1782.0
SRy =Y. XY =3250 =28,
i=1 n 6
(3% )2
Sy = | (277
SG =Y % =139.0 =17
=1 n 6
(Y P
I (662
SG, =) ¥ —— =7720 =46,
i=1

Célculo ded y 3.

. SR .
_>hy_ 280, 4 &=V - BX = 11- 1,6(4,5)=3,!
SG, 175

La ecuacion de la recta resultante s 3,8+1,6 x (Figura 8.25)
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167
147
127
107

........... Prediccion

= = = . Estimacion

0 1 2 3 4 5 6 7 8
X

Figura 8.25. Recta de regresion con sus respediaadas de limites de
prediccion y de estimacion.

Prueba de significacion @&

a) Hipotesis: Ho: £ =0
Hqy: %0

b) Nivel de significacion:a =0,05
c) Estadistico de prueba: Como se descomfcg n < 30 el estadistico de prueba es:

_B-B
Sp

d) Zona de aceptacion: como se trata de una pruetiasdeolas, la zona de aceptacion sera:

ZA:{T I=Y1-a/2:n-2)<T<+ Y1q/ 20 2}
e) Calculos:

So=(§/ 5=\ 5677 S 1 A5

sﬂ:\/[46‘(1’?2(17'5)]//17,5: 0,547 4,1833 0,13

(=P B_ 1’6_0:12,22
Sg  0,1309
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ZA:{T/—f(o,975;4)<T<+t(0'975;4)}={T/_2,78< T< + 2.3

f) Decisién: Como el valor de=12,22 se encuentra fuera de los limites criticos de t@zo
de aceptacion se rechazg Hse concluye que los datos proporcionan sufieiemntdencia
para aceptar con un 95% de confianza que existesiég lineal entre las variables X e Y.

Bondad del ajuste

32
2-SCR_F2SG_ (L&) (17,5) 448; o e

Se puede concluir que existe un buen ajuste poesemn entre las variables X e Y, puesto
que el 97,39 % de la variacién de Y depende de X.

Intervalo de prediccidn

Los valores del intervalo de prediccion se obtiemglicando la ecuacion siguiente:

. 1 : — X
P =1 V£ 1-a/2i0-2 Sy/x 1*;*%
(6 =-XQ
i=1

Céalculos y datos necesarios:

SC,-B2SG  [46-(16%175 [1.2
Sy/x =y Cyn_z =\/ (4¥ =\/:4:0,5477

t(1-a/2;n-2)=1(0,975:4)= 2,78

i(xi—>_<)2:sc;: 17!

i=1
Cuandox = 2, se tiene:

¥=3,8+1,6 x=3,8+1,6(2)=7,(

(x—-XR=(2-45%= 6,2
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1, (x=XP? { 16,25
Y£1-a/2;:0-2 Sy/x 1+n+m {7+ 2,78(0,5477) 4+ ﬁs} [ # 1}

El intervalo buscado ¢B :[5,12;8,853. Se tiene un 95% de confianza que el valor prababl
dey este incluido en dicho intervalo.

Cuandox =4,5, se tiene:

¥=3,8+1,6 x=3,8+1,6(4,5)=11,

(% -XP=(4545%=(

IP=| Y2 41-4/2:0- 24 Sy/x 1+1+M {111 2,78(0, 547</)41} [ #® 16
" Z(m X P

El intervalo buscado ed? =[9,36;12,65}. Se concluye que se tiene un 95% de confianza que
el valor probable dg este incluido en dicho intervalo.

Cuandox =7,0, se tiene:

¥=3,8+1,6 x=3,8+1,6(7)=15

(x-XR=(7,0-4,5%= 8,2

IP =1 y*t1_4/2:n-2Sy/x e [1& 2780, 547@5} Ltk
, e - 17,5
D —-XP

i=1

El intervalo buscado {33;3,12;16,8$. Se concluye que se tiene un 95% de confianzeaelue
valor probable dg este incluido en dicho intervalo.

En la Figura 8.25 se muestra la recta de regreg®i,8+1,6 x y las lineas que definen los
intervalos de prediccion depara cada valor de
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8.5.7.2 Estimacion deuy/x para un dado valor X

Puesto que se sabe que se distribuye combconn-2 grados de libertad, se puede construir
el intervalo de confianza a partir del estadistico:

{= Y= Hy/x
%y_ﬂy/x)
donde:

Hy/x= valor esperado de Y para un dado valor de X.
y = estimacién puntual dery/xpara un dadog .

_ 1, (%x—-XP
) = S [t
Y=Hy/x n _
S( y/) n Z(Xi_x)z

i=1

SC,-42S
Sy/x =,/%2Q = desviacion del errc

El intervalo de confianza sera el siguiente:

= desviacion estandar gg,

IP = S/it[l—a/Z;n—Z] Sy/x %+Zn(:)q_—x_)2)2
(%=X
i=1

Ejemplo 8.14.
Construya un intervalo de confianza parg x a partir de los valores x =2; x =45y x=7,

usando los datos del ejemplo 8.13.

Cuandox = 2,0, se tiene: y=3,8+1.6 x=3,8+1,6(2)=7,(

(x—-XR=(2-45%= 6,2

. 1 — X 1 2
IC =| Y11 g/2:0-9Sy/x E+i(’“—_)2)2 :{71 2,78(0,5477ﬁ6+%:j=[ ¥ 1,1)
(x - X ’
i=1
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El intervalo buscado ekC =[5,898;8,10§2. Se tiene un 95% de confianza que este intervalo
contenga el valor dery/x .

Cuandox =4,5, se tiene: y=3,8+1,6 x=3,8+1,6(4,5)=11,!

(x-XP=(45 45%=(

Y+ 1-g/2:n-2Sy/x %+Z(X|_—_)2)2 {1& 2,78(0,5477\/%}[ M 0,62]L
(x =X

=1

El intervalo buscado ekC =[10,38;1l,6?. Se tiene un 95% de confianza que este intervalo
contenga el valor dery, .

Cuandox=7,0, se tiene: y=3.8+1,6 x=3,8+1,6(7)=15,(

(x -XP=(7,0-4,5%= 6,2

IC =\ 9+ 1-y2n-2Sy/x [ 1+u :{1& 2,78(0,5477%+f7—’2:}:[ 16 1)

El intervalo buscado {3353,89;16,10]2. Se tiene un 95% de confianza que este intervalo
contenga el valor dery/x .

En la Figura 8.25 se muestra la recta de regregi®3.8+1,6 x y las lineas que definen los
intervalos de confianza de cada,/x. Notese que la banda de valores de los limites de
confianza es mas estrecha que la banda de vaetes timites de prediccion.

8.5.8 Comparando dos rectas de regresion.
Con mucha frecuencia se quiere saber si dos rieten el mismo coeficiente de regresion,

es decir, si tienen las mismas pendientes. Pumpstosabemos que el estadisﬁﬂccse
distribuye normalmente, se puede determinar mesliama prueba la hipotesis si los

estadlstlcosﬁl y ,82 son estimaciones de un mismo paramgtro
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Ejemplo 8.15.

En un estudio sobre la diabetes se determiné laetracion de glucosa en la sangre a dos
grupos de varones adultos aparentemente sanosugd @ estuvo formado por individuos
cuyo peso corporal fue menor a los 80 kg y el gfipmr los individuos con pesos mayores a
éste valor.

Grupo A: Peso menor a 80 kg.
Peso (kg) 59 62 64 68 71 73 75 77 78 79

Glucosa (mg/100ml) 89 85 92 99 104 109 105 110 1@35

Grupo B: Peso mayor a 80 kg.
Peso (kg) 82 85 88 89 92 94 99 101 105 115

Glucosa (mg/100ml) 95 97 95 97 99 101 105 101 1030 1

Calcular los dos coeficientes de regresion y prédbaipétesis nula de que ambos estiman un
mismo coeficientes .

En la tabla siguiente se muestran los datos necsspara calcular los valores de los

intercepto(@a; @), los coeficientes de regresit()ﬁA;ﬁB) y las varianza%S[% ;3[2; )
A B

Grupo A Grupo B
NUmero de observaciones 10 10
Media de los pesoEX ) 70,6 95,0
Media de la Glucos&Y ) 101,3 101,6
Suma de cuadrados del Peso (X) 450,40 916,00
Suma de cuadrados de Glucosa (Y) 866,10 1000,40
Suma de productos (peso x glucosa) 584,20 905,00
Valores de las pendientes:
AA:&=%:1,297 ﬁs_m_g—%_o,%s
SC, 450,4 SC, 916

Valores de los intercepto:
dpa=Ya-PBaXa=101,3- 1,297(70,69 9,

&g =Yg - PgXg=101,6- 0,988(95) 7,
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Ecuaciones: Yiy = 9,73+ 1,297
S/iB =7,74+ 0,988%

Hipotesis: Ho:B1=52
Hi:B1# B2

:(,BA_,éB)_(,BA_,BB)
Ex

Estadistico de prueba:
SC, SGg

Zona de aceptacion:

ZA:{T I=%1-a/2;n-2)< T<+Y1q/ 2: 2} ={ T /=to0.975:8F T<+ t(0,975;&})

Céalculos necesarios:

e 0 O (I

'% m-2+mp-2 )
{866 1-| (584, %/ 450} { 10007{( opf/ 9}%6

16 )
_108,35+ 106,26 214,62, .

16

SustituyendoSgen t se tiene:

_(Ba=PBe)-(Ba-Be) _ (1.207- 0983 _ 0.309 _
% 9 1341, 1341 02107
0 4 P
s, sG, V4504 916

Al comparar el valor de t con los limites de la Zale Aceptacion délg:

ZA= {T/ k09758)<T<+t(og758b {lesk <+ 2:-}]

289
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Se tiene qud =1,47 pertenece a la zona de aceptacién, por lo tantorsguye que los dos
coeficientes de regresion o pendientes de lassreoraiguales.

8.5.9 Advertencias para el uso de la ecuacion de regresio

1.

2.

No se debe usar la ecuacion de regresion para paeeicciones o cualesquiera otras
inferencias si el valor dg no difiere significativamente de cero.

No hacer inferencias fuera del intervalo de valadesla variable independiente. En
muchos casos la relacion lineal sélo se mantiengralée ciertos limites, por lo que es
peligroso hacer extrapolaciones fuera del &mbitovaleres usados para calcular la
ecuacion de regresion.

Las ecuaciones de regresion deben actualizarsgefreamente. Muchas veces ecuaciones
calculadas algun tiempo atras o bajo condicionésradites no tienen validez actual
debido a cambios en las relaciones de las variables

Las inferencias hechas a partir de una ecuad@negresion solo tienen validez para la
poblacién de datos de donde se extrajo la muestra.

8.6 EJERCICIOS

Establezca diferencias entre el analisis de caideiay el andlisis de regresion.

El propietario de una finca citricola desea saldass variables niumero de frutos y
produccion estan relacionadas. Con este propdsiec@ond una muestra de 9 plantas
obteniéndose la informacion siguiente

N° frutos 1000 1532 1175 1370 1710 1010 1080 1200 1600
Peso (kg) 200 260 215 245 280 185 179 238 260

a. Use los datos anteriores y haga el andlisis esitawlimas adecuado para responder la
inquietud del productor.
b. ¢Se pueden usar los datos de la pregunta antareohpcer un analisis de regresion?

Para un total de 39 plantas de maiz se calculalgceeficiente de correlacion entre la
altura y el didmetro del tallo es igual 0,60. ¢Exisorrelacion entre las variables
estudiadas?

Un investigador selecciond a cinco hombres quaugrimera salida de caza mataron un
venado con un rifle. Le midi6 la altura a cada dazg le pregunté el peso del venado.
Los resultados se muestran en la tabla siguiente:

Altura cazador (cm) 165 188 178 182 171
Peso del venado (kg) 45 110 81 87 65
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a. Encuentre el valor del coeficiente de correlaciérdetermine si se diferencia
significativamente de cero.

b. ¢Se puede afirmar que a mayor altura del cazadygwrsara el tamafio de la presa?

c. ¢Laexistencia de correlacion entre dos variabigdi¢a causalidad?

5. Se ha efectuado un seguimiento a 20 estudianteparando sus calificaciones en el
examen de admisién a la universidad y su rendimigmsterior en la carrera,
obteniéndose los resultados siguientes:

Grupo 1
Examen de admisién 5035 35 40 55 65 35 60 90 35
Promedio de carrera 10,68,2 10,8 11,2 13,6 11,6 9 14 15,8 10,2

Grupo 2
Examen de admisiéon 9181 62 60 40 59 55 50 65 50
Promedio de carrera 18,24,2 15,4 12,0 7,0 152 8,0 12,0 13,0 10,0

a. Calcule el coeficiente de correlacion entre laasate admision y de la carrera para
ambos grupos de estudiantes.

b. Ponga a prueba la hipoétesis que los coeficienteodelacion de ambos grupos son
iguales.

c. Ponga a prueba la hipotesis que el grupo 1 tiermeficiente de correlacion mayor
al de los estudiantes de otra carrera cuy®,74 para las mismas variables.

d. Ponga a prueba la hipétesis que el grupo 2 tieneagficiente de correlacion
diferente al de los estudiantes de otra carrera cuy=0,68 para las mismas
variables.

6. En un ensayo de maiz se analiza el efecto del mideiplantas sobre la produccion,
obteniéndose la informacion siguiente:

NUmero de plantas 20 10 13 18 19 16 12 18 9
Produccion (kg/ 16 1,2 15 20 20 29 27 22 12

a. Determine si existe correlacion entre las dos béesm

7. Construya un gréafico de dispersion de puntos caom@unto de datos siguiente:

X 00 05 10 15 20 25 3,0 35 40
Y 89 91 67 61 75 58 41 42 31

a. Trace al ojo la mejor recta que se ajusta al caojda puntos.
b. Obtenga de la recta anterior los términos necespHm establecer su ecuacion.



Samuel Segnini Fundamentos de Bioestadistica Capitulo 8 292

8. Encuentre la formula de la recta que se ajusta ddtos de la pregunta anterior usando
el método de los minimos cuadrados y compare eg&c®n con la encontrada en forma
gréfica.

a. Use las dos ecuaciones anteriores para predesi@l@ de la variable Y cuando
X=257y X=5,2
b. Diga si son validos las dos extrapolaciones efeletsi@n el punto anterior.

9. Si en la pregunta anterior en lugar de solicitajlestar una recta por el método de los
minimos cuadrados, se le hubiera pedido encordraedta de regresion entre X e Y,
cambiaria la ecuacion de la recta.

10. ¢Se pueden interpretar las dos rectas anteriorgsn{os cuadrados y regresion) de la
misma manera?

11. En un experimento sobre el crecimiento de gramjremake agregoé a la tierra dentro del
envase donde crecia cada planta cantidades cosod@laitrogeno asimilable (grs).
Después de cierto tiempo se midio la cantidad tiégeno presentes en cada planta

N, agregado 0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90 1,00

N, en la planta 0,12 0,18 0,32 0,25 0,36 0,52 0,53 0,63 0,63 0,69 0,73

a. Encuentre los estimadores de los coeficientes tixta de regresion.

Estime la cantidad deN, en la planta si el contenido inicial del elemesdade 0,45

c. Construya un intervalo de confianza del 95% péarategeno en la planta cuando
el contenido inicial de nitrégeno es de 0.50 grs.

d. Construya un intervalo de prediccién del 95% pdnaitrégeno en la planta cuando
el contenido inicial de nitrégeno es de 0.50 grs.

o

12. En un estudio sobre la lechoza (Canamayy, se quiere determinar si existe relacion
entre el nimero de flores y el diametro del tafara lo cual a 8 plantas seleccionadas
aleatoriamente se les determind el diametro diel yabl nUmero de flores, obteniéndose
la informacién siguiente:

Diametro (cm) 7,623,69 0,6 4,65 3,63 1,75 1,63 0,67
Namero de flores 26 22 28 24 27 20 25 23

a. Pruebe la hipotesis que las dos variables no estarlacionadas con un nivel de
significacién del 5%.

b. ¢Se puede utilizar la informacién anterior pararestel N° de flores para una planta
gue tiene un diametro de 3.0 cm? Explique su resaue
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13. A cierta cantidad de semen de Toro, se le eliminasma seminal y se resuspendio en
un medio buffer, con diferentes concentracioneud#uosa (mg/100ml). La suspensiéon
fue incubada y se midio la utilizacion de la fruaga en la primera hora de incubacion,
obteniéndose los resultados siguientes:

Fructuosa inicial 100120 140 160 180 200 220 240 260 280 300
Fructuosa consumida 13,87,5 63,3 59,2 66,7 84,9 89,8 121,4 123,4 129,1 134,6

a. Estime la cantidad promedio de fructuosa a seizatih, si inicialmente la
concentracién de fructuosa fue de 190 mg/100mlpiababilidad de cometer el
error tipo | no debe exceder al 1%.

14. Nueve grupos de gorgojos (Tribolisp) se sometieron a 6 dias de inanicion bajo nueve
valores de humedad relativa y se midié la pérdielgpeso de los individuos para cada
valor de humedad relativa. Los resultados fuersrsiguientes:

Humedad relativa (%) 0 12 30 43 53 62 76 85 93

Peso perdido (mg) 8,982 6,7 6,1 59 58 47 42 37

a. ¢Existe dependencia entre las variables estudiadas?
b. ¢Es realmente menor la pérdida de peso a maydmsvde HR.
c. ¢Que porcentaje de la variacion en la pérdida sle g explicado por la regresion?

15. Un bidlogo estudia la relacion entre la duracidhadecimiento bacteriano y el volumen
del medio del cultivo utilizado. Con esa finalideamé una muestra formada por 10
determinaciones y obtuvo la informacion siguiente:

Duracion (dias) 1,035 40 19 41 25 21 13 53 3,0
Volumen (ml) 100 400 500 200 500 300 200 100 600 300

a. ¢Cudl es la variable dependiente?

b. ¢Se justifica establecer una ecuacion de regresion?

c. ¢Que proporcion de la variacion del tiempo de danadel crecimiento es explicada
por los cambios en el volumen del medio?

d. Para un volumen del medio de cultivo de 950 ml, dueacion del crecimiento
bacterial estimaria Ud. ¢ Es correcto hacer éstaastn? Explique.

16. Bajo la presunciéon de que hay relacién causa etatte las variables nimero de plantas
y rendimiento en el cultivo de maiz, se tomo lainfacion siguiente:

Numerodeplantt 20 35 31 62 54 22 43 43 36
Rendimiento(kg) 10 16 12 48 25 12 28 27 20
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17.

18.

a. ¢Se justifica establecer una ecuacion de regresion?

b. Grafique la recta de regresion incluyendo los psiotazservados

c. Si en las condiciones de la experiencia se siemaba planta por cada metro
cuadrado de superficie, calcule el rendimiento geedebe esperar para una
superficie de 50 mz2,

d. Utilizando el grafico encuentre e indique el reneimo estimado para una superficie
de 50 m2. Si encuentra diferencias explique lasasu

Cierto compuesto quimico se disolvio en 100 ml ds disolventes a diferentes
temperaturas. Para cada caso se registro los griswmdtos del compuesto hasta que la
solucion se saturd. Los resultados obtenidos fuesiguientes:

Gramos disueltos
Temperatura (°C) Disolvente Disolvente 2

0 5 6
15 18 14
30 22 25
45 27 38
60 31 45
75 38 58

a. Establezca una ecuacion de regresion para cadaatisa

b. Construya los limites de confianza para las dossede regresion y y grafique la
recta de regresion y las bandas de confianza.

c. Someta a prueba la hipotesis que los coeficientesedresion £ y [2) son

iguales.

Al medir las temperatura de un cuerpo que se edfffale una temperatura inicial de
100,3°C, en intervalos de medio minuto, se obtuvo:

Tiempo (min) 00 05 10 15 20 25 30 35 40
Temperatura (°C) 10090,1 80,2 71,6 64,2 57,5 51,3 46,1 41,2

a. Ajustar una funcién de regresion que indique laperatura en funcion del tiempo.
b. Estimar la temperatura que tendra el cuerpo adssminutos de iniciado el proceso.
c. Cuanto tardara en reducirse a la mitad la temperaticial?



