A

DISTRIBUCIONES MUESTRALES

4.1 INTRODUCCION

Hemos explicado antes que la inferencia estadidie@e como problema general el
establecimiento de las propiedades de un fenémleatodo estudiando una parte del mismo.
Igualmente se ha dicho que para lograr esto essado conocer la distribucion de
probabilidades de la variable aleatoria a travétadaial se expresa el fenomeno. Por tales
razones, en los capitulos anteriores se ha hedhsigren conocer algunas ideas basicas de la
teoria de probabilidad y deducido las propiedadesalgunos modelos que describen la
distribucion probabilistica de cierto tipo de vates aleatorias. En la Figura 4.1 se presenta un
modelo grafico de las relaciones que existen déatRzobabilidad y la Estadistica Inferencial.

Teoria de
Probahilidad |

Estadistica
Inferencial

Figura 4.1:Modelo de relaciones entre la probabilidad y ladistica inferencial

El esquema anterior nos muestra que la teoria deapiidad genera los modelos que
describen la distribucion de probabilidades derkmiltados de un experimento aleatorio,
mientras que los métodos de inferencia estadigtiahlan las caracteristicas de una parte del
fendmeno y utilizando esos mismos modelos de pildatb producen por induccion,
conclusiones sobre la totalidad del fenédmeno.

En la estadistica inferencial existe toda una teofogia que identifica las diferentes partes y
procesos del modelo presentado en la Figura 4.4 .eCpropdsito de manejar adecuadamente
ésta terminologia sera necesario definir algunaseytos basicos, para luego estudiar algunas
propiedades de la porcion estudiada del fenomesia;amo la relacion funcional que existe
entre ella con el colectivo.
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4.2 ALGUNOS CONCEPTOS IMPORTANTES

4.2.1 Universo, poblacion y muestra

Un fendmeno aleatorio seria toda manifestacion nahtusceptible de observarse o medirse
mediante los sentidos o instrumentos en individoosas o elementos similares que forman
parte de un colectivo denominado Universo. Estecativio puede estar formado por un
namero finito o infinito de tales unidades. Una &liaciones un dato o valor numérico que
se obtiene al calificar o cuantificar una cardst@a en las diferentes unidades. El conjunto
de observaciones origina una Poblaciancual puede estar formada por un nimero finito o
infinito de datos o valores numéricos. Una Muesgs un conjunto formado por n
observaciones extraidas de la poblacion. EI nUmete observaciones define el tamafio de la
muestra. En la Figura 4.2 se esquematizan lasioaks que existen entre estos conceptos.

Conjunio de i j
H Sub mio
e [Ty s

Universo Pohlacion Muesira

Figura 4.2 Esquema de relaciones entre Universo, PoblacMuoestra.
A continuacién se ejemplificaran los conceptos déeverso, Poblacion y Muestra:

Ejemplo 4.1

Un productor agricola quiere conocer algunas caraticas de las mazorcas producidas en
una parcela sembrada con plantas de maiz. Pafia &dlecciona 50 mazorcas y cuenta el
namero de granos en cada mazorca.

Universo: Conjunto formado por todas las mazorcas de maézpgadujo la parcela. Este
universo es finito porque lo forma el total de nraas producidas.

Caracteristica observada El nimero de granos de cada mazorca.

Poblacion: Conjunto de todos los valores de la caracterigtizmero de granos de cada
mazorca. Esta poblacion es finita porque lo forintotal de valores del niumero de granos
obtenidos del universo.

Muestra: Conjunto finito de 50 valores de la caracteristiGenero de granos.

Ejemplo 4.2
El mismo productor selecciond del ejemplo anterseteccion6 20 mazorcas y determiné el
peso de cada una.
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Universo: El mismo del ejemplo anterior.

Caracteristica observada:El peso de cada mazorca.

Poblacion: Conjunto finito de todos los valores de peso daacaazorca.
Muestra: Conjunto finito de 20 valores de la caracteristieso de cada mazorca.

Ejemplo 4.3

Un bidlogo quiere conocer algunas caracteristieatos rabipelado®idelphus marsupialis.
Para lograr esto, seleccion6 100 individuos depeeeie en cuestion y le determiné a cada uno
el nimero de glandulas sebaceas en los miembresaas.

Universo: Conjunto de rabipelados de la espé&uigel phus marsupialis. Este universo es
infinito porque esta formado por todos los ejengdague viven actualmente, los que vivieron
alguna vez y los que van a existir en el futuro.

Caracteristica observada:El nUmero de glandulas sebaceas.

Poblacion: Conjunto de todos los valores de la caracteristitaero de glandulas sebaceas.
Esta poblacion es infinita por las mismas razonae facen infinito al universo de
rabipelados.

Muestra: Conjunto finito de 100 valores de la caracteréstidmero de glandulas sebaceas.

Ejemplo 4.4
El bidlogo del ejemplo anterior midié el contenide Hemoglobina en la sangre de 500
rabipelados.

Universo: Igual al anterior

Caracteristica observada:La concentracion de hemoglobina.

Poblacién: Conjunto de todos los valores de la concentrad@hemoglobina Esta poblacion
es infinita por las mismas razones que hacen tofadiuniverso de rabipelados.

Muestra: Conjunto finito de 500 valores de la caracteréstioncentracién de hemoglobina

Ejemplo 4.5

El mismo bidlogo desea conocer el tamafio de losssael génerdAtelopus que viven
actualmente en la selva nublada de Monte Zerpa.éStmpropdsito capturé 35 individuos y
midio la longitud del cuerpo de cada ejemplar.

Universo: Conjunto formado por todos los sapos del géi¢etopus que viven actualmente
en Monte Zerpa. Este universo es finito porquiei@bgo solo esta interesado en el conjunto
de individuos que existe actualmente y no en l@swipieron o viviran.

Caracteristica observada:La longitud.

Poblacién: Conjunto de todos los valores del tamafio. Estéapidn es finita por las mismas
razones que hacen infinito al universo de sapos.

Muestra: Conjunto finito de 35 valores de longitud o tamafio

Ejemplo 4.6

Se quiere conocer el valor promedio de la tempeaatel agua del rio Albarregas a la altura
de los 2000 m.s.n.m. y para el afio 1997. Pararegta se midio la temperatura del agua en
el mismo lugar y hora todos los dias de ese afo.
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Universo: Este universo se puede considerar infinito pugsi en el lugar escogido para
realizar el experimento existen infinitos puntobrsola superficie de la corriente de agua en
los cuales se puede introducir el termdmetro.

Caracteristica observada:La temperatura del agua.

Poblacion: Conjunto de todos los valores de la temperatwsta goblacion es infinita por las
mismas razones que hacen infinito al universo a¢gsude medicidn de la temperatura.
Muestra: Conjunto de 365 valores de temperatura del agua.

De los ejemplos anteriores se pueden obtener dadustones importantes: la primera es que
los conceptos de universo y poblacion son relativas el investigador quien determina,
segun su interés, la extension del universo y cuesgemente la de la poblacion a estudiar.
Asi vemos como en los ejemplos 3 y 4 el bidlogdeadidir estudiar los rabipelados al nivel
taxonomico de especie, estaba también decidientiaias un universo infinito. Por el
contrario, en el ejemplo 5 limité su estudio a $apos del géneratelopus que viven en un
sitio determinado, es decir que decidio trabajar wo universo finito. La segunda conclusion
gue puede obtenerse es que de un universo se pgederar varias poblaciones. Asi vimos
que del mismo universo de mazorcas se generéablagn de nimeros de granos y otra de
peso de los granos.

De acuerdo a la nueva terminologia se puede fetis# esquema de la Figura 4.1. En la
Figura 4.2 se muestran estas nuevas relacioneslariEstadistica Inferencial y la Teoria de
Probabilidad.

Teoria de
Prohahilidad

\

Modelos ""--.._*
/ Infe EK Medicion o contaje
ia -+~
Fstadistica ',,.ﬂ'
Inferencial

Figura 4.2: Relaciones entre la probabilidad yskadistica inferencial

4.2.2 Parametros y estadisticos

Cuando estudiamos un fendbmeno aleatorio, realmermee estamos haciendo es analizar las
propiedades de las diferentes poblaciones de lbles que lo caracterizan. Muchas de las
propiedades poblacionales son descritas por valgues reciben el nombre genérico de

Parametros (Figura 4.3). Por lo general los pan@®ee identifican mediante una letra griega
y son valores unicos que no cambian entre tantcantbie la composicion de la poblacion.
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Algunos de los parametros poblacionales mas impiadason: el promedifpy), la varianza
(g2) y la desviacion( o).

Las muestras también tienen caracteristicas propiadacionadas funcionalmente con las
propiedades de la poblacion. Estas caracteristicastrales reciben el nombre de Estadisticos

(Figura 4.3), y a diferencia de los parametros\sables y cambian de muestra a muestra.
Los estadisticos se identifican con letras delbalia romano y entre los mas importantes se

pueden sefialar la media aritmética) la varianza( S2 )y la desviacion estandés).

Estadisticos
Muesirales

Poblacionales

Figura 4.3

4.3 MUESTRAS Y MUESTREO

4.3.1 Muestra representativa

Las muestras deben proporcionar la informacion seece (estadisticos), a partir de la cual se
infieren las propiedades (parametros) de la padiafFigura 4.3). En una buena muestra
debe estar representada toda o al menos una grendeala informacion presente en la

poblacion. Para que una muestra sea representdéba incluir los valores de la variable en

la misma proporcion como ellos se encuentran rgjoaren la poblacion. Los resultados que
se exponen en la Tabla 4.1, representan la praftugoorcentual de cuatro diferentes

variedades de soya obtenida en una determinadanregilos valores de ésta misma

produccion de acuerdo a lo estimado por dos msedé&da produccion.

Tabla 4.1. Produccion (%) de diferentes variedaéesoya

Variedad Produccion real Muestra 1 Muestra 2
A 52 % 25% 49%
B 24% 35% 26%
C 18% 22% 17%
D 6% 18% 8%
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De los resultados presentados en la tabla antegodeduce que la distribucion de la
produccion de soya evidenciada por la muestra& didtribucion de la produccién real son
muy parecidos, por lo tanto, se puede decir queuestra es representativa de la produccion
de la poblacion. Por el contrario la muestra 1 propna una distribucion de la produccion
gue no se corresponde con la de la region y obvitam® es representativa.

Lograr que una muestra sea representativa es wem déicil, especialmente si se trata de
poblaciones infinitas. Una manera de hacerlo estolm muestras grandes. En la medida que
se aumenta el tamafio de la muestra se incremeptssilailidad de que todos los grupos de
valores de la variable que caracteriza la poblaegién representados, llegando al extremo de
afirmar que la mejor muestra es aquella que tidnmigmo tamafio de la poblacion. Sin
embargo, este procedimiento ademas de desvirtdiandhmento de la estadistica inferencial,
trae consigo una serie de problemas de orden t&gnéicondmico. Un aumento en el tamafio
de la muestra puede significar incrementos imptetaen los costos, en el tiempo o en la
dificultad para manejar una mayor cantidad dermézion.

4.3.2 Muestreo aleatorio

Otra manera de lograr que una muestra sea repatisanes eligiendo aleatoriamente los
valores que van a formar parte de la muestra. Meglel muestreo aleatorio todos los valores
de la poblacion tienen la misma posibilidad de edegidos, de modo que si se toma una
muestra de un tamafno adecuado y se eligen aleatoria los elementos que la conforman se
esta asegurando la representatividad de la mué&dtrauestreo aleatorio puede ser simple o
restringido.

El ejemplo siguiente puede aclarar el funcionanosiel®@ muestreo aleatorio simple. Suponga
gue se quieren seleccionar 24 ratones de un grep®d con el propdsito de determinar la
concentracion promedio de una hormona en el grupcammales. En primer lugar es
necesario advertir que un universo de este tipaewer bastante heterogéneo, puesto que
puede estar formado por individuos con diferenteggnitores, sexo, tamafo, peso, edad, etc.
Consecuentemente la poblacion de valores de ladmatambién es heterogénea. Para que la
muestra sea representativa es necesario que easedia presentes valores provenientes de
todas las categorias y en la misma proporcién cestan repartidas en la poblacion. Si
elegimos aleatoriamente los ratones, cada uno Ids t#tne la misma posibilidad de ser
seleccionado y la probabilidad de que cada cafatiter sea escogida es proporcional a su
tamano. Estas dos cualidades del proceso de atedelten hacer que la composicion de la
muestra se aproxime a la de la poblacion.

En el ejemplo anterior la seleccion aleatoridade24 ratones se puede hacer de diferentes
maneras. Una manera, seria marcando cada uno dedagss con un numero entre 1 y 100.
Igualmente se pueden numerar un lote de tarjetsdedel 1 hasta el 100, se colocan en un
envase, se mezclan y se escogen 24 tarjetas. @ ge 100 ratones se escogeran aquellos
cuyos numeros coincidan con los marcados en lgstaarseleccionadas. Otra forma es
utilizando una tabla de numeros aleatorios. Esthtas estan formadas por columnas de
nameros de tres, cuatro, cinco o mas digitos, gneshilo generados aleatoriamente, mediante
algun procedimiento matematico. Para usar la tadyaque entrar de una forma aleatoria. Una
manera es cerrando los ojos y colocar la puntandépiz sobre el contenido de la tabla. Los
dos ultimos digitos del nimero marcado por la pualapiz formaran el primer nimero
seleccionado. Luego se puede avanzar hacia el olsigriente y de aqui al siguiente y asi
sucesivamente hasta haber seleccionado el totalioeros requeridos. En el ejemplo se
necesitan escoger 24 numeros. El avance al nunrierste puede ser hacia abajo, o hacia
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arriba, hacia la derecha o hacia la izquierda,odp taso es indiferente. En cada avance se
anota las dos ultimas cifras de cada numero. $eége al final de una columna o una fila sin
haber completado el total de nimeros que se desgmsa a la columna o fila siguiente y se
comienza a avanzar en cualquiera de los sentidosaprefiera. No se deben tomar en cuenta
los numeros repetidos. Si el total de nimero gireles de tres cifras, se sigue el mismo
procedimiento pero en lugar de anotar los dos GKidigitos, se registran los tres ultimos.

4.3.3 Muestreo estratificado

En muchas ocasiones el tamafo de la muestra roseditientemente grande para asegurar
que las distintas categorias de valores de wuna ag@obl estén representadas
proporcionalmente. Si no es posible aumentar ehfiande la muestra, se puede recurrir a un
muestreo aleatorio restringido, el cual aumenta psibilidad de obtener muestras
representativas. Entre los varios tipos de muestesringido que existen se pueden
mencionar los siguientes: el muestreo estratificael muestreo por agrupamiento, el
muestreo sistematico, el muestreo secuencial, Agtai solo nos referiremos al muestreo
estratificado por ser el mas utilizado en las ganbiologicas.

En el muestreo estratificado se divide la pobla@restratos o subpoblaciones dentro de las
cuales se procede a realizar un muestreo aleationjgle. El tamafio de las muestras pueden
ser proporcional al tamafio de los estratos o toplasden ser del mismo tamafo
independientemente del tamafio de los estratos.awg al ejemplo de los ratones a fin de
entender este procedimiento. Como indicamos anteeiste el universo de ratones puede ser
muy heterogéneo con relacion a diferentes caratitet$ como el sexo, el tamafio, la edad,
etc. Estas mismas caracteristicas nos pueden parairestratificar la poblacién. Por ejemplo,
podemos clasificar los ratones de acuerdo al estadtesarrollo del proceso reproductivo en
tres categorias: inmaduros, maduros y post-reptivdgc De acuerdo al ejemplo, la muestra
de 24 valores de la hormona que se esta estudigedpuede medir seleccionando
aleatoriamente el mismo numero de ratones dentrc¢adia una de estas categorias, 0
seleccionando dentro de cada categoria un numen@atdees que sea equivalente a su
proporcion en la poblacién. Supdngase que laillistion de los individuos dentro de cada
categoria es la presentada en la Tabla 4.2.

Tabla 4.2. Distribuciéon del numero de individuosl@andiferentes etapas de desarrollo de una
raza de ratones

Etapa de desarrollo Paoblacion Muestras
Estratificacion uniforme Estratificacion Propancéal
Inmaduro 60 8 14
Maduro 30 8 8
Post-reproductivo 10 8 3
Total 100 24 24

De acuerdo al muestreo estratificado uniforme pada categoria se eligieron aleatoriamente
ocho ratones. En cambio de acuerdo al muestreatiBsardo proporcional, los 24 ratones de
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la muestra se repartieron en las tres categor@gemendo la misma proporcion de la
poblacién, aproximadamente el 60%, 30% y 10% res@@cente.

4.4 DISTRIBUCIONES MUESTRALES

Como ya sabemos un estadistico es una propiedastnalueuyo valor cambia de muestra a
muestra, por lo cual se comporta como una varakltoria. En consecuencia debe existir un
modelo o funcién de probabilidad que describaistribucion de probabilidades, la cual se
denomina distribucion muestréstas relaciones se muestran en la Figura 4.4.

Poblacion

Muestras
A - I
g A

Distribucién de valores del estadistico &

Funcion de probabilidad [P (x)]

Distribucion probabilistica de (/]
(Distribucion Muestral)

Figura 4.4. Relacion funcional entre un parameiablacional (8) y su respectivo
estadistico muestrdld). El simbolo & representa un parametro poblacional como la media
(u),la varianza(o2), la desviacion(o), etc. El simbolo& representa el estadistico
muestral respectivo como la metﬂix), la varianza( S2), la desviacion estandés), etc.

La importancia de conocer y comprender las distidnes muestrales resulta del valor que
ellas tienen para la inferencia estadistica, tengasg tratara en los proximos capitulos. Por los
momentos lo primordial es conocer las principaletriduciones y familiarizarse con sus
propiedades.

4.4.1 Distribucion de la media muestral
Si de una poblacion de valores de una variablaéalaa que se distribuye normalmente con

media iy Yy varianzagg se extrae una muestra de tamafientonces se puede calcular la
media(X) de la muestra. Esta media representa una de leisasiumnedias muestrales que se
pueden extraer de la poblacion de valores de lablaiX. Por lo tanto, la media muestral a su
vez es una nueva variable aleat&ique conforma una nueva poblacién cuyos parametros
Mz Y J% se pueden deducir mediante la aplicacion de larderada Propiedad Reproductiva

de la distribucién normal.



Samuel Segnini Fundamentos de Bioestadistica Capitulo 4 93

4.4.4.1 Propiedad Reproductiva de la distribucion armal.

SeanXy, Xo, X3,....Xu, variables que se distribuyen normalmente, conisena media:

= =43 =....= lp Ylamismavarianzasf=05=05=. .. .= o?. La variable que

resulta de la suma de las n variables individuaks: X1+ X2+ X3+. . .+ X, también se

distribuye normalmente con una medigux= +uo+3+. . . +Uy=nU Yy una
: o= g2 + T2 + g2 2 = ng2

varianza:oy = g5 +05+05+ ... A0 =N0

Puesto que es posible demostrar que cada uno dales(x;,X2,X3 . . .. Xn ) que forman

parte de una muestra es una variable aleatoripmgwéne de una misma poblacion, se puede
concluir que la media muestral es una variablerggelta de la suma de varias variables que

tienen la mismau y la misma varianzar?2 .

X=n
Z N X X X X
X=X:1 =—(X1+X2+X3+ '''''''' +Xn)=_1+_2+_3+...+_n
n n n n n n

Por lo tanto, la media y la varianza de la disitibn de medias muestrales seran:

2 2

U 0?2 o

pg =nt=p y Z=n—o=—
n n2

En resumen, si se toman muestras aleatorias deldmqgidn de una variablX que se
distribuye normalmente, la distribucién de las rasdnuestrales también es normal con una
media igual a la media de la poblacion de la vé&iab y una varianza igual a la de la
poblacién dividida entre el tamafio de la muestiguifa 4.5). La desviacion de la distribucion
de medias muestrales se le denomina error estgrsaobtiene como el cociente de dividir la
desviacién de la poblacion de la variable X endrediz cuadrada del tamafio de la muestra

0'2=0'/\/ﬁ

Poblacion de valores
de la variable X

Seleccion aleatoria X
de n valores de X ~"

Muestra de tamario n @

Poblacion de \@lores
de la variable X

Figura 4.5. Relacion entre las distribuciones deviiablesX y X.
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La aplicacién inmediata que le podemos dar a lgilliion de la media muestral es calcular
la probabilidad de obtener una media de un valtardegnado.

Ejemplo 4.7

Sea una poblacion de una variable que se encudistridbbuida normalmente con una media y
una varianza igual a 800 y 1600 respectivamentéa daal se seleccionan aleatoriamente 16
valores ¢ Cual es la probabilidad de que la muestga un valor menor a 775?

Por la propiedad reproductiva sabemos que la mddiauna muestra obtenida de una
poblacion de valores distribuidos normalmente, iamise distribuye normalmente con una
media y una varianza igual a:

Us = Uy =800 y of=—=—-=100

Ademas sabemos que para poder encontrar la priolaabitle ocurrencia de la variable

aIeatorianue sigue una distribucion normal es necesaricathall valor equivalente en
términos de la variablg, para lo cual se recurrimos al estadistico,

Por lo tanto, la probabilidad deseada sera:

P(Ys775)=P(ZS J plz<X Hx|=p z_775_800 = P(Z <-2,5)=0,0062

- VAT
Ejemplo 4.8

La concentracion de fructuosa en el semen deseosabe que se distribuye normalmente con
una media de 80 mg/100 ml. y una varianza igud@(gng/100 ml)2. Si en 36 ocasiones se
midid el contenido de fructuosa en 100 ml de septénal es la probabilidad de que la media
muestral se encuentre dentro del intervalo defiemtoe 70 y 90 mg/100 ml de semen?

Ox

Aplicando las propiedades de las distribucionelmsl@ariablesX y Z, se tiene que:

v 70-80 90 80 | _

P(70= X <90)=0.9544(z < Z < 2,) = i
¥ P

=P(-2sZ<+2)=P(Z<2)-P(Z<-2)=0,9772-0,0228 = 0,9544
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4.4.1.2 Teorema del limite central.

Supéngase ahora que se tiene una variable dellagganoce la medigy y la varianzac?
pero no la forma de su distribucion. Esto impidagéicacion de la propiedad reproductiva y
consecuentemente la deduccion de los pardmetroscaraeterizan la distribucion de las

medias muestrales. Sin embargo, se puede recwtiagropiedad de la distribucion normal
conocida como el Teorema del Limite Central, qualdsce lo siguiente:

SeanX1, X2, X3, ...., X, variables independientes con una misma funciérralegbilidad
y por tanto con una misma distribucion e igual=uo=us3=....=un € igual varianza
0f=03=03=... = cf. La variable que resulta de la suma de las n vasabl

independienteX = X1+ X5 +....+ X, también se distribuye normalmente con una
mediauy=u+uptugt ... Fup=nu y unavarianza:og =of+0%+0% +....+04 =no?
cuando n es grande.

En términos menos formales, el teorema anteri@biste que las medias provenientes de
muestras grandes tomadas de poblaciones con umidudi®n desconocida, se distribuyen
normalmente con media y varianza igual a:

Hx = Hx y Oy =——

Por lo tanto, si se desconoce la distribucion devariable se puede suponer que aumentando
el tamafio de la muestra, la distribuciéon de la mediestral se aproximara progresivamente
a una normal. En general y para efectos practieosoasidera que una muestra de tamafo
n=30 es lo suficientemente grande para que se cumpd@amma.

Ejemplo 4.9

Se sabe que la concentracion de albumina en um@nsigstiene un valor promedio igual a
20,9 g/l y una desviacion estandar de 3,45 g/l.I Ga@ la probabilidad de encontrar una
media superior a los 22 g/l en una muestra fornpad&6 valores.

En éste caso no es posible aplicar la propiedaddaptiva puesto que se desconoce la forma
de la distribucion de la variable aleatoria. Smbargo como el tamafio de la muestra es
grande(n=30), se puede recurrir al Teorema del Limite Cengraliponer que la media

muestral tiene una distribucion normal. Bajo edizasion es posible conocer los valores de
Hx Y Ox.

L5 =ty = 20,9 y 022%2%20,575

El valor de 7 esz= X _Hx - X~Hx _22-209
ox  oyx/Jn 0575

=1,91 y la probabilidad buscada sera

P(X222)=P(22191)=1-P(Z<1,91)=1-0,9719=0,0281
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4.4.1.3 El teorema de limite central y los fendmendioldgicos.

La tendencia que tiene la distribucion de la mexiigestral de ser normal en la medida que
aumenta el tamafio de la muestra independienterdersie distribucion original, posiblemente
explique porque tantos fendmenos bioldgicos sigum distribucion normal. Por ejemplo,
considérese la variable altura en los humanos.vasiable que sigue una distribucién normal,
es una caracteristica fenotipica que resulta dactan conjunta de factores genéticos y
ambientales. Son varios los genes que afectaneeinuento, igualmente algunos factores
ambientales como la alimentacion, las enfermedadegercicio, etc., actian sobre la talla de
las personas. Unos de estos factores tienden angams tamarfio y otros a disminuirlo. De
manera que la altura (variable aleatoria), debeptiurmon el Teorema del Limite Central, si
se le considera como el promedio (media muestra) rgsulta de la suma de numerosos
factores (variables independientes) sobre cadaithoh (muestra aleatoria). Es importante
puntualizar que dada la complejidad de los sistervas, las variables bioldgicas no siempre
tienen una distribucion normal aunque sean regwltke la integracion de muchos factores
internos y/o externos. Posiblemente los postuladbteorema también se cumplan en otros
fendmenos naturales que dependen de la interadeidnuchos factores. En parte esto podria
explicar, la gran frecuencia con que la distribnarrmal aparece en las mediciones de los
fendmenos naturales.

4.4.2 Distribucion de la diferencia de medias muesties

Muchas veces es necesario estudiar dos pobladienesa misma variable. Supongamos que
la variable se distribuye normalmente en ambasagaiies y que de cada una se extrae
independientemente una muestra aleatoria con tamafioy no respectivamente, y que

ademas se calcula la media de las dos muestraartih gie éstas dos medias muestrales es
posible generar nuevas variables que relaciceedds poblaciones Por ejemplo, se pueden
sumar, restar, multiplicar o dividir los valores lds dos medias muestrales y originar otras
variables cuyos valores estarian representadasl pesultado de las operaciones realizadas.
De estas nuevas variables la mas conveniente ganéetencia estadistica es la diferencia de
medias muestrales debido que se conocen las peoj@edie su distribucion de frecuencia.
Cuando el muestreo de una variable se hace a plrtpoblaciones que se distribuyen
normalmente, la diferencia de medias muestralasnasnueva variable (Figura 4.6) que de
acuerdo a la propiedad reproductiva también gahiige normalmente con media y varianza
igual a:

Hxo-%) = H(%) ~ M%) = Hix)™ Hix)

2 2 2 032 J>%1
g% _ . =0% + g¢ =—< + —/—=
(e-%) "X Xy ny

Conocido el modelo de probabilidad que describeid&ribucion de la diferencia de medias
muestrales, se puede calcular la probabilidad deremcia de un determinado valor de la
diferencia de medias muestrales, utilizando lasfmacion de Z.
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:( =)= H(x,- %) _ (%2 =%X1) (%, = ,le):(XZ_Xl)_(,sz ~ Hx, )

o? \/ 2 2
Xo =X os + 0'_ g g
I(%-%1) X L Ux
n2 n1
Poblacion de la variable X; Poblacion de la variable X,

i) > ]

4 4

Muestra 1 @ Poblacion de las Muestra 2

medias muestirales

— S

A% 1.1y )

Poblacion de la diferencias de medias muestrales

Figura 4.6. Relacion funcional entre las variab¥gsy X, con las medias de muestras y la

diferencia de medias muestrales.

Ejemplo 4.10

97

Una muestra de tamafio 5 se obtiene aleatoriamentana poblacién de una variable

normalmente distribuida con media igual a 50 yamza igual a 9 y se registra la media
muestral. Otra muestra aleatoria de tamafio 4 seceha en una segunda poblacion de la
misma variable cuya media es igual a 40 y su vaaiagual a 4. Encuentre la probabilidad de

gue el valor de la diferencia de las medias muestsea menor a 8,2.

Por la propiedad reproductiva de la distribuciommel sabemos qu&z —Yl) se distribuye

normalmente con una media y una varianza igual a:

H(zy-%1) = H(%p) ~H(30) = H(xp) ~H(x,) =50-40=10
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v mgr e gr=Te , Tu_ 9,4 14,
(e-x) "X %y n 5 4 5

Ademas sabemos que para poder encontrar la prilzabde ocurrencia de una variable que
sigue una distribucién normal es necesario transida en la variable : N(0;1). De modo

que para el caso presente:

_ (R X)) Hx-%) (2 =X1)~(Hx, ~Hx ) _8,2-10 _ -18 _

Z = =-1,08
2 2 2 N ’
U( X2—X1) UXZ N le 2,8 1,6733
N2 m

Por lo tanto, la probabilidad deseada sera:
P(X2-X;<82)=P(Z<-108)= 0,1401

4.4.2.1 La diferencia de medias muestrales y el Trema del Limite Central.

Cuando se desconoce la distribucion de la variabéepueden deducir las propiedades de la
distribucion de la diferencia de medias muestralpartir del Teorema del Limite Central. Por
lo tanto, si el muestreo se realiza a partir delgmidines con distribucion desconocida y el
tamano de las muestras es granaey no >30), se aplica el teorema y la distribucion de la

diferencia de medias muestrales tendra una mediia yarianza igual a:

H(%-%) = H(%) TH(X) = H(xp) ~H(xq)

2 2 2 J>%2 J>%1
Jf =05 + 05 =—=+—
(X-%) "X Xon, m

Ejemplo 4.11

Dadas dos poblaciones A y B no distribuidas norreabe con los parametros poblacionales
siguientes: u, =1400 ;J,% =40000; ug =1200 y 0% =10000. Se extrae una muestra
aleatorianp = 125 de la poblacion A y una muestig = 100 de la poblacion B; determine la
probabilidad de que la media muestral de A sea maj@ media muestral de B en méas de 160
unidades.

Aungque no sabemos como se distribuye la varialtiediesla, de acuerdo al Teorema del
Limite Central la diferencia de medias muestrakeglistribuye normalmente con media y
desviacioén igual a:

Hxp-%5) = Ha— U =1400-1200 =200
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_ U (4 40000 10000
U( )_(A _XB ) - 125

=20,49

La probabilidad buscada sera:

P (XyXe 2160)=P (222)=p | zxFa” Xe) (Ha” #6) | p(zg—mo'zooj:

\/(JE/nA) (UEZ;/nB) 20,49

=P (22-1,95)=1-P(Z<-1,95)=1-0,0256 =0,9774

4.5 EJERCICIOS

1. Se extrae aleatoriamente una muestra de tamafoufiadpoblacién de valores de una
variable que se distribuye normalmente con medialig 1200 y desviacién igual a 400
a. ¢Cual es la media de la media muestral?
b. ¢Cual es la varianza de la media muestral?
c. ¢Cual es el error estandar?
d. ¢Cudl es la probabilidad de que la media muesinglt un valor menor a 10507?

2. El numero de huevos puestos por una trucha es angble aleatoria que se distribuye
normalmente con una media igual a 115000 huevosaydesviacion tipica de 25000
huevos. Si se registra la cantidad de huevos piasi@or 100 truchas responda lo
siguiente:

a. ¢Cudl es la probabilidad de que la media muestrabwposicion sea menor a
110000 huevos?

b. ¢Cudl es la probabilidad de que la media muestralviposicion esté entre 113000
huevos y 117000 huevos?

c. ¢Cudl es la probabilidad de que la media muestravigposicion esté entre 114000 y
116000 huevos?

d. Sin hacer calculos, razonar en cudl de los sigesergngos es mas probable que se
encuentre la media muestral de oviposicion:
dl. Entre 113000 y 115000 huevos
d2. Entre 114000 y 116000 huevos,
d3. Entre 115000 y 117000 huevos,
d4. Entre 116000 y 118000 huevos.

€. Supongamos gque, después de haber realizado ladosadmteriores, alguien afirma
que la distribucion poblacional del nimero de hgepoestos es casi con toda
seguridad no normal. ¢Se deben desechar los calgybbantearse nuevamente el
problema?



Samuel Segnini Fundamentos de Bioestadistica Capitulo 4 100

En 16 ocasiones se midi6 el tiempo que tardan &ci@nar las sustancias A y B. Si se
sabe que la distribucién de dichos tiempos en bagan sigue una distribucion normal
con media de 87 minutos y desviacion tipica de Rutos

a. ¢Cual es el error estdndar de la media muesttabdempos de reaccion?

b. ¢Cuél es la probabilidad de que la media muestaalrsenor a 100 minutos?

c. ¢Cudl es la probabilidad de que la media muesteahsmyor a 80 minutos?

d. ¢Cudl es la probabilidad de que la media mudstina un valor que esté entre 85 y
95 minutos?

e. Si se repite la reaccion 15 veces en forma indepeteddiga, sin hacer los célculos,
si las probabilidades calculadas en los apartabps(€¢) y (d) serdn mayores,
menores o iguales para esta segunda muestra.autdiAficos para ilustrar las
respuestas.

Se sabe que la desviacion tipica de la cantidads#etos consumidos diariamente por

los individuos de una especie de anfibio es dengéctos. Si se examina el contenido

estomacal de 100 de estos anfibios con el fin denasel consumo medio diario de

insectos para el total de la poblacion de anfibios.

a. ¢Cudl sera error estandar de la media muestrabdelmo diario?

b. ¢Cuédl es la probabilidad de que la media muesttada a la media poblacional en
mas de 5 insectos?

c. ¢Cudl es la probabilidad de que la media muesttélmas de 4 insectos por debajo
de la media poblacional?

d. ¢Cudl es la probabilidad de que la media muestratalde la media poblacional en
mas de tres insectos?

Una compafia fabrica células fotoeléctricas cuyaaén promedio es de 800 horas con
una desviacion de 40 horas. Si la variable duras@distribuye normalmente, encuentre
la probabilidad de que una muestra aleatoria datb8élulas tenga una vida promedio
menor a 775 horas.

La concentracion de fructuosa en muestras de sdméoro se distribuye normalmente
con media igual a 80 mg/100 ml y varianza igualo@ 4mg/100mb. Si se toman 36
alicuotas de 100 ml de semen ¢ Cual es la probadbilitt que la media muestral se
encuentre entre 70 y 90 mg/100 ml?

Si en una comunidad la longitud craneal se disgglnormalmente cop =185,6 mm y

o0 =12,7 mm, ¢ Cual es la probabilidad de que una meaudsttamafo 10 proporcione una
media mayor a 190 mm?

Si la media y la desviacion de la concentracidhideo en el suero de hombres sanos es
de 120 y 15 mg/100ml respectivamente, ¢ Cual esdbapilidad de que una muestra
aleatoria de 50 hombres sanos proporcione una roagl@avalor se encuentra entre 115
y 125 mg/100 ml?

En una poblacion de mamiferos se sabe que el candaroalorias por individuos es una
variable que se distribuye normalmente con= 4000 cal/dia yo2= (1200%. Si se
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selecciona una muestra constituida por 36 animedés,le la probabilidad de obtener un
valor promedio:

Inferior a 4200 cal/dia.

Superior a 3500 cal/dia.

Inferior a 3800 cal/dia.

Inferior a 3000 cal/dia

Inferior a 4000 cal/dia

Que difiera de i en 100 cal/dia 0 mas.

S0 Re0 oW

Usando los datos del Ejercicio 9 calcule la proldad de seleccionar una muestra
formada por 100 individuos, cuyo consumo promedio:

Sea de 3820 cal/dia o mas.

Sea de 3820 cal/dia o menos.

Esté comprendido entre 3820 y 4000 cal/dia.

Esté comprendido entre 4000 y 4100 cal/dia.

Sea superior @& en 100 cal/dia o menos.

Sea inferior au en 100 cal/dia o mas.
Difiera de i en 100 cal/dia 0 menos.
Difiera de i en 100 cal/dia 0 mas.

S@Q@ " Poo o

Usando los datos del Ejercicio 9, encuentre el femgue debe tener una muestra para
gue con una probabilidad del 95,44% su media difileryz en 100 cal/dia o menos.

En una region productora de cafia de azucar el %/ @2 las medias de todas las
muestras de tamafio n = 61 tienen un valor superidd toneladas de azucar por
hectarea. Su = 4 toneladas/hectarea: ¢, Cual es el rendimieotogutio en la region?

La produccién promedio de una siembra de mangasee®00 frutos/planta con una
varianza de (106)Si la variable en cuestién se distribuye normalexent

a. ¢De qué tamafo debe ser una muestra para que c@® 449 de probabilidad su
media difiere deu en 50 frutos /planta 0 menos?

Usando los datos del ejercicio 4.5.13, calculertdbabilidad de seleccionar una muestra
de 100 plantas cuyo promedio sea:

Inferior a 627 frutos/planta.

Superior a 586 frutos/planta.

Entre 627 y 586 frutos/planta.

Entre 610 y 627 frutos/planta.

Entre 586 y 596 frutos/planta.

Inferior a 590 frutos/planta.

~P Q0T

Los niveles de vitamina A en dos poblaciones husaeadistribuye normalmente con
el mismo valor promedid i = o). ¢ Cual es la probabilidad de que una muestra de
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tamano 49 y otra segunda muestra de tamafo 36 rprope un valor igual o mayor a
50, si las varianzas poblacionales son de 19@IDQ unidades respectivamente?

Se calculé la media de una muestra de 100 valoteaidos aleatoriamente de una
poblacion que estd normalmente distribuida con angglial a 10 y varianza igual a 2.
Ilgualmente se determiné la media de una segundatrawdeatoria del mismo tamario,
seleccionada aleatoriamente e independientementetrde poblacion de la misma
variable que también esta distribuida normalmeme media igual a 8 y la misma
varianza anterior. Con esta informacion haga loisige:

a. Calcular la probabilidad de obtener un valor paraliferencia de los promedios
muestrales que sea:
al. Inferiora 2,4
a2. Superior a 1,90
a3. Se encuentre entre 0,70y 1,90
a4. Se encuentre entre 0,60y 2,4
ab. Se encuentre valor entre 0,70 y 2,00

b. Calcule la probabilidad de obtener un valorXle mayor al valor dexX 2:
bl. En 2,6 o menos unidades.
b2. Igual a 1,6 o mas unidades.
b3. En 2,3 0 mas unidades.
b4. En 1,5 0 menos unidades.

c. Calcule la probabilidad de obtener una difereneidod promedios muestrales mayor
a 1,6 unidades si se sabe que ésta diferencia eslamgue se encuentra entre 1,3 y
2,4 unidades.

Se ha determinado que los individuos de una pablade aves de cierta especie tiene
una vida promedio de 6,5 afios con una desviaciom,8eafios, mientras que los

individuos de otra poblacién de la misma especiawdetienen una vida promedio de 6,0
afios con una desviacion de 0,8 afios ¢Cual es balplidad que la media de una

muestra aleatoria de 36 individuos de la primeialgmon no difiera en mas de un afio
de la duracién promedio de 49 individuos de la sdgyoblacion?

En cierto criadero el peso promedio de los aduttashos de los perros de la raza Pastor
Aleman es de 35,6 kg con una desviacion de 8,4 lemtras que las hembras de la
misma raza promedian 32,5 kg con una desviaciéB,8ekg. Si durante un afio se
vendieron 50 machos y 60 hembras ¢ Cual es la pholaabque la diferencia entre los
pesos promedios de los dos grupos se encuenteglalppr mas de 1,5 kg de la media
poblacional de las diferencigs; — o) ?

Se sabe que la grasa corporal total en los atlesmgistribuye normalmente. En las
nadadoras de alta competencia tiene un valor pronted 12,2 kg con una desviacion
igual a 2,3 kg. En las corredoras de alta compe&texipromedio de grasa total es de 7,8
kg con una desviacion de 2,1 kg. Si el contenidongdio de grasa total se determiné en
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10 nadadoras y 12 corredoras ¢ Cual es la probadbitjde la diferencia entre las medias
muestrales se aleje gq — 1> en menos de 1,2 desviaciones estandar?

La concentracién de cloruros en el suero sangudagmersonas sanas es una variable que
se distribuye con una media igual a 102 meg/l e desviacion de 10,2 meg/l. En las
personas con problemas de tension alta la comoédmrpromedio de cloruro es de 121
meg/l con una desviacion de 12,8 meg/l. Si de gadpo se eligen aleatoriamente 30 y
36 individuos respectivamente ¢ Cual serd la préidatique la concentracion promedio
de cloruros en la sangre de los hipertensos supéaeconcentracion promedio de las
personas normales en mas de 20 meqg/l si ya sajgalsn éste ultimo grupo el promedio
de concentracion de cloruros es menor al del prgngoo en un valor que se encuentra
entre 17 y 24 meq/I?

Macroinvertebrados acuaticos



