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VARIABLES ALEATORIAS

2.1 INTRODUCCION

La identificacion de cada resultado, en algunoseempentos aleatorios, obedece a un
reconocimiento de las propiedades que lo caraaterRor ejemplo, la condicion de ser hembra
en un recién nacido es un resultado cuya calificaciepende de una serie de caracteristicas
cualitativas especificas. Igualmente la raza o ddds de un individuo dependen de la
identificacién de ciertas cualidades que ubicaraaath de esas condiciones en una determinada
categoria. En otros tipos de experimentos alestoro basta con calificar los resultados, sino
que es necesario caracterizarlos cuantitativamBEntalgunos casos esta cuantificacion resulta de
un proceso de conteo, asi se habla del namero jde, lle dientes, de cromosomas, de
espirdculos, de electrones, de emisiones radiactiedc. En otros casos, al determinar
caracteristicas como el peso, la talla, la tempexad la concentracion de alguna sustancia en
ciertos objetos o elementos, se asigna a caddadsuln valor dentro de una escala de medicion
especifica. Cada una de esas caracteristicas faaridis por conteo o por medicion recibe el
nombre genérico de variables aleatorias; son aggiorque su valor cambia de un elemento a
otro; y son aleatorias porque su comportamientangsedecible. Las variables aleatorias son
importantes porque ellas caracterizan los fendmenm®cesos naturales, por lo que resulta muy
valioso comprender en la forma mas completa posibepropiedades y comportamiento. Una
primera aproximacion a éste conocimiento se legtableciendo el conjunto de posibles valores
gue puede asumir la variable y su respectiva pitthadh de ocurrencia. El tratamiento de estos
dos aspectos es el objetivo de éste capitulo.

2.2 DEFINICION DE VARIABLE ALEATORIA

El espacio muestral de muchos experimentos aleatsa pueden representar con simbolos. Por
ejemplo al lanzar tres monedas, los ocho resultpdsiles se pueden describir de la manera
siguiente:

S={ccc, ccs, csc, scc, €SS, SCS, S5%)

Este mismo espacio muestral se puede expresarmeerosl Para esto es necesario definir una
regla o norma que al aplicarla le adjudique a aadaltado un valor. Por ejemplo se puede
establecer la regla siguienteontar el nimero de sellos que aparecen en cadaltee® del
espacio muestralAsi al evento(ccc) le corresponde el nimero cero porque no hay setios

mismo; a los tres eventdscs, csc, sccles corresponde el numero 1 porque en cada unkode e
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aparece so6lo un sello. En la misma forma a lostesguss, scs, ssdes corresponde el 2 y al
evento(sss)le corresponde el 3. En el esquearde la Figura 2.1. se muestra la correspondencia

entre el espacio muestral simbolico y el espacie@stral numérico. ¢ Cuales seran las reglas
definidas para los esquentag c de la misma figura?

cce —* () cce —* | cce —

ccs — cCs cCs

cse — 1 1 csc }b 2 csc } 1
(a) SCC — (b) sCC (C) sCC

css — css css

SC§ —» 2 SCS }; 3 SCS }; 4

gs¢ — 88C 88C

§88 —» 3 g88 —» 4 g8 —» 9

Figura 2.1: Correspondencia entre los resultadosndemismo espacio muestral simbolico con
los valores de tres espacios muestrales numéritavsries.

Los tres espacios numeéricos mostrados en la FRyirpueden ser expresados formalmente de la
manera siguiente:

S ={0,1, 2,3} S,=1{1, 2, 3, 4} S;={0, 1, 4, 9}
Igualmente las tres reglas definidas para la coostin de estos espacios numéricos, pueden
establecerse con mayor rigor, asociandolas a umadiu matematica. Si la cantidad namero de

sellos se identifica con la letra X, las funciogas resultan son las siguientes:

1) fip =X 2) fp=x+1 3) fap = X2
A la primera reglafiumero de sellos’le corresponde la funciorf,, = x
A la segunda reglantimero de sellos mas unt& corresponde la funciorf,,, =x+1 + 1
A la tercera reglacuadrado del nimero de sellosg corresponde la funciofy,, = x2

Si cada una de estas reglas se define en formaicgeieémo una variable aleatoria, y a su vez
sabemos que cada regla es una funcion matemdaiaciefinicion formal de variable aleatoria se
puede enunciar de la manera siguiente:

“Sea E un experimento aleatorio y S su espacio naligsida funcion que asigne a cada uno de
los elementos[s$S, un numero real X(s), se llama variable aleatdrigigura 2.2)
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] X - X(5)

g Rx
Figura 2.2: Variable aleatoria

Las variables aleatorias se identifican con letmagyldsculas. Aunque desde el punto de vista
formal matematico definir una funcidbn como una iatale no parece lo mas adecuado, es la
definicion que se ha utilizado tradicionalmente.ntestro ejemplo las tres variables aleatorias se
pueden identificar de la manera siguiente:

X = nlmero de sellc Y = nlmero de sellos + Z = cuadrado del namero de sell

El resultado de definir una variable aleatoria @& e genera un nuevo espacio muestral
numerico que se denomina recorrido o rango esppadalidentifica con la letr& (Figura 2.2).
Los tres rangos espaciales originados son entonces:

R ={0,1,2,3 R ={1,2,3,3 R,={0,1,4,%

Es importante puntualizar algunas cosas con reladiooncepto de variable aleatoria:

1) Para un mismo experimento es posible definir difie@® variables aleatorias. En nuestro
ejemplo se pudieron especificar otras variablestat@as como el nimero de lanzamientos o la
distancia entre las monedas.

2) En muchos casos el resultado de un experimentarextainente un namero. Por ejemplo al
determinar el sexo de un individuo se obtiene watagoria que luego puede transformarse en
un nimero (0 = hembra y 1 = macho), pero si se f@dalla de un individuo se obtiene
directamente un valor (Ej. 1,70 m)

3) En términos préacticos en el estudio de una varialdatoria es mas importante conocer los
valores que ella asume que saber cuales son dnsertos que conforman su espacio
muestral. En otras palabras las diferentes forradegiresultados y la funcion como tal tienen
poco interés en la praxis.

4) Los valores que asumen las variables aleatoriaslesgifican con letras minusculas, por
ejemplo X, y, z. Si se define como variable aleatdr= tamafio de una persong se quiere
indicar la probabilidad que esa persona supererrdetada altura, este evento se puede
expresar asP( X > x), dondex asume el valor que se especifique.
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2.3 VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS Y CONTINUAS

De acuerdo a las caracteristicas del rango espdaglvariables aleatorias se clasifican en
discretas y continuas.

2.3.1 Variables aleatorias discretasUna variable aleatoria se denomina discreta samefao
espacial esta constituido por un namero finitofmito contable de valores:

Re ={% % % 1o X oo L3

Estas variables se generan fundamentalmente deiregpéos cuyos resultados son evaluados
mediante la enumeracion o contaje de elementosascaumero de hijos, nimero de estomas,
namero de particulas, nUmero de atomos, etc.

Ejemplo 2.1.
Se registra el nimero de varones nacidos en loweprs cuatro partos ocurridos el primer dia del
afo.

Si se considera que en cada parto la probabiligadater var6n o nacer hembra 2, el
espacio muestrab estard formado por 16 resultados igualmente pessiblAl definir como
variable aleatoria elnUmero de varonese origina un espaci@x formado por cinco resultados
gue son valores numerables. Estos valores resultded contaje de una caracteristica del
experimento (Figura 2.3)

-
Q= HHHH I
VHHH, HVHH, HEVH, HHHY 1

H =Mumero de wvarones
VWVHH, VHEVH, VHEHEYV, IVHY, HHVY, HVVH L
WVH, VWHY, VEYVY, HY VW 3
Katatat) 4

L

Figura 2.3: Rango espacial (Rx) de la variabletateanimero de varones

2.3.2 Variables aleatorias continuasUna variable aleatoria es continua si el ranga&apesta
constituido por un numero infinito de valores enintervalo dado:

Ry :{ Xs)= X/ s X< >§}

Este tipo de variables son generadas por la medagamagnitudes como la longitud, el peso, el
volumen, la densidad, la concentracién, la tempexatetc.

Ejemplo 2.2.
Se capturd una trucha en un rio y se le detertaitaila.
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En éste experimento el espacio numérico Rx senarigimediatamente como resultado de
determinar la longitud del cuerpo del pez, queres aaracteristica propia de cada individuo. El
rango espacial Rx esta formado por infinitos reslds dentro de un determinado intervalo
(Figura 2.4)

5 ={Talla de la truchas -

Rx={x,=talla /10cm % g £ 15cm}

Figura 2.4: Espacio muestral (S) y rango espaBig) (le la variable aleatoria longitud del cuerpo
de una especie de trucha

2.4 FUNCION DE PROBABILIDAD DE UNA VARIABLE ALEATOR IA

Al introducir éste capitulo se dijo que para temeibuen conocimiento de una variable aleatoria
no basta con saber cuales son los valores que psadsr sino también es necesario describir su
comportamiento en términos de probabilidades. Bléwase requiere generar una nueva funcion,
conocida como funcién de probabilidad, de densalaé cuantia, con la cual es posible asignar
un valor de probabilidad a cada resultado de ugaraspacial (Figura 2.3).

S=[s] Rx=Tx] P=[p]
8 Xy P
83 X(s) =x | x px) =p | ps
' Variable aleatoria . Funcién de probabilidad )
_Sﬂ_ _Xﬂ_ _Pﬂ_
Espacio muestral Rango espacial Rango probabilidades

Figura 2.5: Relacion entre la variable aleatorita yfuncion de probabilidadX(s) = variable
aleatoria)x = valor de la variable aleatorip(x) = funcidn de probabilidagy = valor
de probabilidad de;jx

2.4.1. Funcion de probabilidad de una variable algaria discreta.
En el caso de variables discretas la funcion dbahitidad se denota comp, y se interpreta

como la probabilidad de que la variable aleataniad el valor; .
Px)=P(X=x%)

Obviamente como la funcién de probabilidad generavalor de probabilidad, estos numeros
deben satisfacer las condiciones siguientes:

1) 0< py<1 2)Y px=1 3)P(x < XS)&):i Rx)
R«

X1
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Las dos primeras condiciones son equivalentes @mm@tiomas probabilisticos de positividad y
certidumbre. La tercera propiedad simplemente kstabque si se conoce la funcidon de
probabilidad de una variable aleatoria discretdprares se puede calcular la probabilidad
correspondiente a cualquier intervalo abierto caclker entre dos puntos y X, .

En la Figura 2.6 se ilustra, con el ejemplo dedanma moneda hasta obtener cara por primera
vez, como una variable discreta es descrita enriémue sus valores y las probabilidades con las
cuales ellos ocurren.

Espacio Rango Espacio de

muestral Espacial probabilidad

C 0 172
S=48C Rx= P={ 1/4

1
SSC
SSSC X(s)= X = n° sellos ; p(x) = (1/2)x11
4

SSSSC| Variable aleatoria

1/8

1/16
Funcion de 1/32

probabilidad

Figura 2.6: Descripcion numérica y probabilisti@ Ids resultados que se pueden obtener al
lanzar una moneda hasta que aparece cara por anveer

El conjunto de pares ordenadds;, py, ] para una variable discreta se denomina distribuden

probabilidad. En el caso de la Figura 2.6, laridhstion de probabilidad esta representada por el
conjunto de pares de valores siguientes:
X Pcxi)

0,5000

0,2500

0,1250

0,0625

0,0313

A WNPEFO

En la Figura 2.7 se representa graficamente éstiddicion. Una vez conocidos los valores de la
variable y sus respectivas probabilidades se ti@meconocimiento bastante completo del
comportamiento de la variable. En este moment@@kresponder a interrogantes relativas a la
variable aleatoria. Por ejemplo en el caso de dargi 2.7 ¢ Cudl es la probabilidad de obtener
menos de tres sellos?. La respuesta se tiene sartenprobabilidades que hay en el espacio de
probabilidad.

P(X<3)= P(X< 2F poy+ P+ Py= 0,58 0,26 0,125 0,8
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0.6
0.5 -
0.4 -
P(Y 03 -
02 -
0,1 +

H

0.0
4 5 6

0 1 2 3
Numero de sellos

Figura 2.7: Distribucién probabilistica de la vatealeatoria numero de sellos

Veamos otra aplicacién que se puede obtener a plariia distribucion de probabilidad de una
variable aleatoria.

Ejemplo 2.3.

En un estudio de campo se determind para ciertérregl nimero de crias por madriguera para
una determinada especie de roedor y la probabilctad la cual esto ocurre (Tabla 2.1).

Suponiendo que ésta situacion se mantiene estpb#gun tiempo después se revisan N

madrigueras de la especie en cuestion y en la miegi@n, es posible estimar en forma

aproximada el numero de individuos por madriguara se espera encontrar. Simplemente se
obtiene el producto p(x)N. Si el nimero de madrigsgevisadas es N = 300, las frecuencias
esperadas para cada categoria son las que seanuasia Tabla 2.1.

Tabla 2.1. Distribucion de probabilidades y frauia esperadas del nUmero de crias
por madriguera para cierta especie de roedor.

NUmero de crias Probabilidad py, Frecuencia esperafp )N ]

1 0,250 75
2 0,400 120
3 0,200 60
4 0,080 24
5 0,05 15
6 0,02 6

*  Si el valor de f no es entero, como se trata dewvam@ble discreta, en la practica las frecuendialsen
aproximarse al valor entero mas proximo. En esteos es posible que la suma total de las frecueddiara
levemente de N.

2.4.1.1 Parametros de la distribucion de una varidb aleatoria discreta

La mayoria de las veces resulta impractico mariega la distribucion de probabilidades para
determinar el comportamiento de una variable, porglie es conveniente conocer algunos
parametros que caracterizan la variable aleatBsta idea se aprecia claramente cuando se tiene
una funcién deterministica como es la ecuacion da Kecta de regresionf,,=a + X

caracterizada por los paramety . Conocidos estos dos parametros es facil definmedea.
La funcion f,,=e™ tiene un Unico parametro, la tasa intrinseca @eiroiento r de una

poblacion biologica. Dos de los parametros mas rtapte para caracterizar las variables
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aleatorias son el valor promedio y la varianza, das proporcionan una rapida vision de la
naturaleza de la variable.

2.4.1.1.1 Valor promedio

Si en el ejemplo 2.3 se quisiera conocer el narpesmedio de crias por madriguera, el nimero
de crias se multiplica por la frecuencia espeyasiatotal se divide entre el total de madrigueras
(Tabla 2.2)

Tabla 2.2. Distribucidn de frecuencias y computesesarios para calcular el valor promedio.

Numero de criax) Frecuencia {) f x fx/ N
1 75 60C 2,0C
2 120 1200 4,00
3 60 720 2,40
4 24 336 1,12
5 15 240 0,80
6 6 108 0,36
Total 30C 320¢ 10,6
3 f
i X
X = % = @_ 10,68
>

El promedio del nUmero de crias en cada madriggeedke 10,68 individuos. Un resultado similar
se encuentra si se divide cada produttentreN y luego se suman todos los resultados. En tal

caso la suma proporcionara directamente el valationde la talla. (Ver Tabla 2.2). Si en la
n
férmula de célculo d& se sustituye)’ f; por N y se aplica el concepto de frecuencia redadiv
i=1
la probabilidad que establece quie,, = p ), se obtiene una nueva férmula de calculo para la
media a partir de los valores de probabilidad:

zflxl iflx n f.x‘ n f 0 9
e e A e RTC B A C R TP
> i=1 i=1 i=1 =1

La conclusion es que el valor promedio de la digtrion de una variable discreta es igual a la
suma del producto de cada valor de la variablespoprobabilidad de ocurrencia. Si este
concepto lo extrapolamos de la muestra a la pdliael valor promedio de la distribucion de

valores de una variable discreta es:

ﬂ=iMXW
i=1



Samuel Segnini Fundamentos de Bioestadistica Capitulo 2 40

Este valor promedio de la distribucion de una Véeiaaleatoria también se conoce como
Esperanza matematica o Valor esperado y se demiota E(x), asi se tiene que:

E(x)=u=Y p(x )X

i=1

En la Tabla 2.3 se muestra como se organizan ltwegade una variable aleatoria y sus
probabilidades para obtener el valor esperado/grianza.

Tabla 2.3. Organizacién de valores y operacionessagias para obtener el valor esperado y la
varianza de una variable aleatoria

(1) (2) ) (4) ©) (6)

% Pox) % Prx ) X —H (% —H) pP(x )(% —u ¥

Xy Pox) X1 Prx) X1~ H (X =) P(X )( X~ P

Xo Px) X2 Prx,) X —H (X —u)? P(% )(X% = P

X3 Pxs) X3 Pxs) X3—H (X = )? P(% )(X%— 4 ¥

Xn Px) Xn Prx,) X —H (Xq =1 )? P(% )(X =4 P
2. P(% )% 2 P(%)Of—u P

2.4.1.1.2 Varianza

Si por ejemplo, de una poblacion humana se extragfio y se le determina el nimero de caries,
cabrian las preguntas siguientes: ¢EI niumero descaera igual al valor promedio de la
poblacion? ¢ El valor estara cercano o alejado lar ymomedio?. Si s6lo conocemos el valor
promedio no podremos responder ninguna de estgsipias. Sélo sabemos que el nifio tendra
un numero de caries mayor o menor al promedio y sug probabilidades de ocurrencia
dependen de la forma de la distribucion de la bbgia De modo que no basta conocer el valor
medio de una variable aleatoria para poder desa@sde un punto de vista practico alguna de
sSus caracteristicas mas interesantes. Las preghatdisms anteriormente hacen pensar que se
requiere otro tipo de medida que cuantifique Ipalision de valores alrededor del valor medio.
Lo mas simple seria determinar la desviacion da gatbr respecto al valor medio, es decir seria
necesario obtener para cadala desviacionx, — g (Columna 4, Tabla 2.3). Como se quiere
tener un valor de desviacion para toda la distibyda suma de las mismas podria representar
una medida general de desviacién. Sin embargo ebtéomino) (% — 4 )=0, la mejor manera

de evadir este problema es elevando al cuadrada adebviacion de forma que
(X —p)2(Columna 5, Tabla 2.3), de modo que el valor pdimede todas las
diferenciag x, — &/ )? se podria usar como esa medida Unica de dispersidesto qué x — i/ )?
es también una variable aleatoria, su valor proongehia:

o2=3 p(% )(% - ¢ (Columna 6, Tabla 2.3)

i=1
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Esta medida de dispersiéon se denomina varianza iglestifica por el simbola?® que es el
cuadrado de la letra griega Una férmula mas simple para el célculo afese obtiene al
desarrollar el producto notable; — 1/ )? presente en la formula anterior. As se tiene que:

n
o’ {Z%p(x )},UZ
i=1
Ejemplo 2.4.

En un estudio odontolégico de una poblacion seraht® que el nimero de caries por nifios

tiene la distribucion de probabilidades siguiente:

N° caries 0 1 2 3 4 5 6 7
p(x) 0,19 0,29 0,21 0,15 0,09 0,04 0,02 0,01

Se quiere conocer: a) la probabilidad de que ua t@iiga mas de 2 y menos de 6 caries; b) el
namero promedio de caries por nifio, y c) la vaaashe la distribucion.

a) Para responder la primera pregunta se requieentar laP(2< X< 6) para lo cual se
procede de la manera siguiente:

P(2< X<6)= P(3 X< 5F py+ py+ py= 0,16 0,09 0,64 0,

Para obtener los valores del promedio y de la nasiadel nimero de caries, los datos se
organizan como se muestra en la Tabla 2.3.

Tabla 2.3. COmputos necesarios para calcular lo@inpgros de una distribucion de
probabilidades de una variable discreta.

Distribucion |Célculo dguusandg  Calculo des? usando Célculo deo? usando
de n n [ ]
probabilidades /F; (X )X 02=g P(xi )% 1) 0?=| 3 px X2 | 142
i= i= i=1
X p(% ) pO§ )% () | (617 | PO 0% 20)2 p(X )X
0 0,19 0,00 -1,91 3,65 0,69 0,00
1 0,29 0,29 -0,91 0,83 0,24 0,29
2 0,21 0,42 0,09 0,01 0,00 0,84
3 0,15 0,45 1,09 1,19 0,18 1,35
4 0,09 0,36 2,09 4,37 0,39 1,44
5 0,04 0,20 3,09] 9,55 0,38 1,00
6 0,02 0,12 4,09] 16,78 0,33 0,72
7 0,01 0,07 509 25,91 0,26 0,49
Total 1,91 2.48 6,13
= 2: n
i=1
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2.4.2. Funcion de probabilidad de una variable algaria continua.
En el caso de variables aleatorias continuas leidande probabilidad se identifica confg,,.

Para las variables continuas no tiene sentido érazda probabilidad exacta de un valor puntual
puesto que su rango espacial esta formado infindtises, de modo que la expresiBOX < % )

carece de sentido porque siempre sera igual a Esto. puede ilustrarse si se considera el
experimento de medir la temperatura del agua sugarficie de un lago (Figura 2.8).

e 27,5 - 2815 28225 282255
27,6 28,16 28,226 28,2256
27,7 28,17 287227 28,2257
27,8 28,18 28,228 28,2258
27,9 28,19 28,229 28,2259 &
28 < 28,0 28,20 28,230 28,2260 - * —
28,1 2821 28,231 28,2261 d :
28,2< 28,22 28,232 28,2262
283 2823 28,233 28,2263
28,4 28,24 28,234 28,2264
L 28,5 28725 —28235 282265

(@) (b) (©) (d) C)) ) ©@

Figura 2.8: Sucesivos incrementos de apreciaciola éactura de la
temperatura, la cual teéricamente puede extentiasta infinito.

Un termdmetro con una apreciacién en grados puetdgrdinar que la temperatura del agua es
28°C (Figura 2.8a). Sin embargo debido a la apecemiaan gruesa, cualquier valor entre 27,5°C
y 28,5°C el instrumento lo aprecia como 28°C. Scambia el termémetro por otro con una
apreciacion de 0,1°C, el valor de temperatura tenda décima mas de apreciacion, digamos que
fue de 28,2°C (Figura 2.8b). Pero la incertidumbeemantiene porque cualquier valor entre
28,15° y 28,25 es medido como 28,2°C. Esta faltaedpiridad sobre cual es el verdadero valor
de temperatura del agua siempre estard presemeprimer lugar porque tedricamente la
apreciacion del terméometro puede incrementarsefimdamente (Figuras 2.8c,d,e,f, g) y en
segundo término porque el rango espacial de ladmtyra, igual que el de todas las variables
continuas, esta formado por infinitos valores.

Al no poderse definirse para una variable aleatosiatinua una funcionp ,, que asigne una

probabilidad a cada valog de su rango espacial, es necesario estableceuena funcionf,,

que fije la probabilidad de todos los valores Esta funcion debe satisfacer las condiciones
siguientes:

b

1)0< fys1 2) [ fodx=1 3) P(as X< b)=| f,d»
X< X a

Para el caso de las variables continuas no esleastablecer la distribucion de probabilidades

como un conjunto de pares de valores porque conwinyas, No es posible asignar un valor de

probabilidad a un resultado puntual. Sin embarg@uede considerar que la propia fundign

representa la distribucion de probabilidad. Cuaqufuncién f(x) puede representarse
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graficamente como una curva haciendo el area laajuiva equivalente a su probabilidad de

ocurrencia. Bajo esta perspectiva la curva de etermhiinada funcion debe cumplir con las dos
propiedades siguientes: i) toda el area bajo leaces igual a la unidad vy ii) la probabilidad de

ocurrencia de la variable entre dos valores dadogueal al area bajo la curva entre esos dos
valores (Figura 2.9)

f(x)

a X

Figura 2.9. Distribuciones de probabilidad de tvesiables aleatorias continuas. A) El area
sombreada bajo la curva de f(x) es igual a la whiBa El area bajo la curva entre los valores a 'y
b representa la probabilidad de que la variabkEnseentre entre esos dos valores. C) El area bajo
la curva representa la probabilidad de que la blrisea igual o mayor al valor a.

Una consecuencia de la naturaleza de las varialdaeinuas, es que las probabilidades
siguientes todas son iguales

P(a< X<b);P(a< X< b);P(& X< b);P(& X

Ejemplo 2.5.
Encuentre la probabilidad de que una variable @lisasea mayor a 2 y menor a 4 si se sabe que
su funciéon de probabilidad es

xe X ; para x >0
f(x)=
0 para cualquier otro valor de

Para poder tener idea del comportamiento de fépuede graficar la curva de la distribucion de
valores de X. Para ello, se deben encontrar algualoses de f(x) para diferentes valores de X,
que permitan hacer un bosquejo de la curva.

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8
f(x) 0 037 027 015 0,07 003 0,01 0,01 0,00

En la Figura 2.10 se muestra la forma de la curva.
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0,401

0,301

f(x)

0,201

0,101

0,00' LN B D B p
01 23 45 6 7 8 9 1011

Valores de la variable X

Figura 2.10: Distribucion de probabilidades de Umcion f,,=xe*. El area sombreada
representa la probabilidad que tiene la funcidasiamir valores en el intervalo (2, 4).

Para encontrar la probabilidad solicitada es neiceballar el area bajo la curva localizada entre
los valores 2 y 4. Par ello se procede a integrapprtes la funcion, f(x)= Xe entre esos dos
valores.

P(2< X< 4):TxeX:[— xex— s =[- &( % )].=- 56+ S&= 0,31
2

2.4.2.1 Parametros de la distribucion de una varidb continua.

El significado de la media y la varianza de larthscion de una variable aleatoria continua sigue
siendo el mismo que tienen para las variables@iaatdiscretas, s6lo que en lugar de sumar un
namero definido de valores enteros, es necesanmassinfinitos valores, de modo que sus
férmulas de célculo son las siguientes:

p= | xf(x)dx 02 = | (xR f(x)dx= E(X2 ) 12

Ejemplo 2.6.
Encontrar la media y la varianza de la distribuaéria variable aleatoria del Ejemplo 2.5 cuya
funcion esf = xex.
+00 +00 +o00
H=E(X)= [ xfydx= [ x(xex )dx [ & & dx
0 0 0

+00 +00

02=E(X2)-p2= [ x (@ex)dxu?=[ Rexdxu?= 6 2= 6 4
0 0

2.5. FUNCION DE DISTRIBUCION ACUMULADA

Posiblemente la funcién de distribucion de prolidhiles acumuladas sea una de las funciones
con mas aplicacion en la practica estadistica ymotg mayoria de las tablas usadas en ésta
disciplina se generan a partir de funciones acusasla
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2.5.1 Funcion acumulada para variables discretas.

Al rango espacial de cualquier experimento se pussieiar otra funcion que cuantifica la
probabilidad de que la variable aleatoXgd @suma un valor igual o menor a Esta funcioén se
simboliza como F(x) y se denomina funcién de disition acumulativa (Figura 2.11).

5= _S]_ Rx = _X1_ F= _F]_
8y X, F2
8, X(g)=x NES F(x)=P(X<x) | F;
) Variable aleatoria ) Funcién acumulada '
Sn Xn Fn
Espacio muestral Rango espacial Probabilidades
acumuladas

Figura 2.11: Funcién acumulada

Para el caso de variables aleatorias discretaswtadn acumulativa queda definida de la manera
siguiente:

F(x)=P(X< %)= Y p(X,
XSXK

Ejemplo 2.7.
De un lote de 100 ratones integrado por 50 hembrasO ymf@achos, un bidlogo extrae
aleatoriamente un animal del lote y registra sws€xiando el ratbn es macho lo regresa al lote y
continda con la extraccion de animales hasta cairskegprimera hembra. Construya el espacio
muestral (S), el rango espacial (Rx), el rango dbabilidad (P) y el espacio de probabilidades
acumuladas (F) de la variable aleatoria X = nUnderoatones machos. Luego, usando la funcién
acumulada calcule la probabilidad de que antes pdgeeer la primera hembra se hayan
seleccionado a) menos de tres machos y b) al ntersosachos.

En la Figura 2.12 se muestran los espacios saastaPara calcular IR(X = % ) se recurre a la
regla de probabilidad de eventos independienfe§\/) B)= P(A)P(B, de modo que las
probabilidades de cada resultado son las siguientes

P(h)= P(X = 0)= 1/21 = 0,500
P(mh)= P(X = 1)= 1/2 x 1/2 = 1/22 = 0,250

P(mmh)= P(X = 2)= 1/2 x 1/2 x 1/2 = 1/23 = 0,125

P(mmmh)= P(X = 3)= 1/2 x 1/2 x 1/2 x 1/2 = 1/24 0625
P(mmmmh)= P(X = 4)= 1/2 x 1/2 x 1/2 x 1/2 x 1/2/28.= 0,03125

Si se pone un poco mas de atencion a los calcotesi@es se puede ver que la formula general
para calcular la probabilidad de cada resultada(ds 1/2x+1). Esta formula es la manera formal

de expresar la funcion de probabilidad para éstieas experimentos similares.
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P=T0.500 ]
PX=x)=pc [0
— — » | 0.125
Funcién probabilidad
S=I . e 0.0625
h Rx=10
mh ) 0.03125
mmh b X = niimero de machos | 2 Rango- probabi]-idades
T Variable aleatoria | 3
mmmmh 4
j : F=T0.5007]
- - . F=PX<x) [o750
Funcion acumulada | 0.875
0.938
0.969
Espacio muestral Rango espacial Probabilidades acumuladas

Figura 2.12: Espacio Muestral (S), Rango EspaBla),(Rango de Probabilidad (P) y el Espacio
de Probabilidades Acumuladas (F) de la variablatati&s nUmero de ratones machos.

Los valores de F(x) se obtuvieron de la manerdeside:

Fo= P(X £0)= pg= 0,50

Fa= P(X < 1)= pgy* pa)= 0,50+ 0,25=0,7¢

Fo= P(X < 2)= pgy+ Payt P= 0,50+ 0,25+ 0,125= B75

Fa= P(X < 3)= poy+ Pay*tPt P 0,50+ 0,25+ 0,12540,0625= 0,93¢

Fu= P(X £ 4)= poy* Pay* Pyt Pt P a0,50+ 0,25+ 0,18+ 0,0625+ 0,03125= 0,96

Las probabilidades solicitadas se calculan de lenaasiguiente:
a)Probabilidad de extraer menos de tres machos:
P(X<3)=P(X< 2F k= 0,87
b) Probabilidad de extraer al menos dos machos:
P(X22)=1- P(X< 1F ¥ fy= + 0,75 0,2
Ejemplo 2.8.

Sea la variable aleatorid = la suma de la cara de dos dados, determinestabdicion de
probabilidades acumuladas y calcule las probakiédaiguientes:
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1) P(X<6)
2) P(3< X< 8)
3) P(X > 3)
4) P(2< X< 8)

Capitulo 2 a7

5) P(2< X< 8y 5% X< 1C
6) P(X > 8 6 X<4'

7) P[(5< X <10) 6 X>7]
8) P[(4< X <7)/ X<6]

a) El espacio muestral esta formado por 36 posibdtados equiprobables

b) El rango espacial de la variable aleatoria esgeliente:

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1.5) (1,
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2.5) (2,
(3.1) (3,2) (3,3) (3:4) (3.5) (3,
(4,1) (4,2) (4,3) (4.4) (4.5) (4,
(5,1) (5.2) (5.3) (5.4) (5.5) (5,
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4}6,5) (6,6

Rx=1{2, 3,4,5,6,7,8,09, 10, 11, 12}

c) Las distribuciones de probabilidad y acumulativase

X pP% ) F(x )

2 0.0277¢ 0.0277¢
3 0,0555¢ 0,0833:
4 0,0833: 0,1666
5 011111 0,2777¢
6 0,1388¢ 04166
7 0,1666 0,5833:
8 0,1388¢ 0,7222:
9 0,11111 0,8333:
1C 0,0833: 0,9166
11 0,0555¢ 09722
12 0,0277¢ 1,0000(

Las probabilidades solicitadas seran:

1) P(X< 6)= Ry = 0,4166

2)P(3< X< 8= P(X< 8y P(X 2¥ §- K= 0,72222 0,027#8 O

3)P(X>3)=1 P(X< 3F + F,= % 0,08333 0,

4)P(2< X< 8= P(X X< 7F P(X 79 P(%X 2 F- K

0,58333 0,03~0,56
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5)P(3< X< 8y & X< 103 P(§ % 8 P(X 8)-P(X 4)ufFFu= 0,72,16667= 0,5¢
6) P(X> 8 6 X<4)=P(X2 9)+P(X< 3)=1-P(& 8)}+P(& )-Fg+F5r1-0,7222+0,08333=0,3¢

7)P[(5< X < 10) 6 X>7]=P(6< X< 9)+P(Xz 8)-P(& X 9)=

=P(X < 9)-P(X< 5)+1-P(Xs 7)-P(& 9)+P(& 73 % P(X5)=1-Fg =1-0,28= 0,7,

P(4< X< 6)_ P(Xs 6)-P(X 3) Fg-F_ 0,41667-0,08333
P(X < 6) P(X< 6) B 0,41667 ’

8)P[(4s X<7Y X< g=

2.5.2 Funcion acumulada para variables continuas.
Cuando se trata de variables continuas la funa@amalativa se define como:

®(x)=P(X< x )= [ f()d>

X< 4

En el caso de variables discretadl@X < % ) se obtiene sumando los valores de probabilidad de
todos los resultados iguales o menoreg, .aPara las variables continuas ésta probabilidad se
obtiene calculando el area que se encuentra pajalele f ., y a la izquierda del valok (€l

inclusive) (Figura 2.13)

f(x)

Figura 2.13: El area sombreada representa la pimzabque la
variable aleatoria continua asuma un valor entehmalo (0, x)

Para determinar dicha area se debe integrar ladtunt,, para todo el intervalo cuyo limite
superior esx, . Dado que estos computos pueden llegar a sembestzomplejos dependiendo de
la naturaleza def(,, se han desarrollado para las funciones de pil@zabmas usadas, tablas

con las probabilidades acumuladas. Estas fac#itadlculo de probabilidades. En la Tabla 2.4 se
muestran las probabilidades acumuladas para taoiualel Ejemplo 2.5.
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[oe]
Tabla 2.4. Probabilidades acumulad@$x )= [ xex
0

X AR | X Ao X | Ao X Ao X | A

0,0 | 00000 20| 05940 40| 09084 6, 0,9426 80 97
0,1 | 00047 21| 06204 41| 09155 61 09841 81 9729
02 | 00175 22| 06454 42| 09220 62 09854 82 97&BY
0,3 | 00369 23| 06691 43| 09281 63 09866 83 91g
04 | 00616 24 | 06916 4,4 09387 64 09877 84 97Y
05 | 00902 25| 0712y 45| 09389 65 09887 85 9919
06 | 01219 26| 07326 46| 09487 66 09897 86 9829
0,7 | 01558 2,7 | 07518 4,7 09482 67 09905 87 98ug
08 | 01912 28| 07689 48| 09523 6, 0,9913 8|8 98Kd
09 | 02275 29| 0785# 49| 09561 6, 0,9920 89 98K
10 | 02642 30| 08009 50| 09596 7, 0,9927 9,0 98RY
1,1 | 03010, 31| 08158 51| 09628 7,1 09933 91 9884
12 | 03374 32| 08288 52| 09658 7,2 09939 92 99nd
13 | 03732 33| 08414 53| 09686 7.3 09944 93 9914
14 | 04082 34| 0853 54| 09711 74 09949 94 9914
15 | 04422 35| 08641l 55/ 09734 75 09953 9|5 992d
16 | 04751 3,6 | 08748 56| 09756 7.6 09957 9|6 9URd
1,7 | 05068 3,7 | 08838 57| 09776 7. 09961 97 99BY
18 | 05372 38| 08926 58/ 09794 7, 0,9964 98 99d
19 | 05663 39| 09008 59/ 09811 7, 0,9967 9|9 99Eg

Ejemplo 2.9.

49

Usando la Tabla 2.4, determinar la probabilidad tpevariable aleatoria con funcion de
probabilidad f ,, = xe* sea mayor a 2 y menor a 4 (Figura 2.10 del Ejeragp

La probabilidad buscada es:

P(2< X< 4)= P(Xs 4% P(X 2¥ @4, —@2)= 0,9084 0,5940 0,31

Los valores de probabilidades acumuladas, y ¢5)

sustituyeron en la expresion anterior.

Ejemplo 2.10.

se buscaron en la Tabla 2.4.4 y se

Supongamos que la variable X, contenido de plomla esangre de personas tiene la funcion de

probabilidades,

1
f(x)=

o\ 21

J¢*1

O parax<0

X-u

o

T

Usando las probabilidades acumuladas (Tabla 2afule la probabilidad de que un individuo
seleccionado aleatoriamente a) tenga una concenmtraaperior a 0,40 ppm y b) tenga una
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concentracion menor a 0,30 ppm si se sabe que fparta de un grupo de personas cuya
concentracion de plomo en la sangre se encuertte@g5 y 0,45 ppm.

¥
Tabla 2.5. Probabilidades acumulada) = j(l/a\/z_n)e'l/z[x'ﬂ/ﬂlz
0

X Ax) X Ax) X Ax) X Ax)
0,00 0,011521 0,20 0,324718 0,40 0,913659 0,60 9260
0,01 0,014561 0,21 0,358065 0,41 0,927102 0,6[L 940D
0,02 0,018268 0,22 0,392531 0,42 0,938882 0,6P2 96,120
0,03 0,022750 0,23 0,427863 0,43 0,9491/18 0,683 9T 29
0,04 0,028125 0,24 0,463782 0,44 0,957941 0,64 98 @9
0,05 0,034518 0,25 0,500000 0,45 0,965482 0,6p 988D
0,06 0,042059 0,26 0,536218 0,46 0,971875 0,66 209
0,07 0,050882 0,27 0,572137 0,47 0,977250 0,6 90.3®
0,08 0,061118 0,28 0,607469 0,48 0,9817132 0,68 909
0,09 0,072898 0,29 0,641935 0,49 0,985439 0,6P 9088
0,10 0,086341 0,30 0,675282 0,50 0,988479 0,70 90,29
0,11 0,101557 0,31 0,707280 0,51 0,990952 0,71L 92030
0,12 0,118639 0,32 0,737730 0,52 0,992947 0,72 90909
0,13 0,137656 0,33 0,7664711 0,53 0,994543 0,78 2099
0,14 0,158655 0,34 0,793373 0,54 0,9958410 0,74 9090
0,15 0,181651 0,35 0,818349 0,55 0,996807 0,7b 999D
0,16 0,206627 0,36 0,841345 0,56 0,997585 0,76 209R
0,17 0,233529 0,37 0,862344 0,57 0,998188 0,7y 92099
0,18 0,262270 0,38 0,88136/1 0,58 0,9984650 0,78 9099
0,19 0,292720 0,39 0,898443 0,59 0,999002 0,7P 0DOD

a) La probabilidadP( X = 0,40 se obtiene calculando el area debajofde por encima de 0,40
como se observa en la Figura 2.14.

0,00 010 020 030 040 050 060 070 080
Pb (ppm)

Figura 2.14: El area sombreada representa la pitm@@bde que una

persona tenga una concentracion de plomo igugberisu 0,40 ppm.

Usando la Tabla 2.5 se puede calcular facilmerdeaesa, que es equivalente a la probabilidad
solicitada.
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P(X=>40)= 1- P(X< 0,40 %@o40,= * 0,913659 0,08¢

En términos practicos se puede decir que aproximade el 8,6% de los individuos de esa
poblacion tienen mas de 0,40 ppm de plomo en lgrean

d) La segunda probabilidad solicitada es condiciorfe@tpura 2.15).

f(x)

Pb (ppm)
Figura 2.15: El area con el rayado descendentesepta la probabilidad
que tiene la variable aleatoria de asumir un vabre 0,25 y 0,45. El
area con el rayado ascendente representa la piidadlgue el valor de la
variable aleatoria sea menor a 0,30.

Interesa obtener dos areas, la que se encuenteale?b y 0,30, que representa la interseccion de
los dos eventos y el area entre 0,25 y 0,45 getrasgevo espacio muestral reducido. En términos

de probabilidades se tiene:

_P[(x=<30/7(0,2%= x< 0,44 P(0,25¢ X< 0,3) _

0,255 X< 0,41) P(0,25c X< 0,4) " K028 %X 05

_P(X50,30) P(X< 0,25) @ (0,309® (0,25) 0685272 0,500 0,1853,
P(X<0,45)%- P(X< 0,25) @ (0,45¢ (0,25) 0,965482 0,500 0,4655

p(XS3O

980

2.6 EJERCICIOS

1. En los siguientes enunciados indique con una Cralelel paréntesis, si se trata de una
variable aleatoria continua y con un D si se tdataina variable aleatoria discreta:
a. Latemperatura del agua en un rio ().
b. Eltiempo de vida de un hombre. ()
c. Latoneladas de maiz producidos en cierta reg)on (
d. Las calorias consumidas diariamente por una gayipt
e. Eltotal de presas consumidas en una semana pwadador ().
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f
g.
h.
i

J
k

La cantidad de nifios vacunados contra la hepBtiéis un hospital ().
Las pulsaciones de un raton ().

La tension arterial de un conejo ().

La profundidad de una laguna ().

La concentracion de amilasa en la saliva ().

Para cada uno de los experimentos que se enumeamtiauacion identifique la variable
aleatoria que los caracteriza, sefale el tipo d@abla y construya el respectivo rango
espacial.

a.

b.

Cinco nifios son vacunados contra la viruela y &locde 24 horas se determina
individualmente si les dio fiebre.

Se cruzaron dos cobayos: un macho de pelo blananayhembra de pelo negro,
obteniéndose una primera camada de 12 crias. 88 @ numero de crias
discriminandolas por el color del pelo.

El ritmo cardiaco en personas adultas normalesepuadar entre 60 y 100 pulsaciones
por minuto. Con el propdsito de conocer el efe¢oun farmaco sobre el ritmo
cardiaco se cuenta el numero de pulsaciones ennuto en 25 adultos normales antes
de aplicarsele la droga.

En un lugar ubicado a nivel del mar, se coloca@mrcuibos de hielo en un recipiente e
inmediatamente se comenzd a calentar, accion qu&go en forma constante hasta
que el agua obtenida de los cubos de hielo se svaptalmente. En cualquier
momento de éste proceso se midié una sola vemigeratura.

En el mismo experimento anterior se determinGeghpio que transcurrié desde el inicio
del experimento hasta que el agua se evaporo erém

Una manera de evaluar el contenido estomacal dpeloss es mediante el método de
los puntos. Este consiste en ponderar determinag®rciones de llenura estomacal
con un namero. En la tabla siguiente se muesteggamplo:

Proporcion de llenadoPonderacion
Vacio 0

Y, de estomago lleno 1

% estomago lleno 2

¥ de estomago lleno 3
Completo 4

Suponga que en un determinado estudio se colecRigmeces y a cada uno se le
determind la llenura del estomago con el métodéodeuntos usando los valores de
ponderacion de la tabla anterior. Los registro$viddales se sumaron y se obtuvo el

total de puntos para todos los peces.

Se sabe que la distancia maxima que los ejempdaresa especie de roedor se alejan
de su madriguera es equivalente a un radio de 3&nmuna determinada fecha se

capturé un ejemplar de esta especie y se mididstantia entre la madriguera y el

punto de captura.

En un estudio sobre los animales dispersores d#lagnse colocaron 10 g de un tipo

de semilla en un recipiente. A dicho envase smpeh acceso las hormigas. El
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recipiente fue expuesto a estos insectos por Z&shdranscurrido este lapso se obtuvo
el peso total de las semillas remanentes.

Se capturaron tres zorros en una selva nubladaedwatdtan dos especies de éste mamifero.
En la medida que fueron capturados se le deterfaim&pecie y luego se liberaron. Si se
sabe que de cada tres zorros capturados dos pEr$emda especie Z1 y uno pertenece a la
Z2, determine la distribucion de probabilidadesapgirnUmero de zorros de cada especie y
represente dicha distribucion graficamente.

Los aminoéacidos Valina, Glicina y Alanina se unreroediante una reaccion enzimatica. Si
la molécula resultante (tripéptido) se le deterniégnsecuencia de union de los aminoacidos,
determine el espacio muestral de este experimemacyentre los valores de la variable
aleatoria X = numero de la posicion ocupada poa eadinoacido en el tripéptido formado.

Sea X la variable aleatoria que determina el nimerced&én nacidos con el factor Rh+ en
la sangre. Si se sabe que la aparicion del fadterdeurre con una probabilidad de 8/10 y la
del factor Rh- con una probabilidad de 2/10 y derd&ina el tipo de factor sanguineo en los
primeros cuatro recién nacidos de un dia cualgumaga lo siguiente:

a. Establezca la distribucion de probabilidades detaable aleatoria.

b. Calcule el valor deu.

c. Calcule el valor der

La funcién de probabilidad para una variable aléatdiscretaX viene dada por:

X cuandox =1, 2,3
Px) =

0 para cualquier otro valor de

a. Encuentre la distribucion de probabilidades.
b. CalculeE(x)y o2

c. Calcule y grafique los valores de la funcién acladal(x).

Se sabe que la variable aleatoria X tiene la fund® probabilidad siguiente:
_{Zx cuando & x 1
(x)~

0 para cualquier otro valor de
Sabiendo que el area de un triangulo rectangutalsela como la mitad del producto de la

base por la alturaﬂ(:%bh), calcule las probabilidades siguientes:

a. P(Y2sx<34
b. P(-Y2sx<12

Determine el valor de la constarkepara que la funcionf,, =k(x? + 4) pueda se usada

para describir la distribucion de probabilidadek rilemero de presas consumidas por un
depredador en un dia cualquiera, si se sabe qué&emo de presas consumidas es igual o
menor a 3.
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9. Lafuncion de densidad de una variable aleatomgimoaX viene dada por:

_{ka(x— 1)cuando@& x 1

™o para cualquier otro valor de

a. Calcular el valok para qué, sea funcion de densidad.
b. Determinar la distribucion de probabilidades.
c. Calcular la mediay la varianza de X.

10. La longitud del pico de la especie de @iquitus chiquitusvaria entre 1,5y 2,4 cm. La
funcidon que describe la distribucion de probabdek de la longitud del pico para esta
especie es la siguientd;,, =k(x—-1)(3- x, se pide lo siguiente:

a. Calcular el valor de k para qfig sea una funcion de probabilidad o densidad.

b. Si se sabe que los adultos de la especie tienes pan longitudes mayores a 1,8 cm,
calcule la probabilidad de que un individuo capdor@&on un muestreo aleatorio sea
adulto.

c. Calcule el valor promedio y desviacion del tamdédos picos de esta especie de ave.

Larva de la Familia Simulidae (Insecta: Diptera)



