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NOCIONES BASICAS DE PROBABILIDAD

1.1 INTRODUCCION

La probabilidad y la estadistica son dos disciglifr@timamente ligadas. Sin embargo, solo
después de conocer los fundamentos de la teogeotabilidades y los procesos de inferencia
estadistica, es posible comprender a cabalidadrésizon. Inicialmente el Unico punto de

unidon que se puede establecer es que ambas diasiflenen como objeto de estudio los
fendmenos aleatorios. En éste sentido, la teoriprdieabilidades tiene como un problema
general describir mediante un modelo matematica tigd de fenomeno aleatorio, mientras

que la inferencia estadistica tiene planteadoadlpma inverso: a partir del conocimiento de
una parte del fendbmeno pretende establecer sugeganes, para lo cual forzosamente debe
utilizar algiin modelo probabilistico que describafemémeno. Es ésta dependencia de la
estadistica de la teoria de probabilidad lo quéfiges profundizar el conocimiento de ésta

ultima. Ese es el objetivo de éste capitulo.

1.2 FENOMENOS DETERMINISTICOS Y ALEATORIOS

Un fendmeno natural es toda manifestacion natunal puede ser percibida mediante los
sentidos o instrumentos. Los fendbmenos naturalgsueden clasificar en deterministicos y
aleatorios. Se puede definir un fendmeno detertitnjscomo toda manifestacion natural que
observada repetidamente bajo las mismas condgigmeduce siempre resultados idénticos.
Por ejemplo, el tiempo que tarda un objeto en flegauelo invariablemente sera el mismo, si
las condiciones son iguales en cada repeticidoa @xperiencia. Un fendmeno aleatorio, seria
todo proceso que al observarlo repetidamente bajsseno conjunto de condiciones, produce
resultados diferentes. El lanzamiento de un dadmgjfica el concepto, pues aunque se
conocen los resultados posibles, del uno al seiserpuede predecir con completa certeza uno
en particular.

Una manera de estudiar estos fendbmenos es metiamestruccion de modelos matematicos,
los cuales intentan representar mediante expresicnentitativas las caracteristicas,
propiedades y/o funcionamiento de los procesosralagi De modo que los modelos, son
férmulas que simplifican el fendmeno natural omitie aspectos y detalles que a juicio del
investigador carecen de importancia en el desard#l fendmeno estudiado. Por lo tanto, el
éxito de un modelo depende del acierto que se mdgeliminacién de los "detalles" y en su
capacidad de deducir un cierto numero de conse@seacordes con el funcionamiento del
fendmeno natural estudiado. En relacién a los tg@m$endmenos mencionados se colige que
existen modelos deterministicos y modelos aleaorio
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1.2.1. Modelos deterministicos

Este tipo de modelo establece que las condicienelas cuales se realiza un experimento
determinan la ocurrencia de un resultado particuRor ejemplo, si observamos el
desplazamiento de un movil cierta distancia, podeutitizar como modelo matematico para
describir la velocidad desarrollada la ecuacion Mistancia/tiempo = d/t. Este es un modelo
deterministico, porque cada vez que se repitaparencia y se obtengan los mismos valores
para d y t, se producira el mismo valor de V. Lasilpes desviaciones del valor predicho son
tan pequefias que no invalidan el modelo. Se pubdenar que se ha simplificado una
situacion. En el modelo no estan considerados tsppeesentes en la experiencia y que son
irrelevantes para describir el fenoOmeno como sorntetaperatura del aire, la presion
atmosférica, el peso del movil, etc.

1.2.2. Modelos aleatorios

En estos modelos las condiciones de un experimemtdeterminan un resultado particular,
sino su probabilidad de ocurrencia dentro de urjuodm de resultados posibles. En otras
palabras, los modelos aleatorios, también conocidosio aleatorios, estocasticos o
probabilisticos, son formulas que permiten obtdaedistribucion de probabilidades de los
resultados posibles de un experimento. Por ejengmoantas veces saldra el nimero seis al
lanzar un dado cinco veces?. Esta experiencia nouede describir mediante un modelo
deterministico, puesto que cada vez que se rdpiesayo no tenemos certeza de cual sera el
resultado. Sélo conocemos el conjunto de posildesltados: el nUmero seis podra salir 0, 1,
2, 3, 4, 5 veces. En éste caso se debe utilizanadelo probabilistico, que aunque no indica
un resultado particular, permite conocer cual egrédabilidad de obtener cualquiera de los
resultados posibles. En el caso particular del gierel modelo aleatorio que describe el
experimento es el siguiente:

p(x)=CR p* o1
Donde:
X = numero de veces 0 ensayos donde ocurre etadswgsperado (éxito).
n = numero de ensayos que forman el experimento.
p = probabilidad de éxito, es decir de obtenerais s
g = (1-p) = probabilidad de fracaso, es decir delstener seis.

CJ = nlimero de maneras diferentes de obtener un missadtado =n!/x!(n—-x)!

La probabilidad de obtener 3 veces el numero seisieco lanzamientos de un dado, se
obtiene resolviendo la formulacion anterior.
_a\_ (5 __ ! _
p(x=3)=C3 (1/6P (5/6% 31 (53) (1/6% (5/63= 0.031
Al calcular la probabilidad de obtener cada undodeesultados posibles se puede construir la
distribucion de probabilidades del experimento,claal da idea de su comportamiento
probabilistico.

P(x) | 0,4020 0,4019| 0,1615| 0,0312| 0,0021| 0,0013
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En éste momento no es importante comprender el Imaglee describe la situacion del
ejemplo, sino entender como funcionan en térmiroeales los modelos aleatorios.

1.2.3. Experimentos aleatorios

Un experimento, desde el punto de vista estadjst&t@d constituido por uno 0 mas ensayos,
término que identifica cualquier acto repetible guoduce un resultado Unico cada vez que se
ejecuta. Por ejemplo, si se determina en famil@s cuatro hijos el nimero de hembras,
tenemos un experimento formado por cuatro ens&@ada ensayo consiste en determinar el
sexo de los cuatro hijos, teniendo cada uno unltaglku Gnico: varon o hembra. El
experimento solo se completa después de deterglisaxo de los cuatro hijos. Verifique que
éste experimento consta de 4 ensayos y 16 posidedtados. Cualquier experimento que
puede tener mas de un resultado se califica coeaiaaio y es posible encontrar un modelo
probabilistico que permita determinar la probahticde ocurrencia de cada resultado. Los
experimentos aleatorios a pesar de ser de nataralezy variada, mantienen ciertas
caracteristicas comunes, como las siguientes:

* Se pueden repetir indefinidamente manteniendodiadiciones en las cuales se realiza.

* Previo a cualquier ensayo no es posible predeaiesuitado particular.

* Previo al experimento es posible predecir el canjale posibles resultados.

» La frecuencia de aparicion de los diferentes radok tiende a regularizarse al aumentar el
namero de repeticiones.

Algunos ejemplos de experimentos aleatorios sorsiusentes: lanzar una o mas monedas,
lanzar un dado, determinar el nimero de individeos varias unidades de muestreo,
determinar la concentracion de una sustancia erstraigebioticas o abidticas, entre otros.
Verifique si estos ejemplos cumplen con las progied sefialadas.

1.2.4. Espacio muestral

Asociado a cualquier experimento aleatorio (E) texisn espacio muestral (S) que lo
definimos como el conjunto de todos los posiblesiltados de E. En el caso del experimento
de determinar el niumero de hembras en familia agtr@ hijos, se puede identificar el

resultado de cada ensayo con las letras V = vatdn=yhembra. El espacio muestral estaria
integrado por todas las posibles formas de ocuaalat experimento

VWV
VVVH, VWHV, VHVV, HVWV
S={VVHH, VHVH, HVVH, VHHV, HVHV, HH
VHHH, HVHH, HHVH, HHHV
HHHH

Esta forma simbdlica de representar un espacistmaliees un proceso relativamente simple
cuando son pocos los resultados. Pero si son ngowess dificil encontrar todas las formas
posibles como los resultados pueden ocurrir. EmsesSOS €S mejor representar cada uno con
un numero. En nuestro ejemplo el espacio simbddaaemos transformarlo facilmente en un
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espacio numerico, si se cuenta en cada resultaddineéro de hembras. Asi al resultado
VVVV le corresponde el O (ninguna hembra); al gragoresultados VVVH, VVHV, VHVV,
HVVV les corresponde el 1 (una hembra) y asi sueestnte, de modo que el espacio
muestral ahora esta formado por nimeros y se piesieibir en la forma siguiente:

s={0,1,2,3}

Si como en el presente caso, se escribe el vaload& uno de los resultados se dice que el
espacio muestral estd descrito por extensiéon oridegm. Otra forma de representar el

espacio muestral es por comprensioén. En este dasspacio numérico anterior se puede
representar de la forma siguiente:

S:{ xZ* (enteros positivos ) /D }

Cuando el conjunto de resultados sigue una seau@nedecible, se pueden utilizar puntos
suspensivos para sustituir la mayoria de los elesseRor ejemplo, si una letra del abecedario
se elige al azar, el espacio de este experimerioesie escribir de la forma siguiente:

1.2.5. Espacio muestral discreto y continuo

De acuerdo a la naturaleza de la variable que téengsnejando los espacios muestrales se
clasifican en discretos y continuos. Es discretessa formado por elementos numerables o
contables, es decir que son consecuencia de enumeaatar los resultados individuales de
un experimento. A su vez el nimero de elementosabtes puede ser finito o infinito.
Entonces se habla de un espacio discreto y finde an espacio discreto e infinito. Al contar
el numero de hembras en familias de cuatro hijogeserd un espacio muestral discreto y
finito. Pero si se cuenta el nimero de veces gquaeha lanzar una moneda hasta obtener cara
por primera vez, se genera un espacio muestraktiise infinito. Para el caso de este ultimo
ejemplo, el espacio se puede representar con ulaa ttes formas siguientes:

S={S, SC, SSC, SSSC, SSSSC,} . donde S = sale selloy C = sale cara
« S={numero de lanzamienjos{ 1,2,3,4,5,...}
s={x0z* Ix }={12345,.. 1}

El espacio muestral es continuo si esta formadaeef@nentos no numerables. Por naturaleza
todo espacio muestral continuo es infinito. TodasMariables que resultan de un proceso de
medicion (tiempo, talla, peso, densidad, tempesatetc.) generan espacios continuos e
infinitos. Por ejemplo, si se mide el tiempo queldauna semilla en germinar se produce un
espacio muestral continuo e infinito que se puegessentar de la forma siguiente:

S={ t= tiempo de germinacion kt }
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En los ejemplos de los otros experimentos aleaalaxlos anteriormente, existen espacios
muestrales discretos y continuos. Sefiale los espauiestrales discretos y continuos entre los
ejemplos siguientes:

E, = lanzar una moneda S ={c}$

E, = lanzar dos monedas S, ={ cc,cs,s¢,$:

E, = lanzar un dado $3={1,2,345p

E, = contar numero de individuos (x) Sy :{ xOZ* | x= (}

E; = determinar concentracion de una sustancia (3Js :{ XOR* [0 x< méxim}o

1.2.6. Evento o Suceso
Cualquier conjunto de resultados dentro de un espagestral se denomina evento o suceso.
En la terminologia de conjuntos se puede deciruquevento es un subconjunto del espacio
muestral. Los eventos se identifican con letrasisaylas. El evento integrado por todos los
resultados es igual al espacio muestral (S). Ronmo, son eventos de los experimentos
anteriores los siguientes:

Ay ={sale carq={ §

=1un ndmero de individuos menor z}d:({ Ox+t 40< >}

={ contenidos mayores a 10 unida}de:{ OR* 1k xlorvméxim(}

1.2.7. Evento elemental
Se define como cada resultado que conforma un espagéstral 0 a un evento cualesquiera.

1.2.8. Evento complemento

Si se define un evento A dentro un espacio mueStiral evento complementario de A, esta
constituido por todos los elementos que pertenecéhy que no estan en A. El evento
complemento se representa con la misma letra @elte\al que complementa con un tilde en

la parte superior. En el caso del evento A su cemphto queda indicado conso.
A={x/x0A

1.2.9. Evento vacio
Se define como un evento que no tiene elementogeympr lo tanto no puede ocurrir. Por lo
general se identifica con el simbalb.



Samuel Segnini Fundamentos de Bioestadistica Capitulo 1 6

1.3 ALGEBRA DE LOS EVENTOS

Con los eventos de un mismo espacio muestral stepuealizar operaciones que resultan en
la formacion de nuevos eventos, los cuales sigigmle subconjuntos del espacio muestral.
Analizaremos dos operaciones basicas: la unidnigtémseccién de eventos, que en cierto
modo son paralelas a las operaciones de suma iplicaltion respectivamente. Para tal fin
consideremos un experimento cualquiera E, con paces muestral S y dos eventos A y B,
incluidos dentro de S.

1.3.1. Union de eventos

La union de dos eventdsy B se representd(/ B, y da como resultado a otro evento el cual
esta formado por todos los elementos que pertergcermento A, al evento B o a ambos
eventos a la vez.

AUB=C={x/x] A6x] B (o0 ambgs

Si por ejemplo se escogen al azar personas ydstdemina el color de su piel y de sus 0jos,
definiéndose los eventos "o0jos negros" y "piel mafela union de ambos ocurrira cada vez
gue escojamos una persona morena, una con los@joss, 0 una que sea a la vez morena y
de ojos negros. En otras palabras el evento urstangeformado por tres resultados posibles:
"0jos negros”, "piel morena”, "piel morena y ojegros".

Cuando la unién de dos eventos equivale a todesmhoto muestral, se dice que los dos
eventos son mutuamente exhaustivos. En el ejenmpéiar, los eventos piel morena y ojos
negros no son mutuamente exhaustivos, porque lanudé ambos no llena todos los
resultados posibles del espacio muestral, el aghhlye como resultados otros tipos de piel y
colores de ojos. Pero si el experimento hubiesasistitio en analizar el color de los ojos

anicamente y definidos los eventos "0jos negros'ojps de otro color”, ambos serian
mutuamente exhaustivos, porque su union equividas los resultados posibles.

1.3.2. Interseccion de eventos
La interseccion de dos eventdy B se representd\/) B, y da como resultado otro evento el

cual esta formado por los elementos que pertereeaemos eventos a la vez.
ANB=D={x/x0Ayx] B

En el ejemplo anterior, la interseccién de losnéa® "0jos negros" y "piel morena”, estaria
representado por todos los elementos que cumplearobas condiciones a la vez: tener 0jos
negros y piel morena. Es decir que el evento iateién esta formado por el resultado "ojos
negros y piel morena".

Cuando la interseccién de dos eventos es vacidicsajue los dos eventos son mutuamente
excluyentes. Si por ejemplo se esta determinandexel a los insectos colectados en una plan-
ta. Los eventos "macho" y "hembra" son mutuamerbtdugentes, porque ningun ejemplar
puede ser al mismo tiempo macho y hembra. Note epties dos eventos, también son
mutuamente exhaustivos.
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1.3.3. Diagramas de Venn

Un recurso util para manipular los conceptos da@spmuestral, de evento, sus relaciones y
las operaciones que se pueden realizar entre stindps diagramas de Venn. En la Figura 1.1
se representan mediante estos diagramas alguncsptos y relaciones.

S 3

Unién de A con B - A= Complemento de 4
AUB A

Bl .. o)

Unionde Acon B
. AUB . B-A

S S
Interseccion
de A con B . Complemento de B

ANB

Figura 1.1. Diagramas de Venn. Los eventos 0 sgcestan representados por los circulos
planos (A y B) y el espacio muestral por la superfitotal del rectangulo (S). El area
sombreada muestra el resultado de la operaciéfos@ventos.

1.4 CONCEPCIONES DE LA PROBABILIDAD

Se puede definir a la probabilidad como un valamérico que cuantifica la posibilidad o
factibilidad de ocurrencia de un resultado deteagiindentro de un conjunto de resultados
posibles. Este valor varia entre 0 y 1. A un resldtimposible de ocurrir se le asigna una
probabilidad de cero, si por el contrario es setp@Eurrencia, se le asigna una probabilidad
de uno. A las probabilidades intermedias se lexiasovalores entre 0 y 1. A mayor
posibilidad de ocurrencia el valor de probabili@gdnas cercano a uno.

Hay dos enfoques diferentes sobre como asignarolaabilidad a un evento: la asignacion
objetiva y la asignacion subjetiva. Las trataremasntinuacion.

1.4.1. Asignacion objetiva de la probabilidad.

De acuerdo a ésta concepcion la asignacion de lplolaales se basa en el conocimiento
factico del espacio muestral y de la frecuenciatired de ocurrencia de sus eventos
elementales. El conocimiento de estas dos carstites puede serpriori 0 a posteriori
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1.4.1.1. Probabilidad a priori

Este enfoque se conoce como clasico por ser elam@guo. Esta escuela de pensamiento
supone que la probabilidad de ocurrencia de unltaefsu particular se conoce antes de

producirse el mismo. Para esto es necesario presuitodos los resultados elementales son
igualmente probables y excluyentes. En estos deddamos de eventos igualmente probables
0 equiprobables y el espacio muestral se denorspec® muestral equiprobable.

Si el espacio S tiene n eventos elementales edziptes: S={q @ ,8 ,....e ,..xp la

probabilidad de ocurrencia de cada evento elementséra 1/n, es deciR(g )= 1 r. Si en
ese espacio S se define un suceso A formado porventas elementales,
A:{el © .8 é la probabilidad de ocurrencia del evento A seraligula suma de las

probabilidades de los r sucesos elementales doent@n:
r
P(A)=2P(e Fp(e ¥y p(g ¥ peH ...+. pe
i=1
Como la probabilidad de ocurrencia es la misma fmalas los eventos elementales:

p(er )= p(e F p(g ¥ .= p(e

La probabilidad del evento A sera entonces

P(A)=Yn+ ¥+ 1nr ... /s r(lm /r

e

Por lo tanto, en la concepcion clasica, la proldud de un evento es igual al nUmero de
resultados en que el evento ocurre dividido powiehero de resultados posibles:

numero de eventos elementales que forAanm

P(A)=
) numero de eventos elementales que forBiam

Ejemplo 1.1.
Se lanza una moneda normal dos veces y se desatac# probabilidad de obtener al menos
una cara.

El espacio muestral esta formado por cuatro remfttaS:{ cc,cs,sc,i;:, con la misma
probabilidad de ocurrenciBcc)= Pcsf P(scF P (s§ 1/4. Puesto que el evento de interés esta
formado por tres resultados={al menos una caja £ cc,csf, su probabilidad sera
P(A)=3/4.
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Ejemplo 1.2.

Si de un mazo de barajas de poker se extrae ateatote una carta y se quiere saber la
probabilidad con la cual puede ocurrir los eversigsiientes: a) sale un As, b) sale corazon
negro, ¢) sale una J o una Q, d) sale una pintaneg

El espacio muestral esta formado por 52 eventosezitales equiprobables.

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,Q,K (Coraz6ryre® )
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,Q,K (Corazéijoo < )
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,Q,K (Trébol neg & )
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,Q,K (Pique rojo )

S=

Los eventos y sus respectivas probabilidades deeymia se muestran a continuacion:

Evento Probabilidad
A={1v . ® @ , O} P(A)=4/52= 0,07
B={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,Q,l%(} P(B)=1352= 0,2
c={w.,x>.» . » @ @ @ & P(C)=§ 52= 0,15
p=[1:2:3.4:5,67,8:0,10.3 Q.K (Corazén ruy)| p(D)=28

1.4.1.2. Probabilidad a posteriori

Como hemos visto, el concepto clasico de probaullgblo se puede aplicar en experimentos
gue tienen un numero finito de resultados equifbiasa Desafortunadamente, la mayoria de
los problemas que se presentan en la vida cotidianson de este tipo, de manera que se
requiere una definicion de probabilidad mucho mésegal. Esta otra concepcion de la
probabilidad surgié de la comprobacion empirica.uBa observacion comun que en los
experimentos aleatorios repetidos muchas vecagdadncia relativa con la cual se produce
un resultado se estabiliza alrededor de ciertorv@én la Figura 1.2A se muestra como al
aumentar el numero de lanzamientos de una monedestap la frecuencia relativa de
aparicion del resultado cara tiende hacia el \@&or

w w
£ 0,515 g il
8 0’51“- i E 0,490 ....................;...;..‘.:.‘..‘.-‘--‘-.-‘.i-.lq-l-.l.ta.‘..la...

%]
2 0,505 S R = 0470 agh =

A
\g 0,500 ..............:‘...‘...;.i.‘.;..‘.#.;..‘.....a.!..‘..‘.AA,AA.‘ \g i
2 . = 0450
5 04951, g a
8. 0,490 . % 0,430
-
& 0,485 r - : : | Q: 0,410+ T T T - ,
Ay 0 10000 20000 30000 0 10000 20000 30000
Numero de lanzamientos Numero de lanzamientos

Figura 1.2. Frecuencia relativa del nUmero de camasel lanzamiento de una moneda honesta
(A) y una moneda cargada (B)
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En el caso de que se utilice una moneda cargattacleencia relativa se estabiliza en un valor
distinto como 0,490 (Figura 1.2B).

Si cualquier experimento aleatorio se repite imddémente, las frecuencias relativas con la
cual aparecen los resultados se pueden hacer Eqies a su probabilidad de ocurrencia,
puesto que siempre se debe cumplir que la probadilde un evento A es el limite de su
frecuencia relativa cuando n tiende a infinito.

lim fr( A)=P(A)

Esta forma de proceder permite acercarnos al verdadlor de probabilidad de un evento,
pero obviamente, en términos practicos, este wamposible de obtener. De manera que si
se tiene un numero limitado de repeticiones dexpermento, por conveniencia se puede
asumir que la frecuencia relativa de aparicion deeuento determinado es una buena
estimacion de su probabilidad de ocurrencia, teltiesiempre en cuenta que la estimacion
sera mejor en la medida que el nimero de repedéisiotremente. Esta concepcién alternativa
de la probabilidad se conoce como de frecuencaivaloa posterioripor el hecho de que
s6lo puede obtenerse luego de repetir el experomgigamos los ejemplos siguientes:

Ejemplo 1.3.
Se quiere conocer la probabilidad de obtener ddamzar una moneda cargada.

El espacio muestral sigue siendﬁr.—-{ c,#, pero no es equiprobable porque la moneda no es

honesta. Para poder conocer la probabilidad deettia de los eventos sale cara y sale sello,
es necesario lanzar la moneda una gran cantidadad@nes, registrar el nimero de veces que
aparece cada resultado y calcular su frecuenadiviel Supongase que se lanzé la moneda
200 veces y el evento cara ocurrié en 75 ocasioeesmos que:

fr(c)=75200= 0,37'y fr(s)=125 200= 0,62

Estos dos resultados se asignan como la probabild ocurrencia de los eventos
considerados, de modo que(c)= 0,375y p(s)= 0,62% respectivamente.

1.4.2. Asignacion subjetiva de la probabilidad.

Muchos fendmenos pueden que nunca hayan ocurrgt@n producido muy pocas veces.

Por ejemplo una carrera de caballos es un hechm,lgue nunca puede repetirse bajo las
mismas condiciones; el descubrimiento de un farmmra curar una enfermedad como el

Sida es un hecho Unico que no ha ocurrido; la dlegée un hombre al planeta Marte es un
hecho que no se ha producido. En estos caso laaagdgp de la probabilidad no puede estar
basada ni en el conocimiento previo del espaciostraleni en la frecuencia de ocurrencia de

los hechos, de modo que el enfoque objetivo poed@inacer para asignar probabilidades a
este tipo de sucesos. En consecuencia se ha diesrron enfoque de asignacion de

probabilidades denominado subijetivista. De acuardsta vision, el valor de probabilidad es

asignado por una persona de acuerdo al grado diertm que ella tenga en la ocurrencia del

hecho. En otras palabras si una persona tieneacafien que un resultado ocurrira r veces en
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n repeticiones, al evento se le asigna el valocdelente la probabilidad r/n. Bajo este punto

de vista, diferentes individuos disponiendo de lanma informacion pueden tener distintos

grados de confianza acerca de la ocurrencia decimohUn ejemplo de ésta situacion son las
apuestas en los eventos deportivos, donde es cesuiuthar que un determinado resultado
esta favorecido en una proporcion de 2 a 3, ey de® dos de cada tres personas han
apostado por ese resultado. Aunque el término thutjparece ubicar esta concepcion de la
probabilidad fuera del ambito cientifico, no hagraocosa mas lejos de la realidad,

actualmente el enfoque subijetivo tiene gran utliéa la Teoria Bayesiana de la Decision,
area de la estadistica en pleno desarrollo, de igna@ortancia en las ciencias sociales y
econdmicas, donde frecuentemente se trabaja costrasi@equefias.

1.5 DESARROLLO AXIOMATICO DE LA PROBABILIDAD

Las tres concepciones de probabilidad que se acdbatratar, estan de acuerdo en lo
siguiente: i) la probabilidad es una proporcion gadga entre cero y uno, y ii) éste cociente
cumple con ciertos postulados o axiomas, a paetitad cuales se desarrolla el calculo de
probabilidades. A continuacién veremos estos padtid 0 axiomas.

1.5.1. Axioma de positividad: la probabilidad de un evento nunca es un numegativo, es
cero 0 un numero real positivo. Todo evento que&recsiempre tiene una probabilidad
mayor a cero. Solo los eventos imposibles de actiemen una probabilidad igual a
cero. Por ejemplo la probabilidad de que un indigidkivo no muera es cero. Este
axioma puede denotarse coni®(:A)= 0.

1.5.2. Axioma de certidumbre: este postulado establece que la probabilidad de &bd
espacio muestral es uno; es dde(rS )= 1. En otras palabras la probabilidad de todo
evento con una certidumbre total de ocurrencianes lRor ejemplo, la probabilidad de
gue al lanzar un dado se obtenga un namero paparigs un hecho seguro, porque
cada vez que se lanza un dado sale un numero par oumero impar, en
consecuencia su probabilidad es uno. Los dos asicangeriores en conjunto dan
soporte a la definicién de la probabilidad comoniimero real que varia entre cero y
uno, ambos inclusive. Esta consecuencia se expoesa0 < P(A)< 1.

1.5.3. Axioma de la adicion: la probabilidad de un evento A es igual a la suredad
probabilidades de los eventos elementales quenffmcoan. Supongamos que A es un

evento formado por n eventos elementaﬁes{el 0.8, . ... rs}z su probabilidad
sera

P(A)=P(al eU &eU ..U # )=Pe )*Pe )*Pe )+..+P(en)

Ejemplo 1.4.
En familias de cuatro hijos cual es la probabilidedencontrar una que tenga menos de tres
hijos varones.
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El espacio muestral esta formado por 16 resultadoprobablesP(g )= ¥ 16.

VWV

VVVH, VWHV, VHVV, HVWV
S=4VVHH,VHVH, HVVH,VHHV, HVHV, HHVV

VHHH, HVHH, HHVH, HHHV

HHHH

El evento A={ menos de tres varorjes{ 0, lesta formado por 11 resultados (area en

negritas en S):
VVHH, VHVH, HVVH, VHHV, HVHV, HHVY - Dos varones
A={VHHH, HVHH, HHVH, HHHV ~ Un varén
HHHH - Cero varone

La probabilidad del evento A sera igual a la suredas probabilidades de los 11 eventos
elementales:

P(VVHH)+ P(VHVH)+ P(HVVH)+ P(VHHV)+ P(HVHV)+ PHHVW)

P(A)={ P(VHHH)+ P(HVHH)+ P(HHVH)+ P(HHHV)+ :11(i) _11
P(HHHH) 16/ 16

1.6 REGLAS PARA EL CALCULO DE PROBABILIDADES

A partir de los axiomas anteriores se pueden dedilginas reglas basicas para calcular las
probabilidades de diferentes tipos de eventos.

1.6.1. Regla del conjunto vacio (Teorema 1)
Si O es el conjunto vacio, entoncé¥ 1 )=0, El conjunto vacio representa un
evento que no puede ocurrir. Por lo tanto, de acuarla definicion que hemos dado
de probabilidad, le corresponde una probabilidadlig cero.

1.6.2. Regla de adicion para eventos mutuamente excluyestéreorema 2)
SiAy B son dos eventos mutuamente excluyentes, la pilatabde ocurrencia d& 6
deB es la suma de sus probabilidades separadas.

P(A6B)» P(A/ BF P(Ay P(B
Ejemplo 1.5.

Si dos individuos con el mismo genotipo Aa se agarge deben producir cuatro tipos de
cigotos, cada uno con la misma probabilidad derenara. La formacion de cada cigoto es un
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evento mutuamente exclusivo. ¢Cual serd la pradadilde que un descendiente sea
homocigoto AA 6 ag?

El espacio muestral esta formado por cuatro regosts={ AA, Aa,aA,da con la misma
probabilidad de ocurrenciB(g )= ¥ 4. El evento C ={individuos hom ocigo}cresulta de la

unién de dos eventos mutuamente excluyete§ A4 y B={ad .

P(C)=P(AU B)=P(Ay P(BF L4 14 24 /1

1.6.3. Regla de adicién para eventos solapados (Teorema 3)
SiAy B son dos eventos cualesquiera que pueden ocurtasjusignifica que algunos
de los eventos elementales que los conforman gedantanto & como aB, es decir
forman parte de la interseccion de los dos evelos.el axioma 3 sabemos que la
probabilidad de ocurrencia deo deB es la suma de las probabilidades de los eventos
elementales que los forman. Ahora bien como lostegeestan solapados si se suman
P(A) y P(B), en el resultado se estan incluyendo dos vecegrtdmbilidades de los
eventos elementales que comparten. De manera qoecesario sustraer una vez la
probabilidad de los eventos elementales compartphira obtener la probabilidad de la
unién de A con B. En definitiva la regla de losmes solapados es entonces:

P(AU B)= P(AY P(B)y P(X) B

Ejemplo 1.6.

En un estudio clinico efectuado para la poblac®pakientes que asistio a las consultas de
endocrinologia, se determind que el 37% de losepses fueron obesos, un 4,8% sufrio de
diabetes y 2,2% fueron obesos y diabéticos. ¢Caidh erobabilidad que un paciente
elegido aleatoriamente de esa poblacion sea obeistético?

El espacio muestral esta formado por todos losepses que acudieron al servicio de
endocrinologia. Son tres los eventos definidosrdatd este espacio muestral:

A={Pacientes obesp B ={Pacientes diabéticp: C ={ Pacientes obesos y diabétif

El evento C representa el solapamiento o interseccion entseelentosA y B. Es
importante fijarse que en éste caso se debe aplicancepto de frecuencia relativa en la
asignacion de las probabilidades, por lo tantoceeesario convertir los valores porcentuales
en proporciones.

P(A)=0,37 P(B)=0,48 P(C)= P(A/) B)= 0,02

Como lo que se requiere es la probabilidad de eouara de dos eventos solapados, se debe
aplicar la regla de la adicion.
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P(obeso 6 diabético) = P(AUB) = P(A) HB) - P(A?B) = 0,37 + 0,048 - 0,022 =4%

Ejemplo 1.7.

A veces cuando la asignacion de probabilidadesse &én base a las frecuencias relativas,
es conveniente presentar la frecuencia absolulasdeventos conjuntos en forma de tabla.
Por ejemplo en un estudio sobre los peces de werémcontraron cuatro especies, siendo
clasificados los individuos de cada especie enrauategorias de tamafio. La frecuencia
con la cual ocurren los resultados se resume tabla siguiente:

Especie Tamafiol Tamafoll Tamafo llTamafio IV Total

Spt 0 10 25 50 85
Sp 5 15 8 0 28
Sps 25 20 2 1 48
Sp 2 6 30 15 53
Total 32 51 65 66 214

En cada una de las casillas centrales se muesfraciaencia de la interseccion de los
eventos sefialados en la primera fila y la primedancna. Las casillas de los margenes
inferior y derecho muestran el total de apariciaesada evento, independientemente de si
otro ha ocurrido o dejado de ocurrir. Se puedem losatotales de cada fila o de cada
columna para calcular las frecuencias relativasb@hilidades) de ocurrencia de cada
evento, independientemente de cual otro lo haympabado. Por ejemplo la probabilidad
de que un individuo sea de la especie PESp )= 8% 21y la probabilidad de que sea de
la talla Ill es P(lll') =65/214. Estas probabilidades se llaman marginales poegtén
calculadas con los valores totales de las cagjl@sse encuentran en los margenes de la
tabla. También se puede calcular la probabilidad qiee dos eventos ocurran
conjuntamente. Por ejemplo, la probabilidad de @udegir un pez al azar pertenezca a la
especie 2 y sea de la talla Il & Sp /7 Il )= 15 21« La probabilidad de que un pez
seleccionado aleatoriamente sea de la especiee3 ¢adhafio I, se obtiene de la forma
siguiente:

48 51 20_ 79
+

P(Sp 0 1=P(SpU/ II)= P(Sg ¥ P(Ily P(Spr) N3+ -— =" =

1.6.4. Regla de la complementacion (Teorema 4)sean A vy A dos eventos
complementarios en un espacio muesttdl Como sabemos los eventos
complementarios son mutuamente excluyentes, pguéose deduce de los axioma 2 y

3 gque la probabilidad de la unién Aeon Aes:

P(AU A)= P(A} P(AE P(S¥

Por lo tanto la probabilidad de serd: P(A)=1- P(A)
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Ejemplo 1.8.
En el curso de una investigacion de ecologia angeatncontré que la distribucion por
tamano de cierto roedor es la siguiente:

Longitud (cm) Frecuencia relativa (fr)
8 0,250
10 0,400
12 0,200
14 0,080
16 0,05
18 0,02

Se quiere saber cudl es la probabilidad de quettalez aleatoriamente un individuo tenga
menos de 18 cm.

El espacio muestreﬂS:{ 8,10,12,14,]}6 no es equiprobable. La frecuencia relativa con la

cual ocurre cada resultado se asume como su plidbabde ocurrencia. El evento que
interesa esA={ratas menores a 18¢m{ 8,10,12,14, y su probabilidad se puede

encontrar de dos formas:
a) Aplicando la regla de la adicion:
P(A) = P(8)+ P(10)+ P(12)+ P(14)+ P(16)=0,25+ 0,40+ 0,20+ 0,08+ 0,05= 0,9
b) Aplicando la regla de la complementacion.
Si A={8,10,12,14,1p entoncesA={1§
Por lo tantoP( A)=1- P(_A)= 1-P(18¥ 1-0,02 0.¢

En muchas ocasiones la regla de la complementdeidiita el calculo de alguna
probabilidad.

1.7 CALCULO DE PROBABILIDADES

Una vez conocidos los axiomas de la probabilidatiynos de sus teoremas basicos se debe
estar en capacidad de calcular la probabilidadcderencia de diferentes eventos. Para tal fin
vamos a establecer un procedimiento general queepiaeilitar el calculo de probabilidades.
Considérese un experimento aleatorio con un espag@stral S en el cual se ha definido el
evento A y del cual se quiere conocer la probadmlide ocurrencia.
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Paso 1: En primer término se debe definir correetdamel espacio muestral. En la Figura 1.3

se muestra un esquema de los distintos tipos daciespmuestrales que puede
generar un experimento aleatorio.

Paso 2: Se asigna un valor de probabilidad a eaeiato elemental de modo que se cumpla

que ) prei)=1,0
Rx

Paso 3: Se define él o los eventos de interés mridiu de los eventos elementales que los
componen.

Paso 4: Se calcula la probabilidad del events@i@®ntos de nuestro interés de acuerdo a las
formulaciones dadas en la Figura 1.3.

Experimento
v
Espacio muestral
|
v v
Continuo Discreto
]
J ! ¥
Infinito Fmito Infinito
| R |
| I !
No equiprobable Equiprobable No equiprobable
]
lr M v
A=Y
4 r =) P(e;)
P(A)=[ p(x)dx PA)=-= o
a P(A)=1-P(4)

Figura 1.3: Esquema con las diferentes tipos dacgsp muestrales y las formulas para el
calculo de las probabilidades de los eventos qogeren

P(A) = probabilidad del evento A; Fe probabilidad del evento elemental i;;?]{ = probabilidad del
evento complemento; p(x) = funcién de probabilidkedla variable aleatoria X; r = nimero de veces que
ocurre un resultado; n = nimero de resultados [essib

Veamos algunos ejemplos:
Ejemplo 1.9.

Se lanza una moneda normal dos veces y se desatac# probabilidad de obtener al menos
una cara.
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Paso 1: Se tiene un espacio muestral discretoniyo fiformado por cuatro resultados
equiprobables:S={ cc,cs,sc, §

Paso 2: Cada evento elemental tiene la misma pitwzab de ocurrencia:p(g )= 1 4 de

modo que se cumpla qJe p(g )= 1,C.
Rx

Paso 3: El evento definido esA={al menos una caja={ cc,cs}:

Paso 4. Como el espacio muestral es equiprobalpebabilidad deA es igual al nimero de
veces que ocurra sobre el total de posibles resultadB$:A)= 3/ 4.

Ejemplo 1.10.
¢, Cual sera la probabilidad de obtener dos numeres guando se lanzan dos dados?

Paso 1: Se tiene un espacio muestral discrettg firson 36 resultados equiprobables:

S={ X,y !/ Xx= 1 cara superior primer dado; y = para superior segundo da}j

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,
(3,1) (3,2) (3,3) (3:4) (3,5) (3,
(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,
(5.1) (5,2) (5,3) (5:4) (5,5) (5,
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4§6,5) (6,6

Paso 2: Cada evento elemental tiene la misma pilmlzabde ocurrenciaP(q )= 1 36 de

modo que se cumpla qUe p(q )= 1,C.
Rx

Paso 3: El evento definido eA':{ X,y / X ey sean par]e, de manera que:
A={(2,2),(2,4),(2,6).(4,2),(4,4).(4.6%.2),(6,4).(6,6)

Paso 4. Como el espacio muestral es equiprobalpebabilidad deA es igual al nimero de
veces que ocurrd sobre el total de posibles resultadd¥(A)= 9 36= 1 ¢

Ejemplo 1.11.
En familias de cuatro hijos cual es la probabilidedque ¢3 y sélo 3 sean varones? ¢A lo
sSumo uno sea varon? ¢3 o0 4 varones inclusive?

Paso 1: El espacio muestral es discreto, finitory16 resultados equiprobables:
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VWV
VVVH, VWHV, VHVV, HVWV
S=4{VVHH, VHVH, HVVH, VHHV, HVHV, HH
VHHH, HVHH, HHVH, HHHV
HHHH

Paso 2: Cada evento elemental tiene la misma pitatzal de ocurrenciaP(g )= ¥ 16 de

modo que se cumpla qUe p(q )= 1,C.
Rx

Paso 3: los eventos definidos son:

A= {tres varones}= {VVVH, VVHV, VHVV, HX/}
B= {a lo sumo un varén}= {VHHH, HVHH, H4H, HHHV, HHHH}
C={entre tres y cuatro varones}= {VVVVVVH, VVHV, VHVV, HVW\

Paso 4. Como el espacio muestral es equiprobalpelzbilidad de cada evento es igual al
namero de veces que ocurre cada evento sobrektieoposibles resultados.

P(A)= 4/16 P(B)= 5/16 P(C)=5/16

Ejemplo 1.12.

En el transcurso de una investigacion efectuada paaluar el efecto de una droga sobre

cierta enfermedad parasitaria, se seleccionarorg@ilibs de cinco ratas, que después de dos
dias de haber sido inoculadas con el parasitossapleco una dosis de la droga y al cabo de

dos semanas se registré el numero de animalesasueos resultados fueron los siguientes:

N° de ratas muertas (X) Frecuencia
120
40
20
10
6
4

ab~bwdNEF O

Se quiere conocer ¢cual es la probabilidad de queranalguna rata, si se repite la
experiencia?

Paso 1: El espacio muestral es discreto, finitory@ resultados no equiprobables.

S={n° ratas muertas}={0, 1, 2, 3, 4}
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Paso 2: En éste caso es necesario recurrir aeptinde frecuencia relativa, para asignar un
valor de probabilidad a cada evento elementals@giene:

P(x= 0)= 120/200 = 0,6
P(x=1)= 40/200 = 0,2(
P(x=2)= 20/200 = 0, 1(
P(x=3)= 10/200 = 0,0t
P(x=4)=  6/200 = 0,0:
P(x=5)= 4/200 = 0,0;

Se puede verificar qu®_ p(g )= 1,C
RX

Paso 3: El evento definido &= {una o mas ratas muertas}= {1, 2, 8, 5}

Paso 4: para calcular la probabilidad del eventoseA puede recurrir a la regla de la
complementacion, sabiendo qu& = {ninguna rata muerta}= {0

P(A)= 1- P(A)=1- P(0)= 1- 0,60 = 0,4
También se pudo usar la regla de la adicion pdcaleala probabilidad de A.

P(A)= P(x= 1)+ P(x= 2)+ P(x= 3)+ P(x= 4} P(x= 5)= 0,20+0,10+0,05+0,03+0,02= 0@

Ejemplo 1.13.
En cierta zona donde existe un foco permanente alaria, se sabe que la probabilidad de
encontrar un mosquito anofeles infectado con elgit@r causante de la enfermedad eg/@e

Estudios previos han demostrado que los mosquitestados y los sanos estan mezclados en
forma aleatoria, de modo que la captura de un nimsqiectado o sano no influye en la
condicion del siguiente mosquito capturado Un edlogo necesita uno de estos insectos
infectados, de modo que inicia un programa de camue solo finalizara cuando obtenga el
primer anofeles infectado ¢ cual es la probabiligiael el mosquito infectado se obtenga a lo
sumo a la tercera captura? y ¢cual es la probatikpie el mosquito infectado se obtenga
después de la segunda captura?

Paso 1: Se tiene un espacio muestral discretbpitiny no equiprobable. Algunos de los
primeros resultados son: el primer mosquito resofgctado: el primer mosquito fue
sano y el segundo infectado; los dos primeros fusamos Yy el tercero infectado, los
cuatro primeros fueron sanos y el quinto infectasto, Simbolicamente, se puede
representar como S= {i, si, ssi, sssi, ssssi, . . donde el evento mosquito sano se

representa por s y el evento infectado se repr@gent.
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Paso 2: Si se considera que la captura de cadauitm®s independiente una de otra, la
probabilidad de cada uno de los eventos del espag&stral resulta de multiplicar
sus probabilidades individuales, asi se tiene que:

P(i) = 1/2.

P(si) = 1/2 x 1/12 = 1/4.

P(ssi) =1/2x1/2 x 1/2 = 1/8.

P(sssi) =1/2 x 1/2 x 1/2 x 1/2 = 1/16.
P(ssssi) =1/2x1/2x 1/2 x 1/12 x HA/32.

Se puede comprobar qué_ p(g )=1,C Mas adelante veremos porque la
Rx

probabilidad de ocurrencia de dos eventos indepatel resulta de la multiplicacion

de sus probabilidades individuales.

Paso 3: Los eventos definidos son:
A= {el 1" mosquito infectado se encuen&réo sumo en laB captura}= {i, si, i}
B={el 1°'mosquito infectado se encuentra después @8 Icaptura}= {ssi, sssi, ss&. . .}
Paso 4: La probabilidad del evento A se puede ebigor aplicacion de la regla de la adicion:
P(A)= P(i)+ P(si)+ P(ssi)=1/2 + 1/4 + 18 = 0,875

La probabilidad del evento B se puede obtener gplicacion de la regla de la
complementacion, sabiendo que= {i, si} y P(B)=1/2 +1/4=3/4 =0,7"

P(B)= 1- P{ B}= 1- 0,75= 0,2!

1.8 PROBABILIDAD CONDICIONAL

En muchas ocasiones la probabilidad de ocurrelecian evento depende de la ocurrencia o no
de otro suceso. Supongamos que en un grupo deal@®@es: 80 hembras y 20 machos, se
eligen aleatoriamente dos individuos y se verifiuasexo. ¢ Cual es la probabilidad de que el
segundo ratén sea hembra?

Definamos los eventos siguientes:

A= {primer raton hembra B= {segundo raton hembr:
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Si elegimos aleatoriamente un ejemplar y despeégedficar su sexo se regresa al lote, la
probabilidad de obtener una hembra siempre Pgp P(B)=80/100=0,,. Pero
supongamos que se decide que si en la primeraeikineel ratbn es macho debe regresar al
lote. En éste caso la probabilidad del segunddtaekudependera del primer resultado. Asi
tenemos que la probabilidad de obtener una hembia primera extraccion &A)= 0,8,
pero la probabilidad de que ocurra el eveRfces decir que el segundo raton también sea
hembra dependera de lo ocurrido en la primera eitma. Los resultados pueden ser los
siguientes:

a) P(B)=80/100si A no ocurriog, es decir si el primer individuo extiafue macho.
b) P(B)= 79/99 si A ocurrid, es decir si el primer individuo extraide hembra.

En otras palabras para poder calculaP(B) debemos saber si A ocurrio 0 no ocurrio. Este
tipo de probabilidad se llama condicional, se iadR(B/ A) y se lee la probabilidad de B

dado que ocurrid A. Se puede notar que se estalaatto la probabilidad de B sobre un
nuevo espacio muestral, el cual es mas reducidamde otro ejemplo:

En familias de cuatro hijos ¢cual es la probahilida que dos y sélo dos sean hembras si se
sabe que la familia tiene dos o mas hembras?.

El primer paso es establecer el espacio muestrakgerimento:

VWV
VVVH, VWHV, VHVV, HVWV
S={VVHH, VHVH, HVVH, VHHV, HVHV, HH
VHHH, HVHH, HHVH, HHHV
HHHH

El evento del cual se quiere conocer la proballles

A= {dos y solo dos hembras}= {VVHH, VHYHVVH, VHHV, HVHV, HHVV

La probabilidad de\ sin ninguna condicién é{A)= 6/16 = 0,37t Sin embargo como ya se

conoce que la familia seleccionada tiene dos omjas hembras, la informacion es mayor,
puesto que ahora sabemos que en lugar de 16 desulpsibles ahora se tienen sélo 11
resultados posibles. Los cinco resultados no idctuson ahora irrelevantes para calcular la
probabilidad del eventd. El evento que ya ocurrié lo designaremos comyp IBs once
resultados que lo integran son los siguientes:

VVHH, VHVH, HVVH, VHHV, HVHV, HHV
B ={VHHH, HVHH, HHVH, HHHV
HHHH
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De modo que la probabilidad de obtener dos y séfohémbras dado que se sabe que hay dos
0 mas hembras, se obtiene dividiendo el niumerdetieemtos que conformakentre el nuevo
namero de resultados posibles, que sabemos son once

P(A/B)= 6/11 = 0,54¢

Si observamos detenidamente los dos eventos imaolas, nos podremos dar cuenta que los
elementos de A estan incluidos en B, y esto narascosa que el conjunfy) B. De modo
que la probabilidad condicionada se puede expegstorma general como:

P(A/B)= P(A/] B)IP(B) © P(B/A)= P(A/] B)IP(A

Ejemplo 1.14.
Si se lanzan dos dados ¢cudl es la probabilidagudesl primer nUmero sea mayor que el
segundo dado que la suma de los dos numeros ésij0a

a) Se define el espacio muestral:

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1.5) (1,
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2.5) (2,
(3.1) (3,2) (3,3) (3:4) (3.5) (3,
(4,1) (4,2) (4,3) (4.4) (4.5) (4,
(5,1) (5.2) (5.3) (5.4) (5.5) (5,
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4}6,5) (6,6

b) Como el espacio muestral es equiprobaBlg )= 1/36

c) El evento condicionada es:

(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,

Al
J

(2,1),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2,
A={x,y Ix>y}=+<(4,3),(51),5,2),5)305,4)

El evento condicionant® es:
B={x,y/x+y=10}={(4,6),(55),(6,%
d) El nuevo espacio muestral estd formado porrkss resultados del evenB) y solo
uno de ellos cumple con lo establecido poiEn otras palabras el espacio muestral
original de 36 resultados se redujo a tres resastade modo que:

P(A/B)= 1/3

El mismo resultado se tiene al aplicar directamé&nformula:
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P(A/B)= P(A/] B)/ P(B) 6 P(B/A)=P(A B)F(A)

Calculemos las probabilidades de A, BB
P(A)= 15/36 P(B)= 3/36 P(A/] B)= 1/36
La probabilidad condicional solicitada sera:
P(A/B)= P(A/] B)/ P(B)= (1/36)/(3/36)= 1/

Ejemplo 1.15.
Se lanzan dos dados simultdneamente. Si la suri@es des caras superiores es 7 encontrar la
probabilidad de que uno de los nimeros sea 3.

a) Se define el espacio muestral:

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,
(3,1) (3,2) (3,3) (3:4) (3,9) (3,
(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,
(5.1) (5,2) (5,3) (5.4) (5,5) (5,
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4§6,5) (6,6

a) Como el espacio muestral es equiprobablEg )= 1/36
c) Los eventos requeridos son:

A= {xy Ix+y =T7}={(1,6),(2,5),(3,4)4.3).(5,2),(6.1)

o [(13),2,3),(43),(5.3).(6,
B={y/x=30y=3)= (3,1),(3,2),(3,4),(3,5),(3,E

A/1B={(3.4),(4,3)]

d) Las probabilidades solicitadas seran:
P(A)= 6/36 P(A/] B)=2/36

P(B/A)= P(A/) B) / P(A)= (2/36)/(6/36)= 2/6 1/3
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Ejemplo 1.16.
En cierta region se encontré que la frecuencigode@on de los diferentes grupos sanguineos
y del factor Rh es la que se muestra en la taplaesite:

A B AB ®) Total

Rh~ 30 21 19 10 80
Rht 78 54 43 25 200
Total 108 75 62 35 280

Se quiere conocer ¢ Cual es la probabilidad de ebtamindividuo del grupo AB si se sabe
que tiene el factoRh* ?

La probabilidad de ocurrencia de cada resultadibsSene a partir de sus frecuencias relativas.
Para el caso presente solo nos interesan las rsigsie

P(RH )= 200/28( P(AB/) RIf )= 43/28(

La probabilidad solicitada es:

43
P(Ay )= P(AB/) Rt )_ /280 _ 43
Rht P(RH" ) 20%80 200

=0,215

Las probabilidades marginales resultan muy utilpara calcular las probabilidades
condicionales. Por ejemplo la probabilidad que mee& buscando, que un individuo

pertenezca al grup@B si se sabe que eRh*, se obtiene directamente dividiendo 43

(interseccion dé\B con Rh*) entre 200 (Total d&kht), este es el mismo resultado obtenido
con la ecuacion para probabilidad condicional.

1.9 EVENTOS INDEPENDIENTES

Se dice que una serie de eventos que ocurren uaidassecuencia son independientes si el
resultado de uno no afecta al otro. Hay casos ®ruales se puede precisar facilmente que
dos eventos son independientes. Por ejemplo, @ @dcientes masculinos que acuden a un
hospital se les pregunta si sufren de miopia y est@riles, podriamos asegurar que los
resultados a las preguntas son eventos indepeeslipotque ninguna de las dos patologias
estan relacionadas. Pero si a los mismos pacientegar de preguntarles si son miopes se les
pregunta si han sufrido parotiditis cuando aduttoses posible responder con certeza si los
dos eventos son independientes, porque es muyl@agib la frecuencia de adultos estériles
sea alta entre los que han sufrido de parotiditi manera objetiva de decidir si dos eventos
son independientes es comparar las probabilidaglesulrencia de uno de los eventos antes y
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después que el otro evento ocurra. En términosdi@srdos evento& y B, se dicen que son
independientes si se cumple:

P(A/B)= P(A)

En palabras esto significa que dos evetog B son independientes si la probabilidad del
evento A no cambia aln cuando haya ocurrido eite\g

Si se explora con cuidado la relacion anterior, meede ver que el término
P(A/B)= P(A) también puede expresarse congA/) B)/P(B)= P(A)por lo tanto se deduce

gue la ocurrencia conjunta de dos eventos indépeted es igual R(A/7? B)= P(A)P(B,, lo

gue constituye otra manera de definir la indepecidethe dos eventos. La relacion anterior es
verdad siempre y cuand®( A) y P(B)sean mayores a cero.

Ejemplo 1.17.
Supongamos que lanzamos un dado dos veces y serddbs eventos:

A= {el primer dado muestra un nimero p.
B= {el segundo dado muestra un 5 o ut

Utilizando el espacio muestral utilizado en el gém 1.15, encontraremos que las
probabilidades de los eventos requeridos son dasesites:

P(A)=18/36=1/2 P(B)=12/36=1/3 P(A/) B)=1/6

Si los dos evento y B son independientes se debe cumplir alguna de dadiaones
siguientes:

a) P(A/B)=P(A) b) P(B/A)= P(B) c) P(A/] B)= P(A)P(B
Verifiqguemos cada una de estas igualdades:

a) P(A/B)= P(A/) B)IP(B)= (1/6)/(1/3)= 1/2 = BA)
b) P(B/A)= P(A/) B)IP(A)= (1/6)/(1/2) = 1/3 #(B)
c) P(A/) B)= P(A)P(B)= (1/2)(1/3) = 1/t

Solo una de las tres comprobaciones anterioregfesente para demostrar que los evertos
y B son independientes.

Ejemplo 1.18.
En un estudio sobre la calidad del agua de losguiesconforman cierta cuenca hidrografica,
se encontrd que el 28% de los rios tienen unaidlsuperior a los 2500 m; un 20% tienen
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temperatura del agua menor a 12°C y un 10% tieftm@sucaracteristicas. ¢ Son independientes
los eventosdltitud > 2500 m”y “temperatura < 12°C?

Identifiquemos los eventos:
A= {"altitud > 2500 m"}  B={"temperatura < 12°C"?

Los valores de probabilidad se asignan a partiasl&ecuencias relativas:
P(A)=0,28 P(B)= 0,20 P(A/) B)=0,10

La comprobacion de la independencia o dependemclasdeventod\ y B, se puede hacer a
partir de la igualdad que establece que la proidablilde ocurrencia conjunta de dos eventos
independientes es igual al producto de sus prababés individualesP(A/) B)= P(A)P(B.

Por lo tanto se verifica si la igualdad anteriocgmple:
P(A/7B)=0,10 y P(A)P(B)=0,20x0,28=0,0

Al ser P(A/) B) # P(A)P(B)se concluye que los eventdsy B no son independientes. En

términos practicos, el hecho de que un rio tengaaltitud superior a 2500 m aumenta la
probabilidad de tener una temperatura menor a 12°C.

Es importante aclarar que la conclusion anterito 8éne validez si los datos de probabilidad
obtenidos fuesen valores paramétricos, es deamreslinicos no modificables. Pero como
ésta situacion no es comun en el mundo naturastpugie la mayoria de las veces se trabaja
con las frecuencias relativas obtenidas a partindestras extraidas de una poblacién, no es
posible utilizar el procedimiento anterior para qoabar independencia. Existen otros
métodos alternativos como las Tablas de Contingegue permiten someter a prueba la
hipotesis de independencia a partir de muestraaibs.

Ejemplo 1.19.

Un genetista ha determinado que los miembros depallacion portan el par de genky a,

los cuales controlan un determinado caracter. Adesae que cada individuo tiene dos de
estos genes de forma que en la poblacion estaanpesslos genotipos AA, Aa y aa. y que su

frecuencia de ocurrencia es et AA, 1/2Aay 1/4aa. Si se sabe que los miembros de ésta
poblacion se aparean aleatoriamente e independiente, determine cual es la probabilidad

de que los genotipa®A () y Aa () se crucen.

Puesto que los cruzamientos entre los diferentestiges son eventos independientes, la
probabilidad de que los genotipd& (3) y Aa (?) se crucen es igual al producto de sus
probabilidades:

P(AA/) Aa)= P(AA)P(Aa)= 1/4 x 1/2 = 1/8 =,025
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Este concepto de eventos independientes fue &adkd en el Ejemplo 1.13, al calcular la
probabilidad de obtener un mosquito infectado engaarie de extracciones.

1.10 EJERCICIOS

1. Entre los ejemplos siguientes seleccione aquelloe ge correspondan con un
experimento  aleatorio y represente el respeatispacio muestral por extension o
comprension.

a.
b.

-

>

Q70T

Se lanza un dado y se observan los puntos quecapaga la cara superior.

Se lanza un dado dos veces y se observan los pgatosparecen en las caras
superiores.

Se lanza simultaneamente un dado y una monedaggstra el resultado en cada
una de las caras

Se lanzan dos dados y se suman los puntos quecepar cada una de las caras
superiores.

Se tira una moneda cuatro veces y se anotan lolsaess.

De una caja con 10 monedas falsas y 10 honestadraen:

f1. Dos monedas sin reposicion y se verifica la condidie la moneda.

f2. Dos monedas con reposicion y se verifica la coddidie la moneda.

Se tienen cuatro fichas numeradas del 1 al 4. ®&oaan a extraer las fichas y cada
vez se registra el nUmero y se descarta la fichexfierimento se detiene cuando se
extrae una ficha con un numero par.

El mismo experimento anterior pero una vez registisu niumero la ficha se repone
al grupo.

Se tienen todas las cartas de trébol negro deuagojde barajas de poker. De este
grupo de 13 cartas se extraen al azar, consecwditany sin reposicion dos cartas y
se anota el valor de las mismas.

El mismo experimento anterior pero con reposicion.

De una poblacién dé&nopheles nuneztovagque habita en un area endémica con
malaria se extrae un individuo y se determina & @d¥estado con parasitos que
producen malaria.

Tres conejos son extraidos sucesivamente de unueteontiene 100 machos y 100
hembras y se registra el sexo al que perteneceucada

Se cuenta el numero de hembras extraidas al repetiperimento anterior.

En un lote de semillas hay tres lisas y siete ragagSuantas semillas hay que extraer,
si se elige una semilla después de otra sin ratgeslalote, para obtener todas las
semillas rugosas.

Cuantos conejos hay que extraer, sin reponerlog,lpgrar sacar todas las hembras
de una poblacién de tamafio N, en la cual hay r osa@i< N).

Se repite el experimento anterior hasta obtenéreitbras.

Se cuenta el nimero de murciélagos del géf@=nmllia que habitan en la Selva
Nublada de Monte Zerpa.
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r. Se cuenta el nimero de lineas de crecimiento eestasnas de un pez.

s. Se mide la distancia de cada punto del radio ar@aie una circunferencia cuyo
diametro tiene una longitud de 2 cm.

t. Se registra la duracion de la fase de huevo dedeterminada especie de ave,
anotando el tiempo transcurrido entre el momentsatepuesto y el momento de
ocurrir la eclosion del huevo.

u. El tiempo de duracién a partir del momento de &stas lineas de la vida sobre la
tierra.

v. El nimero de aminoacidos diferentes que puedenaioam polipéptido.

Represente por extension o comprension los eveu®s continuacion se indican para
los respectivos ejemplos anteriores.
a. Sale un numero par.
b. El segundo y solo el segundo namero es par.
c. Sale caray un numero par.
d. Elresultado es un niumero mayor a tres y menoual igg ocho.
e. Salen tres caras o menos.
el. Salen una o menos caras.
e2. Salen dos y solo dos sellos.
El primer nUmero es igual a tres.
Se obtiene un solo numero
Sale un As y un numero par.
Las dos cartas son iguales.
Se obtiene un individuo positivo con parasitosamebs.
Se obtiene mas de una hembra.
No se obtienen machos.
. Se extraen ocho 0 mas semillas.
Un namero de conejos menor al maximo valor.
Un namero par de extracciones siry N son nUmesoss.
No existen individuos del géne@arrollia en Monte Zerpa.
El nimero de lineas que corresponden al primedarexdad.
La duracion de los huevos después que el 50% aetein eclosionado.
Mas de un afio
Mas de tres afios
El nimero de aminoacidos de un tetrapéptido.

CTwnmQTOS3ITART oA

Desde un puesto de observacion se registrd0 cuamatoocmurciélagos intentaron por
primera vez capturar en pleno vuelo un insecto.rdsultado anotado para cada
murciélago fue éxito o falla.
a. Describa el espacio muestral del experimento.
b. Sefiale los resultados que conforman los eventagesigs:

bl. Evento A: a lo sumo uno de los murciélagos captnapresa.

b2. Evento B: todos los murciélagos capturaron al memaspresa.

b3. Evento C: exactamente dos y solo dos murciélagpiaron una presa.
c. Hallar los elementos de los siguientes sucesos:



10.

11.

12.
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cl. Evento complemento de B.
c2.D=Bo6C.
c3.E=AYyB.

Demuestre que al lanzar un dado la probabilidadbdener un nimero divisible entre 3
es 1/3.

Se lanzan dos dados y se suma el numero de puntascdra superior. Si se definen los
eventos siguientes: &@={x/x=8}; b) B={x/6 <x <9} ; c) C={x /x> 7}, calcule:
P(A)

P(B)

P(C)

P(AU B)

P(A/) B)

P(B/7C)

P(A/ B)

@ "0 o0 oW

Verifique que al lanzar dos dados la probabilidasdbtener un 7 o un 11 es 2/9.

¢Es correcto afirmar que la probabilidad de no etreordobles al lanzar dos dados es
5/67

Se lanzan dos monedas. A es el evento “dos cad®syel evento “dos sellos”. Calcule
la P(Al/ B) ¢Son Ay B mutuamente excluyentes3on complementarios?.

En un juego de azar una persona gana un premieaedo lanza tres monedas ocurren
tres caras o tres sellos y lo pierde si salen whasccaras. Encontrar la probabilidad que
tiene la persona a) de ganar y b) de perder.

Considere los sucesdsy B. Supongase qu&A)=0,4; P(B)=p yP(AUB)=0,7. ¢Para
gque valor de, los evento®\ y B son mutuamente excluyentes? ¢ Para que valarids
eventosA 'y B son independientes?

Se lanzan dos dados simultaneamente. Se desekachsiprobabilidades de los eventos
siguientes: la suma de los resultados es pamnte ®s igual a 8; los dos resultados son
iguales.

En una poblacion de ratones, el 40% de la poblaiéhe el pelo negro, el 25% tiene
0jos rojos y el 15% tiene el pelo negro y 0jos $0f8e escoge un raton al azar. a) Si tiene
el pelo negro ¢Cual es la probabilidad que tamtd@gga ojos rojos?. R)Si tiene ojos
rojos ¢, Cual es la probabilidad de que no tenganeoo?
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14.
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16.

17.

18.
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Un tonel contiene 10% de frijoles picados y se gsnoal azar y con reposicion tres
semillas. ¢ Seré la probabilidad de tener al menagicada igual a 0,2717? ¢Cuél sera la
probabilidad que la segunda semilla esté picada?

Para una determinada especie de insecto la pratzabde que un individuo al nacer sea
hembra es 3/4. Si se examinan 3 individuos nacitdosina hembra de esta especie,
calcule la probabilidad de obtener: a) dos hemlispsl menos una hembra., ¢c) cémo
maximo dos hembras y d) a lo sumo dos hembras dadose obtuvo al menos una
hembra.

La siguiente tabla muestra las probabilidades de geceguera para el color. Utilicela
para calcular las probabilidades de que un indwviskea varén, dado que es ciego para el
color y de que una persona sea ciega para el dattos que es hembra. ¢ Es la ceguera
para el color independiente del sexo?

Normal Ciego
Varén 0,475 0,025
Hembra 0,495 0,005

En la tabla siguiente se presentan los resultagbseximen de 1000 individuos en
relacion al sexo y el uso de lentes. Utilicela mrerminar: a) ¢ Cuél es la probabilidad
de que un individuo sea varén dado que usa lentes? Cual es la probabilidad de que
un individuo use lentes dado que es hembra? y<ke} &so de lentes independiente del
sexo?

Normal Con lente Total
Varon 440 160 600
Hembra 160 240 400
Total 600 400 1000

Dos abejas fueron entrenadas para diferenciar eosefuentes de alimento que solo
diferian en el color; una era de color blanco gtta era de color rojo. Después de varios
ensayos se determind que el color no tiene ningudheencia en la seleccion de la fuente
y que la frecuencia relativa de visitas de cadgadbéas fuentes fue igual a 0,50. En base
a estos resultados calcule la probabilidad queti¢as dos abejas de: a) elegir la misma
fuente, y b) eligir la fuente de color rojo

Se conoce que en una colmena existen aproximadarh@dtzanganos y 500 obreras. Si
se eligen 3 abejas sin reposicion hallar la prdiokloi que:

a. Todas sean obreras

b. Las dos primeras sean zanganos Y la tercera se@obr

c. Porlo menos una sea obrera
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En un estudio comparativo entre las comunidadéssgéetos de una sabana protegida del
fuego y otra sometida a quema, se extrajo una nawest1000 insectos y se determino el
Orden al cual pertenece cada insecto, encontrahasesultados siguientes:

Orden Sabanano | Sabana protegidih Total
protegida
Hemiptera 150 80 230
Homoptera 200 100 300
Diptera 90 70 160
Orthoptera 70 60 130
Hymenoptera 60 50 110
Lepidoptera 30 40 70
Total 600 400 1000

Con base a ésta informacién, calcule la probakilide que un insecto elegido
aleatoriamente:

Sea de la sabana no protegida:

Pertenezca al orden Lepidoptera.

Pertenezca a los ordenes Homoptera, Hemipteratgrip

Provenga de la sabana protegida o de la sabaneotegida y pertenezca al orden
Hymenoptera:

Pertenezca la orden Diptera dado que proviene skblana protegida.

Provenga de la sabana protegida o de la sabanategida.

g. Si es extraido sin reemplazo pertenezca al ordgridbptera, después de haber
extraido un primer insecto el cual también pertersorden Lepidoptera:

oo

-~ o

En un lote de semillas la probabilidad de que wmilla germine es de 4/5. Si se
escogen aleatoriamente 5 semillas y se siembrdouleala probabilidad de que
germinen:

Tres semillas.

Al menos una semilla.

A lo sumo tres semillas.

Entre una y cuatro semillas.

Menos de dos 6 mas de tres semillas

Menos de cuatro semillas dado que germinaron aodsosemillas.

~P Q0o

Larva de la Familia Blepharoceridae (Insecta: Diptea)



