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Capitulo 1.
Antecedentes historicos.

Segun el Diccionario Enciclopedico Usual Larouse, conseguimos las siguientes
definiciones:

1. Grafico, ca adj. De la escritural | Representado por signos o dibujos| | fig. Rico
de imagenes sugerentes o metaféricas, expresivo. | |- M . Representacién por el
dibujo o cualquier otro método analogo de los grados o estados de un fendmeno
que se estudia y que sirve en estadistica para esquematizar los datos y sefialar sus
relaciones esenciales.

2. Grafismo m. Manera de representar graficamente una palabra | | Manera de hacer
un trazo considerada desde un punto de vista estético.

Cabe hacernos la siguiente pregunta, ¢;Cuando y donde aparecieron los primeros graficos?
Pueda que nos sorprenda la respuesta.

Sobre las paredes o el techo de las cuevas, los
hombres prehistéricos dibujaban o pintaban
los distintos animales que cazaban. También
pintaban escenas de significado ritual o
méagico como, por ejemplo, el rito de la
fertilidad etc. Los materiales que se usaban
eran el carbdn de lefia y diferentes tierras de
colores aglutinados con agua o grasas de
animales.

Los hombres prehistoricos atribuian un significado
o0 una funcién maégica a las representaciones de sus
pinturas. Creian que la representacion de un bisonte
era una forma de propiciar su caza o que la
representacion de una mujer con unos Senos
enormes aseguraba la fertilidad.

Las pinturas prehistoricas mas conocidas son las de
la Cueva de Altamira en Santillana de Mar
(Cantabria), donde se hallan los famosos bisontes
asi como las de la Cueva de Lascaux en Francia.

En Teotihuacan , México, tanto las paredes
interiores como las exteriores de los edificios se
cubrian con una capa gruesa de estuco en la que se
pintaban disefios decorativos 0 escenas narrativas.
En Bonampak y Chichén Itz4, también en México,
los mayas y los maya-toltecas pintaban el interior
de los templos con frescos realistas en los que
representaban hechos historicos. Entre las pinturas


http://es.wikipedia.org/wiki/Cuevas
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Hombres_prehist%C3%B3ricos&action=edit
http://es.wikipedia.org/wiki/Animales
http://es.wikipedia.org/wiki/Ritual
http://es.wikipedia.org/wiki/M%C3%A1gico
http://es.wikipedia.org/wiki/Fertilidad
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Carb%C3%B3n_de_le%C3%B1a&action=edit
http://es.wikipedia.org/wiki/Tierras_de_colores
http://es.wikipedia.org/wiki/Tierras_de_colores
http://es.wikipedia.org/wiki/Agua
http://es.wikipedia.org/wiki/Grasas
http://es.wikipedia.org/wiki/Bisonte
http://es.wikipedia.org/wiki/Caza
http://es.wikipedia.org/wiki/Mujer
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Senos&action=edit
http://es.wikipedia.org/wiki/Cueva_de_Altamira
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Santillana_de_Mar&action=edit
http://es.wikipedia.org/wiki/Cantabria
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Cueva_de_Lascaux&action=edit
http://es.wikipedia.org/wiki/Francia

murales descubiertas mas recientemente estdn las de Cacaxtla, en Tlaxcala, con su
impresionante descripcion de las jerarquias divinas, sacerdotales y guerreras. Aunque las
primeras pinturas murales se encontraron en Mesoamérica, también se han descubierto en
el area intermedia disefios geométricos en tumbas subterraneas en Tierradentro,
Colombia, y murales con representaciones mitoldgicas en Panamarca, Peru.

Las piramides de Giza son localizadas en el sur de El Cairo actual contienen abundantes
grafismos. Las tres pirdmides fueron
construidas durante la 4th dinastia de
Egipto. Estas pirdmides son Khufu
(Cheops), Khafre (Chephren), vy
Menkure (Mycerinus). Fueron
construidos hace mas de 4,500 afios y
nos muestran el poder y la profusion
del faradn en el reino viejo. Cada una
tenia un templo de la morgue y calzada
elevada. Sus paredes exhiben diversos
dibujos con  motivos  religiosos
fundamentalmente.

La ciencia y la tecnologia también se
fueron desarrollando paralelamente y
necesitd al igual que el arte, una
excelente herramienta grafica para
mostrar sus alcances, solo que rigen
otras pautas que son muy claras y
precisas y que a nivel de este curso las
iremos develando.

Capitulo 2.
Repaso matematico de conceptos 1.

Ecuaciones de rectas

Una ecuacion lineal en dos variables representa una recta. Si se tiene la ecuacion, se
puede encontrar las coordenadas de los puntos de la recta con las intersecciones x y vy,
ademas de la pendiente de la recta. Estudiemos ahora la manera de encontrar la ecuacion
de la recta, contando con parte de la informacion sobre ella.



Ecuacion de una recta que pasa por dos puntos dados

Si disponemos de la ecuacion de una recta y de un sistema de coordenadas cartesianas, es
posible encontrar las coordenadas de dos de sus puntos para luego hallar la recta. Dado
que dos puntos distintos determinan una recta Unica, entonces se puede encontrar la

ecuacion de una recta dados dos puntos de ella.

Supongamos que los dos puntos dados son Pi(x1, Y1) Y P2(X2,y2), Sea P(x,y) un
punto genérico de la recta, diferente de los puntos P;y P, como se muestra en la figura

#1.

Py (x3.37)

Pﬂ:@/
- X

Figura # 1. Recta que pasa por los puntos.

La pendiente de la recta calculada con respecto a los puntos P1(x1, y1) y P(x,y) es

La pendiente de la recta calculada en relacion con los puntos P1(X1, Y1) ¥ P2(X2,y2) €s
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Puesto que la pendiente de una recta es la misma para todos sus puntos, tenemos

R
F

que es la ecuacion de una recta que pasa por dos puntos dados. Podemos representarla

mejor de esta manera:
y=mx+b

Consideraciones

1. Cuando x; = X, = a, la pendiente de la recta no esta definida. La

recta es vertical y su ecuacién es x = a.
La ecuacion del eje y es x = 0.

2. Cuandoy, =y; = b, la recta es horizontal y su ecuaciénesy = b. La

ecuacion del eje xesy = 0.



Capitulo 3.
El universo y la fisica. Analisis de los fendmenos lineales y no lineales.

Desde la antigliedad las personas han tratado de comprender la naturaleza y los
fendmenos que en ella se observan: el paso de las estaciones, el movimiento de los
cuerpos y de los astros, etc. Las primeras explicaciones se basaron en consideraciones
filosoficas y sin realizar verificaciones experimentales, concepto este inexistente en aquel
entonces. Por tal motivo algunas interpretaciones falsas, como la hecha por Ptolomeo -
"La Tierra estd en el centro del Universo y alrededor de ella giran los astros" —
perduraron cientos de afios.

Se ha observado que la naturaleza obedece a leyes y esas leyes son lo que los cientificos
ansiamos descubrir. Todas las civilizaciones de una u otra forma han exhibido su arte.
Unas veces muy elegante y sofisticado y otras veces, no tanto; pero por lo que los seres
humanos han pagado precios muy altos ha sido por ejemplo, la Venus de Milo, el David
de Miguel Angel, el Pensador de Rodin, el Duomo Florentino... y no ha sido por
casualidad.

Aungue hoy se escucha musica sin orden, es dudoso que ninguna musica supere a una
cantata de Bach en belleza. El ser humano gusta del orden y la armonia. Los atomos y
quarks de la naturaleza parece que se acompasan en un orden arménico en el cual surgen
las estructuras complejas, como la musica de Bach surge de la combinacién de 12 notas
individuales: Es la pitagérica musica de las esferas que hemos descubierto de nuevo. La
musica de Bach, o el Pensador de Rodin, fueron obra de la conciencia de sus creadores,
conciencia que surgio y surge todos los dias del funcionamiento sincrono de miles de
millones de unidades muy sencillas, las neuronas. Surge la conciencia, pero también
surge el orden, es decir, la belleza, en las olas del mar, en las corrientes de electrones, en
los cristales, en toda la naturaleza.

Cuando comenzamos a estudiar los fendomenos fisicos, nos restringimos a los casos
béasicos y sencillos, de manera que la ley matematica que rige el fendmeno se limita al
comportamiento de una linea recta, de manera que podemos entender y predecir su
comportamiento para un tiempo determinado y su funcién matematica es lineal, por
ejemplo, el movimiento rectilineo uniforme M.R.U, cuya grafica desplazamiento vs
tiempo y velocidad vs tiempo, es simplemente “una recta”.

El problema se complica significativamente cuando la funcién matematica no es lineal,
por ejemplo cuadratica, evidentemente la grafica yo no sera lineal.

Es altamente conocido el capricho de la naturaleza, donde predomina este tipo de
comportamiento. Sin ir muy lejos, los sentidos de nuestro cuerpo, audicion y vision,
perciben un universo logaritmico, la intensidad de la iluminacion o sonido que
percibimos no es linealmente proporcional con la distancia, en la medida que nos
alejamos del “foco“ o “emisor, podemos pensar que la intensidad disminuye
proporcionalmente con la distancia, pero realmente decrece rapidamente.

De manera similar la gran mayoria de fendmenos naturales no exhiben un
comportamiento lineal.

El propdsito de los siguientes capitulos es reconocer el comportamiento del fendmeno en
estudio y darle el tratamiento matematico adecuado para trabajarlo convenientemente.


http://es.wikipedia.org/wiki/Ptolomeo
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Capitulo 4.
Coleccién de puntos, tablas, criterios.

Parte del trabajo experimental de las ciencias es experimental y cuantitativa.

Se generan una cantidad de valores (medidas, calculos o resultados), de la cual debemos
ser muy cuidadosos en el manejo de dichas cantidades, para minimizar riesgos de
equivocacion y para ser presentados de forma ordenada. Para tal fin debemos cumplir con
ciertos criterios que detallaremos en este capitulo.

Tablas.
Es necesario ordenar los valores y se ha escogido un arreglo en forma de columnas
Ilamada “Tablas“.
Toda tabla debe poseer un nimero o nombre para ser identificada.
Se deben ordenar los valores.
Las tablas deben contener las magnitudes con sus respectivas unidades.
Nos encontraremos con tres tipos de tablas,

1. Datos.

2. Calculos.

3. Resultados.
La tabla debe exhibir claramente el error absoluto o apreciacion del instrumento, segun
sea el caso (si se trata de una tabla de datos). Se puede ubicar en el encabezado de la
columna, si el error es constante para todos los valores, u ordenados en una columna
adicional, en el caso de que el error dependa de cada valor.

Para ilustrar lo dicho anteriormente, se presentan dos tablas modelo, ver tabla # 4.1y 4.2.

Tabla de datos : "Estudio del M.UA"

X (m) AX(m) t(s) At(s)=0,1s

1,02 0,01 0,0

2,34 0,02 1,0

3,53 0,03 2,0

489 0,03 3,0

2,17 0,04 40 Tabla# 4.1

Tabla de resultados #1.

Parametro Magnitud Valor Error absoluto
Veloc sonido V (mi/s) 3313 +_0,7
Calor espf C(cal/g®C) 0,57 +/_0,02
Densdabs | d'(glem?) 0,989 +-0,003 | Tabla4.2.




Capitulo 5.
Trazado de gréficas, lineales y sin dispersion.

En el siguiente capitulo vamos a concentrar nuestra atencién en obtener una buena
gréafica a partir de una tabla de datos. Se obviar el tratamiento de los errores ya que seran
tratados en los capitulos precedentes.

Establezcamos entonces, algunas normas de trabajo en graficas que nos permitiran
alcanzar un nivel de elegancia satisfactorio.

Antes que nada, “toda grafica debe tener un titulo o namero* del cual se hace referencia
en el texto de nuestro trabajo o informe.

Respecto a los ejes de coordenadas se puede acordar lo siguiente:

1. En los ejes debe aparecer claramente las magnitudes fisicas (el simbolo) que en
ellos se representan y sus unidades de medida correspondientes.

2. En los ejes solo deben colocarse los valores mas representativos de la escala
escogida.

3. Es conveniente en general que el origen aparezca en el grafico. Pero, no siempre
es necesario que la interseccion de los dos ejes corresponda al “punto cero“ y en
este caso las escalas pueden desplazarse cuando los datos experimentales estan en
un intervalo que asi lo requiera. Debe tenerse muy en cuenta al momento de
buscar el corte de la recta trazada, con los ejes.

4. La variable independiente, cuyo valor lo asigna a conveniencia el experimentador,
se representa sobre el eje horizontal (eje x o de las abcisas), y la variable que
depende de ese valor asignado se coloca sobre el eje vertical (eje y o de las
ordenadas).

Para las escalas debemos tener presente:

1. Conocer el maximo y minimo valor de la tabla, para tener un estimado en la
seleccion de la escala.

2. Hay que tener en cuenta que el papel es generalmente rectangular, pero podemos
girarlo para adecuar la escala al nimero de divisiones del papel.

3. El factor de escala debe tener nimeros que sean 1,2 y 5, o multiplos, excluyendo
los multiplos de tres, por ejemplo 6, 15, 30, etc.

4. Los valores de la escala deben ser lo suficientemente esparcidos para facilitar su
lectura, si es necesario, puede usar la notacion cientifica.

A manera de ilustracion de los topicos mostrados anteriormente, tomemos los dos
ejemplos.

En el ejemplo # 5.1, en la grafica # 5.1.a, se observa que el origen de el papel se ha
seleccionado sin tener en cuenta la relacion entre el nimero de divisiones en funcion a los
valores de la tabla. Eso trae como consecuencia que no se utilice la hoja de papel con la
maxima eficiencia posible, entendiéndose como “eficiencia“ la mayor expansion de los
puntos sorbe el papel. Los cuadros obscuros indican la cantidad de papel inutilizado.

Para la grafica # 5.1.b, le eficiencia es superior.



Ejemplo # 5.1.

" Estudio del MAS” d (m)
d (m) t(s) mg'
1 0,14 B
2 0,28 6
3 0,42 r
4 0,56 5 =
5 0,70 4 o
Tabla #5.1. 3 5
Z =
1 &
D:.... PRI UR IR NN AN T N TN T T O
200 0,4 0,8
Grafica # 5.1.a. Escala poco util.
d (m)
5_.
5 Gs
4 =
3 =
2 o
1 =
ST PRSPV PO POV BV P ()
200 0,2 0,4 0,6 0,8

Grafica#5.1.b. Escala util.



Veamos ahora el ejemplo # 5.2.
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" Estudio del MAS™ d(m)
12 bm
d (m) t(s) :
8 60 10 |
9 65 g I
10 70 :
11 75 61
12 80 4
Tabla #5.2 2 |
0 b
0
Grafica # 5.2.a. Escala poco Uutil.
d (m)
10 | &
8 &
f~s
T
60 70

Grafica # 5.2.h. Escala util.




Comentarios: Para la grafica # 5.2.a, como puede observarse en la tabla # 5.2, la
variacion de los datos, tanto de distancia como de tiempo, son muy pequefios respecto al
origen, eso hace que éste esté muy alejado de los puntos de la grafica, o que los puntos de
la gréfica, se vean muy juntos y la escala sea poco util.

Para la grafica # 5.2.b, se ha suprimido el origen, para poder expandir la gréafica y
apreciarla con mayor detalle: es decir, la escala ahora es mas eficiente.

Retomemos ahora nuestra grafica # 5.1.b con el proposito de trazar nuestra recta. Como
se trata del caso mas sencillo (sin dispersién) solo debemos unir todos los puntos con una
regla, trazado justo desde el centro de cada punto, ya que todos ellas estan alineados. Los
puntos que estan ubicados en la recta (punteada) antes del primer punto o después del
ualtimo, los hemos diferenciado con el simbolo “[1“ se le llama puntos extrapolados. Los
puntos contenidos entre los puntos tabulados, se han diferenciado con el simbolo “X*“ y
se les llama puntos interpolados, (ver gréfico # 5.3).

Aclaratoria, la escogencia de la simbologia “ 1 0o X “ es empleada en este ejemplo solo
para diferenciar los puntos tabulado de otros, en la realidad, no se acostumbra a cambiar
la nomenclatura entre los puntos tabulados, interpolados y extrapolados.

d (m)

6

5 -
/‘

" ]

N
C

2 ]

S E/"

[ i PRI PO PR PUUYE PRI PPV POV IR Y
0.0 0.2 0,4 06 08

Grafico #5.3.

Analicemos en detalle el grafico # 5.3.

Tal como se mencionaba anteriormente, se ha trazado una perfecta recta (ya que no hay
dispersion) desde el primer punto hasta el Gltimo tabulado. Los puntos por fuera de estos
valores, son los extrapolados, por ejemplo el punto “A* y los valores entre los tabulados,
son los “interpolados* como por ejemplo, el punto “B*.

Ahora nos vamos a la tarea de conocer las coordenadas de ambos puntos, ya que no estan
tabulados.

Como primera opcion, emplearemos el “método gréafico”. Consiste en proyectar los
valores del punto de interés sobre sus ejes coordenados, en este caso eje “d“ y eje “t“y
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obtener esos valores, simplemente leyendo la escala. Por ejemplo las coordenadas del

punto A sera, A( 0,06 ; 0,4 ), puede interpretarse tambien como 0,06 seg, 1,6 mts.

Anélogamente el punto B tendra coordenadas B( 0,22 ; 1,6 ).

Nuestra segunda opcion es el “método analitico”, o en otros téerminos, es el método en el

cuél conociendo uno de los valores de un punto dado y la ecuacién matematica que rige

el fendmeno, podemos calcular el valor desconocido.

Dada la caracteristica de linealidad de nuestra grafica, pues es necesario conocer la

ecuacion de la recta caracteristica (ver capitulo # 2), eso quiere decir, que necesitamos

conocer la pendiente y el corte con el eje de las ordenadas cuando el valor de la absisa es

cero.

Poniendo los conocimientos en practica para esta grafica, podemos estar interesados en

obtener la ecuacion de la recta, que matematicamente es, Y = mx + b, pero fisicamente es
d=V*t+0, siendo la pendiente V =d;—d;/ t;- t.

Para calcular la pendiente, bastara con tomar dos valores de la tabla (vale solo si no hay

dispersion), por ejemplo, el ultimo valor menos el primero. En este caso, V = 7,14 m/s.

El punto de corte solo lo obtendremos de la proyeccion de la recta sobre el eje de d, para

t = 0, este valor es de d = 0. Finalmente resulta que la ecuacién de nuestra recta queda de

la manera siguiente: d(t) = 7,14 t . Ahora podemos obtener analiticamente los valores, por

ejemplo, del tiempo para los puntos A y B, conocido los valores de “d”.

Verifiguemos, para el punto “A” d(0,06) = 7,14 * 0,06, d(0,06) = 0,43m. De forma

analoga podemos trabajar con el punto B”, d(0,22) = 7,14 * 0,22, d(0,22) = 1,57m.

En la tabla # 4.3, se podra comparar los valores obtenidos con el metodo grafico vs el

analitico.

Analt Tabla #5.3.
Plo| t(s) Grafico ”§ ML Comparacién de los valores
d(m) (m) graficos y analiticos.
Al 0006 0,4 0,43
B| 022 16 157

De esta manera, conociendo la ecuacion que rige el fendmeno, conocido un valor del eje,
podemos calcular el valor que tendra en el eje desconocido, e inclusive, siendo un valor
por extrapolacion o interpolacion.
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Capitulo # 6.
Trazado de gréficas, lineales y con dispersion.

Igual que en el capitulo anterior, se seguira aplicando las pautas establecidas y obviara el
tratamiento de los errores ya que seran comentados en el capitulo # 8.

Ahora bien, una grafica presenta dispersion cuando grafiqguemos los puntos y éstos no se
encuentren alineados, esto evidentemente dificultara el trazado de la recta.

La idea de este capitulo es establecer pautas para tener un criterio que nos servira de
ayuda en la labor de trazado.

Lo primero que debemos calcular son las coordenadas de un punto promedio llamado
“centroide”

Los métodos estadisticos demuestran que, siempre que la dispersion de los puntos
experimentales se deba a los errores casuales de medicidn, la mejor recta pasara por el

centroide de los puntos experimentales, que es el punto con las coordenadas (X,Y ), en

donde X es el valor medio de las coordenadas X de todos los puntosy Y es el promedio
de todas las Y.

in B ZY|

— 6.1
n n

ol
I
I
-

_<

El centroide se define como, c=(X.Y) 6.2

Al graficar el centroide, debemos diferenciarlo de los otros puntos de la grafica, por lo
que nos convendréa seleccionar un simbolo diferente y cuado tracemos la grafica. La recta
debe pasar justo por el centro del centroide.
Podemos encontrarnos con tres casos que trataremos en detalle a continuacion.
e Baja dispersion.
e Moderada dispersion.
e Alta dispersion.
Para ilustrar los casos anteriores, se graficard una experiencia de desplazamiento vs
tiempo y cada uno de los casos, con ciertas variaciones.
I Caso, baja dispersion.
Analicemos la gréfica # 6.1.
Los pasos a seguir son los siguientes.
1. Grafique convenientemente los valores de la tabla de datos.
Calcule y ubique el centroide, verifique que el valor para este grafico sea de
C=(45,5; 3,7), evaluando la expresion # 6.1.
3. Trace la recta.
4. Calcule el corte con el eje “d”, cuando t=0.
5
6

no

Calcule la pendiente.
. Obtenga la ecuacion que rige el fenémeno.
7. Verifique para alguno de los valores conocidos.
Para trazar la recta debemos utilizar una regla lo mas transparente posible, para que nos
permita mirar los puntos a través de ella. Ubicamos la regla justo por el centro del
centroide y a partir de él, debemos inclinar la recta de manera que la recta toque la mayor
cantidad de puntos justo en el centro, si hay puntos desviados del resto (puntos a, b, c y
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d), generalmente son pocos y debemos intentar que toque a todos al menos de un lado,
por encima y por debajo, para intentar de conseguir “igual peso”. Note que los puntos “a”
y “c”, estan por arriba de la recta y los puntos “b” y “d”, por debajo.

t(s)| d(m) | Grafica#6.1.
10|16 ‘

5 20 2.2
012,39

30|28
40|33
50| 4,1 c

60| 4.6 Cl=(45,0:37)
70| 5.1
80ls8 Qb

o
|

Corte =1 m.

N

w

N

Distancia (m)

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Tiempo (t)

-Si proyectamos la recta, mas alla del primer punto, justo donde toca el eje de la
distancia, cuando t=0, obtenemos el valor del corte. Verifique que sea d, = 1,0 m.
-Hay que ser muy estrictos al calcular la pendiente, de ello depende el éxito en la
obtencion de la ecuacion de la recta y por ende, en los calculos de los puntos de intereés.
Recuerde que la pendiente que vamos a calcular, es la pendiente de la recta que hemos
dibujado y que toca muy bien la mayoria de los puntos, pero otros puntos solo son
tocados de un lado, por lo que nos obliga a “no usar la tabla de valores para calcular la
pendiente de la recta”. Debemos usar valores estrictamente obtenidos de la recta.
Para calcular la pendiente, solo se necesitan dos puntos (que estén contenidos en la recta),
entonces, ¢Qué puntos mas representativos, que estan contenidos en la recta y que ya
usted ha calculado?, jSin duda alguna que esos puntos son, el centroide y el corte !.
Veamos entonces lo siguiente. Tenemos como punto final, el centroide, de coordenadas,
C=(45,5; 3,7) y el punto inicial es el corte con coordenadas b=(0 ; 1). Ahora restemos el
punto final menos el inicial y obtendremos que la pendiente es m=0,059. Teniendo en
cuenta que la pendiente es Ad/At eso nos indica que la pendiente es “la velocidad”, de
manera que V=0,059 m/s, ademas observamos que es lineal, es decir “constante” por lo
que no hay aceleracion, siendo consistente con nuestra experiencia de M.A.S.
-Ya estamos listos para escribir la ecuacion que rige el fenomeno.

d(t)=0,059t + 1.
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-Ahora verificamos la validez de la anterior ecuacion. Para ello tomemos un par de
puntos arbitrarios, pueden servir los tabulados. En este caso tomaremos el primero y el
altimo y suponemos conocido el valor “t” y calcularemos el valor para “d”.
Verifique que los valores correspondan con los expresados en la tabla # 6.1.

Grafico Analitico
Pto t(s) d(m) d(m)
I 10 16 1,59
[ 80 58 572

Tabla # 6.1. Comparacion
de los valores graficos y

analiticos.

Podemos constatar, que los valores calculados coinciden bastante bien respecto a los
valores tabulados y conociendo la ecuacién que rige el fenédmeno, podemos calcular
cualquier valor de nuestro interés.

Il Caso, moderada dispersion.

Se deben seguir las mismas pautas establecidas anteriormente.

Para trazar la recta debemos utilizar una regla lo mas transparente posible, para que nos
permita mirar los puntos a través de ella. Ubicamos la recta justo por el centro del
centroide y a partir de él, debemos inclinar la recta de manera que la recta toque la mayor
cantidad de puntos, solo que esta vez habran mas puntos dispersados o puntos con mayor
valor de dispersion. De igual manera debo establecer una relacion de compromiso, donde
intentaremos ubicar por encima de la recta, una cantidad similar de puntos que por
debajo, cuya separacion a la recta sea casi la misma distancia. Como comprendera, esta
vez ya no sera tan facil, necesitara invertir un mayor tiempo antes de decidir el mejor
trazo.

Tengamos como ejemplo el grafico # 6.2.

6
(s) jd(m)
S S 2N - T A R S R S o S
20 |2,1
30 {2,8
40 i
4_ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, S A
_ C=(45,0;3,7)
E |
1o 0 Y A snsBUSUO SSOUNSRINE NI0-<GSOOE HORSOUIORO OSSR SRS S
(&)
[
S
o
D 2_ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

. Grafico # 6.2.

Tiempo (1)
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Como podemos apreciar, solo dos puntos y el centroide son tocados por la recta
exactamente en el centro, cuatro puntos son tocados por el extremo y dos puntos no son
tocados; pero se ha tenido muy en cuenta “el peso”, obsérvese con detenimiento como la
misma cantidad de puntos que se encuentran por encima de la recta corresponde con los
que se encuentran por debajo y con la misma separacion.

Respecto al corte, pendiente y ecuacion son las mismas que en el caso anterior y que en el
siguiente, de manera que no se efectuaran los calculos correspondientes.

111 Caso, alta dispersion.

Estos casos, aunque poco frecuentes, debemos poner nuestro mejor cuidado en el trazado
de la recta. Como se puede observar en el grafico # 6.3, la recta trazada no toca ninguno
de los puntos tabulados, en este caso, debe al menos, tocar el centroide y cuidar nuestro
ya conocido “peso”.

Queda como tarea verificar los valores ya conocidos de centroide, corte y la ecuacion de
la recta.

Recuerde, si usted esta interesado en estimar algin valor empleando la ecuacion de la
recta, lo mas probable que no coincida con alguno de los valores tabulados y es Idgico,
debido a que la ecuacidn solo nos daré los puntos contenidos en la recta trazada.

Distancia (m)

Tiempo (t)

Grafico # 6.3.
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Capitulo 7.

Repaso matematico de conceptos 2. Funciones exponenciales y potenciales.

Funcién exponencial.

Una funcion de la forma y = f(x) = w *, donde
w)0 y w =1 es una funcion exponencial y
“w” es la base.

De forma mas amplia, podemos expresar la
funcién exponencial de la manera siguiente:
y=ka™. 7.1
Donde k, a'y b, son constantes.

En los graficos # 7-1 se mostraran algunos casos
tipicos.

y
l (3’ y z/x
_'_'_'_'_,_,—o-""/-;-‘\"‘-\—\_\_\_\_\_\_

Grafico # 7.1.
Funciones exponenciales tipicas.
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Funcion potencial.

Una funcion de la forma y = f(x) =
x ", donde “w” es un numero real.
De forma mas amplia, podemos
expresar la funcion potencial de la
manera siguiente:

y=hbx? 7.2

Donde k, ay b, son constantes.
En los gréaficos # 7-2 se mostraran
algunos casos tipicos.

Grafico # 7.2.
Funciones potenciales
tipicas.

/
y= 2% 2
y=x?
y= () x?
> X
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Logaritmos.

Histéricamente, los logaritmos se desarrollaron para simplificar los calculos numéricos
largos y complejos, sin embargo, la funcion logaritmica, en virtud de las propiedades
logaritmicas que se mostraran a continuacién, conservan un papel importante en las
matematicas.

Para nuestro proposito, trabajaremos solo con los logaritmos naturales o de base diez.

Propiedades de los logaritmos.
Las siguientes propiedades suponen que b, u, v son positivos (b = 1)
1. logp(uv) = logpu + logyv. En palabras, el logaritmo de un producto es igual a la
suma de los logaritmos de los factores.
2. logp (u/v) = logb, - logby. En palabras, el logaritmo de un cociente es igual al
logaritmo del numerador menos el logaritmo del denominador.
3. logp(u") =r logy u. En palabras, el logaritmo de una potencia es el exponente por
el logaritmo.
4. logyb* = x.
5. blcgbx =X

Linealizacion de una funcion.

Es el proceso de pasar una funcion no lineal a la forma lineal.

Como se vio al principio de este curso, al graficar una funcion lineal podemos conseguir
la ecuacion de la recta que rige el fendmeno. Luego se puede estimar cualquier valor que
nos interese, pero si la funcion es no lineal (exponencial, potencial, etc), {Coémo
calculamos la funcién de la recta, pendiente, corte, etc, si no tenemos una recta?.

Veamos en detalle el tratamiento matematico que le daremos a las funciones
exponenciales y potenciales.

Funcién exponencial.

Expresemos la funcion exponencial de la manera siguiente:
y=ka™ Para k, ay b, son constantes.
Aplicando las propiedades de los logaritmos, tendremos:

logy = log k + log a ®™
logy + log k + bx log a

Reordenando los miembros, se tiene:
logy = (b log a) x + log k

Note la similitud con la ecuacion de la recta, y = m x + ¢. Podemos hacer cambios de
variables de manera de manera que:

u=logy.
m=Dbloga
c =log k
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Entonces, mi nueva recta estara dada de la siguiente manera:
u=mx+c

Si graficasemos la ecuacion # 7.1, obtendriamos la grafica # 7.3.a para las variables y vs
x en papel milimetrado, la grafica 7.3.b para las variables log y vs x ( u vs x) en papel
milimetrado y 7.3.c para las variables y vs X, directamente en un papel semi-logaritmico
ya que la variable “y” esta afectada por el logaritmo y la variable “x” no.

Y u=logy Y

a- [ o 10 | ¥ b- bW X C-L v 0 | X

Figura # 7.3. Grafica de funcion exponencial en diferentes escalas.

Para evitar calculos innecesarios, emplearemos el papel semi-logaritmico pero debemos
tener presente que,

e Pendiente = (log y> — log y1) / X2 — X1.

e Corte=logy
e Centroide = X, U, para U = antilog [(log y1 + logy, + ... log yn) / n.]
X=X +Xo+...Xy) /N

Funcion potencial.

Expresemos la funcién potencial de la manera siguiente:
y=hbx? donde Kk, a 'y b, son constantes.
Aplicando las propiedades de los logaritmos, tendremos:

logy =logb +log x?
logy + log b +alog x

Reordenando los miembros, se tiene:
logy=alogx+logh

Note la similitud con la ecuacion de la recta, y = m x + c¢. Podemos hacer cambios de
variables de manera de manera que:
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v=logy.
u=log x
c=logb

Entonces, mi nueva recta estara dada de la siguiente manera:

v=au+c
Si graficasemos la ecuacion # 7.2, obtendriamos la grafica # 7.4.a para una las variables y
vs x en papel milimetrado, la grafica 7.4.b para las variables log y vs log x ( v vs u) en

papel milimetrado y 7.4.c para las variables y vs x, directamente en un papel log-log ya
que las variables estan afectada por el logaritmo.

-

v=logy ¥

a- PR T R NI B | X b- L] C.- Ll X
u=logx

Grafico # 7.4. Funcion potencial en diferentes escalas.

Para evitar calculos innecesarios, emplearemos el papel log-log pero debemos tener
presente que,

e Pendiente = (log y, — log y1) / (log x2 — log X1).

e Corte=logy

e Centroide = U5 v, para vV =antilog [(logy1 + log y, + ... log y,) / n];
U = antilog [(log x; + log X2 + ... log X,) / n].

Como acabamos de ver en los ejemplos anteriores, el correcto uso de la escala y del

papel, simplifican apreciablemente el trabajo. El estudiante debe ensayar con diferentes
tipos de funciones para alcanzar la soltura requerida.
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Capitulo 8.
Escalas.

En este capitulo trataremos todo lo relacionado con las escalas, factor de escala, pautas,
estilo, escalas lineales, logaritmicas y mas.

Escalas lineales.

Supongamos que tenemos una escala como se muestra en la figura # 8.1.

Fig. # 8.1. Escala lineal.

Supongamos que deseamos ubicar tres conjuntos de nimeros utilizando la misma escala.

a. 1;: 5; 10 mts.
b. 10; 50; 100 mts.
c. 0,5:0,7; 1,0 mts.

En la figura # 8.2, se muestran los puntos ubicados sobre la escala de la figura # 8.1, pero
se ha aplicado un factor de escala apropiado para cada caso.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a L4 ! VI | | L

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
L w1 | VR | | |

050 060 070 080 090 1,00
c. & | | | ¥ | | | | | 2

Figura # 8.2.

Comentemos cada caso por separado.

e a) Se tiene que una subdivision del papel equivale a 1 mts, es decir, el factor de
escala es “1”, ver figura # 8.2.a.

e b) Una subdivision del papel equivale a 10 mts. Su factor de escala es “10”
(figura 8.2.b)
e ) El factor de escala es 0,05 (figura 8.2.c).
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Se puede mejorar la apariencia de la escala. Por ejemplo, en la figura # 8.2.b pudimos
haber hecho dos cosas.

1. Colocar alternadamente los valores sobre la escala, tal como se muestra en la
figura # 8.3.a. De esta manera se evita recargar de numeros de manera
innecesaria.

2. Otra manera vendria a ser el uso de la notacién cientifica. Es muy conveniente
cuando se usan numeros muy pequefios o muy grandes (ver figura 8.3.b).

Figura #8.3.

Escalas logaritmicas.

Analicemos las diferencias entre una escala lineal y otra logaritmica. Fijemos la atencion
a la figura # 8.4 En el caso “a” vemos que la separacion entre sus subdivisiones es
constante, por esa razon se le llama “escala lineal” mientras que para el caso “b” el
espaciado no es constante. Si observamos la parte derecha, el espaciado es mayor y a
medida que nos trasladamos a la izquierda, el espaciado es menor. Se trata de una “escala
logaritmica” que va creciendo de derecha a izquierda.

a. | | | | | | l | l |

b-l 1 | 1 | 1 | 1 | I| I|I|I|II

Figura#8.4  .a) Escala lineal, b) Escala logaritmica.

Se debe tener muy en cuenta lo siguiente.

1. En el momento de ubicar los puntos sobre la escala, los valores mas pequefios se
ubican en la zona de mayor espaciamiento y los mas grandes se ubican en la de
menor espaciamiento.

2. En esta escala “nunca se colocara el cero”, recuerde que el logaritmo de cero es
indefinido. Podemos ubicar valores tan cerca del cero como se desee.
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3. A diferencia de la escala lineal, la variacion de cada division es de un orden de
magnitud y esto influye directamente en la variacion de las subdivisiones.

4. LaUnica zona lineal de la escala es entre las divisiones y se le llama “ciclo”.

5. Para mayor comodidad, es deseable trabajar con la notacion cientifica.

La figura # 8.5. ilustra los detalles antes citados.

100 4 0 40 102
| . | | 1 i ol

2 -1 2
10 10 10° 10! 10

‘ 1 ciclo ‘ 2 ciclo ‘ 3 ciclo 4 ciclo

Figura # 8.5. Escalas logaritmicas y los ciclos.

Ahora bien, cuando se integran esas escalas para fabricar un papel, podemos encontrar al
menos, tres tipos de ellos.

e Papel milimetrado.
e Papel semi-logaritmico.
e Papel doble logaritmico o log-log.

La figura # 8.6. muestra los diferentes tipos de papel mas cominmente utilizados.
Comenzamos por el comun papel cuadriculado, ver figura # 8.6.a. Este puede ser de dos
tipos, el que usa el sistema Britanico de longitud “pulgadas”, o el que usa el sistema
C.G.S, mejor conocido por “papel milimetrado”.

El segundo papel es el gue tiene un eje en escala lineal y el otro eje en escala logaritmica,
como se muestra en la figura # 8.6.b. Este papel se conoce como “papel semi-
logaritmico”.

El tercer papel tiene los dos ejes logaritmicos, se le conoce por “papel log-log”. Este

papel es mostrado en la figura # 8.6.c y éste en particular es de dos ciclos por dos ciclos,
mejor conocido como “2x2”, pero existen papeles de 1x1, 1x2, 3x2, etc.

En el siguiente capitulo tratara sobre el uso de los papeles semi-logaritmico y log-log.
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Figura # 8.6.

Diferentes tipos de papeles.

trado.

a) Milime
b) Sem
c) Log

-logaritmico
log
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Capitulo 9.
Trazado de graficas no lineales.

En el siguiente capitulo se tratara de una manera sencilla, el trazado de graficas

exponenciales y potenciales.

Trazado de grafica exponencial.

Ejemplo # 9.1. Grafiquemos primero la funcion siguiente,
y =6(0,81)%, parax=0,2,4y6.

Primero debemos obtener una tabla de valores, evaluando la
funcion, con los valores de “x” dados (ver tabla # 9.1)

Dada la forma de la funcidén, sabemos que es de tipo
exponencial y debemos graficarla en un papel semi-
logaritmico.

Observe los valores de la columna “y”, el valor minimo es
1,7 y el méximo 6,0, de manera que la variacion entre ellos es

X y
0 6.0
2 39
4 2.6
6 1.7

Tabla# 9.1

de menos de un orden de magnitud, es decir, solo vamos a necesitar un ciclo de la escala

logaritmica.

Seleccionemos adecuadamente el factor de escala para nuestro papel.
Con mucho cuidado, pasemos los valores de la tabla al papel, punto a punto, sin
necesidad de calcular logaritmos y finalmente debemos obtener un grafico como el

mostrado el grafico # 9.1.

Lgy=-0.091 X + Lg 6.
57T m =-0.091
b=Lg 6
4t
P :(3.0;3.2)
U i
2 | e
': Semi-Log
1 | | lI | 1 | 1 |
0 1 2 3 4 5 6

X

Grafico #9.1.

Una vez ubicado los puntos, debemos trazar la recta pero con el apoyo del centroide que
debemos calcular de inmediato, tal como se vio n el capitulo anterior.

e X=[0+2+4+6]/4 =3,0.
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e U =antilog {[log 6,0 + log 3,9 + log 2,6 + log 1,7] / 4} =3,2.
Trazando la recta se observa que tenemos una recta perfectamente definida.
De la proyeccion de la recta sobre el eje “y” para “x” = 0, se tiene que el corte vale log 6.
Ahora puedo escribir la ecuacion de la recta, log y =-0,091x + log y.
Para quedar plenamente satisfecho, se verifica la ecuacion para dos valores conocidos,
por ejemplo:

e x;=2, logy:=-0,091(2)+0,778,y =10 % y=1394.

e X,=4, logy;=-0,091(4) +0,778,y = 10 *** 'y =12 59.

Ejemplo # 9.2. Hagamos algo diferente ahora. Se tiene una X ¥
funcién exponencial desconocida, debemos graficar la 0 6.0
valores de la tabla de datos # 9.2 y a partir de la grafica, se 1 49
debe obtener la ecuacion correspondiente con la funcion 2 30
exponencial. 3 3.2
Analicemos los valores de la tabla para seleccionar 4 26
acertadamente el factor de escala. 5 21
Como vemos, el menor valor del eje “y” es de 0,1 y el 6 1,7
méaximo valor es de 6,0, es decir, tenemos variacion un poco 7 14
menos de dos ordenes de magnitud. Necesitaremos un papel 8 1.1
semi-logaritmico de dos ciclos. 0 0.9
Ya tenemos mas experiencia en los calculos de manera que 10 0.7
no mostraremos los detalles. 1 0.6
Debemos esperar los valores siguientes. 12 0.6
e Centroide =(9,5;0,8). 13 0.4
e Corte =log 6. 14 03
e Pendiente = - 0,09. = 0.3
Veamos los detalles en la gréfica # 9.2. 15 ';j
18 0.1
10 19 0.1
Y = 6(0.9)2X Log Y =-0.09 X:r Log 6 Tabla 29 2
m = - 0,09
b=Log6
Grafica # 9.2.
5
g Dado que ya tenemos
YEadee T C=(95:0.8) :a ecuacion de la recta
S : ogy=-0.09x + log 6
i ! y sabiendo que la
1 | o | funcion  exponencial
12 | 06 ! bx
is | o0 es de laformay = ka
5| o3 ! podemos por analogia
I obtener la funcidn
01 L=l ' ' buscada, y = 6(0.9)%.
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Trazado de grafica exponencial.
Ejemplo # 9.3. Grafiquemos la funcién siguiente, y = 5x?,

X ¥
parax=2,4,6y 8. > 20

Lo primero que necesitaremos es elaborar la tabla # 9.3,
para ello, evaluaremos la funcién dada con los valores de 4 g0
“X”” para encontrar los valores de “y”. 6 180
Ahora, recordemos que se trata de una funcion potencial,
que ya la hemos estudiado en el anterior capitulo, por ello § 320
que debemos trabajar con un papel log-log. Tabla £ 9 3

Para adecuar el tipo de papel que necesitaremos, debemos

mirar los valores maximos y minimos de la tabla, con el objetivo de tener un factor de
escala adecuado.

Debemos interesarnos por el corte de la recta con los ejes, pero no debemos olvidar que
ahora nuestros dos ejes son logaritmicos, de manera que nos interesamos por el corte del
eje log y cuando log (x = 1), recuerde que el log (1) = 0.

De todo esto, podemos concluir que necesitaremos un papel log-log de 3 x 1 ciclos.
Acto seguido, con mucho cuidado, pasemos a graficar en nuestro papel y debemos tener
algo parecido al grafico # 9.3.

1000 F
[ LgY=2LgX+Lgbh.
rb=Lg5
I m=2
100 - C=(4.4;980)

10 |

Log-Log

Grafica # 9.3.

A partir del grafico, pruebe a tener los siguientes valores.
e Centroide=(4,4;98,0)
e Corte =log 5.
e Pendiente = 2.
Con estos valores, tenemos finalmente nuestra ecuacion de la recta, logy=2log x+log 5.
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Para estar seguro de que todos nuestros calculos se efectuaron correctamente, tomemos
dos valores “x” de la tabla y evaluemos la ecuacion. Debemos esperar valores de “y”
consistente con los valores tabulados.

* X1=2, logy; =2log2+1log5, vyi=20.

e X,=6, logy,=2log6+1log5, y,=180.

Ejemplo # 9.4. Se tiene una funcion potencial desconocida, < y
debemos graficar los valores de la tabla de datos # 9.4 y a partir
de la gréfica, se debe obtener la ecuacién correspondiente con 2 1,25
la funcion potencial. 4 0.31
Verifiquemos los valores de la tabla (méximos y minimos) para 014
seleccionar el factor de escala y ciclos de nuestro papel log-log. 6 :
Ahora pasemos a obtener nuestro grafico # 9.4. 8 0,08
Tabla # 9.4
10 F
rLog-Log LgY=-2LgX+Lg5.
I b=Lg5
m=-2
3
[ C=(4.4;026)
0L |
0,01 | Grafico # 9.4.
1 10

Trabaje hasta obtener los siguientes valores:

e Centroide = (4,4 ; 0,26)

e Corte =log 5.

e Pendiente = - 2.
Con esos valores, se puede escribir la ecuacion de la recta, logy = -2 log x + log 5.
Recordando que la funcion potencial es de tipo y = b x * y la ecuacion de la recta es de
tipov=au+c, paralogy =alog x + log b, podemos asociar termino a termino para
obtener la funciény =5 x ~%
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10.-Errores.

En este capitulo se trataran los errores en dos tipos de situaciones.

Caso I. Incertidumbre en el trazado de los puntos.

Después de haber realizado las medidas (o calculos) de los datos, procederemos a
graficarlos, pero cuando medimos (o calculamos), el valor obtenido no es exacto, siempre
estard contenido dentro de un margen de incertidumbre equivalente a la apreciacion del
instrumento de medida (o del error absoluto).

Por ejemplo, se mide el diametro de una esfera utilizando una regla ordinaria tendriamos
algo como esto, diametro = (2,3 + 0,1) cm eso quiere decir que el verdadero valor esta
contenido en el intervalo (2,2 a 2,4) cm. Cuando trasladamos ese punto a un gréafico,
también debemos reflejar dicha incertidumbre en el gréfico.

Para ilustrar mejor lo que se quiere lograr, miremos el gréafico # 10.1.

R

Grafico # 10.1.

5= t (seg)

Tenemos una grafica de distancia vs tiempo. La distancia exhibe una incertidumbre de +
0,2 mts y el tiempo + 0,5 seg.

Entonces, cuando tracemos un punto, debemos dibujar también su incertidumbre y
comprender que el valor de este punto puede estar ubicado en cualquier lado dentro del
intervalo. Por esa razon, debemos encerrar el punto dentro de un simbolo que represente
la incertidumbre de este, pudiéndose emplear circulo , equis o cuadrado si AX = Ay; 0
rectangulo, 6valo, cruz, etc, si  AX # Ay.

Hay casos donde la incertidumbre es tan pequefia que no es posible graficarse en el papel,
sin embargo es necesario dibujar el simbolo y citar que el simbolo no corresponde con la
incertidumbre, en este caso el simbolo indicara que se trata de un punto experimental
afectado por cierta incertidumbre, de manera que “siempre” se debe utilizar simbolos
para representar los puntos experimentales.

Caso Il. Incertidumbre en el trazado de la recta.
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En la literatura conseguiremos diversos métodos para la incertidumbre en el corte y
pendiente. Por ejemplo, el método de maxima y minima pendiente que podemos
encontrar en los libros, pero el método mas empleado es el de “minimos cuadrados” que
lo podemos encontrar entre otros sitios, en la guia de laboratorio.

La manera mas practica es el empleo de software para graficar y estimar el error (que se
basa en el método de minimos cuadrados).

Software recomendado, Origin y Excel.
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