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¿ Qué es una estrella de
neutrones?

Desde el exterior: Un objeto compacto, masivo, rotante, de-
formado y magnetizado.
Desde el interior: Un objeto formado por materia a altı́simas
densidades y energı́as. Laboratorio de Fı́sica Nuclear.

Caracterı́sticas básicas
Masa ∼ 1,4M�
Radio ∼ 10Km

Periodo de rotación ∼ 10−3s
Densidad ∼ 1014g/cm3

Campo magnético ∼ 1012Gauss
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¿Por qué estudiar estrellas de
neutrones?

Son objetos muy abundantes en la naturaleza. La taza de
supernovas se estima en 1 cada 30 años y se cree que el
colapso de supernova origina mayoritariamente como re-
manente una estrella de neutrones. Para la edad de for-
mación de nuestra galaxia (∼ 10,000 millones de años) se
esperarı́a contar con 108 − 109 estrellas de neutrones for-
madas.
Gravedad superficial es del orden de 1011g. Objetos
relativistas.
Fuentes intensas de radiación: Rayos X y Rayos Gamma
(¿Gamma ray burst?)
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Poseen los campos magnéticos mas fuertes conocidos.
Pueden crear discos de acrecimiento que emitan radiación.
Pueden estar rodeados de partı́culas cargadas y se podrı́a
entonces hacer estudios de magnetohidrodinámica y plas-
ma astrofı́sico.
Las partı́culas que caen sobre su superficie podrı́an emitir
ondas gravitacionales.
Puede estudiarse caos en sus geodésicas.
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Modelo de estrellas de neutrones interiores

Un modelo de estrella de neutrones estrellas interior en equilib-
rio corresponde a:

La solución de las ecuaciones de Einstein

Gµν = Tµν

para una cierta métrica, generalmente

ds2 = −eγ+ρdt2 + e2α(dr2 + r2dθ2) + eγ−ρr2 sin2 θ(dϕ− ωdt)2,

donde las funciones γ, ρ, α y ω solo dependen de r y θ

+

el tensor de energı́a–impulso del fluido perfecto

T µν = (ε + P)uµuν + Pgµν
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Modelo de estrellas de neutrones interiores

+

las ecuaciones de equilibrio hidrostático

+

las ecuaciones del campo magnético

+

una ecuación de estado EOS.

Como es bien conocido, la solución de estos sistemas de ecua-
ciones solo puede realizarse mediante la utilización de métodos
numéricos sofisticados. Se cuenta con bastante información de
los trabajos en soluciones interiores:
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Modelo de estrellas de neutrones interiores

Cook G, Shapiro S and Teukolsky S.
Rapidly rotating neutron stars in general relativity: Realistic
equation of state. Ap.J. 424 823 (1994)

Usaron el método de Komatsu–Eriguchi–Hachisu KEH para
solucionar las ecuaciones de campo y 14 ecuaciones de es-
tado para calcular parámetros de la estrella de neutrones:

masa M,
momento angular J,
momento de inercia I,
densidad de energı́a central εc ,
radio ecuatorial Re,
altura de la órbita marginalmente estable h±,
corrimiento al rojo Zb, Zf .
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Modelo de estrellas de neutrones interiores

Salgado M, Bonazzola S, Gourgoulhon E and Haensel P.
High precision rotating neutron star models. I. Analysis of neu-
tron star properties. A&A 291 155 (1994): II. Large sample of
neutron star properties. A&AS 108 455 (1994).

Usaron un código numérico diferente, basado en el método es-
pectral, y 14 ecuaciones de estado (5 coinciden con las de
CST) para calcular perfiles de densidad de energı́a εc y fre-
cuencia de rotación Ω contra momento angular J, además de
otra información.
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Modelo de estrellas de neutrones interiores
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Modelo de estrellas de neutrones interiores

Algunas Ecuaciones de Estado EOS

PandN: Materia neutrónica pura. Interacción descrita por
“Reid soft core potential”. El estado base se calcula usando
método variacional (Pandharipande 1971).
BJI: Materia bariónica compuesta de nucleones, hiper-
ones y ∆’s en equilibrio beta con los leptones. Inter-
acción barión–barión descrita por “Reid soft core poten-
tial”modificado.
WFF1: Materia nucleónica en equilibrio beta con electrones
y muones. Interacción descrita por el potencial de dos cuer-
pos AV14 de Argonne, combinada con la interacción fenom-
enológica de tres cuerpos UVII. Estado base de la materia
calculado en una muy buena aproximación usando méto-
dos variacionales sofisticados (Wiringa et. al. 1988).
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Modelo de estrellas de neutrones interiores

WFF2: Materia nucleónica en equilibrio beta con electrones
y muones. Interacción descrita por el potencial de dos cuer-
pos AV14 de Urbana, combinada con la interacción fenom-
enológica de tres cuerpos UVII. Estado base de la materia
calculado en una muy buena aproximación usando méto-
dos variacionales sofisticados (Wiringa et. al. 1988).
WFF3: Materia nucleónica en equilibrio beta con electrones
y muones. Interacción descrita por el potencial de dos cuer-
pos AV14 de Urbana, combinada con la interacción fenom-
enológica de tres cuerpos TNI. Estado base de la materia
calculado en una muy buena aproximación usando méto-
dos variacionales sofisticados (Wiringa et. al. 1988).
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Resultados numéricos

Cook–Shapiro–Teukolski. Ap.J. 424 823 (1994)
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Resultados numéricos

Salgado–Bonazzolla–Gourgoulhon–Haensel. A&A 291 155
(1994), A&AS 108 455 (1994).
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Resultados numéricos

Berti E. and Stergioulas N. Approximate matching of analytical
and numerical solutions for rapidly rotating neutron star. MN-
RAS 350 1416 (2004).
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Resultados numéricos

Bocquet–Bonazzola–Gourgoulhon–Novak. Rotating neutron
star model with a magnetic field. A&A 301 757 (1995)

20 / 45



Introducción SOLUCIONES INTERIORES SOLUCIONES EXTERIORES Comparaciones numéricas Conclusiones

SOLUCIONES EXTERIORES

21 / 45



Introducción SOLUCIONES INTERIORES SOLUCIONES EXTERIORES Comparaciones numéricas Conclusiones

Soluciones estacionarias axialsimétricas

Una estrella de neutrones rotante es un objeto axiálmente
simétrico y su rotación induce deformación en la distribución
de masa estelar. Esta deformación puede cuantificarse por su
momento cuadripolar de masa M2. Para el caso de rotación
lenta

j :=
J

M2 =
c
G

J
M2 ∼ 0,

el campo exterior puede describirse de forma aproximada
usando la solución de Kerr y particularmente la solución de
Hartle–Thorne.

Para el caso de rotación rapida (j ∼ 1) se debe acudir a otras
soluciones debido, entre otros aspectos, al comportamiento del
cuadripolo de masa:
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Soluciones estacionarias axialsimétricas

Dependencia del cuadripolo de masa y el momento angular

Solución de Kerr: M2 = −J2

M .

Soluciones interiores 1: M2 = −κ(M, EOS)J2

M .

1Laarakkers WG and Poisson E. Quadrupole moments of rotating neutron
stars. Ap.J 512 282 (1995)
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Soluciones estacionarias axialsimétricas

Se requieren entonces soluciones exactas de las ecuaciones
de Einstein, axiálmente simétricas, estacionarias, asintótica-
mente planas y con simetrı́a ecuatorial para describir correc-
tamente el campo de este tipo de objetos astrofı́sicos. Además,
deben poseer los siguientes parámetros arbitrarios:

masa M,
momento angular J,
cuadripolo de masa M2 y,
momento dipolar magnético M (para el caso de estrellas
magnetizadas).
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El método de Sibgatullin

METODO DE SIBGATULLIN DE CONSTRUCCION DE
SOLUCIONES EXACTAS

La métrica mas simple para describir un campo estacionario
axialmente simétrico es la métrica de Papapetrou

ds2 = −f (dt − ωdϕ)2 + f−1[e2γ(dρ2 + dz2) + ρ2dϕ2],

donde las funciones f , γ y ω solo dependen de las coordenadas
ρ y z. Es bien conocido que al reemplazar esta métrica en las
ecuaciones de Einstein y definir un nuevo potencial complejo E ,
se obtiene la ecuación de Ernst2

(Re E)∇2E = ∇E · ∇E

junto con las ecuaciones para la función γ.
2Ernst FJ. Phys Rev 167 1175 (1968)
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El método de Sibgatullin

El método de Sibgatullin permite calcular el potencial E para
todo el espacio a partir de los datos sobre el eje de simetrı́a

e(z) := E(ρ = 0, z)

mediante la fórmula

E(ρ, z) =
1
π

∫ 1

−1

e(ξ)µ(σ)dσ√
1− σ2

donde ξ = z + iρσ y µ(σ) es una función sujeta a satisfacer
ciertas condiciones integrales.

Una vez conocido E se puede obtener f , ω y luego se puede
calcular γ.
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El método de Sibgatullin

Las caracterı́sticas fı́sicas de la solución quedan determinadas
completamente por los datos del potencial e(z), de forma
que este método permite construir soluciones con propiedades
fı́sicas predefinidas. Tomando ventaja de esta fortaleza del
método se han encontrado diversas soluciones, entre otras:

Generalización magnetizada asintóticamente plana de la
solución de Schwarzschild,
Generalización magnetizada asintóticamente plana de la
solución de Kerr,
Generalización deformada, cargada y magnetizada
asintóticamente plana de la solución de Tomimatsu–Sato
δ = 2, con simetrı́a ecuatorial,3

3Manko OV, Manko VS and Sanabria–Gómez JD. Phys Rev D 62 04404
(2000); Manko VS, Mielke EW and Sanabria–Gómez JD. Phys Rev D 61
08150R (2000)
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El método de Sibgatullin

Generalización deformada de la solución de Kerr en seis
solitones, asintóticamente plana y con simetrı́a ecuatorial,4

Solución que representa sistemas binarios que involucran
un objeto extremo.5

Algunas de estas soluciones permiten el ajuste numérico con
los datos de soluciones interiores. Se han realizado varios pro-
cedimientos, en seguida se presenta información resumida.

4Valenzuela C y Lora F. Trabajo de grado UIS (2005)
5Manko VS, Ruiz E and Sanabria–Gómez JD. Class. Quantum Grav. 17

3881 (2000)
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COMPARACIONES
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Comparación no invariante

Stute M and Camenzind M. Towards a self-consistent relativis-
tic model of the exterior gravitational field of rapidly rotating neu-
tron stars. MNRAS 336 831 (2002)

Utilizaron la generalización deformada de la métrica de
Tomimatsu–Sato δ = 2 calculada por Manko–Mielke–
Sanabria–Gómez (PRD 2000) para realizar ajustes a través de
los datos de corrimiento al rojo Z de Cook–Shapiro–Teukolsky.

Procedimiento:
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Comparación no invariante

1 Ajustaron M en la forma (ir a 33)

M(J) = mo + m1J2 + m2J4 + m3J6.

2 Igualaron, en el plano ecuatorial, el corrimiento al rojo

ZNUM = (1 + Zb)(1 + Zf ), con ZEXACT =
1

f (r , M, J, M2)
,

evaluando en M = M(J), r(J) = Re(J) para encontrar M2 =
M2(M(J), J, b(J)).

3 Como criterio de verificación independiente, compararon el
radio de la órbita marginalmente estable

Re + h±

de la solución interior con el de la solución exterior ajustada
numéricamente.
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Comparación no invariante
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Comparación no invariante

Sin embargo, posteriormente Berti–Stergioulas resaltaron dos
dificultades en este trabajo:

Un cambio de coordenadas incorrecto,
El hecho de que la comparación por Z es un procedimiento
dependiente de coordenadas (no invariante).
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Comparación invariante

Berti E. and Stergioulas N. Approximate matching of analyti-
cal and numerical solutions for rapidly rotating neutron star. MN-
RAS 350 1416 (2004).

Utilizaron la misma solución (Manko–Mielke–Sanabria–Gómez
(PRD 2000)) pero calcularon sus propios valores numéricos in-
cluyendo dos parámetros adicionales: Cuadripolo de masa M2
y octupolo de momento angular S3.

Realizaron la comparación a través de un procedimiento invari-
ante.
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Comparación invariante

Procedimiento: (ir a 35)

1 Ajustaron los valores de los momentos multipolares de la
solución exterior con los datos de la solución interior

M = MNUM , J = JNUM , M2(M, J, b) = M2NUM .

2 Realizaron una verificación independiente usando el radio
de la órbita marginalmente estable y el octupolo de mo-
mento angular S3.
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Comparación invariante
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Comparación invariante
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Comparación invariante

En los dos trabajos mencionados anteriormente se encon-
tró que:

1 las soluciones exactas se ajustan de muy buena forma solo
para algunas ecuaciones de estado,

2 los radios de las orbitas marginalmente estables en el caso
co–rotante se ajustan bien pero en el caso contra–rotante
no,

3 en algunos casos, la solución exacta se ajusta bien para
una secuencia de masa de una ecuación de estado, pero
no se ajusta adecuadamente para otra secuencia de masa
de la misma ecuación de estado.
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Comparación invariante

Pachón LA, Sanabria–Gómez JD y Valenzuela CA Mode-
lo relativista para el campo exterior de estrellas de neutrones
rotantes usando una nueva solución exacta. En preparación.

Han usado una generalización de cuatro solitones con simetrı́a
ecuatorial y asintóticamente plana de la solución de Kerr, de-
formada y con octupolo de momento angular, calculada por
Manko–Martin–Ruiz (J Math Phys 1996). Se ha encontrado
que:

1 Al realizar el ajuste de la solución exacta usando solamente
M, J y M2 (S3 NO ARBITRARIO) los resultados son muy
parecidos a los que se logran cuando se ajustan perfecta-
mente los cuatro multipolos, entonces se muestra que S3
no es un parámetro determinante,

2 los resultados de este ajuste son PEORES que los de
Berti–Stergioulas.
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Comparación invariante

Entonces, calculan una una nueva solución de seis solitones
que generaliza a la solución de Kerr con los parámetros de
cuadripolo de masa y octupolo de momento angular arbitrarios,
y que además es asintóticamente plana y con simetrı́a ecuato-
rial. Por contar con cuatro parámetros libres, es posible ajustar
perfectamente los momentos multipolares de los datos numéri-
cos de Berti–Stergioulas. De nuevo, como criterio de compara-
ción se usa el radio de la órbita marginalmente estable. Los re-
sultados son mejores que los obtenidos por Berti–Stergioulas
para todas las ecuaciones de estado y secuencias de masa
consideradas hasta ahora.
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Comparación invariante
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Comparación invariante
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CONCLUSIONES
Es posible modelar el campo exterior de una estrella de
neutrones rápidamente rotante usando soluciones exactas
de las ecuaciones de Einstein.
No existe un criterio fı́sico adecuado para determinar
qué solución exterior se ajusta con una solución interior da-
da.
Parece que los momentos multipolares determinantes en
los ajustes son la masa, el momento angular y el cuadripolo
de masa.
Los resultados son cada vez menos buenos cuando au-
menta el momento angular.
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TOPICOS PENDIENTES
¿Se debe buscar un modelo para el campo exterior con una
solución que no generalice a Kerr?
Si se cree que los momentos multipolares dominantes en
una estrella de neutrones son la masa, el momento angular
y el cuadripolo de masa, por qué |S3| es tan grande?
¿Existirá una solución simple, en dos o cuatro solitones,
que tenga los momentos multipolares adecuados para
modelar el campo de estos objetos?
¿Son correctos los resultados de las soluciones interiores?
¿O los de las soluciones exteriores?
¿De qué forma se pueden lograr ajustes con menos error?
Afectando la ecuación de estado de la estrella?
¿Existe algún otro criterio de comparación entre soluciones
interiores y exteriores?
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