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Introduccion

¢/, Qué es una estrella de
neutrones?

» Desde el exterior: Un objeto compacto, masivo, rotante, de-
formado y magnetizado.

» Desde el interior: Un objeto formado por materia a altisimas
densidades y energias. Laboratorio de Fisica Nuclear.

Caracteristicas basicas
Masa ~ 1,4M,,
Radio ~ 10Km
Periodo de rotacion ~ 10~3s
Densidad ~ 10'*g/cm®
Campo magnético ~ 10'2Gauss



Introduccion

¢, Por qué estudiar estrellas de
neutrones”?

# Son objetos muy abundantes en la naturaleza. La taza de
supernovas se estima en 1 cada 30 anos y se cree que el
colapso de supernova origina mayoritariamente como re-
manente una estrella de neutrones. Para la edad de for-
macion de nuestra galaxia (~ 10,000 millones de anos) se
esperaria contar con 108 — 10° estrellas de neutrones for-
madas.

» Gravedad superficial es del orden de 10''g. Objetos
relativistas.

» Fuentes intensas de radiacion: Rayos X y Rayos Gamma
(¢, Gamma ray burst?)



Introduccion

» Poseen los campos magnéticos mas fuertes conocidos.
» Pueden crear discos de acrecimiento que emitan radiacion.

Pueden estar rodeados de particulas cargadas y se podria
entonces hacer estudios de magnetohidrodinamica y plas-

ma astrofisico.
Las particulas que caen sobre su superficie podrian emitir

ondas gravitacionales.
Puede estudiarse caos en sus geodésicas.
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SOLUCIONES INTERIORES
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Modelo de estrellas de neutrones interiores

Un modelo de estrella de neutrones estrellas interior en equilib-
rio corresponde a:
La solucion de las ecuaciones de Einstein
Cly = Wy
para una cierta métrica, generalmente
ds? = —e"*Pdt? + e2*(dr? + r’d6?) + 7 "r? sin? 6(dy — wdt)?,
donde las funciones v, p, a y w solo dependen de ry 6
+
el tensor de energia—impulso del fluido perfecto

™ = (e + P)utu” + Pg
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Modelo de estrellas de neutrones interiores

+
las ecuaciones de equilibrio hidrostatico
+
las ecuaciones del campo magnético
+

una ecuacion de estado EOS.

Como es bien conocido, la solucion de estos sistemas de ecua-
ciones solo puede realizarse mediante la utilizacion de métodos
numeéricos sofisticados. Se cuenta con bastante informacién de
los trabajos en soluciones interiores:

10/48
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Modelo de estrellas de neutrones interiores

Cook G, Shapiro S and Teukolsky S.
Rapidly rotating neutron stars in general relativity: Realistic

equation of state. Ap.J. 424 823 (1994)

Usaron el método de Komatsu—Eriguchi-Hachisu KEH para
solucionar las ecuaciones de campo y 14 ecuaciones de es-
tado para calcular parametros de la estrella de neutrones:

masa M,

momento angular J,

momento de inercia |,

densidad de energia central e,

radio ecuatorial Re,

altura de la érbita marginalmente estable h.,
corrimiento al rojo Z, Z;.

191 /48K



SOLUCIONES INTERIORES
000@0000

Modelo de estrellas de neutrones interiores

No. 2, 1994 ROTATING NEUTRON STAR

TABLE 2
EQUATIONS OF STATE

EOS Description ]
A Reid soft core, Pandharipande (1971q)

Reid core with hyperons, Pandharipande (19715)

Bethe and Johnson (1974), model I

Bethe and Johnson (1974), model V

Moszkowski (1974)

Arponen (1972)

Canuto and Chitre (1974)

Mean field, Pandharipande and Smith (1975b)
(tabulated in Pandharipande et al. 1976)

Tensor interaction, Pandharipande and Smith (1975a)

Relativistic mean field, Serot (1979)

AV14 + UVII, Wiringa, Fiks, and Fabrocini (1988)

UV14 + UVII, Wiringa, Fiks, and Fabrocini (1988)

UV14 4 TNI, Wiringa, Fiks, and Fabrocini (1988)

UV14 + TNI, Lorenz, Ravenhall, and Pethick (1993)
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Modelo de estrellas de neutrones interiores

Salgado M, Bonazzola S, Gourgoulhon E and Haensel P.
High precision rotating neutron star models. I. Analysis of neu-

tron star properties. A&A 291 155 (1994): Il. Large sample of
neutron star properties. A&AS 108 455 (1994).

Usaron un cédigo numeérico diferente, basado en el método es-
pectral, y 14 ecuaciones de estado (5 coinciden con las de
CST) para calcular perfiles de densidad de energia ¢ y fre-
cuencia de rotacion Q contra momento angular J, ademas de
otra informacion.

12/ 48K
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Modelo de estrellas de neutrones interiores

algado et al.:

Table 1. Comparison with the rotating Mmax models of Cook et al.
(1994c¢) (denoted below by CST). For each EOS, the CST values are
listed below ours and are taken from their Table 5, translating their
solar masses into our unit 1 Mg =2 10¥kg.

EOS M [Mo]  Qumax [10*s™']  Reire [km]

PandN 1.928 1.29 11.4
CST: A 1.939 1.32 11.2
BIJI 2.146 1.07 13.4
CST: C 2.158 1.06 13.4
WFF1 2.527 1.32 12.2
CST: AU 2.536 1.34 12.1
WFF2 2.586 1.25 12.7
CST: UU  2.596 1.26 12.6
WFF3 2.172 1.14 12.8
CST: UT  2.170 1.16 12.7
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Modelo de estrellas de neutrones interiores

Algunas Ecuaciones de Estado EOS

» PandN: Materia neutrénica pura. Interaccion descrita por
“Reid soft core potential”. El estado base se calcula usando
método variacional (Pandharipande 1971).

» BJI: Materia baridnica compuesta de nucleones, hiper-
ones y A’s en equilibrio beta con los leptones. Inter-
accion barién—barion descrita por “Reid soft core poten-
tial’modificado.

» WFF1: Materia nuclednica en equilibrio beta con electrones
y muones. Interaccion descrita por el potencial de dos cuer-
pos AV;4 de Argonne, combinada con la interaccion fenom-
enoldgica de tres cuerpos UVII. Estado base de la materia
calculado en una muy buena aproximacion usando méto-
dos variacionales sofisticados (Wiringa et. al. 1988).

18/ Ak
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Modelo de estrellas de neutrones interiores

» WFF2: Materia nuclednica en equilibrio beta con electrones
y muones. Interaccion descrita por el potencial de dos cuer-
pos AVi4 de Urbana, combinada con la interaccion fenom-
enoldgica de tres cuerpos UVII. Estado base de la materia
calculado en una muy buena aproximacién usando méto-
dos variacionales sofisticados (Wiringa et. al. 1988).

» WFF3: Materia nuclednica en equilibrio beta con electrones
y muones. Interaccion descrita por el potencial de dos cuer-
pos AVi4 de Urbana, combinada con la interaccion fenom-
enoldgica de tres cuerpos TNI. Estado base de la materia
calculado en una muy buena aproximacién usando méto-
dos variacionales sofisticados (Wiringa et. al. 1988).

1A /AR
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Resultados numéricos

Cook—Shapiro—Teukolski. Ap
EOS A: 1.4 M ; NORMAL SEQUENCE (M, = 1.5663 M )

I  M/My T/W R, e w/Q% Z, % Z
0.9952 14000 0.000 9.586 0.000 0.550 0.326 0.326
1.0238 14030 0.010 9.763 0252 0548 0.329 0519
10714 14077 0.026 10.06 0395 0545 0.333 #638
11217 14123 0.041 1038 0491 0542 0.336 0.722
11749 14169 0.056 10.74 0.566 0.538 0.339 0.789
1.2316 14214 0071 1114 0628 ~ 0534 0.341 0846
12843 14252 0.084 1156 0.676 0531 0.342 0.890
13322 14285 0.094 1200 0.715 0528 0.343 0.926
1.3743 14313 0.103 1249 0.749 0526 0.343 0957
14176 14340 0.112 1372 0.805 0523 0.343 1.009

TABLE 10
EOS A: MAXIMUM-MAss NORMAL SEQUENCE (M, = 1.9182 M)

I M/My T/W R. [ we/Qe  Zp Zy Zy
1.0416 1.6551 0.000 8.368 0.000 0.772 0.551 0.551
1.1142 1.6592 0.008 8.753 0.204 0.736 0.521 0.777
1.1737 1.6650 0.019 9.056 0.319 0.716 0.511 0.902
12480 1.6728 0.034 9433 0.426 0.698 0.504 1.021
1.3415 1.6823 0.053 9.910 0.526 0.680 0.499 1.128
1.4265 1.6904 0.070 10.36 0.596 0.667 0.495 1.200
15076 1.6976 0.084 10.81 0.651 0.657 0.491 1.253
1.5806 1.7036 0.096 11.26 0.694 0.648 0.488 1.292
1.6624 1.7098 0.109 11.88 0.740 0.640 0.484 1.329
1.7316  1.7148 0.119 13.07 0.799 0.633 0.481 1.376
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Resultados numéricos
Salgado—Bonazzolla-—Gourgoulhon—-Haensel. A&A 291 155
(1994), AKAS 108 455 (1994).
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Fig. 1. Plot of gravitational mass M versus central energy-density e. for all EOS (solid lines) (pnuc := 1.6610'" kg m™2). Thq
dotted line corresponds to the mass of the binary pulsar PSR B1913+16
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Resultados numéricos

Berti E. and Stergioulas N. Approximate matching of analytical
and numerical solutions for rapidly rotating neutron star. MN-

10 gan™  10°s7!  10%°g em?

My — 1.589M,

0.0000 9570 . . 0.0000
0.0099 9741 . . . 0.8121
0.0257  10.04 . 5 . 1.327
0.0411 5 E : o 1.704
0.0563 . . : . 2.022
0.0712 : - X 2.307
0.0840 . 3 . 2.540
0.0948 . 4 5 2.729
0.1038 : : 4 2.884
0.1062 § 7 . 2.925

Mp = 1.948M,

0.0000 8362 6313 L 2 0.0000
0.0734 8740 4701 £ i 0.9857
0.0186 i s . J 1.573
0.0341 ;i . X . 2.147
0.0533 ; : . E 2.717
0.0696 . . . . 3.143
0.0842 s g = i 3.501
0.0945 . . : K 3.746
0.1078 : : ; : 4.051
0.1163 . . A 4.247
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Resultados numéricos
Bocquet—Bonazzola—Gourgoulhon—Novak. Rotating neutron
star model with a magnetic field. A&A 301 757 (1995)

Table 1. Maximum mass (at fixed magnetic dipole moment) neutron stars in the non-rotating case. For each EOS, the last line is the maximum
mass configuration among all static magnetized models. .75 is the magnetic dipole moment, B. and By are respectively the values of the
magnetic field at the centre and the north pole of the star, H. is the central value of the log-enthalpy as defined by Eq. (13), e. the central energy
density (1 pnuc := 1.66 107 kg m™>), pg,c/pn,c the ratio of the magnetic pressure to the fluid pressure at the star centre, M the gravitational mass,
.98 the baryon mass, Ebina the binding energy per baryon (with the convention Eyina < 0 for a bound configuration), Reir the circumferential
radius (length of the star’s equator divided by 2m) and GRV2 and GRV3 the estimates of the global numerical relative error provided by the
virial identities GRV2 and GRV3 (cf. text). We use G = 6.6726 10~ m*kg~'s~2 and 1 Mg, = 1.989 10* kg

EOS  Z5[10% B. Biole H. e Prmg,c M B Eiina Reire
Am?) [10°GT]  [10°GT] [pmecc®]  pre  [Mo]l [Mo]l [msc?]  [km]
Pol2 0 0 0 4.17 0 3158 3470 -0.0897 21.77

2.00 37.8 6.2 407 004 3182 3486 -0.0872 21.93
11.22 90.0 45.7 1.42 136 4062 4279 -0.0507 2645

DiazlIl 0 0 0 1521 0 1933 2210 -0.1253 10.92
0.50 73.8 14.1 1485 003 1940 2212 -0.1229 11.00
3.08 207.4 108.3 6.22 1.10 2324 2508 -0.0734 13.12

0 0 0 2439 0 1.662 1932 -0.1340 855
0.20 64.7 11.9 24.13  0.01 1.663 1.931 -0.1384  8.57
1.86 302.8 153.8 11.21 1.01 1910  2.064 -0.0746 10.00

0 0 0 18.64 0 1856 2134 -0.1303 9.91
0.30 61.5 11.0 18.40  0.01 1.858 2132 -0.1288  9.94
2.63 233.2 121.0 7.47 1.10 2176 2344 -0.0717 12.05

0 0 0 8.75 0 2836 3422 -0.1712 13.67
0.80 56.0 12.4 8.57 002 2840 3417 -0.1689 13.75
4.90 196.6 104.5 436 090 3212 3594 -0.1063 15.85
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Soluciones estacionarias axialsimétricas

Una estrella de neutrones rotante es un objeto axialmente
simétrico y su rotacion induce deformacién en la distribucion
de masa estelar. Esta deformacion puede cuantificarse por su
momento cuadripolar de masa M,. Para el caso de rotacion
lenta

el campo exterior puede describirse de forma aproximada
usando la solucién de Kerr y particularmente la solucion de
Hartle—Thorne.

Para el caso de rotacion rapida se debe acudir a otras
soluciones debido, entre otros aspectos, al comportamiento del
cuadripolo de masa:

29 AR



SOLUCIONES EXTERIORES
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Soluciones estacionarias axialsimétricas

Dependencia del cuadripolo de masa y el momento angular

.z 2
Solucion de Kerr: My = —4;.

Soluciones interiores : M, = — e

'Laarakkers WG and Poisson E. Quadrupole moments of rotating neutron
stars. Ap.J 512 282 (1995)

22 /AR
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Soluciones estacionarias axialsimétricas

Se requieren entonces soluciones exactas de las ecuaciones
de Einstein, axialmente simétricas, estacionarias, asintotica-
mente planas y con simetria ecuatorial para describir correc-
tamente el campo de este tipo de objetos astrofisicos. Ademas,
deben poseer los siguientes parametros arbitrarios:

masa M,
momento angular J,
cuadripolo de masa Mo vy,

momento dipolar magnético M (para el caso de estrellas
magnetizadas).

24148
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El método de Sibgatullin

METODO DE SIBGATULLIN DE CONSTRUCCION DE
SOLUCIONES EXACTAS

La métrica mas simple para describir un campo estacionario
axialmente simétrico es la métrica de Papapetrou

ds? = —/(dt — dyp)? + 1[e? (dp® 4 dZ?) + pPdy?),

donde las funciones f, v y w solo dependen de las coordenadas
py z. Es bien conocido que al reemplazar esta métrica en las
ecuaciones de Einstein y definir un nuevo potencial complejo &,
se obtiene la ecuacién de Ernst?

(Re £)V2E = VE - VE

junto con las ecuaciones para la funcion ~.

2Ernst FJ. Phys Rev 167 1175 (1968)

SB[ Nk



SOLUCIONES EXTERIORES
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El método de Sibgatullin

El método de Sibgatullin permite calcular el potencial £ para
todo el espacio a partir de los datos sobre el eje de simetria

e(z):=E&(p=0,2)

mediante la férmula 1

1 w(o)do

bl )= 1 [ oo

(b, 2) = — T2

donde ¢ = z + ipo y p(o) es una funcién sujeta a satisfacer
ciertas condiciones integrales.

Una vez conocido £ se puede obtener f, w y luego se puede
calcular .

24 /A8
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El método de Sibgatullin

Las caracteristicas fisicas de la solucion quedan determinadas
completamente por los datos del potencial e(z), de forma
que este método permite construir soluciones con propiedades
fisicas predefinidas. Tomando ventaja de esta fortaleza del
método se han encontrado diversas soluciones, entre otras:

» Generalizacién magnetizada asintéticamente plana de la
solucién de Schwarzschild,

» Generalizacién magnetizada asintéticamente plana de la
solucién de Kerr,

» Generalizaciéon deformada, cargada y magnetizada
asintéticamente plana de la solucién de Tomimatsu—Sato
§ = 2, con simetria ecuatorial,®

3Manko OV, Manko VS and Sanabria—Gémez JD. Phys Rev D 62 04404
(2000); Manko VS, Mielke EW and Sanabria—Goémez JD. Phys Rev D 61
08150R (2000)

271 AR
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El método de Sibgatullin

» Generalizacion deformada de la solucion de Kerr en seis

solitones, asintéticamente plana y con simetria ecuatorial,*

# Solucién que representa sistemas binarios que involucran
un objeto extremo.®

Algunas de estas soluciones permiten el ajuste numérico con

los datos de soluciones interiores. Se han realizado varios pro-
cedimientos, en seguida se presenta informacion resumida.

“Valenzuela C y Lora F. Trabajo de grado UIS (2005)
SManko VS, Ruiz E and Sanabria—Gémez JD. Class. Quantum Grav. 17
3881 (2000) S0
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Comparacion no invariante

Towards a self-consistent relativis-
tic model of the exterior gravitational field of rapidly rotating neu-
tron stars. MNRAS 336 831 (2002)

Utilizaron la generalizacion deformada de la métrica de
Tomimatsu—-Sato 6 = 2 calculada por Manko—Mielke—
Sanabria—Gomez (PRD 2000) para realizar ajustes a través de
los datos de corrimiento al rojo Z de Cook—Shapiro—Teukolsky.

Procedimiento:

20 /48
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Comparacién no invariante
® Ajustaron M en la forma rass)
M(J) = mo + myJ? + mad* + maJ®.
@ Igualaron, en el plano ecuatorial, el corrimiento al rojo

1

Znom = (1+2Zp)(1 + Zf), con  Zgxact = T M, J, M)’

evaluando en M = M(J), r(J) = Re(J) para encontrar M, =
MZ(M(J)7 Jv )

€ Como criterio de verificacién independiente, compararon el
radio de la dérbita marginalmente estable

Re‘f‘hi

de la solucién interior con el de la solucion exterior ajustada
numeéricamente.
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Comparaciones numéricas

numerical data
b fit

L L L

T T T
numerical data,
b fit

Kerr -
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Figure 4. gravitational redshift Z vs. rotation parameter j for

the normal sequence of EOS L

EOS M(NS)

numerical data

L L
-0.3 -02

Figure 5. gravitational redshift Z vs. rotation parameter j for
the normal sequence of EOS M

j
Figure 7. radius of the marginally-stable orbit (in units of m)
vs. rotation parameter j for the normal sequence of EOS AU

EOS FPS(NS)

T T T
numerical data
b fit

Kerr -

Figure 8. radius of the marginally-stable orbit (in units of m)
vs. rotation parameter j for the normal sequence of EOS FPS
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Comparacion no invariante

Sin embargo, posteriormente Berti—Stergioulas resaltaron dos
dificultades en este trabajo:

# Un cambio de coordenadas incorrecto,
» El hecho de que la comparacién por Z es un procedimiento
dependiente de coordenadas (no invariante).

22 /AR
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Comparacion invariante

Approximate matching of analyti-
cal and numerical solutions for rapidly rotating neutron star. MN-
RAS 350 1416 (2004).

Utilizaron la misma solucion (Manko—Mielke—Sanabria—Gémez
(PRD 2000)) pero calcularon sus propios valores numeéricos in-
cluyendo dos parametros adicionales: Cuadripolo de masa M,
y octupolo de momento angular Ss.

Realizaron la comparacion a través de un procedimiento invari-
ante.

A /48K
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Comparacion invariante

Procedimiento: (rass

® Ajustaron los valores de los momentos multipolares de la
solucion exterior con los datos de la solucion interior

M = Mnum,  J =dJdnum,  Mo(M,J, D) = Monyu-

# Realizaron una verificacion independiente usando el radio
de la orbita marginalmente estable y el octupolo de mo-
mento angular S3.

28 /AR
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Comparacion invariante

- -4- -Kerr

—=— Manko et al. {(+ solution)
—e— Manko et al. (- solution)
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Comparaciones numéricas
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Comparacion invariante

En los dos trabajos mencionados anteriormente se encon-
tré que:

# las soluciones exactas se ajustan de muy buena forma solo
para algunas ecuaciones de estado,

@ |os radios de las orbitas marginalmente estables en el caso
co—rotante se ajustan bien pero en el caso contra—rotante
no,

€ en algunos casos, la solucién exacta se ajusta bien para
una secuencia de masa de una ecuacion de estado, pero
no se ajusta adecuadamente para otra secuencia de masa
de la misma ecuacion de estado.

29 /AR
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Comparacion invariante

Mode-
lo relativista para el campo exterior de estrellas de neutrones
rotantes usando una nueva solucion exacta. En preparacion.

Han usado una generalizacion de cuatro solitones con simetria
ecuatorial y asintéticamente plana de la solucién de Kerr, de-
formada y con octupolo de momento angular, calculada por
Manko—Martin—Ruiz (J Math Phys 1996). Se ha encontrado
que:

© Al realizar el ajuste de la solucion exacta usando solamente
M, Jy M, (55 NO ARBITRARIO) los resultados son muy
parecidos a los que se logran cuando se ajustan perfecta-
mente los cuatro multipolos, entonces se muestra que S
no es un parametro determinante,

@ los resultados de este ajuste son PEORES que los de
Berti—Stergioulas.
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Comparacion invariante

Entonces, calculan una

con los parametros de
cuadripolo de masa y octupolo de momento angular arbitrarios,
y que ademas es asintéticamente plana y con simetria ecuato-
rial. Por contar con cuatro parametros libres, es posible ajustar
perfectamente los momentos multipolares de los datos numéri-
cos de Berti—Stergioulas. De nuevo, como criterio de compara-
cion se usa el radio de la 6rbita marginalmente estable.

a0/ 48
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Comparacion invariante

Berti-Stergioulas
Solucion de Kerr
Manko et al.

6 Solitones

Manko et al es la solucién de
cuatro solitones.




Comparacion invariante

Comparaciones numéricas
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Berti-Stergioulas
Solucion de Kerr
Manko es al.

6 Solitonqs

0.1 0.2 0.3 0.4




Conclusiones

CONCLUSIONES

Es posible modelar el campo exterior de una estrella de
neutrones rapidamente rotante usando soluciones exactas
de las ecuaciones de Einstein.

No existe un criterio fisico adecuado para determinar
qué solucion exterior se ajusta con una solucion interior da-

da.
Parece que los momentos multipolares determinantes en

los ajustes son la masa, el momento angular y el cuadripolo

de masa.
Los resultados son cada vez menos buenos cuando au-

menta el momento angular.
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TOPICOS PENDIENTES

¢, Se debe buscar un modelo para el campo exterior con una
solucion que no generalice a Kerr?

Si se cree que los momentos multipolares dominantes en
una estrella de neutrones son la masa, el momento angular
y el cuadripolo de masa, por qué |S3| es tan grande?

¢ Existira una solucién simple, en dos o cuatro solitones,
que tenga los momentos multipolares adecuados para
modelar el campo de estos objetos?

¢, Son correctos los resultados de las soluciones interiores?
¢ O los de las soluciones exteriores?

¢ De qué forma se pueden lograr ajustes con menos error?

Afectando la ecuacion de estado de la estrella?
¢ Existe algun otro criterio de comparacion entre soluciones
interiores y exteriores?

Conclusiones
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