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Capitulo 1

Topicos Avanzados.

En este capitulo veremos revisaremos algunos conceptos basicos en Relatividad General y estableceremos
parte de la notacién que utilizaremos en lo que sigue y a continuacién veremos algunos desarrollos
un tanto més avanzados en geometria diferencial pero que resultan altamente intuitivos y faciles de
comprender.

Todas nuestras consideraciones se aplicaran en ultima instancia a un espaciotiempo, esto es: una va-
riedad 4-dimensional dotada de una métrica de tipo Lorentz, pero la mayor parte de los resultados
que presentaremos son validos para una variedad n-dimensional cualquiera dotada de una métrica (no
singular) arbitraria, de modo que en gran parte de este capitulo (sobre todo en las primeras secciones)
nos referiremos a una dimension n arbitraria.

1.1. Variedades, coordenadas y tensores:
Un resumen operativo.

Vamos a revisar en esta seccién los conceptos més elementales de la Geometria Diferencial, que consti-
tuye el lenguaje matemadtico en que viene escrita la teoria de la Relatividad General y que describe a
su vez la interaccién gravitatoria.

1.1.1. Variedades y coordenadas: Resumen.

Como es conocido (véase el Apéndice 1 para mas detalles), una variedad (diferenciable) M de dimensién
n es la generalizacién a dimensién n del concepto de superficie (diferenciable). Equivalentemente: es
un conjunto de puntos que localmente (esto es: en un entorno de cada punto) admite sistemas de
coordenadas de modo que: (1) a puntos distintos corresponden a valores distintos de las coordenadas y
viceversa, y (2) a puntos préximos entre si corresponden valores préximos entre si de las coordenadas
y viceversa (localmente como R™). Ademds, los cambios de coordenadas (tanto en las regiones de
superposicién de dos entornos como dentro de un mismo entorno) son infinitamente diferenciables; esto
es: los puntos no forman ’puntas’, ’crestas’, etc. (diferenciable).

La imagen pictorica es la de que una variedad estd hecha de trozos que son como conjuntos abiertos de
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R"”, ‘cosidos’ entre si sin formar puntas, crestas, etc., esto es: “suavemente”.

A partir de este momento pasamos a manejar la imagen intuitiva de variedad y a aligerar un poco
el lenguaje; asi hablaremos de una variedad M con sistemas (o cartas) de coordenadas x = {z%}
y o = {m“/}, sin preocuparnos de los abiertos donde estdn definidas dichas coordenadas, ni de los
abiertos de R™ sobre los cudles toman valores, etc. sobreentenderemos en todo momento que ambos
sistemas de coordenadas coexisten en una cierta region de la variedad que es la que nos interesa.

Recordemos que dado un punto p de coordenadas x7, la curva coordenada 2! que pasa por p se obtiene

fijando los valores de las coordenadas z* = x2,...,2" = z} y dejando variar la coordenada z', asi,
paramétricamente esa curva seria, por ejemplo x®(t) = (t,xﬁ,...,x?); y asi{ para todas las curvas

coordenadas. Recordemos también que en un punto cualquiera siempre se cortan n curvas coordenadas
v que éstas nunca se soperponen dos a dos, i.e.: se cortan, no son tangentes nunca.

1.1.2. Vectores y campos de vectores.

Dada una variedad n-dimensional M, consideremos un punto p € M y un sistema de coordenadas
x = {2°} vélido en una regién alrededor de ese punto. Vamos a definir los conceptos de vector con-
travariante y vector covariante (y los conceptos asociados de campos vectoriales contra y covariante
respectivamente) del modo en que los usaremos en todo lo que sigue.

Vectores contravariantes.

Con la notacion establecida mas arriba, consideremos ahora el siguiente conjunto de operadores de
derivacién en p:

0 0]
B={ il = (Ol (1)

Claramente, para a fijo, el operador 9, |p aplicado a una funcién cualquiera f : M — R da la derivada
de la funcién f a lo largo de la curva coordenada z“, o equivalentemente, la derivada direccional
de f en la direccién del vector ”flecha” tangente a la curva coordenada x®, todo ello evaluado en el
punto p. Existe pues, una correspondencia biyectiva entre los vectores ”flecha” tangentes a la curvas
coordenas en un punto dado y los operadores derivada parcial segiin cada una de las coordenadas
en ese punto:

’ vector tangente a la curva coord. z% en p ‘<—>’ derivada parcial segtn la coord. % en p = da|p ‘

—

M4s ain: dado un vector "flecha” cualquiera con origen en p, X,, la derivada direccional de f (en
p) segun la direccién de esa flecha se podra escribir como

[ f +...4+a"Onflp
siendo a!, ..., a" las componentes de esa flecha segin las flechas tangentes a cada una de las curvas

coordenadas que pasan por p. Asi pues existe una correspondencia biyectiva entre vectores flecha
con origen en p y operadores derivada direccional en p:

—

vector flecha con origen en p, X,

<—>’ operador derivada direccional segtin X, en p : = a®y|,
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De lo anterior se sigue que podemos intercambiar la imagen pictdrica de un vector como una flecha con
origen en p con la de un operador derivada diereccional en p segin la direccién que marca esa flecha,
de modo que escribiremos

X, =[a'd + ...+ a"d,), = ", (1.2)

y llamaremos vectores en p (o vectores contravariantes en p) a los operadores derivada de este
tipo, visualizdndolos, si asi lo deseamos, como flechas con punto de aplicacién en p.

Se denomina espacio tangente a M en el punto p, y se representa por T,M, al conjunto de todos
los operadores derivada direccional como el anterior, es decir:

T,M = {X, = X0, x"eR}

y se puede visualizar como el conjunto de todas las flechas tangentes a la variedad M que tienen punto
de aplicacion en p.

Claramente, T, M tiene estructura de espacio vectorial con la suma y el producto por un escalar
definidos del modo més intuitivo posible, es decir

X, = X*04l,, Y, =Y"*0|, entonces X, +Y, = (X" +Y")|,

X, = X*04)p, c€R entonces cX, = (cX")l,

y las flechas que representan Xp e ?p se suman siguiendo la regla del paralelogramo, etc.

El conjunto B = {0,|,} introducido més arriba es una base del espacio tangente: base coordenada
(asociada a las coordenadas z), y por lo tanto se tiene dim7,M = n. Los ntimeros X', ..., X" se
llaman componentes del vector (segin la base B).

Cambio de base (o de coordenadas) en T,M.

Dado otro sistema de coordenadas {z%}, tendremos otra base coordenada de T,M: B’ = {8u|,};
expresando un mismo vector en una y otra base (prescindimos de indicar que las derivadas son en el
punto p) y utilizando la regla de la cadena se tiene:

= y oz7’
Xp - XJ ﬁj/ = Xkak - Xk [W‘| 83/
p
es decir: /
oxd

X7 = [8:3’“] X" (1.3)

Esto motiva la siguiente definicién de vector de uso comun en fisica:

Un vector (contravariante) n-dimensional X esun conjunto de n ntimeros reales asociados al punto p, que
escribimos X1,..., X™ en el sistema de coordenadas {z%} y Xll7 ... ,X”/ en el sistema de coordenadas
{w“/}, de modo que ambos conjuntos de niimeros estan relacionados mediante el jacobiano del cambio
de coordenadas evaluado en p:

v 8$j/ . axi -/
- k i J
X7 = [(%jkl X", X' = {(‘3xj/}pX .

p
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Campos de Vectores Contravariantes.

Los vectores son objetos definidos en un punto y por lo tanto sus componentes son numeros reales.
En Fisica se tienen multitud de ejemplos de campos vectoriales, por ejemplo el campo gravitatorio,
en que lo que se tiene es un vector definido en cada punto del espacio (de la variedad), de modo que
dicho conjunto de vectores se puede describir colectivamente mediante un vector cuyas componentes
son funciones de las coordenadas.

De modo més preciso, se llama campo vectorial (contravariante) a una funcién X definida sobre la
variedad M tal que a cada punto p € M le asigna un vector en ese punto, es decir, un vector X, € T, M.
Para una regién en la que existe un sistema de coordenadas x, se tendra

X = X%x)0,

n

») se tiene el vector

de modo que cuando se particulariza a un punto p de coordenadas z, = (ar:ll,7 .
Xp = X"(2p)0alp-

T

En lo que respecta al cambio de coordenadas, todo funciona, 6bviamente, igual que en el caso de
los vectores, sélo que ahora deberemos expresar las componentes del campo en las coordenadas que
corresponda; i.e.:

X(a!) = [‘?;;] X)),

Ejemplo. Sea M = R? y consideremos el campo vectorial dado en cartesianas por:
X'=y, X?=_ug; ie.: X%,y)=(y,—z) obien X =yd, — zd,
El mismo campo en coordenadas polares % = (p, @) tiene componentes:
X"=0, X¥ =—1; ie: X%(p,¢)=(0,—1) obien X =—0,.
segin puede comprobarse explicitamente utilizando la jacobiana del cambio de coordenadas:
p= \/m, gb:arctan%

T = pcos @, y = psin¢

entonces
|:3;c“/:| _ [\/IIJ;ET’!.P \/ngy?] _ [cosqﬁ sin¢]
oxb m2—_~_yy2 ﬁ %ﬁ‘ﬁ %
de donde
Xr cos¢ sing]| [ psing 0
R e | K R Y

Vectores covariantes.

Con la notacion establecida al pricipio de esta seccién, consideremos en este caso el conjunto siguiente:

B* ={da'|p, ... ,dz"],} = {dx}} (1.4)

El conjunto de todas las combinaciones lineales de las diferenciales anteriores se denomina espacio
cotangente a M en p y se representa como T, M*; esto es:

T,M* = {6, = 01dx) + ... + Opda) = Oodal, 6, € R}
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Claramente tiene estructura de espacio vectorial con la suma y el producto por un escalar definidos
del modo més intuitivo posible; i.e.:

0, = Oudx,, op =o0adx, entonces O+ o, = (0,+ 0s)dz,
0, = 0adzy, c€R entonces cOp = (cha)dz,
El conjunto B* es una base para T, M*, como antes también llamada base coordenada. Los vectores
0, € T,M* se llaman vectores covariantes (o 1-formas).

Se define la accién de los vectores covariantes sobre los contravariantes diciendo que los vectores cova-
riantes son funciones reales lineales cuando actian sobre los vectores contravariantes; esto es

BP(XP) € R para todo Xp, Op(a)?p + b}_}p) = aBP(Xp) + be,,(?p)
La manera de calcular viene dada por la relaciéon
dzy, (Oplp) = 0 (1.5)

que a veces se llama relacién de dualidad. A partir de esta relacién y de la propiedad de linealidad
anterior, es inmediato ver que

0, = O dxy, X}, = X%9y|, entonces Gp(Xp) =6,X°. (1.6)

Asimismo, se define la accién de los vectores contravariantes sobre los vectores covariantes diciendo que
los vectores contravariantes son funciones reales lineales (cuando actian sobre los covariantes), de modo
que

— v ). . . a _ vya
X,(0,) = 0,(X,); ie.: X,(0,) = X0,

para 0, = 0,dzy; y X:p = X0/,
Cambio de base (o de coordenadas) en T,M*.

Como en el caso anterior, dados dos sistemas de coordenadas z y z’ vélidos en un entorno de p, se
. * 4 .

tienen dos bases de T, M*: B* = {dxj} y B"" = {dxj }, y entonces, expresando una misma forma 6, en

componentes segiin ambas bases y utilizando la regla de la cadena:

b
0, = 0y da® = Oydz® = 0, [ Ou ] dz*
ox® »
es decir -
X
9,1/ = 9 v ].
owr | (1.7

lo cual da pie a la definicién usual de vector covariante en Fisica:

Un vector covariante n-dimensional @ es un conjunto de n ntimeros reales asociados al punto p, que
escribimos 61,...,0, en el sistema de coordenadas {z°} y 6y/,...,6, en el sistema de coordenadas
{w“/}, de modo que ambos conjuntos de nimeros estdn relacionados mediante el jacobiano inverso del
cambio de coordenadas evaluado en p:

b ¢
b = 0y [gx“;,] Ry l?’i“] .
p p
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Campos de vectores covariantes.

De modo semejante a lo que ocurria en el caso anterior, llamaremos campo vectorial covariante a
una funcién 6 definida sobre la variedad M tal que a cada punto p € M le asigna un vector covariante
en ese punto, es decir, un vector 8, € T, M*. Para una regién en la que existe un sistema de coordenadas
x, se tendrd

0 =0,(x)dx®

n

de modo que cuando se particulariza a un punto p de coordenadas z, = (z, b

PR
Oo(p)dzs.

) se tiene 6, =

1.1.3. Tensores de orden superior.

A partir de lo visto anteriormente se definen los tensores covariantes de orden 2, tensores con-
travariantes de orden 2, y tensores mixtos (1,1), respectivamente, como funciones que van de
T,M x T,M, de T,M* x T,M*, y de T,M x T, M* en R respectivamente y que son lineales en cada
uno de sus argumentos.

Es muy facil demostrar que, en términos de las bases coordenadas B y B* introducidas més arriba se
pueden escribir como:

Tensores covariantes T = T,,dzj, ®dxf, de modo que T(Xp, ?p) = Tabdxg(fp) . dmg( _'p) =T XY?,
donde @ se lee producto tensorial y hemos supuesto que X, = X%alp v )7,, = Y%0,|p. Las
cantidades Ty, se denominan componentes del tensor y es inmediato ver, substituyendo X,

y Y, por 0|, ¥ Oulp respectivamente que Teq = T(dc|p, Oalp). Asimismo, si cambiamos a otras
coordenadas 7’ las componentes estén relacionadas mediante:

Ty — {ax } [&r } T
P

o b/
ox or »

Tensores contravariantes 7 = T%9,|, ® 0|, y entonces T(0,,0,) = T%0,|,(0,) - Oplp(op) =
T%0,0, para 0, = 0,dz}, etc. En este caso las componentes del tensor son T = T(dxg, dmg). Si
cambiamos a otras coordenadas z’ se tiene

oz’
oxs
p

Tensores mixtos (1,1) T = dexg ® Op|p donde T(BPJEP) = Tb0,X* en una notacién obvia, y
T = T(dzb, dalp). En este caso, el comportamiento bajo cambios de coordenadas es

/ oxs oz
Tb = Tr.
o= 2] 5
p

El comportamiento bajo cambios de base lleva a la siguiente definicién, de uso corriente en Fisica:

TTS .

p
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Los tensores de orden 2 seran conjuntos de n? ntiimeros asociados a un punto p, que escribimos como
Tap, T o TP en el sistema de coordenadas {z%} (segiin sean covariantes, contravariantes o mixtos)
y Torp, T¢Y o T (f,, en el sistema de coordenadas {x“/}, de modo que las cantidades sin prima y las
cantidades con prima estan relacionadas, para cada indice, mediante el producto de una jacobiana o
una jacobiana inversa segun el indice sea contravariante o covariante respectivamente.

Los campos de tensores de orden 2 se definen de modo similar a como hemos definido los campos de
vectores contravariantes y covariantes; esto es: seran funciones sobre M tales que a cada punto p € M
le hacen corresponder un tensor del tipo requerido en ese punto. Las componentes pasan a ser entonces

funciones de las coordenadas en lugar de ntimeros reales, etc.

Nota. Normalmente se abusa del lenguaje y en lugar de decir 'campo tensorial’ se habla simplemente de
‘tensor’, y es el contexto el que dicta si estamos hablando de un tensor definido tan sélo en un punto o de
un campo tensorial definido en toda la variedad (o en una regién de ella). Nosotros también lo haremos
siempre y cuando ello no pueda dar lugar a confusién. Asimismo, y siempre que ello no conduzca a
confusién, precindiremos de toda indicacion relativa al punto p sobreentendiéndola; asi pondremos dx®

en lugar de dxj, etc.

Resumimos lo expuesto en la siguiente tabla:

’ Nombre habitual \ Matematicas \ Fisica \ Cambio coordenadas ‘
Vector contravariante U = u®0y u® ut = %I:, u”
Vector covariante 0 =0,dx" 0, 0, = 66;:/ 0,
Tensor covariante T = Tpdz® @ dx® Tub Ty = % g;:, Trs
Tensor contravariante | T = T%9, ® 0, T T = %"’;a: %ﬁi Trs
Tensor mixto T =Tbdx® ® O, T Tf,/ = g;:/ | %fcbrl | Ty

La generalizacién de las definiciones anteriores a tensores (o campos tensoriales) de orden (r,s) arbitrarios
resulta inmediata y no daremos aqui més detalles. Véase por ejemplo el apartado® de ”Notas de clase”
en http://www.uib.es/depart/dfs/GRG/index.html.

L Aunque los titulos estdn en cataldn, las notas estan escritas en espafiol.
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1.1.4. Variedades con métrica.

Una métrica (o tensor métrico) en una variedad M es un campo tensorial covariante, de orden 2
y simétrico, que en unas coordenadas cualesquiera z = {2} se escribe como gqp(x). Una variedad M
donde se tiene definida una métrica gq5(x) se llama variedad Riemanniana se nota como (M, g).

Para un punto cualquiera p € M consideramos T, M y entonces gq(p) (tensor métrico en p ) se obtiene
sin mds que substituir las coordenadas del punto p en el campo gqp()).

Nota 1.

Nota 2.

Nota 3.

El hecho que g.p(z) sea simétrica significa, recordemos, que gub(x) = gpa(z) para cualesquiera
indices a,b=1,--- ,n y en cualquier sistema de coordenadas. Recordemos ademas que se verifica
la propiedad de linealidad en cada argumento; i.e.:

gav(@) [f(@)ui(z) + h(z)ug (2)]v"(2) =
= f(2) gap(@)uf (2)0"(2) + h(z) gap(z)us (2)v"(2)

Dado que la métrica es un tensor de orden 2, se puede (y se acostubra a) representar mediante
una matriz. Si el determinante de dicha matriz es cero, entonces la métrica se denomina singu-
lar; si es distinto de cero entonces la métrica se denomina no singular. Nosotros trabajaremos
exclusivamente con métricas no singulares, en cuyo caso podremos construir la métrica inversa
o métrica contravariante, g*°(r), que es un campo tensorial contravariante de orden 2 tal que
sus componentes dispuestas en forma de matriz, forman la matriz inversa de la que representa
gap(T); esto es:

9" (@)gue(x) = 62, gan(2)g"(x) = 0.

La métrica contravariante es también simétrica por construccién.

Una métrica se dice que es definida positiva si, para todo punto p € M y todo vector u® € T, M
se tiene gupuu’ > 0y gupu®ub = 0 si y solo si u® = 0%. Si ello no es asi, entonces se dice que
la métrica es indefinida; en este caso existen vectores k% tales que g,pk*k? = 0 y sin embargo
k* # 0, dichos vectores se llaman vectores nulos o isétropos. Este es el caso de la teoria de la
Relatividad.

La métrica se utiliza en primer lugar para definir el producto escalar (o producto interno) entre vectores;
y también para definir la norma de un vector, asi se tiene:

Se llama norma del vector u® (campo vectorial u®(z)), y se representa ||| al escalar (la funcién):

fil = Vo (1= fasloe @)

Ejemplo 1. En el caso en que M = R?® y utilizando coordenadas cartesianas z® = {z,y,z}, la
métrica euclidea habitual es

g=dz@dz+dy @ dy + dz @ dz = Sapdz”® @ da®

2Naturalmente, la primera parte se puede formular también como Jab(z)u® (:E)ub (z) > 0 para todo campo vectorial
u®(x), pero la segunda parte no: puede darse que u*(p) = 0 en un punto p € M dado, pero u%(z) # 0 como campo
vectorial.
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asi, en un punto dado p tenemos:
g:T,R*xT,R* — R
(€,9) +— gu,v)=u-70

Sus componentes gq» en coordenadas cartesianas z® = {x,y, 2} son: ge» = dap (constantes, esto es:
’
valen lo mismo en todos los puntos). En coordenadas esféricas z* = {r, 0, ¢}, se tiene

g=dr ®dr+r’d0 ®do+ r?sin® 0d¢ Q do

es decir: g1y = 1, goror =72, gyy = r28in? 0 y gy = 0 para a’ £ V.
En forma matricial se tiene:

0 0
0

0 1
0 B Ga'v) = 0 TZ
1 0 0 r2sin?®0

1 0
Jab = 0 1
0 0

Ejemplo 2. Sea M = S? la esfera de radio a, su métrica en coordenadas esféricas = = {0,¢} y su

inversa son: )

w0 = g T@=" e

a®sin? 0 a%sin"?0

Ejemplo 3. Sea M = R* con coordenadas cartesianas = = {z,y, 2, ct}, consideremos la métrica
siguiente llamada Métrica de Minkowski:

1 0 0 O 1 0 0 O
01 0 0 . ab 01 0 O
Nab(z) = 00 1 ol inversa : n*(z) = 00 1 o0
0 0 0 -1 0 0 0 -1

El par (R4, 1) se llama espacio-tiempo de Minkowski y es la variedad en la que estd formulada
la relatividad especial. Los puntos de esta variedad se llaman sucesos, ¢ es la velocidad de la luz
en el vacio y t es el tiempo medido en un sistema de referencia fijado.

Es fécil ver que, en un punto cualquiera p, el vector k* = (0,0, 1,1) (en las coordenadas cartesianas
descritas mds arriba) es un vector nulo. Asimismo, para cualquier funcién de las coordenadas f(z)
se tiene que X* = (0,0, f(z), f(x)) es un campo nulo.

Gimnasia de indices.

Dada una métrica no singular gq, vimos que podfamos definir la métrica contravariante o inversa, g®°.
Estos dos objetos se utilizan para construir nuevos tensores a partir de otros tensores dados mediante
contracciones; el efecto es ‘bajar’ (métrica g,;) indices o ‘subirlos’ (métrica inversa g).

Asi por ejemplo, dado un vector contravariante X @, podemos contraerlo con la métrica; i.e.: gu, X, el
resultado es otro tensor (ya que se trata del producto de dos tensores), covariante en este caso y de orden
1 (tiene un solo indice libre), es decir, una 1-forma o vector covariante. Como este nuevo tensor proviene
del tensor X® y la métrica es un tensor ‘distinguido’ (en el sentido de que estd fijo), se acostumbra a
notar este nuevo tensor con la misma letra X y el indice alli donde corresponda; es decir se pone

X, = g X°.

De modo semejante, dado Y, (1-forma, vector covariante) se define el vector contravariante ¥Y* como:

Yo = gabYL
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En general, tendremos expresiones del tipo:

b b
Tabcd = gamebcda Ta cd=9 mTamcda Sab = gamgbnsmn; etc.
En las definicions anteriores se debe respetar el orden de los indices; es decir Tabcd = ¢" T ymed 1O €5
igual a Tbacd = ¢"Trnacd, €te.

La métrica en un punto y n-tuplas.

Es interesante darse cuenta de que, dada una métrica g.,(z), para un punto p € M cualquiera de
coordenadas x,, la métrica en ese punto gab(xp) se puede representar mediante una matriz constante
simétrica, digamos g, y entonces se tiene de resultados elementales de célculo tensorial que existe una
matriz real n X n, pongamos A, tal que

ATg,A = diag(+1,...,+1,0,...,0,—1,...,—1)

esto es, g, se puede llevar a la forma diagonal de modo que en la diagonal sélo hay —1,0,41. Si gqp es
no singular (que serd siempre nuestro caso), entonces no hay ceros en la diagonal. Si ademads es definida
positiva, sélo hay +1 y se dice que la métrica es Riemanniana, si la métrica es indefinida, hay tanto
valores +1 como —1. Un caso particular importante para nosotros es cuando hay un tunico valor —1 y
el resto son +1; i.e.: diag(+1,...,4+1,—1), se dice entonces que la métrica es de tipo Lorentz, y éste
es precisamente el caso de la Relatividad cuando la dimensién de la variedad es n = 4, en cuyo caso
(M, g) se denomina espaciotiempo; esto es: un espaciotiempo es una variedad 4-dimensional dotada
de una métrica que en cada punto se puede reducir a la de Minkowski.

La signatura de la métrica es el niimero de +1 menos el nimero de —1 en su expresiéon diagonal; asi en
el caso de la Relatividad la signatura es +2.

Otro aspecto importante a tener en cuenta es que, para toda métrica g.p(2z) en una variedad de di-
mension n, siempre es posible encontrar n campos vectoriales covariantes linealmente independientes
wi(z),...,wn(x) (n-tupla de vectores covariantes?) tales que

Jab = €1W1aW1b + - - . + €EpWnaWnb, €q = +1

la métrica inversa entonces es, definiendo w§ = g®®wyy, etc.
ab __ a, b a, b =41
g = €wiwy + ... FEw,w,, €=

y entonces {1, ...,d,} es una n-tupla de vectores contravariantes®.

Es relativamente simple ver que esto siempre es asi, puesto que una métrica en dimensién n tiene
n(n 4+ 1)/2 componentes independientes (recordemos que la métrica es simétrica); mientras que
n campos independientes tienen en total n? componentes diferentes, se trat pues de resolver un
sistema de n(n + 1)/2 ecuaciones independientes con n? incégnitas, y el problema tiene siempre
solucién (y ademds no unica; i.e.: hay mds incégnitas que ecuaciones) para n > 2.

En el caso de la Relatividad, a dichos conjuntos de campos covariantes se les llama tetradas, y se
suelen escribir como {Z4, Ya, Za, Ua } ¥ entonces

Gab = TaTh + Yalb + Za2h — UaUp, 9" = 22’ + yy® + 220 — uu®

en cuyo caso se llama tetrada ortonormal ya que® 2,2% = yoy® = 2,2% = +1, uau® = —1 y el resto

3recordemos w1 (z) = w1dz?, etc.

4Sjendo @ = w§0q.
5Recordemos que zq,z% = ggapx®al, etc.
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de productos cero: z%y, = ... = 0, donde no hay que confundir las componentes z% del vector & = x%0,
con las coordenadas x“.

También se utilizan tetradas nulas, {z,, Y4, la, e} con %1, = n%n, = 0y (°n, = %1 (el signo se
escoge, se utilizan ambas convenciones pero hay que fijarlo de entrada), y entonces la métrica se escribe:

Gab = TaTt + YaUp £ (lanp + nglp).

El elemento de linea.

Para una variedad con métrica (M, g) se utiliza la expresién elemento de linea para designar la
norma al cuadrado de un campo vectorial cuyas componentes son infinitésimos de las coordenadas, a
saber: d_:e(x) = 02%0,. Es costumbre escribir la expresién anterior como d_:s(x) = dz*9,, pero no hay que
confundir estos dz® con los vectores covariantes que forman la base B* = {dz5} de T),M*; aqui se trata
simplemente de diferenciales en el sentido de incrementos infinitesimales. De acuerdo con esto se tiene:

ds® = gapda®da?®. (1.8)

donde no ponemos la dependencia en las coordenadas para la métrica ni para ds segun es costumbre.
Notemos que ds? deberfa ser, en realidad (ds)?2, o atin ||ds||2, ya que ds® = 2sds, sin embargo se escribe
siempre como ds?. Es frecuente abusar del lenguaje y referirnos a la expresién anterior como a ‘la
métrica de la variedad’.

Claramente, esto da una cierta idea de distancia entre puntos infinitamente préximos entre si (e.g.: un
punto p de coordenadas z;, y otro punto g de coordenadas xz}, + dz®. Esta idea de distancia coincide con
la habitual en R? y en las superficies contenidas en él.

A partir de aqui se pueden obtener las geodésicas de la variedad; esto es: las curvas de longitud extrema
que conectan dos puntos entre si en M. Esto se hace mediante un problema variacional con los extremos
fijos, a saber: dados los puntos p,q € M, consideramos todas las curvas v(t) que unen dichos puntos
entre si. Cada una de estas curvas tendrd una expresion paramétrica z® = z%(t) y el vector tangente a

ella en cada punto sera:
dx

a
U= —— 0, =u%0,

dt
la longitud de la curva entre p y ¢ sera entonces

q q q
Spy = / ds = / v/ |gapdz@dx®| = / v/ |gaputub|dt
e P P P

imponiendo §5 = 0 se obtiene que la curva que verifica la condicién de longitud extrema es la que
satisface la ecuacion diferencial:

Az “ dz? dz° dx®

o T = A

dt dt dt dt

donde 1
g = 5g“m [gmb,c + Gme,p — gbC,m}

son los llamados simbolos de Christoffel.

Es trivial ver que siempre se puede reparametrizar la curva, pongamos t = ¢(s), de modo que el segundo

miembro es cero; i.e.:
d?z® dz? dz°
—+Iy.——=0
ds? beds ds
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Los pardmetros s que verifican esta propiedad® se llaman pardmetros afines y se dice entonces que
la curva estd parametrizada de manera afin. Tienen la propiedad que

o dx®

U= T Oy = u0, estal que ggputu’ = constante

S

y siempre se puede escoger de modo que esta constante sea +1, —1 o 0: si la métrica es definida
positiva, entonces es +1, si es una métrica de Lorentz puede tomar los tres valores y entonces hablamos
de geodésicas de tipo espacio, tiempo o luz respectivamente.

Para el caso en que M = R? se tiene ds® = da® + dy® + dz® en coordenadas cartesianas, ds®> =
dr? + r2d6? + r? sin? 0d¢?, en esféricas, etc.

En el caso de una esfera de radio a, cuya métrica viene dada en el Ejemplo 2:
ds®> = a®[d#® + sin® 0d¢?]

que no es sino el elemento de longitud sobre la esfera (al cuadrado) o también el diferencial de
angulo sélido al cuadrado dQ2.

Para el espacio-tiempo de Minkowski tenemos una expresién que aparece a menudo en electromag-
netismo: ds? = dz? + dy?® + dz® — c2dt®.

Un ejemplo interesante, sacado de la Relatividad General, es el elemento de linea de Friedmann-
Robertson-Walker (FRW):

R*(t)

2_
TS

[dr® +r” (d0? + sin® 0d¢*)]| — *dt? (1.9)
donde la constante k puede tomar los valores —1,0,+1 y la funcién R(t) es lo que se llama Radio
del Universo. Esta métrica describe el Universo actual a gran escala. De aqui se puede deducir
el “Big-bang”, la edad actual del universo, etc., etc. La variedad a la que corresponde depende del
valor de k: para k =0 es R x R® para k= —1 es R x H® (siendo H? el hiperbolide tridimensional),
y para k = +1 es R x S* (donde S* designa a la esfera tridimensional). El factor R del producto
cartesiano se refiere al tiempo, mientras que el otro factor (R®, H® o S%) se refiere a las secciones
espaciales; esto es: si fijamos el tiempo (‘congelamos’ la evolucién del Universo, como si hiciéramos
una foto) la geometria del espacio de tres dimensiones donde viven las galaxias, etc. serfa R, H? o
S3 respectivamente.

1.2. La aplicacién exponencial y las coordenadas normales.

Consideremos un punto p € M y el espacio tangente a la variedad en ese punto T, M (podemos vi-
sualizarlo como el conjunto de todas las flechas tangentes a M y con punto de aplicacién en p). La
Aplicacion Exponencial se define como:

x: T,M — M

v —  x(@

~—
1
L=}

donde ¢ es el punto sobre la geodésica vz(s) que pasa por p y tiene velocidad ¥ en p, y estd situado a
distancia paramétrica s = 1 de p. La imagen de un vector ¥ € T, M por la aplicaciéon exponencial x se
puede calcular siguiendo los pasos que se detallan a continuacion:

6No son tnicos pero casi: si s es afin, entonces cualquier otro pardmetro afin s’ es necesariamente s’ = as 4+ b con a, b
constantes.
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1. Sea v € T, M, esto es: U = (vl, ...,v”) eR”

2. Resolver, en unas coordenadas cualesquiera y® definidas en un entorno de p, la ecuacién de las
geodésicas (que es una ecuacién de segundo orden) sujeta a las dos condiciones iniciales:

d2ya . Mdyc 0
ds? b¢'ds ds

dy®
dt

y* (s=0)=y*(p) ¥y (s=0)=02v"

Esta ecuacion tiene una solucién unica que depende de s y de las condiciones iniciales:
y* = f(s,y*(p),v®) (1.10)
3. El punto ¢ = x(?) es, de acuerdo con la definicién, tal que y*(q) = f%(s = 1,y%(p), v®).

A partir de lo anterior se definen las coordenadas normales z® para el punto ¢ como: z%(q) = v%;
esto es, el cambio de coordenadas entre coordenadas normales x y coordenadas originales y viene dado
por:

y* = f*(1,y%(p), =)

y de aqui podemos invertir y obtener * como funcién de las coordenadas y®. Notemos que z*(p) = 0
y también que x es un difeomorfismo de un cierto conjunto abierto de vectores alrededor de 0e T,M,
W en una regién abierta (adecuadamente pequenia) de puntos alrededor de p € M, U, que se llama
entorno normal (de p). Las coordenadas normales estén definidas en ese entorno.

Ademads, se puede demostrar muy facilmente que si ¥ € Wp, entonces t7 € Wy también para cualquier
valor de t € [0,1] (se dice entonces que Wy tiene forma de estrella: star-shaped); por lo tanto, todos
los puntos a lo largo de la geodésica que une p y ¢ estdn contenidos en el entorno normal U, y tienen
coordenadas normales z* = tv® para algin valor de ¢t entre 0 y 1 (0 < ¢t < 1). La propia expresién
paramétrica de la geodésica en coordenadas normales es entonces simplemente:

dx® 0 . 0

=7

dt Oz@ oxo

x(t) = tv®*, o® = constante, o=

esto es, el campo de velocidades de la geodésica es constante (vale lo mismo en todos sus puntos), y
asi podemos escribir por ejemplo:

Jap(r = tz?)v“vb = gav(zp = O)U“vb = constante.

Multiplicando por ¢? y recordando que % = tv® tenemos entonces: gap(2)x%x’ = g4p(0)x%2’ (= constantex
t?), de donde nos interesa quedarnos con

Gab (J:)xaxb = gab(O)x“xb

para todo punto de coordenadas z%, notando que g.;(0) = constantes.

Consideremos ahora la ecuacién de las geodésicas en coordenadas normales:

dt? be dt dt
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donde los simbolos de Christoffel estan expresados en las coordenadas normales x. Puesto que

d2a db
x:O x:vb

dt? ’ dt

obtenemos:

4 (x)vPv® =0
para todos los puntos de la geodésica. En particular, para el punto p cuyas coordenadas son x, = 0
obtenemos

be(0)0"v" =0
y esto debe ser asi para todas las geodésicas que salen de p, esto es: para todos los valores posibles de
v?, lo cual implica inmediatamente que, en coordenadas normales

¢ (0) =T¢.(p) =0, o equivalentemente gap.(p) = 0.

Para otro punto cualquiera (diferente de p) de coordenadas normales x, a partir de z* = tv?, obtenemos
inmediatamente:
t720¢ (2)2bz® = 0 esto es 4 (x)z’z¢ = 0.

De todo lo que hemos visto se sigue que en coordenadas normales definidas alrededor de p, la métrica
en un entorno de ese punto se puede escribir como:

1
9ab(#) = 9a0(0) + 5 Gabca(0)2°2 + O(?)

y recordando ahora que gq»(0) = diag(+1,...,—1) tenemos el resultado de que, en un entorno lo
suficientemente pequefio de p (i.e.: para puntos cuyas coordenadas z® verifiquen |gap,ca(0)z¢z? << 1
la métrica es aproximadamente constante (o plana), y esto es lo que advertimos, por ejemplo, sobre
la superficie de la Tierra, donde las geodésicas son circulos méximos y gab(0) = dap. Este hecho a
menudo se cita diciendo que la ”la Tierra es localmente plana”, pero esto ocurre en cualquier variedad
diferenciable. En Relatividad General esto esta directamente relacionado con la indistinguibilidad, en
un entorno espacio-temporal suficientemente pequenio de un suceso cualquiera, entre un sistema de
referencia en caida libre en un campo gravitatorio y un sistema inercial (Principio de Equivalencia).

Notemos que, en general, no todos los vectores de T, M estardn en W ya que, por ejemplo, puede
ocurrir que para algin vector @ € T, M la geodésica 7vz(s) no exista para s = 1 y entonces @ ¢ Wy;
sin embargo, y dado que las geodésicas siempre existen para un determinado rango de valores de su
pardmetro s € (—6,0) para algin 0 > 0 (teoremas de existencia y unicidad de las soluciones de las
ecuaciones diferenciales), se tiene que siempre existe algiin miltiplo de @, pongamos @' = at con
« = constant, tal que @' € Wy (es decir: Wy contiene todas las direcciones posibles en R"). También
puede ocurrir que ¢ = yy(1) = 7 (1) con ¥ # ¥, una funcién asi no seria un difeomorfismo (ya
que no es inyectiva). Los puntos en que esto ocurre se llaman puntos focales, es decir: puntos en
los que las geodésicas se cortan; para evitar esto y seguir teniendo un difeomorfismo, basta reducir
Up. Todo esto estd relacionado con los tépicos referentes a completitud geodésica y a la teoria de
singularidades, ambos de especial relevancia en Relatividad General.

Los entornos normales, y por ende las coordenads normales, existen alrededor de todos y cada uno
de los puntos de M. Recordemos ademds que en las coordenadas normales definidas a aprtir de p
se tiene I'j.(p) = 0 segiin hemos visto anteriormente.

Restringiendo todavia mas el entorno normal U, se obtiene lo que se llama un entorno normal
convexo V, C Up, que también existe en alrdedor de cada punto de la variedad y es tal que
dados dos puntos cualesquiera de él, siempre existe una geodésica que los une, y ésta es uUnica y
estd enteramente contenida en V,,. Para més informacién, véase M Crampin, FAE Pirani, Applicable
Differential Geometry”, London Mathematical Society Lecture Note Series 59 Cambridge University
Press (1986).
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1.3. La Relatividad General como teoria geométrica.

Como es bien sabido, la Relatividad General es una teoria fisica que describe la interaccién gravitatoria.
Los principios fisicos en los que se base y sus consecuencias ”fisicas”son realmente muy interesantes y
complejos. Resulta sin embargo relativamente fécil de describir matemdaticamente (geométricamente)
en una primera aproximacion.

Béasicamente y a nivel muy rudimentario, la situaciéon puede describirse como sigue: todos los puntos
de una determinada regién del espacio donde existe un campo gravitatorio, y sus historias a lo largo
del tiempo, tiene estructura de variedad diferenciable de dimensién 4 (3 dimensiones de espacio y 1 de
tiempo) sobre la que hay definida una métrica g tal que, en cada punto, la matriz que la representa se
puede reducir, mediante un cambio de base, a la forma de Minkowski; esto es: g(p) = diag(1,1,1,—1).
Dicha variedad se llama espaciotiempo y sus puntos sucesos. Las particulas que se mueven sometidas
tan sélo a la influencia del campo gravitatorio se mueven a lo largo de geodésicas causales (i.e.: tipo
tiempo si son particulas con masa diferente de cero y tipo nulo o luz si son particulas de masa nula),
esto es: en unas coordenadas arbitrarias z® y siendo s la longitud a lo largo de la curva en el caso de
las particulas con masa

d?z® dx® dz°
re = L g, = —1,0 1.11
ds? + e ds ds ’ v u ( )

donde % = u®d, es el campo de velocidades a lo largo de la curva.

La expresién anterior se escribe a menudo como

donde V; designa el operador derivada covariante a lo largo de la curva coordenada z’. La
derivada covariante tiene la propiedad de que

chab = Gabjc = 0

y esta definida, para un tensor cualquiera, por ejemplo T, de la siguiente forma:

ab ab ab nb ra an b ab n ab n
va cd = T cdim — T cd,m + T cdrnm + T chnm =T ndrcm =T cnrdm

donde la coma denota, como es habitual, derivada parcial. Para las funciones coincide con la derivada
parcial; i.e.: Vof = fie = Ocf = f,c. Por lo demas, es un operador derivacion; esto es: es lineal y
verifica la regla de Leibniz para la derivacién de un producto.

La interpretacién cldsica es que el campo gravitatorio (consecuencia de la existencia de materia-energia
en alguna regién del espaciotiempo) curva dicho espaciotiempo alejéndolo del de Minkowski que se
llama plano. La medida de dicha curvatura la da el tensor de Riemann (o de curvatura), R%_,,
que se calcula a partir de las primeras y segundas derivadas de la métrica (véase cualquier texto de
Relatividad General), si resulta que R%_; = 0 en una regién abierta del espaciotiempo, entonces existen
coordenadas en las cuales la métrica g se escribe como la métrica de Minkowski (espaciotiempo plano).
El tensor de Riemann se puede descomponer como

1 R
Rabcd = Cabcd + 5 (gacRbd - gbcRad + gbdRac - gadec) - E (gacgbd - gadgbc) (112)
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siendo C9_, el llamado tensor de Weyl, R,y = ¢"" Rians €l tensor de Ricci y R = ¢"" Ry, el
escalar de Ricci. La relacién entre el contenido material del espaciotiempo, representado por su tensor
impulso-energia T,; y la curvatura viene dada a través del tensor de Ricci mediante las ecuaciones
de Einstein

R 81G
Raop — = gab = CTTab (1.13)

donde el primer miembro R.; — % gab = Gap constituye el llamado tensor de Einstein que verifica
V.G =G, = 07, vy G y c representan respectivamente la constante de la gravitacién universal y la
velocidad de la luz en el vacio. Nosotros utilizaremos en lo que sigue unidades geometrizadas en las que
87G/c* = 1.

Ni que decir tiene que todo lo referente a las coordenadas normales y que se discute en la seccién
anterior, encuentra también aqui su aplicacién, en particular cabe notar que en coordenadas normales
alrededor de p la métrica se escribira:

1
Gab(T) = Nap + Egab,cd(p)x“a:d + O(x?)

Y Gab,ca(p) depende linealmente de las componentes del tensor de curvatura en el punto p: Raped(p), ¥
se puede ver muy facilmente a partir de la expresion del tensor de Riemann, que

1
Raped(p) = 5 (Jad,be + Goe,ad — Gac,pd — Gbd,ac), -

Una solucién de las ecuaciones de Einstein es cualquier métrica g que verifica dichas ecuaciones
para un cierto contenido material (i.e.: un cierto Typ), que en particular puede ser el vacio T,, = 0, lo
cual a su vez implica R, = R = 0. Obviamente, si g = n (métrica de Minkowski) se tiene R,, = R = 0,
pero como es bien conocido el reciproco no es cierto, i.e.: existen soluciones del vacio que no son planas,
como por ejemplo la solucién de Schwarzschild.

En general, encontrar soluciones exactas a las ecuaciones de Einstein es dificil, por lo que se hacen
determinadas suposiciones simplificadoras. Histéricamente, el tipo de hipdtesis simplificadoras que mas
se han empleado han sido sobre la simetria; esto es: se ha supuesto que la métrica (u otros tensores
relevantes) tienen determinadas simetrias en el sentido explicado en el capitulo anterior. Asi por ejemplo,
de suponer que la métrica es esféricamente simétrica, se sigue muy rapidamente que existen coordenadas
{t,r,0,$} en las que ésta se puede escribir como

ds* = —A%(t,r)dt* + B*(t,r)dr® + Y?(t,r) (d6® + sin® 0d¢?) (1.14)

y ain maés: las coordenadas t,r se pueden definir de modo que A = BoqueY =rB,oain Y = r si
Y Y, > 0.

"Por lo tanto,V.T%¢ = 0 también.
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1.4. Transformaciones generadas por un campo vectorial.

Dado un campo vectorial contravariante, X, y considerada la congruencia de sus curvas integrales, es
posible definir la siguiente transformacién

oM — M
p = w(p)=¢q

donde ¢ es el punto que se halla sobre la misma curva integral de X que p, pero a una distancia
paramétrica ¢ de éste, es decir, si x%(¢) es la 6rbita (curva integral) de X que pasa por p de modo que
x§ = x%(to), entonces x§ = i (x(to)) = 2%(to + ).

Desarrollando en serie de Taylor alrededor de ¢ = t( se tiene

a a a dx® 1 d?xa' )
zg = @ (x(to)) = *(to) + { o L_to (t—to) + 5 [ |, (t—to) 4+ - =
a a 1 d dea i 2 .
ap + X(p) (t —to) + 5 [dt<dt )_t_to (t—to) +--=
1 [da™ 9Xx°] )
ptXP) (t—to) + o | — t—t -
ap + X (p) (t —t0) + 5 [ 7 amm_t:to( 0)” +

oxX®

ox™

B+ X))+ X0 [ G0

Formalmente, y teniendo en cuenta que X=X ™0, se puede escribir como
vy = 9t (a(to)) = (7% ) g0 (1.15)

donde la exponencial en la expresion anterior debe entenderse como la serie de Taylor:

[(eu—tu))?) ma} L= {[1 +(t—to)X + %(t )2 XK 4 } xa}p _

{x“ + (= to) X™ (™) + %(t — 10)2X D, (X™ (Dpa®)) + - - - } —

1
{xa+ (t—to)X* + (t—to)QXCXj;Jr---} (1.16)
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y sélo tiene sentido para aquellos valores de ¢ para los que la 6rbita existe (véanse los ejemplos anteriores).

En lo que sigue y siempre que ello no induzca a confusion se pondrd o = 0, esto es xj = x%(0).

Las transformaciones {(,} verifican las siguientes propiedades®

L i 0w (p) = @i (9 (p)) = r4v(p) para un punto p cualquiera.

2. pi=o(p) = p para todo punto p. La transformacién g se llama Transformacién Identidad.

8siempre y cuando los dos miembros de las ecuaciones que siguen tengan sentido.
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3. Dada una transformacién ¢;, su inversa ¢; * existe y es ¢; 1 = p_y, esto es: ¢_;00,(p) = pi—o(p) =
p para todo punto p € M.

4. Se verifica la propiedad asociativa (puesto que la composicién de funciones la verifica), esto es:
(¢t 0 @1r) 0 Py = 1 0 (Prr © Pyrr).

Lo anterior se puede resumir diciendo:

Proposicién 1 El conjunto de todas las transformaciones {p:} inducidas por un campo X tiene es-
tructura de grupo con la operacion composicion y se llama Grupo Uniparamétrico de Transfor-
maciones (inducidas por X ).

1.5. Transformaciones inducidas sobre vectores y tensores.

Las funciones

pr: M — M
p = p=wp)

transforman un punto p en otro punto p, moviendo p una distancia paramétrica t a lo largo de la curva
integral del campo X que pasa por ese punto, el punto obtenido es p.

En general, toda funcion ¢ : M — M se llama transformacién dado que transforma unos puntos en
otros; las funciones y; para todo ¢ son un caso particular de transformaciones.

Una transformacién ¢ cualquiera actua, pues, de modo natural sobre los puntos de la variedad. Se pueden
definir transformaciones inducidas sobre todos los objetos que ‘habitan’ la variedad M: funciones reales,
vectores, tensores arbitrarios, etc. La forma en que se definen estas transformaciones inducidas es, como
veremos, la mas natural y simple posible.

Ejemplo 1: Sea M = R? y supongamos coordenadas cartesianas {z,y}. Consideremos, por ejemplo,
la funcién

p: R - R?
(z,y) = ¢(@,y) = Bz +2y,—2° +¢°)
entonces se tiene ! (z,y) = 3+ 2y y ©*(z,y) = —z? +y>. Si p es tal que (zp,yp) = (1,1) entonces
q= ‘p(p) serd (xqayq) = (57 0)
Transformaciones inducidas.

(1) Funciones. Dada una funcién real f : M — R, se define el pull-back de la funcién f por ¢
como

o f=foep.

(2) Vectores contravariantes y Diferencial o Push-Forward. Sea como antes ¢ : M — M y
p,q € M dos puntos tales que ¢ = ¢(p). Consideremos ahora la siguiente funcién definida entre T, M y
TyM =T, )M, llamada diferencial de ¢ o push-forward por ¢.
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o TyM — T M
Y, — (ga*Yp) = Yg;(p) = Y(;

definida de modo que, para toda funcién real f : M — R, la derivada direccional de f en ¢ = ¢(p) en la
direccién de Y, tenga el mismo valor numérico que la derivada direccional de f o en p en la direccién

de 37', esto es:
[?'(f)] {?(f ow)} , paratoda f (1.17)
»(p) P

es decir : nimero = numero

Utilizando la regla de la cadena:

yra {fif} _ym {3@“(3:)] [W]
Oz »(p) Oz P Oz* »(p)

y entonces:

(1.18)

vl =Y | 25

ox™

que a menudo se escribe también como

ozx?
Y/a — Ym q
(9) (p) dam

aunque ello puede inducir a error, ya que no tiene porqué haber ningiin cambio de coordenadas (i.e.:
puede ser que utilicemos el mismo sistema de coordenadas para los puntos p y ¢), siné tan sélo una
transformacién de puntos.

Nota 1. ¢, es una funcién lineal que viene representada, en las bases {9,|p} ¥ {0alq} pPor la matriz

0r = [(pe)3], con (@)% = [ag‘;(bx)} , yentonces Y'(q) = (¢.)3Y°(p).

Nota 2. Una forma facil de recordarlo es pensar en ¢ como si fuera un cambio de coordenadas; esto es:
pasar de coordenadas x® a coordenadas ¢®, el vector Y es entornces el vector Y en las nuevas
coordenadas, pero cuidado: Y’ es un vector definido en ¢, no en p. La matriz de @, es entonces la
Jacobiana del cambio de coordenadas.

Ejemplo 2. Para la funcién ¢ definida en el Ejemplo 1, esto es p(z,y) = (3z + 2y, 22+ y
los puntos p: (xP7yP) = (17 1) yq= @(p) : (xquq) = (570)7 siY = (261 + gay)P se tendra

Y (q) =Y'(p) [WLH/Q(M [WL =2-3+3-2=12

Vi@ =v'e) [0 vy [2HE0] —a a2

e, Y] =(120.+29,),.
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1.5.1. Vectores Covariantes y Pull-back.

Con la misma notacién de antes, consideremos ahora T, M* y T,y M* = T, M* y la funcién siguiente,
llamada pull-back,

ot TyopyM*  — T,M* /
0, = (p"0,) =0,

definida de modo que el valor numérico de ), = (¢*8,) € T, M* cuando actiia sobre un vector cualquiera

?p € T, M sea igual al valor numérico de 8, cuando actia sobre el vector }711’ = (ga*?p) € T,M, esto es:

{9; (17;)} = 0, (Y‘q') =0, (4,0*}7;) para cualquier 37;7 (1.19)
es decir : nimero = numero

De modo parecido al caso anterior tenemos

b X
01 (p)da (Y°0.), = () (Y”@) 2] c%lq> 7

0. (p)Y*(p) = Om(0)Y" (p) {%Ef)} ; esto es
0, (p) = Om(q) [6“‘;?)} : (1.20)

Nota 1. Como antes, ¢* es una funcién lineal cuya matriz es, en las bases {dz®|,} v {dz®|,}:

“_ [&pa(fc)

¢ =l eon ()= | 2550 L yetonces 6400) = (¢ 00

esto es: ¢* = (¢4)! donde la t indica transposicién.

Nota 2. Idéntico comentario al caso anterior: se puede pensar como un cambio de coordenadas y 6 es 6
expresado en las nuevas coordenadas ¢®, aunque hay que tener en cuenta que 6’ y 6 estan definidas
en puntos diferentes.

1.5.2. Tensores arbitrarios y Pull-Back.
Las definiciones anteriores se pueden generalizar a tensores cualesquiera de modo inmediato; y la apli-
cacion se llama genéricamente pull-back. Veamos algunos casos.

Tensores contravariantes de orden 2. Supongamos que 7}, es un tensor contravariante de orden 2 en el

punto p, es decir:
T, = Tabaa|p ® 8b|p

se define entonces el tensor T, = ¢*(T},) como

@ (Tabaa|p ® Oblp) = Tab(@*aa)q ® (940b)q
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Como resulta inmediato comprobar? se tiene

T, = o*(T,) = T*(p) {a@cL [&pd

o axb} Ocla © Dal,
p

esto es

. ] [9¢?
! — * = red red = o
Ty = ¢"(Tp) = TUq)0clq @ Oalq, siendo  T"*%(q) = T*(p) {axah{axbh

0 equivalentemente

T4(g) = T(p) ()", (9)%,  siendo (w)';:[ (1.21)

Op°
Ox® »

Tensores covariantes de orden 2. Procediendo de modo analogo, para un tensor covariante de orden 2,
definido en el punto ¢, T, = Typdzy ® de, se define

T) = o*(T,) = Tu(¢"da®), ® (p"da®), = Tladat, ® da)

esto es,

. op* O¢b
— % c d
T = ¢ (03) = Tioyiag @, sindo ) = Tulo) 555 [557)

es decir
La(0) = Tan(@) (9) 2 (¢%)y  donde (") = ()" (1.22)

—

La definicién hecha al principio es equivalente a T} ( p,fp) = Tq(cp*()?p),gp*(?p)) para dos vectores

cualesquiera X, Y.

Tensores mixtos (1,1). Para un tensor mixto de tipo (1,1) definido en p, T, = T(p)a|, ® dz’|, resulta

* C . C a a ¢ 6 71 b
T! = o"(Ty) = T(@)clg ® da¥la, siendo TiF(q) = To(p) | 22| |2
O P Oz »(p)

La expresién anterior resulta poco adecuada para el calculo puesto que contiene la matriz de las derivadas
de ¢~ ! en el punto ¢ = (p), mientras que las otras cantidades estdn evaluadas en p. Utilizando el
teorema de la funcién inversa se puede reescribir de un modo mas conveniente; asi, si ponemos

—1)b
[a(gxd) Lﬂ(p) - [(w_l*)ﬂw(p)

el teorema de la funcién inversa implica

= |, "] " siendo [(9)], = [Z*;ZL

9Péngase por ejemplo da|p = Yy, se tendra ¢« (Y,) = Y'¢8,|,, donde Y'¢ = [8p°/dx™],Y ™ (p), pero Y™ (p) = 6™ de
donde ¢« (0a) = [0¢p°/0z%]p.



24 CAPITULO 1. TOPICOS AVANZADOS

con lo cual la expresién anterior queda

b

Ti() = T0) ()" (6971, (1.23)

donde todas cantidades que aparecen en el segundo miembro estan calculadas en el punto p.

1.6. La derivada de Lie formal e informalmente.

En lo que sigue, X=X %(x)d, designard un campo vectorial definido en M y que representaremos
por X o X segun convenga, es respecto a este campo que definiremos la derivada de Lie de un campo
tensorial cualquiera. Asimismo, y siguiendo la notacién y definiciones establecidas en la seccién anterior,
{¢+} designardn las transformaciones inducidas por el campo X. Se tiene entonces

Definicién. Sea un campo tensorial de tipo (p, q) cualquiera T'(z) = T2 (2)0,® - -®@da®®- - - definido
sobre M, su Derivada de Lie respecto a X esel campo tensorial

LT (z) = 61331()% [T'(2) — T(z)] (1.24)

donde T"(z) = (¢* 5(T)) (z) y se ha explicitado la dependencia en las coordenadas « de los campos T
y T para indicar que estan evaluados en el mismo punto.

De la definiciéon anterior es claro que el resultado de tomar la derivada de Lie de un tensor es otro
tensor del mismo tipo, puesto que se trata de la resta de dos tensores multiplicada por el escalar (6¢)~1.
Asimismo y teniendo en cuenta las definiciones de ¢}, (1) para los diferentes tipos de tensores (basta con
considerar transformaciones infinitesimales), se tiene para un campo tensorial cualquiera T}’ definido
sobre M y en unas coordenadas arbitrarias x = {z°}:

LTy =Ty X" =T X, — -+ T X+ (1.25)
Propiedades de la derivada de Lie.

1. Linealidad: L¢ (e} + 0587 ) =a LTy +bLgSP .

2. Leibnitz: £ (T - S5) = (LTe) S5+ T (££550)

3. Preserva el tipo de tensor: la derivada de Lie de un tensor de tipo (p,q) es también un tensor de
tipo (p,q).

4. Conmuta con la contraccién: L ¢Tq, = 0y LT,

5. Para los campos escalares (i.e.: funciones o campos tensoriales de orden cero) se tiene: L¢f =
X™f .

Para los tipos de campos tensoriales que utilizamos mas a menudo resulta:
Campos de vectores.

Loy =Y X™ — X% Y™ = [)?,17]“ (1.26)

La ultima expresién, [)? , 17'], se denomina conmutador o paréntesis de Lie de los campos X y

—

Y, se verifica:
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« [X,Y] =]V, X].

= Identidad de Jacobi: Dados tres campos vectoriales cualesquiera, )2, 37'7 7 se tiene:
[X, [?Z]] + [Z [)??]] T [?, [Z )Z'H -0 (1.27)

Campos de 1-formas.
Lg0s=00,mX™ + X70m (1.28)

Tensores covariantes de orden 2.

LgTap = Tap,mX™ + Tro X g + Tam Xy (1.29)
Tensores contravariantes de orden 2.

LeT™ =T X™ —T™ X", —T*"X",, (1.30)
Tensores mixtos de tipo (1,1).

LTy =Ty W X™ = T X + Th X", (1.31)

Ejemplo. Veamos en detalle cémo se obtiene la expresién (1.26) para un campo vectorial )7(:5)
Sea un campo de vectores Y (z) = Y%(z)d,. Dado que tendremos que trabajar con transformaciones
inversas (i.e.: ¢—_s¢), pondremos = = ¢_s:(@se(x)). A efectos de simplificar la notacién escribiremos
o_stx(Y)=Y".

Paso 1 Dado Y (), calculemos Y'(z) = Y’ (¢_s¢(ps¢(x)), tendremos:

02 54 ]
ox™

Y'(@) = Y" (p-50(5t(x)) Bale = Y™ (p5:()) [ Bale =

dosi(x)
Oz — 5tX)]

ozr™ %ale =

Y™ (2 4 6tX°(x)) {

dpse(z)
Y™ (z) + 6t o X(z)) |6 — Ot 0x
81‘0 T _8xm pst(z)

)
9™ [ ()

estd evaluado en el punto @s:(z)), para expresarlo en = desarrollamos en serie de Taylor
alrededor de z, de modo que se obtiene (despreciando términos O(6t?)):

El término

= X (poe(2)) = X (2" + 61X ()

X (a4 5tX Y (x) = X% (@) + 5t X e (@) X ()
substituyéndolo en las expresiones anteriores y realizando las operaciones indicadas se tiene:

—

V() = {Yx) + 6t [Y 5. X" = XY™+ O(6t°)} Oale
Paso 2 Efectuemos la resta Y’ (z) — Y (z), se tiene:
V'(z) = Y(2) = {6t [Y 5, X" — X%, Y]+ O(5t*)} Oalx
Paso 3 Dividiendo por 6t y tomando el limite cuando tiende a cero se tiene, en un punto cualquiera

X
LY = (Y0,X™ — X% Y™) 0,
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1.6.1. La derivada de Lie en coordenadas adaptadas.

Veamos a continuaciéon una introduccién informal para la derivada de Lie con respecto a un campo X.
Lo presentaremos para el caso de la derivada de Lie de un campo de vectores Y, pero el procedimiento
es inmediatamente generalizable a un tensor de tipo arbitrario.

Notemos que si X = Oc, esto es: X = 02 (i.e. X esel campo tangente a la curva coordenada z¢ que
pasa por cada punto), la expresién (1.25) se reduce simplemente a:

LTy m =Ty (1.32)
esto es: la derivada de Lie coincide con la parcial.

Se puede demostrar el siguiente resultado:

Proposicion 2 Sea X un campo vectorial tal que, en un punto p € M dado, )Z(p) # 0. Entoces existe
un sistema de coordenadas ¥’ = {xll, e ,J:"/} en un entorno de p tal que X = 0. Se dice entonces
que las coordenadas z' estdn adaptadas al campo X.

Demostracion: Lo anterior se verificara si y sélo si X*0, = J1/, esto es, si y sélo si el sistema

oz
Ox¢
tiene solucion. Pero esto estda garantizado en un entorno de cualquier punto p por los teoremas de
existencia de soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales, siempre y cuando X¢(p) # 0 para

alguna ¢ = 1,--- ,n. Notemos que en el sistema anterior X¢(z) son datos y las incégnitas son las
. ’ /
funciones x¢ = x% (x!,.--  a"). O

! / /
¢ =67, a=1,---n

A partir del resultado anterior se tiene para los campos X y Y:

ox° Y 0x°
Ya — Ym YC —
oxl"’ ozxm~ oz

XY =48y, X°= v (1.33)

En las coordenadas z’ se tendrd, de acuerdo con la ecuacién (1.32),

LV =YDy
Pongamos ch,/ = T para mayor comodidad y calculemos T¢, esto es, £ )317 en las coordenadas z
originales:
ox® ;o 0z° / oz [ oy™ ox® dx™
Te= ST = S (V) = ~) == |x<o vtl| =
dx™ dz™ ! ox™ ( Ox! ) dz™ ¢ ( b
x| 92a™

vh Xxe© Xey® 1.34
ettt dx™ [Bxcaxb (1.34)

para calcular el segundo sumando en la expresion anterior, consideremos:

o | oz 9z™
oxb

Azt | Ox™ dze ] = X%
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desarrollando la derivada indicada en el primer miembro e igualando con el segundo se tiene
a 2..m’ a m’
83,‘, 0z Xc:_i 83:/ Oz e
Ax™ | dxcOxb dxb \ 9zm Ox¢

pero de (1.33) se tiene que

ox™ / ox®
— | X =67 — =X
( > 1 y ozl

y entonces

oz | O%a™ | . 0X°
dx™’ | Qxcoxb ~ Oab

substituyendo finalmente en (1.34) se obtiene

LgY = (YOX™— X% Y™)0,.

1.6.2. La derivada de Lie y el pull-back de un tensor cualquiera.

La definicién de derivada de Lie dada por la ecuacién (1.24), da lugar a una expresién formal para el
pull-back de un tensor cualquiera de modo muy simple. De la expresién

LT (x) = 61t1’210$ [T'(x) — T(z)]

se tiene que para 6t — 0,
T'(z) =T(x) + 0)LgT(2) = (14 (0)L ) T(x),  T'(z) = (¢Zs(T)) ().

Dada una transformacién finita correspondiente a un parametro ¢, @;, ésta se puede imaginar como la
composicién de infinitas transformaciones infinitesimales como la anterior, poniendo §t = ¢/N cuando
N — 00 se tiene entonces

N
/ _ ¢ 2 . = otfx
T'(z) = A}Enoo (1 + Nﬁx) T(z) =e"“xT(z)

esto es
(¢2(T)) (x) = "X T(x)

o equivalentemente, cambiando ¢ por —t:
(i (1)) (x) = e "2 T(x) (1.35)

donde exp(—tL¢) debe entenderse como la serie de Taylor que define la funcién exponencial para el
argumento indicado (esto es, el operador —tL¢). La expresion anterior resulta 1til para determinadas
aplicaciones.
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1.7. Simetria de un tensor.

Basandonos en la idea de derivada de Lie como generalizaciéon de la idea de derivada direccional, y
en particular en la expresion de ésta en términos de coordenadas adaptadas al vector X , generador
infinitesimal de las transformaciones {,}, resulta intuitivo dar la siguiente definicién de invariancia o
simetria de un tensor 7"

Se dice que el campo tensorial T es invariante bajo el grupo G, o que G es el grupo de simetria

o de invariancia de T, si y sélo si

LT =0 < ¢;T=T paratodot (1.36)

donde X designa al generador infinitesimal de G.

Fijémonos que la definicién anterior, en coordenadas adaptadas a X, es simplemente

o1y . > 0
Dl =0, siendo X:@

lo cual se puede interpretar diciendo "7 no depende de la coordenada x'”, o bien ”es invariante bajo
traslaciones a lo largo de las curvas coordenadas z'”, etc.

1.8. Isometrias.

La isometrias son las simetrias de la métrica, esto es: transformaciones {¢;} tales que

Lsga =0 & (pig)(x) =g(x) paratodot. (1.37)

En componentes, la primera ecuacién se puede escribir como:
9ab,e X+ Gac X + g X =0
o equivalentemente, en la forma conocida como ecuacion de Killing, esto es:
Xap + Xp.a =0
una forma particularmente 1til de la cual es:
KXap = Fup, Fop = —Fpa (1.38)

donde Fy; es un tensor antisimétrico (o bivector) llamado bivector de Killing, y de la identidad de
Ricci se puede ver facilmente que

Fab;c = Rabchd~ (139)
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En cuanto a la segunda expresién en la definicién, de (1.22) se tiene, poniendo (p;g) = g’ para
mayor comodidad

dtate) = [ 525] [04] it

y entonces la condicién (¢;g)(x) = g(z); i.e.: ¢'(z) = g(x) es:

5] [52] setontan = gate) (1.40)

donde conviene recordar que habiamos introducido la notacién:

9pi ] wva
|:8xc:|z_((pt)c

esto es, ; es una aplicacién lineal y como tal viene representada por una matriz en las bases

coordenadas. Para los desarrollos que siguen en esta seccién, la expresién anterior resulta poco til,
sin embargo serd interesante en el andlisis de la simetria axial.

Si X y Y son dos KV, entonces aX +bY es un KV para constantes cualesquiera a, b:
L.z 1oy 9ab = AL ggap +bLygap =0 (1.41)
y también lo es [X , }7] ya que
Lz 719a = Lz (Lygas) — Ly(L ggap) =0 (1.42)

por lo tanto, el conjunto de todos los vectores de Killing sobre M tiene estructura de dlgebra de Lie y
se llama dlgebra de Killing /C(M).

Veamos a continuacion algunos resultados cldsicos e importantes:

Teorema 1 Sea M una variedad n-dimensional y KC(M)su dlgebra de Killing, se tiene entonces:

1. Para un KV X € K(M), X estd totalmente determinado sobre M especificando X*(p) y Fay(p)
en un punto cualquiera de M.

2. dimK(M) <n(n+1)/2, en el caso de la Relatividad General, dim (M) < 10, y en particular se
tiene que dicha dlgebra es finita.

3. Sidim K(M) = n(n+1)/2, entonces M es de curvatura constante, es decir: Rapea = k (GacGed — GadGbe)s
stendo k constante.

4. Si M tiene curvatura constante entonces localmente dim K(M) = n(n+1)/2.
5. Si X es un KV entonces

,C)-(‘gab = ,C)-(‘Rab = ﬁX*R = E)-('Gab = ,C)-(‘Tab = 0,
‘C)?Rabcd = EX‘C%Cd = O, LX‘ (vﬂl"'VanRgcd) = 0, n = 1,27
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Demostracion. No daremos la demostracion en detalle sino que sélo la indicaremos a grandes rasgos. El
primer resultado que se enuncia, viene de expandir en serie de potencias las componentes X, alrededor
de p, asf en unas coordenadas cualesquiera z* y poniendo xz%(p) = xy, se tendrd para un punto cualquiera

Xa(#) = Xap) + Xap)a® — a5) + o X (o — a) (2 — 25) + -+

pero Xop = Xap + ', Xe; e Xap = Fop + 15, Xe; es decir: X, 5(p) se puede expresar en términos
de X,(p) y de Fup(p), y lo mismo se tiene para las derivadas de orden superior que involucran Fp,. =
RapeaX?, Fapied(p) = Raved:e X + RapeaF2, ete. Fijémonos que Raped(p), Rabed:e(p), etc. son datos, es
decir: son conocidos. Asimismo, notemos también X(x) depende linealmente de X,(p) y Fup(p).

En cuanto al segundo resultado, deriva directamente del primero, puesto que equivale a decir, en un
punto p fijado y conocidos por tanto Rgpcd(P); Rabed:e(P), etc., cudntas condiciones inciales X, (p) y
Fo1(p) independientes podemos dar: n para X,(p), y n(n — 1)/2 para Fu,(p), lo que en total hace
n(n+1)/2. Como X*(x) depende linealmente de estas condiciones, se tiene que como méximo podremos
construir n(n 4+ 1)/2 campos de Killing linealmente independientes.

Los resultados siguientes son estdndar y pueden encontrarse en muchos libros'?, en particular el dltimo
se deduce derivando la ecuacién de Killing repetidamente (lo cual impone condiciones de integracién)
y utilizando las identidades de Bianchi y de Ricci, una manera rapida de verlo es en el caso en que
X (p) # 0, tomando un sistema de coordenadas adaptado a él se tiene X = 9, en una regién alrededor
de p, entonces £ ¢gab = gab,1 = 0, esto es: la métrica no depende de 2! y por lo tanto, tampoco podran
depender de esa coordenada ninguno de los tensores construidos a partir de la métrica: el de Riemann,
Ricci, etc., con lo que su derivada de Lie respecto a X seré cero. O

Corolario 2 Del resultado anterior se deduce que si un KV X es tal que se anula en un punto p, esto
es: X%(p) = 0 y en ese mismo punto se tiene que Xqp(p) = 0 entonces necesariamente X = 0 en toda
la variedad.

Otro resultado que se deduce directamente del teorema anterior es:

Proposicion 3 Si el rango del sistema lineal de ecuaciones algebraicas
‘C)ZRGi?Cd = 07 ‘C)? (Val"'vanade) =0

n(n+1)

en las incdgnitas X, y Xayp es g, entonces la dimension del dlgebra de Killing es r = 5

—q.
Otro resultado interesante y faicil de entender es que la aplicacién exponencial ”conmuta” con las
isometrias, méas concretamente:

©t O X = X O P« (1.43)
Gréficamente el significado de la expresién anterior es muy claro: dado ¥ € T, M, x(¥) = ¢ donde ¢ es el
punto a distancia paramétrica 1 que esta sobre la geodésica con origen en p y vector tangente U en ese
punto; ¢;(¢) = r otro punto (hasta aqui el primer miembro de la ecuacién); el segundo miembro dice
que dado el vector anterior U € T, M, se tiene ., (V) = @ € T,M, y entonces x(w), el punto a distancia
paramétrica 1 sobre la geodésica que sale de ¢ y tiene por tangente en ¢ al vector w, coincide con el
punto r.

10Véase H Stephani, General Relativity 2nd edition, Cambridge University Press 1990.
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1.8.1. Puntos fijos de las isometrias.

Para un grupo de transformaciones cualesquiera generadas por un campo X , digamos {¢;}, se dice que
el punto p € M es fijo si

wi(p) =p paratodo t.

A partir de 2%(p) = (exp ti)pxa (p) (véase la seccién 4 en este mismo capitulo) y poniendo ahora p = p
se tiene inmediatamente que X, = 0, esto es: los puntos fijos de una transformacién son aquéllos en que
X , el generador infinitesimal de dicha transformacién, se anula.

Recordemos que para las isometrias tenfamos siempre la relacién

Pt OX = X O Prx

y también la expresién general'! de la diferencial ¢y, aplicada a un vector
(#7) (0) = (759), Y (2)

aplicando la expresion anterior al caso en que las coordenadas = son las del punto fijo p y recordando
que X%(p) = 0 es ficil ver (expandiendo en serie de potencias) que

Ptsx = €tA, A= [Xa7b(p)}
donde A es una matriz cuyos elementos son simplemente
b= Xa,b(p) = Xa;b(p)

y la segunda igualdad para la derivada covariante se sigue de que X, (p) = X, (p) + I't.(p) X°(p) y el
término que contiene los simbolos de Christoffel es cero porque X¢(p) = 0.

Ahora bien, para un punto p’ # p, p’ € U, entorno normal de p, se tiene que p’ = x(¥), para algin
v € T,M. Usando coordenadas normales z® (z%(p’) = v*) y aplicando la expresién (1.43) al vector

v € TpM tenemos:
2 (pr(p)) = ()", 0" = ("), 2° (") (1.44)

para puntos sobre la érbita de la isometria, de donde:

dx® d a
Xa(p') = -2 tA bt — AC b
(»") [dt L_O i [(6 ), 2" (p )L:o v (')
es decir:
X = A% b (1.45)

para un punto cualquiera de coordenadas x® en un entorno normal del punto fijo p, y entonces X es
una funcion lineal de las coordenadas normales en todo ese entorno.

1110 necesariamente para las isometrias sino para cualquier transformacién.
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Se dice entonces que los generadores infinitesimales de las isometrias son siempre linealizables, ya que

si p no es un punto fijo, entonces siempre podemos encontrar coordenadas tales que X = 0y, esto es
a __ a

X4 =65,

Notemos ademds que en el punto fijo, dado que X (p) = 0, tenemos, a partir del corolario de la seccién
anterior y de la ecuacién (1.39):

Xa(p) = Ov Fab(p) 7& Oa Fab;c(p) =0. (146)



Capitulo 2

Simetria Axial.

2.1. Intuicion, definicién y primeras propiedades.

La idea intuitiva de simetrfa axial es la de una isometria (de hecho un grupo uniparamétrico de isometrias
{¢+}) generada por un KV espacial, digamos X cuyas Orbitas son curvas cerradas. El eje de simetria es
entonces el conjunto de puntos que la isometria deja fijos, que como vimos son necesariamente aquéllos
en los que X se anula.

La aproximacién usual al problema consiste en adaptar una coordenada, digamos ¢, al KV que genera
el grupo de isometrias de modo que X = 04, lo cual tiene la ventaja de que tanto la métrica como todos
los objetos geométricos de la variedad construidos a partir de ella, son independientes de la coordenada

o.

Hablando estrictamente sin embargo, es facil darse cuenta que una carta coordenada que contenga ¢
definida de este modo, nunca puede contener puntos que estén sobre el eje de simetria (ya que en dichos
puntos X =0 y en cambio X = 0 no se anula nunca), y por lo tanto dichas coordenadas pueden no
ser las adecuadas para analizar lo que sucede, tanto fisica como geométricamente, en las vecindades del
eje. Ademas, esta eleccion de coordenadas puede resultar enganosa en otros sentidos: consideremos por
ejemplo el plano euclideo R?; su elemento de linea en las coordenadas cartesianas usuales es:

ds® = da? + dy2

y el vector de Killing que implementa la simetria axial es, en dichas coordenadas, X = YO — 20y, el
eje de simetrfa, (conjunto de puntos fijos de la isometria) viene dado como hemos dicho por la solucién
de X = 0, esto es; x = y = 0 i.e.: el eje consta de un solo punto, a saber: el origen de coordenadas o.
Se puede comprobar que X.(0) = Fup(0) # 0 tal y como debe ser de acuerdo con el corolario® visto al
final del tema anterior. Si consideramos ahora coordenadas polares (p, ¢) con ¢ adaptada a X se tiene:

ds* = dp? + p*d¢?, X =0y
y el punto fijo pasa a ser p = 0; notemos que )?(p = 0) # 0 (puesto que, en estas coordenadas X* = (0, 1)

y siempre es distinto de cero), sin embargo X, = (0, p?) sf se anula en p = 0, podriamos entonces pensar
que ’estamos a salvo’ en el sentido que el vector covariante X, asociado con la isometria si se anula

1Recordemos que si X%(0) = F,;(0) = 0 entonces X = 0 en toda la variedad.

33
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en el gje. Calculando ahora F,, = X, es inmediato ver que Fy(p = 0) = 0, de donde se seguiria,
aparentemente, que X = 0en todo el plano euclideo, cosa que, evidentemente, no es cierta. Ni que decir
tiene que esto es un simple problema de coordenadas puesto que el determinante Jacobiano del cambio
entre cartesianas y polares se anula precisamente en el punto o, lo cual quiere decir que las coordenadas
polares no son vélidas en ese punto (como por otra parte es claro de la expresién del elemento de linea en
p = 0, esto es: se trata de una singularidad coordenada). Esto ocurre en cualquier variedad de cualquier
dimension que sea axialmente simétrica y tal que se haya adaptado una coordenada al KV.

Los problemas anteriores sugieren la necesidad de una definicién precisa de simetria axial y un estudio
detallado de sus consecuencias, lo que a su vez implica apartarse inicialmente de las coordenadas polares,
para recuperarlas més tarde en el proceso de escribir la métrica. Este sera el objetivo del resto de esta
seccién.

Diremos que un espaciotiempo (M, g) es axialmente simétrico si y sélo si existe una realizacién
efectiva de la circunferencia S en M, que es una isometria y es tal que el conjunto de puntos fijos es
no vacio.

Si relajamos la tltima condicién (i.e.: no exigimos que el conjunto de puntos fijos sea distinto del con-
junto vacio), el espaciotiempo se llama ciclicamente simétrico. Existen ejemplos importantes de tales
espacios: el espaciotiempo de Misner, el campo exterior de una fuente cuando el eje estd enteramente
contenido en ésta, etc. o también se pueden construir identificando puntos en espaciotiempos que ad-
miten una isometria espacial. Carter? demostré que los espaciotiempos ciclicos que son asintéticamente
Minkowski en direcciones espaciales, tienen necesariamente puntos fijos bajo la isometria y por lo tanto,
son axialmente simétricos.

En lo que sigue, representaremos el grupo uniparamétrico de isometrias axiales como {p;, t € St} y
llamaremos a su generador infinitesimal X KV axial, mientras que su conjunto de ceros (puntos fijos
de las isometrias) serd representado como

WgE{pEM : )?(p)zO}

y nos referiremos a él como el eje de simetria.

2.1.1. Primeros resultados.

Recordemos que en unas coordenadas cualesquiera y en un punto cualquiera de M:
Xa;b + Xb;a =0, Xa;b =Fu @ Fop=—Fpq. (21)

Ademss, de lo visto en la ultima seccién del capitulo anterior, se tiene

Vp € Wa, Xa(p) =0, Fab(p) # 0, Fab;c(p) =0. (22)

Las ecuaciones anteriores, junto con el hecho de que el el KV axial tiene érbitas cerradas, tienen profun-
das implicaciones en la gemetria del espaciotiempo en la vecindad del eje como veremos inmediatamente.

Recordemos también de la dltima seccién del capitulo anterior que para p € Wa, y como ¢:(p) = p, se
tiene que @, : TyM — T, M que viene dada, en unas coordenadas cualesquiera, por

pre = €, A= [Xa,b(p)] = [Xa;b(p)} = F(p) (2.3)

2B Carter, Commun. Math. Phys. 17 233 (1970).
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La matriz A es por lo tanto igual al bivector F'%(p) evaluado en p; se tendrd entonces que para un
vector cualquiera de T,M, U = v°0.|p,

¢u(0) =@ € T,M  siendo  w® = [e!]® v° (2.4)

c
Asimismo, la aplicacién exponencial y las isometrias conmutan, es decir (véase el capitulo anterior):

Pt O X = X © P« (2-5)

El hecho que las érbitas del KV axial sean cerradas implica que debe existir algin valor de t = T (a
parte de t = 0) tal que ¢7(g) = ¢ para todo punto ¢ en un entorno normal de cualquier otro punto r
(no necesariamente del eje), y ello a su vez implica que

@T*'r - id‘TTM

para todo punto ¢ en un entorno normal, ya que ¢ = x(¥) para ¢ € T, M, entonces, aplicando la ecuacién
(2.5) a Uy poniendo t = T, se tiene en el primer miembro @7 o x(¥) = ¢ lo cual implica que @r1. (V) =7
ya que x es un difeomorfismo (y por lo tanto es biyectiva). Esto se verificard también en los puntos
p € Wa; i.e.: existe una isometria o7 con T # 0 tal que .|, = id|r, -

Teniendo todo esto en cuenta se puede demostrar:

Proposicién 4 Para todo punto p del eje de simetria, el bivector Fgy, es tal que Fup(p) = Tayp — YT
siendo {Zq,Ya,la, e} una tetrada nula en p € Wa.

Demostracion. De los desarrollos anteriores sabemos que para un punto p € Wa, @y, = et siendo A

la matriz cuyos elementos son A% = F%(p), ahora bien, es ficil demostrar que para todo tensor Fjgy
antisimétrico siempre existe una tetrada {zq,Ya,la, e} tal que se puede escribir de una de las cuatro
formas siguientes:

1. Fup = M@ayp — Yamp) + p(lany —ngly) con A, p constantes (estamos en un punto, si consideraramos
un campo de tensores serfan funciones y los elementos de la tetrada campos de vectores). En este
caso se dice que el bivector es no-simple.

2. Fap = p(lanp — nglp). Bivector simple y tipo tiempo.
3. Fup = a(lyxy — x4ly). Bivector simple nulo.

4. Fop = M@ayp — Yaxp)- Bivector simple tipo espacio.

Es muy facil ver que para los tres primeros tipos, no existe ningtin valor T" # 0 tal que .|, = id|1,
(recordemos que en términos de la tetrada anterior, la identidad, cuyos elementos de matriz son §% se
escribe 6% = z%xy, + Y yp + 1“1y, + n%ly), asi por ejemplo, para el caso del bivector nulo se tiene

a a a a 1 a
Oixlp = exp(tA) = [@ulp]”y = 0% + (1% — 2°) + §t2l I

y el tnico valor de t para el cual es la identidad es t = 0.

Para el ultimo caso tenemos:
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a a a 1 a c
[pralp)®y = 0% + tF(p) + S F (D) F(p) + ... =
= cos(At)(z%xp + y®yp) + sin(At) (z%yp — y®ap) + 1“0y +

Rescalando ¢ de modo que obtengamos la periodicidad estandar 27, podemos poner A = 1 y asi tenemos
que Fop(p) = ays — Yap, como queriamos demostrar. O

El resultado anterior nos servira en la seccién siguiente para establecer distintos sistemas de coordenadas
con un significado geométrico muy preciso, antes sin embargo hay otros resultados interesantes que son
también consecuencia directa de éste e independientes de cualquier sistema de coordenadas que usemos.

Consideremos T, M para un punto p € Wy como el considerado anteriormente y consideremos la base
(tetrada contravariante) de T, M formada por los vectores {Z,,[, 7} obtenidos a partir de la tetrada
{Ia, Yas las na}'

Es inmediato ver que T,M = P, & L, donde P, es el subespacio generado por {Z, 4} y L, el generado
por {l_; i}, dichos subespacios son ortogonales entre s{ y el hecho que x sea un difeomorfismo implica
que x(P,) = N, es una subvariedad regular de dimensién 2 y de tipo espacio que se transforma en ella
misma (es estable) bajo la accién de la isometria, segin se sigue de (2.5). Esto se puede visualizar como
que las érbitas del KV axial X estan ” empaquetadas” alrededor del eje formando las subvariedades N,
que cortan al eje perpendicularmente, y entonces X es tangente a ellas, con lo que hemos demostrado
que

Corolario 3 El KV azial X es de tipo espacio en un entorno del eje.

En cuanto a x(L,) también es una subvariedad regular bidimensional, de tipo tiempo y que esta ente-
ramente contenida en el eje Ws; sus puntos por tanto estan fijos por la accién de la isometria y se puede
demostrar ficilmente que es autoparalela (ver mas abajo), asi pues hemos demostrado:

Proposicion 5 El eje de simetria Wy es una superficie bidimensional, de tipo tiempo y autoparalela.

Autoparalela significa que dado un punto p € Ws, un vector tangente a Ws en p; i.e.: 0 € T,Wa, y
una curva C cualquiera que pase por p y esté contenida en Ws, entonces el transporte paralelo de
¥ a lo largo de C' produce siempre un vector tangente a la subvariedad.

En particular esto implica que todas las geodésicas que salen de todos los puntos de W y tales
que su vector velocidad en ese punto es tangente a Wa, estan contenidas en Ws; se dice entonces
que W7 es una subavariedad totalmente geodésica, y entre otras cosas esto implica que las dos
formas fundamentales (curvaturas extrinsecas) son cero (los observadores de M no ’ven’ curvatura
en W2), y que las geodésicas de W (considerada ella como variedad) son también geodésicas de M,
la variedad total.

Ademds, y como x. = id|,n, se tiene que L, = T,W; (i.e.: es el espacio tangente al eje) y que
P, = (T,W5)*, de lo cual se puede deducir inmediatamente:

Teorema 4 Sea p € Wy un punto cualquiera del eje de simetria y U € T,M wun vector cualquiera
tangente a la variedad en ese punto, entonces:

1. La condicicién necesaria y suficiente para que T € T,Ws (sea tangente al eje) es que @ (V) = 0,
o alternativamente [7, X]|, = 0.
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2. La condicicion necesaria y suficiente para que ¥ € (T,W2)t (sea perpendicular al eje) es que
o1« (V) = W, W,V linealmente independientes pero tales que @i (W) = a¥f + b. Alternativamen-
te 7, [0, X]|, son linealmente independientes pero [[7,X), X]|, depende linealmente de los dos
anteriores.

3. La condicicion necesaria y suficiente para que v ¢ T,Wa y @ ¢ (T,Wa)t es que ¥, pu.(¥) = 0 y
o1« (W) = U sean linealmente independientes pero tales que o« () = at+bwi+cd. Alternativamente

—

, X1, X, depende linealmente

7, [0, X, v [[7, X], X]|, son linealmente independientes pero [[[7, X]
de los tres anteriores.

Otros resultados inmediatos tienen que ver con los tipos de Segre y de Petrov de los tensores de Ricci
(0 energfa-impulso) y Weyl respectivamente, asi, expresando £ 3Caped = 0y LgRay = 0 para un punto
p del eje, como X?(p) = 0 se tiene simplemente Ry F', + RacF%, £ 0, y una expresién similar para el
tensor de Weyl, y entonces se tiene, inmediatamente:

Teorema 5 En un espaciotiempo azialmente simétrico y sobre los puntos del eje, el tensor de Weyl
solo puede ser de tipo D o de tipo O, mientras que el tipo de Segre es [(11),2], [(11)1,1], [(11),22]3, o
alguna degeneracion de éstos.

Finalmente se tiene también (aunque es més largo de demostrar, véase por ejemplo: M Mars and JMM
Senovilla, Class. Quantum Grav. 10 1633 (1993))

Teorema 6 Para puntos proximos al eje de simetria se tiene

(X9X,) " Vo (X*X,) VO (X X,) 25 1. (2.6)

que se conoce popularmente como elementary flatness condition. Notemos que no se trata de ninguna
condicion extra, sino que es una consecuencia directa de la geometria asumida.

2.2. Construyendo el espaciotiempo a partir del eje.

De los desrrollos de la expresién (1.45) al final del capitulo anterior se tiene que en coordenadas normales
2% definidas en el entorno de cualquier punto fijo de la isometria (i.e.: del eje en nuestro caso) se tiene
que

X = F% b (2.7)

Considerando ahora la subvariedad [V, definida anteriormente para p € W5, definimos en ella coordena-
das normales z e y tales que z(p) = y(p) = 0, se sigue entonces que existen coordenadas (z,y, z,t) en un
entorno U de p tales que, para cualquier punto p’ € W5 NU todos los puntos en Nz,w tienen las mismas
coordenadas z y t (iguales a las de p’) y entonces z(p’) = y(p') = 0, ademés en dichas coordenadas se
tiene

X = yd, — xd, (2.8)

3Desde un punto de vista fisico, este tipo no es interesante, puesto que no corresponde a materia fisicamente aceptable;
esto es. no verifica la condicién dominante de energia.
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La existencia de un tal sistema de coordenadas puede verse del siguiente modo: para cualquier punto
q €U, peroq ¢ Way ¢ ¢ Ny, existe algtin punto p’ € Wa N U tal que ¢’ € Npy.

Sea ahora v la geodésica (lnica y contenida enteramente en W2 N U) que une los puntos p y p’, y
notemos el transporte paralelo a lo largo de y por 7.

A continuacién escogemos una tetrada contravariante en p, {fp,y_’p,l:,,ﬁp} tales que {Zp,¥p} ¥
{lp, 71, } generen los subespacios (T,W2)* y T, Wa respectivamente. Definimos un campo de tetradas
{Z, 7, l_: 7i} a lo largo de v mediante el transporte paralelo de la tetrada anterior a lo largo de ella.
Dado que W5 es autoparalela se sigue que {Z, 7} y {l_: 71} generaran en cada punto de Wo N U los
subespacios ortogonal y tangente al eje en ese punto, respectivamente.

Finalmente, escogemos coordenadas normales z ¢ y en N, como antes (en particular pueden ser
tales que 9z|p||Zp ¥ Oylpll¥p) ¥ definimos: ¢ : N, — N, como ¢’ = ¥(q) = (xpr ©T 0 X, ')(g). La
funcién 1 define coordenadas sobre N, con las propiedades requeridas.

Las coordenadas asi definidas son lo més parecido a las coordenadas cartesianas en R%, y las curvas
coordenadas respectivas se cortan perpendicularmente® entre si en todos los puntos del eje.

En lo que sigue pondremos z# = {z,y}, A =1,2y 2% = {2,t} para a = 3,4. Las subvariedades N son
entonces simplemente las dadas por £ = constante, mientras que el eje W5 viene dado por 24 = 0.

Ademais, se puede demostrar lo siguiente:

Teorema 7 FEn la notacion establecida previamente se tiene:

w. w. w.
Jzx = Gyy» 9zy = 0, JAa = 0, (2.9)
W- W- W- W-
Gzx, A = Gyy,A = 07 Gzy,d = 07 Gzzx,o = Gyy,as (21())
w. W W
JaB,A = 07 Jazx,x = Jay,ys Jazx,y = —Yay,x- (211)

Demostracion. Todos estos resultados se siguen de que F, . % 0, la forma del KV axial dada por (2.8),

esto es: X = y0, — x0, que a su vez implica que sobre U (y no sélo sobre el eje):

0 1 0 O
-1 0 0 0
(e —
e = 0 00 0 (2.12)
0 0 0 O
y finalmente el que £ ¢gqp = 0 y también 0a(L T Jgab) = 0, ambas ecuaciones evaluadas sobre Wj. O

El teorema anterior proporciona informacion sobre cémo determinados coeficientes de la métrica tienden
a cero cuando nos aproximamos al eje, ayudando asi a entender el significado de éste y otros sistema
de coordenadas relacionados con él y que introduciremos seguidamente.

La forma més general de la métrica axialmente simétrica en las coordenadas (z,y, z,t) introducidas es:

B+ Asin2(¢ + M) Acos2(¢p+ M) Dsin(¢p+ N) Esin(¢+ S)

_ Acos2(¢+ M) B — Asin2(¢p+ M) Dcos(¢p+ N) Ecos(p+95)
gab = | Dsin(¢ + N) Dcos(¢+ N) F J
Esin(¢ + S) Ecos(¢+ S) J H

(2.13)

4Se pueden escoger de modo que esto sea asi siempre.
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donde ¢ = arctan(z/y) y las funciones A, B,...,H lo son de p = \ﬂxz + 9?),2,t. La funcién p es
invariante sobre cada una de las érbitas de X y por tanto las etiqueta en cada una de las subvariedades
N,. Notemos que p y ¢ asi definidas son lo mas parecido posible a las coordenadas polares planas, y
que el eje W5 viene dado por p = 0, mientras que ¢ no esta definida alli segiin comentamos.

Por otro lado, el teorema anterior implica que F, D deben tender a cero cuando p — 0 al menos
como p, ademds si tomamos t y z ortogonales entre si sobre el eje (lo cual no supone ninguna pérdida
de generalidad), se tiene que J — 0 como p? al menos, e idéntico comportamiento se tiene para A,
mientras que B debe ser de la forma B = By(z®) + p2Bi(p,2%) donde By (p = 0,2%) # 0 en principio®
y Bo(z®) # 0. En cuanto al resto de coeficientes de la métrica se tiene, de los resultados expuestos en el
teorema anterior F' = Fy(z®) + pFy(p,2%) y H = Ho(2®) + pH;(p, ) donde como antes, las funciones
con barra no se anulan necesariamente en el eje p = 0 (ver nota a pie de pagina), y Fo(z®), Ho(x®) # 0.

Hasta aqui no hemos utilizado la libertad coordenada que todavia tenemos. Notemos que una rotacién
en el plano x,y (subvariedades N) de modo que

2’ = psin(¢ + h(p, 2, 1)), y' = pcos(¢+ hip, z,t))

preserva la forma del KV axial, esto es: X = /0, —2'0y, el eje (i.e.: Wy viene dado por ' =y’ = 0), las
subvariedades N (i.e.: siguen siendo las subvariedades z,t = constantes y vienen ahora coordenadas por
2',y"), la forma de la métrica (incluyendo el comportamiento cerca del eje, puesto que p? = 22 + 2 =
z? 4 y/2)7 y permite poner A = 0, esto es g,y = 0, o alternativamente, permite poner M, N o S igual a
cero. Notemos que esta transformacion no es siné una rotacién sobre las subvariedades N que depende
también de p, esto es de la orbita particular de X.

Si ahora cambiamos a coordenadas polares {¢, p, z,t} definidas como antes, entonces el KV axial toma
la forma habitual: 5

X=_= 2.14

o (21

y la métrica es ahora, en coordenadas x* = (¢, p, z,t) (no ponemos primas en los {ndices para simplificar
la notacién):

p*(B+ Asin2(¢+ M))  pAcos2(¢p+ M)  pDsin(¢+ N) pEsin(¢+ 5)

B pAcos2(p+ M) B— Asin2(¢p+ M) Dcos(¢p+ N) Ecos(p+S5)
gab = pDsin(¢ + N) Dcos(¢p+ N) F J
pEsin(¢ + S) Ecos(¢p+95) J H

(2.15)

y nuevamente, una redefinicién de la coordenada angular ¢’ = ¢ + h(p, z,t) permite poner A = 0 o
alternativamente M, N o S, mientras que preserva la forma del KV axial®, de la métrica, del eje (ahora
Wy viene dado por p = 0), y de las subvariedades N (coordenadas ahora por p y ¢ pero definidas
como antes como z,t = constantes). Nétense los factores extra p y p? que aparecen en algunos de los
coeficientes de la métrica y que conducen a singularidades coordenadas en el eje p = 0.

Teniendo en cuenta los comentarios anteriores sobre cémo tienden a cero algunas de las funciones se
tiene:

9ss ~ O0(0%),  Gop ~O(0*),  Gp= ~ O(p?), gor ~ O(p*), gpp ~ O(0)
gp= ~ O(p), gpt ~ O(p), gz ~ 0(0), gt ~ O(p°), g ~ 0(0).

5Puede haber espaciotiempos en los que B = Bo(z®) 4 p"B1(p, %) con n > 2, lo anterior es una cota minima sobre
cémo tiende a cero.

SDe hecho es muy facil ver que la condicién necesaria y suficiente para que un cambio de coordenadas mantenga la
forma de X = 9 es precisamente ésta: ¢’ = ¢ + h(p, z,t), entonces X = Oy -
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Estas seran las coordenadas polares y nuestra métrica de partida para todos los desarrollos que siguen.
Fijémonos que estas coordenadas asi definidas son lo mas parecido posible a las coordenadas cilindricas
usuales en R3.

2.2.1. Otros sistemas de coordenadas.

Vamos ahora a realizar cambios de coordenadas que lleven la métrica a otras formas méas adecuadas
a determinados tipos de cédlculos. A la hora de hacer dichos cambios, impondremos tres requisitos: en
primer lugar y como resulta obvio y deseable, queremos mantener la forma del KV axial; en segundo
lugar, queremos mantener el control sobre como tienden a cero los coeficientes de la métrica cuando
nos aproximamos al eje; finalmente, queremos en este punto mantener la coordenada temporal com-
pletamente libre, esto es: no queremos hacer uso de la libertad de gauge para definirla todavia. Mas
adelante usaremos esta libertad para adaptar la coordenada temporal al caso en que el espaciotiempo
sea estacionario ademas de axialmente simétrico y encontrar asi la forma de la métrica conocida como
Lewis-Papapetrou.

Consideremos el efecto de la siguiente familia de cambios de coordenadas:

¢/:¢+h(p,$’6)’ pl:f(pvzﬂ)a Z/:G(paxﬁ)7 t'=t

Estos cambios preservan la forma de X pero no preservan la expresién en coordenadas de las subvarie-
dades N (i.e.: N, = {z* = constant} # {z® = constant}). El eje de simetria se preserva si y sélo si
f(p=0,2°%) = 0. La forma general de la métrica también se mantiene pero la conducta en las vecindades
del eje de los coeficientes de la métrica varfa dependiendo de cémo dependan de p las funciones f(p, 27)
y G(p,2”). Dado que estamos interesados en mantener la expresion coordenada del eje pongamos:

f(p,a”) = pf(p,a®),  con  f(0,2")#0
y también y sin pérdida de generalidad:
Glp,a”) = 2+ Gi(p,a?).
El cambio inverso de coordenadas serd también de la misma forma, esto es: ¢ = ¢’ + fl(p’ ,xﬁ'), p=
P fp 2" con f(p = 0,27) #0, 2z = 2/ + Gi(p/,27) y t = t'. Calculando las expresiones de los
coeficientes de la métrica en las nuevas coordenadas y poniendo especial atencién a su comportamiento

cerca del eje es facil (aunque algo tedioso) ver lo siguiente (prescindimos de las primas para aligerar la
notacién):

9ss ~ O(0?),  gpp ~minO(p, p’h p, p°G1p),  Goz ~ O(p?),  gor ~ O(p*), gpp ~ O(0)
Gpz ™~ O(p)v 9pt ™~ O(p)v 9zz O(O), Gzt ~ mfn(O(pQ), O(G,t) , gt ~ O(O)

y podemos hacer entonces los siguientes comentarios:

(a) Sih, pE G, "2 () entonces Gop ~ O(p?).

(b) Si ponemos G(p, %) = z + p>G(p, ") con G(0,2%) # 0, entonces g.; ~ O(p?).
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(c¢) Al haver un cambio de coordenadas de estas caracteristicas, podemos de hecho extender el en-
torno U del eje al cual restringfamos nuestras consideraciones. Asi las nuevas coordenadas pueden
definirse en un entorno V' 2 U de modo que 2’ e ¥’ ya no sean coordenadas normales sobre V.

A partir de ahora, consideraremos tan sélo los cambios siguientes:

¢I =¢+ h(pu ‘rﬁ)7 p/ = pf(p7 1ﬂ)7 2 =z+ pQG_’(pa ‘rﬁ)7 th = t, (216)
siendo  f(0,2%)#0,  G(0,2°) #0 2.17)
La métrica toma entonces la forma (una vez mas prescindiendo de las primas):
PGoo P’Gep P*Goz P*Gor
Gab = P Gop 9pp pgpz PYpt (2.18)

p2g¢z pgpz 9zz pggzt
P*Got  PGot PGzt Gu

donde gap = Jap(p, 2, 1) son tales que, en principio’, g.s(0, z,t) # 0.

Si imponemos que sobre el eje W> tengamos

A/
ox® Wy a

9z — P

se sigue que f(0,2,t) = 1 y también h(0, z,t) = 0. Si ademés exigimos que se preserve el cardcter
normal de las coordenadas ',y sobre IV, es decir:
A 1% 4 1%
FB’C’ :2 F%IC/ :2 0

se tiene también
F W2 Wa
Jo=hp,=0

y entonces g¢p = p3§¢>p.
La forma anterior de la métrica es invariante bajo los cambios de coordenadas dados por (2.16) (inclu-

yendo el comportamiento cerca del eje), y también lo son el KV axial (X = 0s) v el eje Wa (p=0),y
es inmediato ver que son los cambios mas generales que preservan lo antedicho.

Forma ’Shift-free’ de la métrica.

Utilizando los cambios de coordenadas dados por (2.16), es relativamente facil ver que siempre es posible
escoger las funciones h, f, G de modo que la métrica tome la forma:

Pi?w P*Gsp P°Go= 0

gap = |20 Goo PGz 0 (2.19)
P G¢z  PYpz  Gzz 0
0 0 0 gu

"Esto es estrictamente asi para los elementos de la diagonal para asegurar la regularidad en el eje, en cuanto a los
términos extra-diagonales, se trata tan sélo de una ’cota inferior’ sobre cudn rapido pueden tender a cero estos coeficientes
al acercarnos al eje.
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Llamaremos a esta forma de la métrica ’shift-free’ ya que el llamdo vector de shift en el formalismo
3+1 de la relatividad es cero.

La forma més simple de verlo es demostrar que siempre es posible, mediante una de estas transforma-
ciones de coordenadas, reducir los coeficientes ¢ para i # 4 a cero:

9" =g" +g"hy + g"h, + g"h. =0 (2.20)
9" =g"ofs+ 9" (f+pfp) +97pf.=0 (2.21)
9" = g0 G+ 9" (20G + p°Gp) + g (14 p°G o) = 0 (2.22)

ahora, del hecho que ¢* dependen de p,z,t y de la teoria elemental de ecuaciones diferenciales, se
sigue que siempre es posible escoger h de modo que se verifique la primera de las ecuaciones anteriores,
mientras que las dos tltimas ecuaciones pueden escribirse como

p(g" v + 97,0+ 977.2) = —9"
2p9" + p* (9" G+ ¢"C , + ¢ G ) = —g"*

donde v = In f, y de nuevo la teorfa elemental de ecuaciones diferenciales junto con las expresiones de
g't, gt y g'* en términos de las funciones que aparecen en (2.5) y sus respectivos 6rdenes (dados a conti-
nuacién), permite concluir que siempre existen soluciones a las ecuaciones anteriores para determinados
rangos de las coordenadas de modo que el eje siempre queda incluido.

Es interesante notar que la forma anterior de la métrica sélo es posible, en general, si el espacio-
tiempo no admite otras isometrias que formen grupo con la isomteria axial. Sea, por ejemplo, el
espaciotiempo estacionario ademéas de axialmente simétrico; siempre podemos adaptar la coorde-
nada temporal t al KV que implementa la estacionariedad (véase la seccién siguiente) y al métrica
queda entonces como en (2.5) de modo que las funciones no dependen del tiempo, sino tan sélo de
p vy z. Para ver que en este caso no es posible hacer un cambio de coordenadas que simultanea-
mente preserve la forma del KV temporal y anule las componentes g;/4/, g¢,’ ¥ gi/~/, consideremos
las ecuaciones anteriores especificadas a este caso (i.e.: h, f, G no dependen de t) sin ni siquiera
restringir la forma de f y G:

" =g + ¢, + g *h. =0
9" =g"fot+9g"f.=0
gt 2! _ gth’p + gtzG,z -0

dado que todas las funciones dependen tan sélo de p y z, se sigue que para que se puedan verificar
las dos tltimas ecuaciones, los gradientes de f y G deberian ser linealmente dependientes en cada
punto, con lo cual el cambio de coordenadas no seria admisible. Idénticos comentarios para el caso
de cualquier otra isometria que forme grupo con la axial.

Es interesante notar sin embargo que lo anterior si es posible si el espaciotiempo es estdtico (no
estacionario), i.e.: el KV temporal es ortogonal a una hipersuperficie.



2.3. ESPACIOTIEMPOS AXIALMENTE SIMETRICOS QUE ADMITEN MAS SIMETRIAS. 43

2.3. Espaciotiempos axialmente simétricos que admiten mas
simetrias.

El resultado béasico era conocido hace mas de treinta anos, pero sorprendentemente, se ha ’olvidado’ y
'redescubierto’ muchas veces desde entonces.

Teorema 8 Sea (M, g) un espaciotiempo azxialmente simétrico con KV azxial X y tal que admita otro
KV, Y, de modo que X, Y generan un grupo de isometrias a dos pardametros. Se sigue entonces que el

grupo Go es abeliano, esto es: L
[X,Y]=0.

Demostracion. Llamaremos {¢:} y {1s} a los subgrupos uniparamétricos generados por X y Y res-
pectivamente. Ademds tenemos que @¢(x) = piy2.(x) para todo punto z € M y todo valor de ¢ (en
particular: po(x) = @ar(x) = x), i.e.: las 6rbitas de {p:} son cerradas.

Sea O la drbita (cerrada) de {¢;} que pasa por un punto dado zg, esto es: O1 = {p(zg), Vit € [0,2m)}.
Consideremos ahora ¥s(01) que serd también cerrada puesto que ¢ es un difeomorfismo. En cualquier
carta coordenada x® que cubra O;7 y ¥4(01) tendremos:

¥s(01) = {a(t) + sY*(2(t)) + O(s%), 2°(t) = ¢ (o)}

El que ©¥4(01) sea cerrada implica que para cualquier valor del pardmetro ¢, x®(t+27)+sY*(x(t427)) =
x%(t) + sY*(z(t)), y como x*(t + 2w) = z%(t), lo anterior implica, para puntos x sobre Oj:

Yo(x(t +21)) = V(2 (t)) (2.23)

Sea ahora z € O; tal que z® = z*(t) y pongamos ¢f (z) = y®, notemos que para t' = 27 se tiene y = x.
A continuacién definamos sobre O; el vector Y/ mediante transporte de Lie de Y a lo largo de O1, esto
es:

Y (z) = exp(—tﬁg)?(az) (2.24)

dado que
‘e 9 v
V() = 2ye(a)
de (2.23) se sigue que para t' = 21, Y/ (o (2)) = Y (p2x(2)) para cualquier z € Oy, lo cual puede ser
expresado, teniendo en cuenta (2.24) como

eXp(—QWEX)l?(x) =Y ()
desarrollando en serie de taylor el primer miembro tenemos:

¥ (z) — 20X, V] () + (2;)

<

X, [X,Y])](z) +... = Y(z).

Ahora bien, si X , Y generan un grupo entonces [)? ,}7] = aX 4+ bY para algunas constantes a, b,
substituyendo esto en la expresién anterior se tiene

S ~ 27)? S .
—on(aX +b7) + ;) b(aX +bY)... =0

que implica a = b = 0. (]
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Lo anterior es cierto para un grupo de transformaciones a dos pardmetros cualquiera tal que uno de
sus generadores tenga érbitas cerradas. Otra demostracién (véase A Barnes, Class. Qunatum Grav.
17 2605 (2000)) utilizando coordenadas adaptadas es como sigue: poniendo X = 9, y para ' = ¢,
se tiene

- ) & o) ) )

que integrando e imponiendo que las soluciones tengan periodicidad 27 de modo que Y sea mono-

k#1

valuado sobre la variedad, implica rapidamente que a = b = 0.

2.3.1. Espaciotiempos estacionarios y axisimétricos.

Un espaciotiempo se llama estacionario si admite un KV Y de tipo tiempo definido globalmente, si
ademads Y es ortogonal a una hipersuperficie, entonces el espaciotiempo se llama estatico.

Un campo vectorial cualquiera Z es ortogonal a una hipersuperficie si y sélo si en un sistema de
coordenadas cualquiera se tiene Z, = Af ., para alguna funcién f(z%), siendo A otra funcién de las
coordenadas. La expresién anterior es equivalente a que Zj, Zp,) = 0.

Para el caso de un KV temporal ello significa que es posible definir unas coordenadas de modo
que Y = Or y Yadx® = A(z°)dt, en estas coordenadas la métrica es tal que g; = 0 para zt #t.
Similares comentarios se aplican al caso en que el KV sea de tipo espacio, el caso en que es nulo es
ligeramente diferente.

De lo visto en la seccion precedente se sigue que el KV axial y el temporal deben conmutar, es decir
[X,Y] = 0 de modo que se pueden escoger las coordenadas como en (2.5) o (2.18) de manera que
Y = 8,. Es facil ver que las formas anteriores de la métrica, el eje y su expresion coordenada y los KV
axial temporal quedan preservados por los cambios de coordenadas del tipo (2.16) suplementados con
transformaciones de la coordenada temporal del tipo ¢’ =t + T'(p, z,t), (y como antes, son los tinicos
que preservan todo lo mencionado aqui), de modo que a partir de ahora consideraremos cambios de
coordenadas:

¢ =o+h(p2"), o =pflp,a?), 2 =z+p*G(p,a”), t' =t+T(p,z1), (2.25)
siendo f(0,2°) #0, G(0,2°%) #0. (2.26)

En este caso es fécil (aunque tedioso) escoger las funciones h y 7' de modo que g4, = g1, = 0, esto fija
f v G salvo funciones que dependen de z sélo. La forma que queda es entonces:

PGse 0 P’Go= PG

L G PG D (2.27)
P 9¢z  PYp=z 9zz PGzt
PGt 0 PG Gu

Gab =

Donde ahora a5 = Jas(p, z). Partiendo de la forma anterior de la métrica, se puede ver que es posible
hacer un nuevo cambio de coordenadas del mismo tipo, pero sin variar ahora las coordenadas ¢ y
t que ya fueron fijadas por el cambio anterior® (i.e.: definimos nuevas coordenadas p’ = pf(p,z2) y
2 =z + p?G(p, 2) con f(0,2),G(0,2) # 0) de modo se pueden anular las componentes g,. y ademéas se
puede conseguir g,, = §.., manteniendo todo lo demas: forma de la métrica y de los KV, eje de simetria
y comportamiento cerca de éste. Asi pues se tiene:

8Queda todavia la posibilidad de ahadir a ¢ y t sendas funciones arbitrarias de z, pero no necesitamos hacer uso de
esta posibilidad en este momento.
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Teorema 9 Dado un espaciotiempo estacionario y azisimétrico, siempre es posible definir unas coor-
denadas z® = (¢, p, z,t) de modo que los KV son X = Og Y Y = 0y y la métrica se escribe como:

P’Gos 0 P’ P*Tot
Gup = 0 Gop 0 0
ab P2§¢z 0 Gpp Pzgzt
P’Gst 0 PG Gu

(2.28)

de modo que las cantidades con barra son en principio diferentes de cero.

La anterior es la forma mds general (y més simple) de la métrica para un espaciotiempo con las simetrias
descritas. No se conocen soluciones exactas explicitas para este tipo de espaciotiempos, pero si se conocen
(v son de gran interés) para el caso particular en que las érbitas del grupo de isometria admiten
superficies bidimensionales ortogonales a ellas, dando lugar entonces a la forma de la métrica que se
conoce con el nombre de Lewis-Papapetrou.

En la subseccion siguiente vamos a tratar este caso en detalle.

Superficies ortogonales. Métricas de Lewis-Papapetrou y Weyl.

El punto de partida serd la métrica obtenida en (2.28), y las coordenadas son z% = (¢, p, z,t). La
condicién de que los subespacios ortogonales a las érbitas del grupo formen superficies 2-dimensionales
es muy simple de establecer. Los KV X , Y son tangentes a las orbitas y en las coordenadas adaptadas
éstas vienen coordenadas por ¢,t siendo p, z constantes sobre cada una de ellas. Se tiene que {X , }7}
forman una base del espacio tangente a dichas 6rbitas en cada punto del espaciotiempo. Consideremos
ahora dos campos de vectores, digamos v, que sean ortogonales a X 717 en todos los puntos del
espaciotiempo, se pueden escoger sin pérdida de generalidad ortogonales entre si, la condicién de que
formen superficie es entonces:

[0,W] = aU+ bW, a,b funciones (2.29)

Lo anterior, junto con la condicién de que sean ortogonales a X , Y es equivalente a
[777 U_ﬂaXa = [177 u—)»]a «=0
que desarrollando [7,w]*X, = X“(v‘?bwb — w%o’) = 0y teniendo en cuenta que X%v, = 0 implica
X% va = —v%,Xq, etc. puede reescribirse como:
Xa;bvawb = Xa;bwavb =0, Ya;bvawb = Ya;bwavb =0 (2.30)
o alternativamente
€abeaX YO X G = €,4a XYY = 0 (2.31)

que es como se presenta habitualmente en los libros y que tiene la ventaja de que sélo interviene los
propios KV y sus bivectores (i.e.: ya no aparecen los vectores ¥, 0).

La expresion anterior se puede ver que es equivalente a (véase por ejemplo Kramer et al. 2nd edition p.
294)
XRyja XpYo) = 0= Y Ryo X3 Yy (2.32)

Que implica inmediatamente que todos los espaciotiempos vacios verifican esta condicion al igual que
los fluidos perfectos cuya velocidad u, sea tangente a las drbitas, esto es: @ = u'dy + u*0; (entonces se
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verifica la llamada condicién de circularidad: uj, X3Y.) = 0), y también los campos electromagnéticos
cuya 4-corriente j, verifique también la condicién de circularidad: jj, XY, = 0.

Volviendo a (2.30), podemos escoger U = 0, y w tal que w, = (0,0,1,0), (esto es: w* = ¢g**), de este
modo quedan garantizadas todas las condiciones de ortogonalidad. Notemos ademés que
Xa = Gag Yo = Gar
Las condiciones Xa;bfuawb = 0 etc. se reducen simplemente a
b =10 =0 & 90upp=9"Gat,y =0 &  9°,9ap =97 3gat =0
donde la 1ltima expresién se deduce de la anterior sin mas que tener en cuenta que g*“g, = 0, etc.

Esta tltima expresion se puede interpretar diciendo que el tri-vector de componentes (gz 975 gzjj) es or-
togonal en R? (i.e.: con el producto interno cartesiano habitual en R?) a los dos trivectores (gse, 926, gtp)
V (9ot 9=, git), por lo tanto debe ser proporcional al producto vectorial’ de estos dos dltimos vectores,
unos simples calculos ponen de manifiesto que

95 =F(p,2)g**

lo cual implica trivialmente
g7 =X(p,2)57(2)
una tltima transformacién ¢’ = ¢ + A(z), t' = t + B(z) manteniendo 2z’ = z y p’ = p, muestra que es
posible finalmente anular las funciones g * y ¢*# y la métrica queda finalmente en la forma:
P’Gss 0 0 PGy
_ 0 Gop O 0
Jab = 0 0 gpp 0
PPgse 0 0 gt

(2.33)

que es precisamente la correspondiente a la métrica de Lewis-Papapetrou, donde ademés tenemos en
todo momento informacién de cémo tienden a cero los distintos coeficientes de la métrica y la coordenada
p mantiene, a pesar de todas las transformaciones el significado de la coordenada polar del mismo
nombre, en las cercanias del eje de simetria.

El elemento de linea de Lewis-Papapetrou acostumbra a escribirse como:

ds* = e 2V [e2F(dp® + d2?) + W2de?| — eV (dt + Adg)? (2.34)

donde A, U, k son funciones de p, z, ademas la funcién W se puede transformar a W = p mediante una
transformacién que involucra las coordenadas p y z, las coordenadas resultantes acostumbran a llamarse
coordenadas candnicas de Weyl.

Cabe resaltar que con el método aqui expuesto, obtenemos no sélo la métrica de Lewis-Papapetrou,
sino también importante informacion sobre los coeficientes de ésta.

2.4. Un modelo simple de fluido.

El propésito de esta seccién es construir un modelo simple de fluido utilizando la forma shift-free de la
métrica que vimos en (2.19) e imponiendo algunas restricciones simples:
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1. Las funciones g,; no dependen de p. Esto permite en particular poner g;; = —1 sin pérdida de
generalidad.
2. El espaciotiempo presenta la simetria discreta z — —z (reflexién a través del plano ecuatorial),

esto implica g4, = g,- = gr- = 0.

De las restricciones anteriores se sigue que la métrica tiene la forma:

P*Gss PGep 0 0

27 —_
_ |P 9¢p  Ypp 0 0
Gab = 0 0 gzz 0 (235)
0 0 0 -1

donde Jup = Gap(z,1t). Imponiendo que el tensor de Einstein de esta métrica sea de tipo fluido perfecto;
ie.:
G = (p+ p)uuy + pdy

con p > 0 (densidad medida por el observador que se mueve con velocidad 4, u*u, = —1) y excluyendo
el caso p + p = 0 (presién negativa e igual en médulo a la densidad) que lleva a un término en A, se
tiene que como u es no degenerado, debe ser invariante bajo el grupo de isometrias, esto es:

(X, =0
Por lo tanto, el Teorema 4 implica que 4 debe ser tangente al eje de simetria W5 en puntos que estan

. . W, 0% . . . .
sobre él, lo cual implica a su vez que u” = u® = 0, y de la expresién del tensor de Einstein se tiene

Gt G op e e e o (2.36)

Ademas, la simetria discreta z — —z implica que u* = 0 y de las ecuaciones de campo se tiene entonces
z __ z __ z __

Un célculo directo de G; y G}, implica, a partir de la ecuacion anterior

Gop = (t)Jpe, Gop = Bt)Gpe (2.37)

Substituyendo esto en las expresiones de Gf y G y teniendo en cuenta (2.36) se tiene
Q= B,t = O, i.e. Ol,ﬂ eR

y entonces Gg W Gz’ "2 0 se verifican idénticamente.
Poniendo ahora ggy = A, ggp = B, §pp = P ¥ G2z = M, se tiene que G; = 0 implica:
Ay, 1A, Ay 1A, M,

A 244 2awm VY

de donde se sigue
(4,:)°
A

y una funcién arbitraria de z se ha puesto igual a 1 redefiniendo la coordenada z.

M =
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En este punto es inmediato ver que @ = 9; (velocidad comévil) y que GY = G5 se verifica idénticamente.

Por otro lado Gi = (7 implica inmediatamente oo = 0 y entonces § = 1 mediante una redefinicién trivial
de la coordenada radial. El elemento de linea es entonces:

A 2
ds? = A(z,1) [de(bQ +dp® + (A> dz21 — dt?

donde la funcién A(z,t) debe verificar:

1A, (A,tz A,t> Aw A 1

2A\A. A

La densidad de energia y la presién verifican entonces:

1 1/A,\° A,A,. 1 1/A.\° Ay
p=———=|=] +—=2, p=7—+=|—2L) —-=
4A a4\ A A A, 4A T2\ A A

Esta métrica admite tres KV: X = 0g, Y =sin 0, + (1/p) cos 0y y 7 = cos $9d, — (1/p) sin 0, que
acttiian sobre 6rbitas dos dimensionales planas (superficies de ¢ y z constantes) y es un caso particular
de espaciotiempo ‘warped’.

2.5. Coordenadas esféricas.

Recordemos por un momento la primera expresién de la métrica en coordenadas z®* = (¢, p, z,t), dada
en (2.5), y antes de realizar cambios de coordenadas:

p*(B+ Asin2(¢+ M))  pAcos2(¢p+ M)  pDsin(¢p+ N) pEsin(¢+ S)

B pAcos2(¢p+ M) B —Asin2(¢p+ M) Dcos(¢+N) Ecos(¢p+.5)
Gab = pDsin(¢ + N) Dcos(¢p+ N) F J
pEsin(¢ + S) Ecos(¢p+95) J H

Como habfamos dicho, las coordenadas asi definidas son lo mas parecido posible a las coordenads
cilindricas en R*, y tienen su mismo (o muy similar) significado geométrico. Es posible ahora definir,
en el mismo entorno U donde estan definidas estas coordenadas, otras que llamaremos esféricas porque,
nuevamente, son lo mas semejante a las coordenadas esféricas en R*, asi tenemos:

¢=¢, r=+p?+2z2, 0=arctan g, t=t (2.38)

Notemos que el KV axial sigue siendo X = 04, pero ahora el eje viene dado por los puntos sinf = 0
(ya que p=rsinf y z = rcosf), y las subvariedades N viene dadas t y r cos 6 constantes (i.e.: no son
coordenadas adaptadas a estas subvariedades). Se puede escribir la métrica en estas coordenadas sin
mas que efectuar el cambio definido, aunque aqui no lo haremos en el caso mas general.

Estas coordenadas se utilizan para estudiar lo que ocurre en regiones asintéticamente lejanas al eje; en
particular la métrica de Bondi corresponde a unas coordenadas de este tipo (pero con la coordenada
radial redefinida de modo que es nula, i.e.: g, = 0) y el KV axial es ortogonal a una hipersuperficie.
Esta métrica se usa para analizar problemas relacionados con radiaciéon gravitatoria.
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Tambén se usan para estudiar espaciotiempos que no son esféricamente simétricos pero se acercan mucho
a esta simetria.

Una subfamilia muy importante de éstos (y que incluye de modo natural los espaciotiempos esférica-
mente simétricos) es la de los espaciotiempos axialmente simétricos y warped de clase Br.

La condicién necesaria y suficiente para que un espaciotiempo sea de este tipo es que existan dos vectores
nulos [, 77, tales que [“n, = +1 y que sus derivadas covariantes se puedan escribir

la;b = 6lalb - w,alb + (lcw,c)gab (239)
la;b = 7ﬂnalb - ¢,anb + (”C¢,c)9ab (240)

donde % es una funcién cuyo gradiente verifica ¢y, lyn.) = 0.

Para el caso en que [, 7 estén en el plano generado por d; y 0, las condiciones anteriores implican (de
nuevo el cdlculo es algo largo e involucra algunos cambios relativamente obvios de las coordenadas) que
el elemento de linea se puede escribir como

ds® = —A%(t,r)dt* + B(t,r)dr® + >V (") £(0)? [df? + sin® Od¢?] (2.41)

donde claramente, todas las métricas con simetria esférica estan incluidas: f2(9) = 1. Ademds, si
Y oy® > 0 entonces en esa regién se puede hacer otro cambio de coordenadas y poner, sin pérdida de
generalidad: exp 2 (t,r) = r2.

Ello permite estudiar métricas que no son esféricamente simétricas pero se apartan poco de dicha
simetria.
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Capitulo 3

Espaciotiempos Warped.

3.1. Introduccion y primeras propiedades.

Dadas dos variedades con métrica (Mi,hy) y (Ms,he) y una funcién real diferenciable 6 : M; — R,
(factor de warping ), construimos una nueva variedad métrica (M, g) con M = My x My y

g =m1h ® e*73hs, (3.1)

donde 7y, w2 son las proyecciones candnicas sobre M; y M respectivamente. Esta estructura se llama
variedad con producto warped, y en el caso en que (M, g) es un espaciotiempo (i.e.: dimM =4y g una
métrica tipo Lorentz) lo llamaremos simplemente espaciotiempo warped. Uno de los ejemplos més
simples de espaciotiempo warped es el universo de Friedman-Robinson-Walker; pero este tipo de es-
tructura contiene una gran cantidad de espaciotiempos de interés en Relatividad General: las soluciones
de Bertotti-Robinson, Robertson-Walker, Schwarzschild, Reissner-Nordstrom, de Sitter, etc. Asimismo,
estos espaciotiempos se pueden ver, en un cierto sentido, como generalizaciones de los espaciotiempos
descomponibles.

La importancia de los espaciotiempos warped es que su geometria y, como veremos, también su fisica,
estd directamente relacionada con las propiedades de sus subavariedades factor M7, My de dimensién
menor y que son, en general, mas faciles de estudiar. Se tiene asi un método tutil para estudiar grandes
familias de espaciotiempos. Si el factor de warping es constante, el espaciotiempo es descomponible,
tal es el caso de la soluciéon de Bertotti-Robinson o el universo estatico de Einstein. Si el factor de
warping no es constante, encontarmos grandes familias de espaciotiempos: por ejemplo todos que son
esféricamente, plano o hiperbdlicamente simétricos, todos los estdticos, y muchos mads de interés en
astrofisica y en cosmologia.

3.1.1. Espaciotiempos warped y descomponibles.

Partiendo de la expresién (3.1) para la métrica del espaciotiempo, simplificaremos la notacién y pres-
cindiremos de las proyecciones candnicas my, w2 y escribiremos simplemente

g =h1®e”h,. (3.2)

o1
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donde € es una funcién definida sélo sobre M;. Notemos que siempre podemos reescribir la expresion
anterior como:
g=¢" (e7%hy ® hy) = e (b} ® h2) (3.3)

donde h} = e72’h; es también una métrica sobre M;j; asi pues, la métrica de una variedad warped
estd siempre conformemente relacionada con la de una variedad descomponible.

En nuestro caso dim M7 + dim My = 4 y g tiene signatura de Lorentz; esto es: una de las variedades
(M;, h;) es Lorentz y la otra Riemann. Si se tiene dim M; = 1 o dim My = 1, el espaciotiempo se llama
warped de clase A, mientras que si dim M; = dim My = 2 se llama warped de clase B, que es la
clase en que estaremos interesados.

Los espaciotiempos warped de clase A se pueden caracterizar mediante la existencia de un vector
conforme de Killing (CKV) i, que es no nulo, que no se anula en ningin punto, que es ortogonal
a una hipersuperficie, entonces @ = e~ %4 con ¢’ = \/]i%u,| es necesariamente unitario y sin
distorsion (’shearfree’). Si la expansién u%, = © = 0 entonces el espaciotiempo es warped y la
funcién de warping 6 es una funcién sobre la subvariedad de dimensién 3 (clase A2), si la aceleracién
e = Uapu’ = 0 entonces es warped y la funcién de warping es una funcién sobre la subvariedad de
dimensién 1 (clase Al). Si © # 0,1, # 0 entonces el espaciotiempo no es warped de clase A pero
estd conformemente relacionado con uno que es 143 descomponible.

Los de clase B, mediante la existencia de dos vectores nulos l_:fi, tales que [“n, = +1 tal que sus
derivadas covariantes se puedan escribir

lap = Blaly — 0 ol + (lce,c)gab (34)
la;b = _ﬁnalb - Q,anb + (nce,c)gab (35)

donde la funcién de warping 6 es tal que su gradiente debe verificar una de las dos condiciones
siguientes

(lanp + nalb)ﬁ’l7 =0, o bien (gab — lamp — nalb)ﬁ‘b =0.
Si estas dltimas condiciones no se cumplen, el espaciotiempo no es warped, pero estd conformemente
relacionado a un espaciotiempo descomponible 24-2.
Véase J. Carot y J. da Costa, Class. Quantum Grav., 10 461 (1993) y también B. Haddow y J.
Carot, Class. Quantum Grav. 13 289 (1996) para mds detalles.

La clase B se subdivide en cuatro casos mas seguin sea el gradiente del factor de warping: Br si es
no nulo y tangente a la subvariedad tipo Lorentz, Bg si es nulo (y por tanto también tangente a la
subvariedad tipo Lorentz), Bg si tangente a la subvariedad tipo Riemann, y Bp si es cero, i.e.: § =
constante que corresponde al caso en que (M, g) es localmente descomponible.

De todas las posibilidades anteriores sélo nos interesara el caso Br. Asi y sin pérdida de generalidad,
supondremos que (M, hy) es Lorentz (coordenadas x4 = (20, 2')) y (Ma, he) Riemann (coordenadas
% = (22,23)); el factor de warping 6 serd entonces 6(z°, #!). Llamaremos y notaremo un sistema de
coordenadas adaptado para el espaciotiempo M como z% = (z4,2%) a = 0,...,3 donde 24 y 2* son
las definidas previamente. Siempre utilizaremos este tipo de cartas coordenadas, ademas y para aligerar
la notacién a veces emplearemos los siguientes nombres para las coordenadas: z° = t, 2! = z, 2% =
y, > = z. En este punto vale la pena notar que todos los espaciotiempos que son esféricamente, plano

o hiperbdlicamente simétricos, son casos particulares de espaciotiempos warped de clase Br.

En lo que sigue, escribiremos la métrica en la forma (3.3), y pondremos ademas expf = w~! por
conveniencia; prescindiremos de las primas en (3.3) y de los subindices 1 y 2 en las métricas de las
subvariedades M; y Ms cuando no haya riesgo de confusion, asi el elemento de linea quedara:

ds®> = w2(2P) [hap(zP)dz?da® + hap(27)dz®dz"] (3.6)
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i.e.
ds* =w™2d8®* S G =w 2Gab (3.7)

donde ¢ es la métrica descomponible con la cual estéd relacionad y cuyo elemento de linea es
ds? = hap(xP)dztdz® 4 hop(x?)dada. (3.8)

Dado que hap y hag son dos 2-métricas, se pueden escoger siempre las coordenadas 24 y 2 de modo
que ambas tomen formas diagonales (e incluso explicitamente conformamente planas); asi y para fijar
aun mas la notacién, a menudo utilizaremos la siguiente forma de la métrica en nuestros calculos:

ds? = w™2(zP) | = A%(t, x)dt® + B2(t, z)dz2e*QWA) (dy? + sz)} (3.9)

Notaremos la derivada covariante con respecto a g mediante un punto y coma (o también V), y la aso-
ciada a § mediante una barra inclinada (o alternativamente V); del mismo modo, los tensores definidos
en (M, g) o referidos a § se notardn mediante .

3.1.2. Observadores adaptados y tetradas.

Otra cuestién importante es la relacionada con los observadores (congruencias curvas tipo tiempo) en
estos espaciotiempos. Un campo vectorial temporal unitario y dirigido hacia el futuro ¥ se llamar4 obser-
vador adptado en (M, §) si es ortogonal a una hipersuperficie y tangente a M. Estos requisitos equiva-
len a decir que, en un sistema de coordenadas adptado, sus componentes son ¢ = (3°(x?), 9! (2P),0,0).
Es facil ver que tales observadores existen siempre y que siempre es posible escoger las coordenadas z”
de modo que 9 = 0 mientras que la métrica preserva su forma diagonal (i.e.: comévil). Construiremos
una tetrada adaptada en (M, §) escogiendo un campo vectorial unitario y de tipo espacio f)’ tangente
a Mi y ortogonal a T e po = (p°(zP), pt(zP),0,0), y otros dos campos espaciales unitarios, gj’, Z,
también ortogonales a una hipersuperficie, tangentes a My y mituamente ortogonales y®z, = 0 (as{ en
una carta adaptada: 7% = (0,0, 92(x"),§3(x")), y expresiones parecidas para 2%, notemos también que
V%Y, = ...=p%z, = 0). En términos de esta tetrada adaptada se tiene:

hap = —0aUB +PabB, hap = Yals + ZaZp- (3.10)

y un céalculo trivial muestra que
Va/p = —apalp +Ipapp, Vass =0 (3.11)
Pa/p = —abA0B +90aPB, Pasg =0 (3.12)

Notemos que ¥ y a son respectivamente, la expansién y la aceleracién de ¢ en (M, §). Utilizando estas
expresiones, el shear asociado a ¥/ resulta ser (recordemos que wq, = 0):

. o 1. I . o n
Gap =0 (papb - 3hab> , with hgy = Gab + Va Vb, (313)

A continuacién definimos un observador adaptado en (M, g), ¢ como ¢ = wff, donde ¥ es un ob-
servador adptado cualquiera en el espaciotiempo descomponible (M, §) como los definidos més arriba.
Notemos que ¥ es también ortogonal a una hipersuperficie y tangente a M;, sus componentes, en una
carta adaptada cualquiera seran funciones de las coordenadas z” tinicamente. Construimos el resto de
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la tetrada adaptada en (M, g) simplemente como p = wﬁ, ¥ = ng’, y 7= w?, donde los vectores con
sombrero forman una tetrada adaptada en (M, §). En términos de una tetrada adaptada:

JAB = —VAUB +PAPB, YGaf = Ya¥s t+ ZaZs- (3.14)
En cuanto al shear y vorticidad de v se tiene:

Oab = w '6ap = W (pabb — 3has)

hab = Gab T Va Vb, (315)

Wab = wil(.:)ab =0

Desde un punto de vista geométrico, observadores adaptados y tetradas, parecen muy naturales en los
espaciotiempos warped y en los descomponibles relacionados con ellos. Como veremos, también aparecen
de un modo muy natural en base a consideraciones de caracter puramente fisico.

Notemos que existen observadores que, aun siendo tangentes a M; no son ortogonales a una hiper-
superficie, e.g.: en las coordenadas introducidas en (3.9), consideremos
i = fo,+ B 'A% f? — 1'%, (3.16)

donde f=f (mD ,x7) depende de las cuatro coordenadas, es inmediato comprobar que este vector
tiene vorticidad diferente de cero (sus componentes dependen de coordenadas en M7 y Ms cualquier
carta adaptada). Volveremos a esto més tarde, pero como ya apuntamos, estos observadores son de
algin modo poco naturales desde un punto de vista fisico.

3.1.3. Tensor de Einstein y Espaciotiempos warped.

La geometria del espaciotiempo descomponible (M, §) impone ciertas restricciones que serdn importan-
tes para nosotros en el estudio de la hidrodinamica en espaciotiempos warped de esta clase y que tienen
que ver con la apariciéon de manera natural de las tetradas y observadores adaptados que discutimos
antes.

Con la notacién y convenciones establecidas, resulta que el tensor de Tensor de Einstein en (M, g) se
puede escribir como

N 3
Gap = Gap + 2w_1wa/b — 2w tged (wc/d - 2w_1wcwd) Jab- (3.17)

Notemos que Ry es tal que
- 1 . - 1
RAB = §R1h’ABa RAa = 07 Raﬁ = iRQha[ﬁ (318)

donde R; y Ry son los escalares de Ricci asociados con las 2-métricas hap y hag respectivamente. El
escalar de Ricci R es R = Ry + Ry, y de aqui

Gap = —L1Rohag,
Gap =0, (3.19)

Gap = —2Rihag.
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Ademis
wA/a:wa/A:O, wa/ﬁzo, (3.20)

y teniendo en cuenta (3.17), se sigue que G tiene forma diagonal por cajas:

[ Gap O
Gap = ( 0 Gus ) , (3.21)

con )
Gap = —5Ra(27)hap + Sap(zP)

Gap=0 (3.22)

Gap = L(2P)hag
donde Sap (y por lo tanto G ) es no-diagonal en el caso general.
En este punto, resulta interesante darse cuenta que de la forma de Gab, se sigue que cualquier campo
vectorial X tangente a M; que sea un autovector de G, (0 equivalentemente de R,p) serd automdtica-
mente un autovector de wg,, y viceversa; y que cualquier campo vectorial Y tangente a Mz que es un
autovector de G (0 equivalentemente de R,p) serd también autométicamente un autovector de w, Yy

viceversa; en la seccion siguiente demostraremos que todos los autovectores del tensor de Einstein son
necesariamente tangentes a M; o a M, tal y como sugiere la estructura por bloques de G .

Notemos también que casi todas las propiedades fisicas del espaciotiempo que estamos considerando
estan de algin modo codificadas en el factor de warping w, puesto que la contribucién al tensor de
impulso-energia Ty, = G, del espaciotiempo descomponible subyacente, consiste en un simple corri-
miento en los autovalores.

3.2. Contenido material de los espaciotiempos warped By.

Dedicaremos esta seccion al estudio de los tipos algebraicos permitidos para el tensor de Einstein, lo
cual, a través de las ecuaciones de campo proporcionara informacién sobre los contenidos materiales
permitidos para estos espaciotiempos.

3.2.1. Observadores y contenido material.

Dado un tensor simétrico de segundo orden como el tensor de energia-momento T,; en un espaciotiempo
arbitrario (M, g), y dado un campo vectorial unitario y tipo tiempo cualquiera ¢ (que supondremos
orientado hacia el futuro) definido sobre M, se puede siempre descomponer Ty, como sigue

Top = pvaUp + Phop + gy + vo Fp + Foop, (323)

donde hgyp es el proyector ortogonal a ¥, esto es: hqp = Gap + Vatp, y €l resto de las magnitudes que
aparecen en la expresién anterior son:

p= Tabvavb7 P= %habTab
Fo=—hET.qv, (3.24)

Hab = hachbd(Tcd - chd)~
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Si T, representa el contenido material del espaciotiempo y ¢ es la 4-velocidad de algin observador,
entonces p es la densidad de energia medida por dicho observador, P es la llamada presién isotrépica
(medida por ese observador), y F* y Il son, respectivamente, el flujo de momento y the tensor de
presiones anisotrépicas que mide el observador ¥. Notemso que

Fvg = g*g = Mape” = 0. (3.25)

Recordando ahora (3.21), se tiene que en el caso de los By warped espaciotiempos warped Br y
trabajando en una carta adaptada cualquiera, el tensor de Einstein tiene aquella estructura diagonal
por cajas. Una inspeccién directa de la dependencia funcional de las componentes de G4, muestra que
dada una tetrada adaptada a (M, g) cualquiera: ¥, g, 7, Z, el tensor de Einstein, o equivalentemente, el
tensor de energia-momento T, se pueden escribir como

Gop =Top = PUVp + f(vapb + pavb) + Plpapb + PQ(yayb + Zazb)v (326)

para ciertas funciones
p= w2 (%R2($7) =+ Sl (.’L‘D)) ,

P = w? (_%RQ(II;’Y) + S3<.’1?D)) s (327)

F=F@&P) vy P,=Py2P)

Ademas, si definimos el vector nulo k, = v, + pa, la expresién anterior puede reescribirse como

Gap = Top = Fhakp + (p — Fvguy + (P1 — F)papo + Pa(Yalp + 2a2p)- (3.28)

Fisicamente, esto se puede interpretar diciendo que el contenido material de este espaciotiempo se
puede representar siempre como un fluido anisotrépico de 4-velocidad ¥ (comévil con un observador
adaptado), densidad p, presiones Py y P, y flujo de momento Fp,, (ecuacién (3.26)); o también (ecuacién
(3.28)) como la suma de un fluido anisotrépico con la misma 4-velocidad @, densidad p — F, presiones
P, = P — F y P>, mds un campo de radiacién nula dirigido a lo largo de k y que transporta una
densidad de energia F. Esta particién del tensor energia-momento (especialmente la tltima (3.28)) ha
sido extensamente usada en el contexto de la simetria esférica (véase L. Herrera, A. Di Prisco, J. Martin,
J. Ospino, N.O. Santos, y O. Troconis, Phys Rev D 69 084026 (2004), también http://arxiv.org/abs/gr-
qc/0403006 y las referencias que alli se citan).

Es interesante darse cuenta que las descomposiciones anteriores son altamente no-tinicas en el sentido
que Gap 0 Tup se pueden descomponer del mismo modo para todos los observadores Ve cuyas lineas-
universo sean tangentes a M1 (tanto si son adaptados, i.e.: ¥ ortogonales a una hipersuperficie, como
si no lo son), esto es. cuya 4-velocidad sea v'* = cosh ov® + sinh ¢p® para una funcién arbitraria
é(xP,x7), entonces p,a = sinh ¢v® 4 cosh ¢pp® y también o +p/“. Si ¢ depende de z7 (i.e.:
el observador ¥’ es no-adaptado) la densidad correspondiente p’, presiones Pj, Py, etc. no tendran
la forma funcional dada en (3.27), pero si ¢ = ¢(z”) el observador y la tetrada resulatantes son
también adaptados y entonces (3.27)se verifica para la cantidades con prima p’, etc.

3.2.2. El tensor de presiones anisotropicas y el tensor de shear.

Escribiendo G,y en las ecuaciones (3.26, 3.28) en la forma de la ecuacién (3.23) y utilizando el observador
adaptado ¥ para llevar a cabo la descomposicién, se tiene:

Tap = pvavp + Phop + gy + vo Fp + Fovp (3.29)
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donde

oy = 5(Pr — P2) (2papPb — Yalo — Za2b) (3.30)

con Il =P — Ps.

De (3.15) y la expresién de II,;, dada més arriba, es inmediato ver que el tensor de shear o, de U es
proporcional al tensor de presiones anisotrépicas Il,;, cuandoquiera que ambos tensores son distintos
de cero

Map = Aoap, con A= TIT"twd. (3.31)
Si A < 0, se puede interpretar como un coeficiente de viscosidad de shear: A = —2n, n > 0 siendo
el llamado coeficiente de viscosidad cinematica, y la viscosidad puede verse como la fuente de la
anisotropia en las presiones.

Para cualquier otro observador adaptado @, con

’

v * = cosh ¢ v® + sinh ¢ p?, p/a = sinh ¢ v” + cosh ¢ p*
donde ¢ = ¢(x) se obtienen expresiones similares a las anteriores:
p = ,ocosh2 ¢ — 2F sinh ¢ cosh ¢ + P; sinh? @,
P = % (P{ +2P;),
P| = psinh® ¢ — 2F sinh ¢ cosh ¢ + Py cosh® ¢,
Py =P, Fo=Fpa,
F' = Fcosh2¢ — % (p + Py) sinh 2¢,
hab = Palb + Yals + 2a2s,

1
Mo, = I <p;p§, - ghab> , I'=P — P,
donde las magnitudes con prima son las que mide el observador ¥'. Notemos que aqui también se
tiene II/,, = N o.,; asi, para todos los observadores adaptados el tensor de presiones anisotrépicas
es proporcional a su tensor de shear.

Esta proporcionalidad se 'remonta’ al espaciotiempo descomponible (M, §); para verlo consideremos la
tetrada adaptada y observador adaptado en (M, §) que estén conformemente relacionados a aquéllos en

(M, g); i.e: ¥ =w™17,...,Z=w 17 (véase la seccién anterior); de (3.19) tenemos
C}'AB = —1Ry(—0a0p + pabn),
Gap=0 (3.32)

Gap = —5R1(Jabs + 2a%3)

que también puede descomponerse con respecto al observador ¢ como en (3.23) y asf

Gap = Tup = poady + Phay + Hap + Faby + 9aFp, (3.33)
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con .
p=3Rs, P=3(-3R+ M)
(3.34)

Fa=0, Ty =11 (pap — $has )

donde II = %(Rl — R»). De la expresién para o y (3.13) tenemos [ = X&ab, y recordando que
Oab = Woap ¥ Hap = Aogp,concluimos finalmente

I,y o Ilgp. (3.35)

La verdadera ecuacién de estado que describe las propiedades de la materia a densidades superiores
a la nuclear (=~ 10'* gr/cm?) es esencialmente desconocida debido a nuestra incapacidad para verifi-
car la microfisica de la materia nuclear a tan altas densidades. Teniendo presente esta incertidumbre,
parece razonable explorar algunas ecuaciones de estado para la anisotropia local comenzando con un
objeto geométrico simple como el tensor de shear o,,. La proporcionalidad entre el tensor de presiones
anitrépicas y el de shear abre la posibilidad de disenar de algiin modo tales ecuaciones de estado.

Ni que decir tiene, un espaciotiempo descomponible de estas caracteristicas no representa por si mismo
ningin tipo razonable de materia (nétese que p + P = 0), sin embargo, es interesante darse cuenta de
como la estructura descomponible 'genera’ de algiin modo anisotropia en las presiones en el fisicamente
realista espaciotiempo warped. Ello contrasta con el factor de warping w, que contribuye a lo que uno
podria llamar a grandes rasgos la ’fisica isotropica’ a saber: la densidad de energia p y la presién
isotrépica P.

3.2.3. Estructura de Autovectores y condiciones de energia.
Veamos ahora como la geometria asumida impone ciertas restricciones sobre el contenido material, y
como se manifiesta esto en la estructura algebraica (autovector/autovalor) del tensor de Einstein.

Notemos que los autovectores del tensor de Einstein G4, son los mismos que los del tensor de Ricci
Rap, y sus correspondientes autovalores estan ’corridos’una cantidad —%R, donde R es el escalar de

Ricci asociado con g, ademds, a partir de la forma de Ggp y de la ecuacién (3.17), se tiene que estos
autovectores coinciden con los del tensor wq .

Asi, los tres tensores Gup, Rap ¥ Wa/p todos tiene el mismo tipo de Segre con los mismos autovectores.
Por conveniencia trabajaremos con el tensor de Ricci en una carta adaptada, asi:

" R4 0
b:< i R%), (3.36)

R4 :R"}B(xD) y RY :f(:vD,x'Y)éoé.

The polinomio caracteristico de R es entonces

con

p(z) = det [RY — zdG] =

p(x) = det (R‘}‘g(xD) - xé‘}‘g) (x — f(az:D7 z7))? (3.37)

y por tanto hay un autovalor repetido x = f que corresponde a dos autovectores tipo espacio tangentes
a M que se pueden escoger unitarios y mutuamente ortogonales, pongamos 4 y Z; entonces tenemos
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en una carta adaptada: y* = (0,0,y%, ¥°) y 2% = (0,0, 22, 2®) (ademéds: en una carta en la cual hy es
diagonal y* = (0,0,2,0) y 2% = (0,0,0, 23)). El resto de autovalores son las raices del polinomio de
segundo grado

q(z) = det (R"}B(xD) —20y) = 2 — tpx + dp, (3.38)

donde tg = RY + RY es la traza de la matriz (R‘y) y dgr su determinante. Se tienen entonces las tres
posibilidades siguientes:

El polinomio ¢(z) tiene dos raices reales.

Si g(x) tiene dos raices reales, digamos A1 y A, ambas serdn funciones sobre M; (i.e.: funciones de las
coordenadas zP) ya que R% son también funciones sobre M;. La condicién necesaria y suficiente para
que esto ocurra es

t% —4dp > 0, (3.39)

0, de acuerdo con nuestras consideraciones previas sobre la estructura de autovalores/autovectores de
R“}B y w"} B> que
2 —4d,, > 0, (3.40)

con

t, = trace (w“}B) and d, = det (wf}B) ,

una expresion que involucra tan solo derivadas covariantes de la funcién w tomadas con respecto a la
métrica descomponible. Este caso corresponde a R% del tipo diagonal de Segre {1, 1} o equivalentemente
a la existencia de dos autovectores de RAB no nulos mutuamente ortogonales (y por lo tanto autovectores
de R%), digamos @ y 7l que sepueden escoger unitarios, tipo tiempo y tipo espacio respectivamente, que
son tangentes a M, y tales que, en la base del espacio tangente a M; formada por ellos (@, 77), la forma

de Jordan de la matriz (R‘;) es
RA, = ( Aol Aoz ) (3.41)

En las coordenadas adaptadas que consideramos, estos dos autovectores son parte de una tetrada
adaptada (i.e.: u® = (u% u',0,0) y n® = (n%nt,0,0) con u® = u®(zP), n® = n?(2P)), y en particular
1 corresponde a un observador adaptado.

De las condiciones —u%u, = nn, = 1, u®n, = 0 es facil ver que existe una funcién ¥ (x”) tal que, en
las coordenadas introducidas en (3.9)

u® = (A= cosh+p, B~1sinh,0,0),
(3.42)
n® = (A= sinhy, B~ cosh,0,0),

y existe un cambio de coordenadas en M; tal que ¥ = 0 y la métrica mantiene su forma diagonal (i.e.:
se puede escribir como en (3.9)). Este particular gauge de coordenadas se llama comévil; en este punto
sin emabargo, no lo utilizaremos todavia.

El tensor de Ricci tensor y el tensor de Einstein, son entonces del tipo diagonal de Segre con una doble
degeneracion espacial {1,1(11)}, es decir:

Gab = puqup + p11ane + 2 (Yl + 2a2b) (3.43)

que equivale a decir que toma forma diagonal en la tetrada adaptada wug,ng,Ya, 2. Las cantidades
P, P1,p2 vienen dadas por:

1
p= <2R2 + S> w? 4 2ww 4 gt a”, (3.44)



60 CAPITULO 3. WARPED.
1 2 ~A~B
pL=— §R2 + S | w4+ 2wwa pnn”, (3.45)

P2 = — (;Rl =+ S) w2, (346)

donde S = w‘thN(2wM/N — 3w‘1waN), Y Ug = Wlg, Mg = wng. En el gauge comovil mencionado
arriba, las componentes coordenadas del tensor de Einstein también forman una matriz diagonal (i.e.:
Gia = i)y, ete.), y 4 = (A71,0,0,0), 2* = (0, B71,0,0). Las ecuaciones de campo implican entonces
que el tensor de energia-momento T,; tiene la misma forma. La condicion dominante de energia se
verifica siy sélosi p>0y —p <p; < pparai=12.

Fisicamente, esto se puede interpretar diciendo que existe un observador adaptado, con 4-velocidad ,
que mide un flujo de momento cero, densidad de energia p y presiones p; en la direccién 7 (que llamare-
mos direccién/presion radial), y pa en otra direccién espacial perpendicular a 7 (direcciones/presiones
tangenciales). El uso de los nombres ‘radial’ y ‘tangencial’ se justifica por lo que ocurre en los es-
paciotiempos esféricamente simétricos, donde la direccién 7 es perpendicular a las érbitas (esferas) y
puede identificarse con la direccién radial, y las otras direcciones espaciales perpendiculares a ella son
necesariamente tangentes a las esferas.

Los fluidos perfectos estan incluidos en esta clase y son precisamente aquéllos para los que p; = ps.
De las ecuaciones (3.91,3.92) es inmediato ver, en vista de la dependencia funcional de p; y p2, que
una condicién necesaria para que esto ocurra es que Ro = constant. Asi tenemos el resultado de
que Los espaciotiempos warped Br de tipo fluido perfecto son necesariamente esféricamente, plano o
hiperbdlicamente simétricos.

Si el contenido material viene descrito por (3.30) esto implica, nuevamente de acuerdo con nuestras
consideraciones sobre la estructura de autovector/autovalor de G%, R%, etc., que

t2 —4dg > 0, (3.47)
con
tg = trace (G‘%) , and dg = det (G‘L}g) ,
o en términos de las magnitudes fisicas introducidas en (3.30):
‘ 2F

— = <1 3.48
5+P+§H‘ (3.48)

También se puede llegar a estos resultados a partir de (3.26) poniendo

vq = cosh g uq +sinhpn, and
(3.49)
Do = sinh ¢ ug + cosh png

e imponiendo entonces que ¢ sea tal que el término en Ty, que contiene ugnp +ngup sea cero. Existe
pues un observador privilegido que mide un flujo de momento igual a cero. Dicho observador se

mueve con velocidad
u® = cosh g v® + sinh ¢ p® donde

OF (3.50)
p+ P+ 210

De los comentarios que siguen a la ecuacién (3.26), se tiene que p+ P + %H es una funcién de las

tanh 2¢ = —

coordenadas z, y también lo es F, y entonces ¢ = ng(xD) que es la condicién para que @ sea un
observador adaptado.
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Las cantidades p, P, Il y F en (3.30) y p, p1 y p2 en (3.43) estén relacionadas via:

p=p cosh? ¢ + py sinh? ¢,

P = (p sinh? ¢ + py cosh? ¢ + 2p2) ,

wl

I = psinh® ¢ + p; cosh® ¢ — pa,

F = (p+ p1) sinh ¢ cosh ¢,

0 equivalentemente

N —

2 \? 2
\/(,5+P+3H) —4]-"2—ﬁ+P+§H ,

1
pQZP_§H7

y por lo tanto la condicién dominante de energia se expresa en estas coordenadas (recordemos que en
este caso se verifica (3.48)):

p=>0
3

2.\° 2
\/<5+P+3H) —4f2+,5—<P+3H>20, (3.51)

—p<p1<p

p— <P + 2H> >0, (3.52)

4 2 \?
ﬁ+P3H+\/<ﬁ+P+3H> —4F2 >0 (3.53)

2 2
ﬁ+\/<ﬁ+P+3H) —4F2-3P >0 (3.54)
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con

2 2
(ﬁ + P+ 3H> —4F2>0 (3.55)

La segunda desiguladad (3.52) implica la primera (3.51), por lo tanto sélo necesitamos tener en cuenta
las cuatro ultimas.

El polinomio ¢(z) tiene una tunica raiz real.
Si g(z) tiene una sola raiz real,entonces
—4dp =0, or equivalentemente, t2 —4d,, =0, (3.56)

donde las definiciones son las mismas que en el caso anterior. El tensor de Ricci (Einstein, w?, etc.)tiene
entonces un autovector nulo k£ con autovalor (en el caso del tensor de Ricci) —o = %tm y la forma de

Jordan de la matriz (R%) es
A —0 0
R —< 1 _J). (3.57)
El tensor G es del tipo de Segre {2, (11)} y por tanto existe una tetrada nula en la cual

Gw=o0 (kalb + lakb) + Nk kpy + p2 (yayb + Zazb) , (3.58)

con ko k* =101 =0y k1 =—-1,y 12, ['se pueden escoger de modo que sus componentes sean funciones
sobre M; (i.e.: dependan sélo de las coordenadas ). Las funciones o, A y py viene dadas por:

1 A
c=— (2R2 + S) w?+ 2wwA/BkAlB, (3.59)
PP 1
A =2wwa/pltP, po=— (231 + S) w?, (3.60)
donde, como antes S = w‘thN(QwM/N — 3w_1WM(UN)7 and ]Afa = wk,, lAa = wl,. En este caso se tiene

que wA/Bl%Al;:B = 0, y es facil ver que existen coordenadas {u, v, y, z} tales que la métrica descomponible
se puede escribir como
ds* = —2B%(u,v)dudv + ?@W:2) (dy2 + dzz) , (3.61)

de modo que ke = (B~1,0,0,0), jo = (0,B71,0,0). En este gauge, la ecuacién wA/Bl%AIAcB =0 es
simplemente w,/,, = 0, que se puede integrar una vez (redefiniendo la coordenada v de modo trivial)
dando w, = B?.

Cualquier par «, 7 de vectores unitarios mituamente ortogonales, de tipo tiempo y tipo espacio res-
pectivamente, que estén contenidos en el 2-espacio generado por k y ['seran de la forma

a 1 a 1
Uq = ﬁ (k‘a + a2la) and Ng = ﬁ (ka - CLQZG) ) (362)

donde a es alguna funcién arbitraria; se sigue que G,; se puede reescribir en términos de la tetrada
U, 1,1y, Z como

A A A
Gap = (O’ + 2(12> UgUp + (W — CT) NgMp + %2 (Uanb + naub) + D2 (yayb + Zazb) ) (3'63)

y la condicién dominante de energia se verifica si y sélo si [?]

c>0, A>0y —o<py<o. (3.64)
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Como antes, si el contenido material viene descrito por (3.26) esto implica

A _ A 2 A
UJFT‘Q:/)? T“Q*U:PJFgH’ ﬁ:}—’ (3.65)
que a su vez implica
2F . 2
3

En este caso, no existe ninguin sistema de coordenadas tal que G, sea diagonal; o bien, puesto en
lenguaje fisico, todos los observadores fisicos mediran siempre un flujo de momento F distinto de cero,
pero F debe verificar la ecuacién (3.66); ademads, the condicién dominante de energia (3.64) se puede
traducir como

2
- <P+ 3H> >0 and F > 0. (3.67)

De nuevo en este caso, notamos la proporcionalidad entre Il y 04p.
El polinomio ¢(z) tiene dos raices complejas.

Si g(z) admite dos raices complejas deben ser necesariamente complejas conjugadas la una de la otra: z y
Z. En este caso es bien conocido que the condicién dominante de energia no se puede verificar nunca, de
modo que si Ty, es de este tipo no puede representar materia fisicamente aceptable. No consideraremos
ya mas este caso, pero notaremos que esto ocurre cuandoquiera que

‘ 2F

— = |>1. 3.68
ﬁ+P+§H‘ (3.68)

3.2.4. Resumiendo algunos resultados.

Para cerrar esta seccién reusmiremos brevemente algunos de los resultados obtenidos hasta aqui:

1. Los unicos casos compatibles con una geometria del tipo warped Br que verifican la condicién
dominante de energia corresponden a que G (0 Tgp) sea de los tipos {1,1(11)} o {2,(11)} (o
una degeneracién de éstos). En ambos casos, el contenido material del espaciotiempo puede ser
interpretado (por cualquier observador adaptado) bien como un fluido anisotrépico con flujo de
momento, o bien como la suma de un fluido anisotrépico sin flujo de momento y un campo de
radiacién pura.

2. Es del tipo {1,1(11)} si se verifica (3.48), y entonces las desigualdades (3.52) a (3.55) se de-
ben verificar para que se cumpla la condicién dominante de energia. En cualquier caso, y para
cualquier observador adaptado (incluyendo el privilegiado que no ve fluyjo de momento), existe
proporcionalidad entre el tensor de presiones anisotropicas y el de shear de dicho observador. Los
espaciotiempos de tipo fluido perfecto son del tipo {1,(111)} y entonces Ry = constant; i.e.: el
espaciotiempo is esféricamente, plano o hiperbdlicamente simétrico.

3. Es del tipo {2, (11)} cuando se verifica (3.66), entonces (3.67) debe satisfacerse para que se cumpla
la condicién dominante de energia. De nuevo se tiene proporcionalidad entre el tensor de presiones
anisotropicas y el de shear de los observadores adaptados.
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3.3. Escenario de hidrodinamica y radiacion.

En esta seccién vamos a presentar algunas de las conscuencias de los resultados generales sobre condi-
ciones de energia y estructura del tensor energia-momento que hemos obtenido. Tendremos 'in mente’ el
caso de la simetria esférica (que como ya dijimos es un caso particular de espaciotiempo warped Br) y
consideraremos un fluido radiante. De la discusién previa se sigue sin embargo que todo lo que veamos
en esta seccién es inmediatamente generalizable al caso de un espaciotiempo warped B genérico.

En este caso, el tensor de energia-momento puede describir

= Un fluido anisotrépico de velocidad ¢ (supuesto sin rotacién y por tanto adaptado en el sentido
definido previamente) y tensor de energfa-momento T(J(\:[) ®) — diag (p, Py, Py, Py ), donde p es la
densidad de energia, P, la presion radial y P, la presion tangencial. Los indices entre paréntesis
son indices de tetrada, ésta siendo v, p, ¢/, Z, donde ¢/, Z son mutuamente ortogonales, unitarios, de
tipo espacio y tangentes a las esferas, p’ es unitario y espacial y perpendicular a los anteriores, y
¥ es unitario temporal y ortogonal a los otros tres.

= Un campo de radiacién de densidad especifica I(x,t; 7, ) dado por
d€ =I(r, t;7m,v)dS cosp dO dv dt, (3.69)

donde d€ se define como la energia que atraviesa un elemento de superficie d.S, en el angulo
sélido alrededor de 7, i.e. d® = sin#dfdy = —dudy (¢ es el dngulo entre 7 y la normal a dS),
transportada por radiacién de frecuencias (v,v + dv) en un tiempo d¢. Se mide en la posicién
z y tempo t, viajando en la direccién 77 con una frecuencia v. Como en la teoria clésica de la
transferencia radiativa, para una geometria planar, los momentos de I(x,¢; 7, V) se pueden escribir

como'
1 o] -1
PR = 5/ dv dp Iz, t;7,v), (3.70)
0 1
1 o0 —1
F= 5/ dv / dp p Iz, t;,v) (3.71)
0 1
y
1 o0 —1
P= 5/ dv / dp 12 1(x, t;7,v) . (3.72)
0 1

Fisicamente, pgr , F y P, representan la contribucién de la radiacién a la densidad de energia,
densidad de flujo de energia y presién radial, respectivamente.
De las hipotesis anteriores se tiene que el tensor de energia-momento se puede escribir como
M R
Tayw =T T T

donde la parte material es T(JZI) ®) dada mas arriba, y el término correspondiente a la radiacién Tg)(b)
se puede escribir en la tetrada introducida (véase la nota a pie de pagina) como

pr F 0 0
F P 0 0

R —

Thm=| 0 o Yon—P) 0 . (3.73)
0 0 0 1(pr—P)

IMihalas, D. y Weibel Mihalas, B. (1984) Foundations of Radiation Hydrodynamics (Oxford University Press). Rezzolla
L. y Miller J. (1994) Class. Quantum Grav. 11 1815.
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Por lo tanto en este caso las variables fisicas genéricas son:
p=p+pR;
P =1(P, 4+ 2P+ pr) (3.74)

=P +3P—-P.—ipr

En coordenadas, el tensor de energia-momento se puede escribir como:

Top = (p+ pr)VaVs + (Pr + P)paps + F (Vapy + Pavs)

1
+ g(PL + pr — P)(Yalp + Za2) (3.75)

o, usando la notacién establecida en (3.23):

1
Tap = (p + pR)VaY + g(Pr + 2P, + pr)hay + F(vaps + Pavs)

1

1
# (2= Put 5P = o)) (s ) (3.76)

donde el ultimo término se escribe a menudo en los calculos como

1

1
Iy = (Pr - P+ 5(377 - PR)) (Papb — ghab)

1
I = H(papb - ghab)a

y utilizando también la notacién establecida en la seccién precedente
- 1
p:P+PRa P:§(PT+2PJ_+pR)a
1
II= (PT—PL+2(3”P—,OR)>.

Desde un punto de vista fisico, el tensor anterior representa la situacién maés generalposible en la que
uno estd interesado en el contexto astrofisico, por lo que serd la que adoptaremos como representacion
del contenido material de ahora en adelante. Notemos que, de nuestros desarrollos en las secciones
precedentes se sigue que la geometria del espaciotiempo geometry ”fuerza” este tipo de contenido
material (en este punto, es interesante reparar en el hecho de que no todas las posibles combinaciones
de tensores de energia-momento dan lugar a un tensor total de energia-momento compatible con la
geometria warped; i.e.: de los tipos {1,1(11)} o {2,(11)}; véase G.S. Hall y D.A. Negm, Int. J. of
Theor. Phys. 25 405 (1986), para mds detalles al respecto).

Vamos ahora a trasladar al caso presente las condiciones que obtuvimos en general; i.e.: (3.48) y (3.66),
junto con las correspondientes desigualdades (3.52) a (3.55) y (3.67) para la condicién dominante de
energia.

Para el caso en que Ggp, (0 Typ) sea del tipo {1,1(11)} (3.48) se puede reesscribir como

2F _
p+pr+ P +P

1 (3.77)
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y las desigualddades (3.52) a (3.55) imponen

p+pr—Pr =P 20,

p+2PR*PT+2PL*2,P+

+\/(p+pR+Pr+P)2—4}"2 >0

p—Pr—2P¢+\/(p+pR+P7-+P)2—4]-'220
(p+pr+P+P—-2F)(p+pr+P-+P+2F)>0

‘2.7-'

)2 —4F2 45— P >0,

ﬁ*przoa

(P+P-+2F) (p+P. —2F) >0

donde hemos definido

_ _ 1
p=p+pr, P =P +P, and PJ_:PJ_+§(pR_P)

(3.78)

(3.83)

que representan la densidad density, presién radial y presiéon tangencial ”totales” medidas por un ob-

—

servador local Minkowskiano (el que se mueve con velocidad ©)
Si Gap (0 Typ) es del tipo {2, (11)}, (3.66) se reescribe como
lp+pr + P +P| = [2F]

y las desigualdades (3.67)
p+pr—Pr—P>0 and F>0.

o equivalentemente

|p+P.| = 27| and

(3.84)

(3.85)
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3.4. Un Ejemplo.

Consideremos el espaciotiempo cuyo elemento de linea viene dado por

2
L) o Loy a2 02402 4+ 2 (theta)d? (3.86)

ds* = —
s 2 P2(t,1) 2

donde la funcién f(theta) la escogeremos como la funcién de Airy
[ —1—ab
f(0) = Ai <a2/3>

Un célculo directo de tZ —4d (que recordemos tiene que ser mayor o igual que cero para tener {1,1(11)}
0 {2, (11)} respectivamente) da como resultado
Q2 — 4P2P?

— 42 _
A:tG_4dG—16 7’2P4Q2 5

A>0 <« Q* —4P?*P2 >0 (3.87)

Nosotros asumiremos que es positivo, y pondremos §2 = Q% — 4P2P? > 0, con lo cual se tiene que el
vector propio temporal unitario del tensor de Einstein (4-velocidad del observador adaptado privilegiado
que no detecta flujo de momento) es

o (P a1 fa

En cuanto al 4-vector unitario 7 es:

a_ (P @ ;1 /Qr
n _<Q\/6 1’P\/6 +1,0,0> (3.89)

la densidad que mide el observador 4 viene dada por:

1
P~ 2qp%

{6 [2r(2P.Q — PQ,) + QP3(1 — af) — 2QP] + 2rP(4P?P? + Q?2)} (3.90)
La presién p; (presién 'radial’)es

p1= 1"262%35 {6 [2r(2P.Q — PQ,) + QP*(1 + af) — 2QP] — 2rP(4P*P} + Q) } (3.91)

y la presion ’tangencial’ pa:

p2 = TQ%PL; {Q*P(PQ, — 2QP,) + 3rQ*P.(QP, — Q,P)
+rQ*P(PQ,r — QP,;) — rP*(PQPy; — PP,Q; + P2Q)} (3.92)

Es interesante reparar en el hecho que al hacer el parametro a = 0 se recupera la situacién esféricamente
simétrica.

Es posible escoger funciones P y () que verifiquen las propiedades requeridas en orden a satisfacer la
condicién dominante de enrgia.
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CAPITULO 3. WARPED.



Capitulo 4

Apéndice 1.

4.1. Variedades y coordenadas. Una aproximacion informal.

Existen dos aproximaciones a la idea de variedad:

1. Una variedad es la generalizacién de la idea de superficie (bidimensional) en el espacio euclideo
R3. Se puede demostrar que cualquier variedad (analitica) de dimensién n se puede considerar
como una superficie en un espacio euclideo RY con n < N < n(n + 1)/2, entonces el espacio RV
se llama espacio ambiente de la variedad en cuestién.

2. Una variedad n-dimensional se puede ‘ver’ como un conjunto de puntos que localmente (i.e.: en
entornos pequenos alrededor de cada punto) se parece al conjunto de puntos R™ (espacio euclideo
n-dimensional), aunque globalmente puedan ser muy distintos.

El primer punto de vista tiene la ventaja de que en RN podemos definir coordenadas cartesianas
globalmente (con todo lo que ello supone) y restringir después a la variedad en cuestién. Las superficies
en R? son desde luego variedades 2-dimensionales:

Ejemplo 1: Utilizando coordenadas cartesianas en R? la esfera S? (centrada en el origen y de radio
1) se puede definir como

5% ={(x,y,2) e R® : a” + ¢y + 2> =1}
podemos utilizar las coordenadas cartesianas para coordenar puntos de la esfera; asi por ejemplo, un
punto del hemisferio norte tendra coordenadas (z,y, /1 — x2 — y2), con lo que tan sélo son precisas
dos coordenadas (x e y por ejemplo) para describir los puntos de la esfera, de acuerdo con la idea
de superficie como un conjunto de puntos bidimensional, esto es: con dos grados de libertad.

Ver la superficie (la esfera en el caso anterior) como un subconjunto del espacio ambiente R? y utilizar
coordenadas cartesianas allf tiene ventajas; por ejemplo, los vectores (flechas) con origen en un punto
p € S? C R? (lo que llamaremos TpR3; i.e.: vectores tangentes a R?® con origen en p) tienen componentes,
segun la base cartesiana de ese espacio, iguales a la diferencia entre las coordenadas del extremo de la
flecha y el origen de ésta (p); sin embargo, resulta dificil ver si un determinado vector de T,R3 lo es
tambien de 7,5 2 para un punto p sobre la esfera; esto es: si una flecha con origen en p es o no tangente
a la esfera. Ademads, uno tiene que estar refiriéndose todo el tiempo al espacio ambiente.
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El segundo punto de vista es intrinseco; esto es: considera la variedad por si misma, y no como
subconjunto de algin espacio ambiente. En general, no podremos definir coordenadas cartesianas, pero
todo lo que digamos estaré ya directamente referido a la geometria de la propia variedad. El punto clave
estéd en el concepto de localmente como R"™. Asi diremos, por ejemplo, que la esfera es una variedad
2-dimensional porque localmente (en un entorno alrededor de cualquier punto):

(a) Podemos coordenar todos los puntos de ese entorno de manera continua utilizando tan sélo dos
coordenadas (por ejemplo: longitud y latitud).

(b) En ese entorno la geometria es parecida a la de R? (por ejemplo, para nosotros, habitantes de la
Tierra -considerandola como una esfera perfecta-, ésta nos parece plana, como R?, en un entorno de
nuestra posicién). Esta segunda condicién es lo que significa el adjetivo diferenciable; esto es: la
superficie no puede tener 'puntas’ o 'crestas’:

Ejemplo 2: un cono incluyendo el vértice no seria una variedad diferenciable, ya que en un entorno
del vértice, las cosas no son como en R?; por ejemplo: el vector tangente a cualquier curva que pasara
por ese vértice es discontinuo en el vértice (esto es: la derivada de la representacién paramétrica de
la curva no existe en ese punto, la curva no es diferenciable en ese punto), y eso no ocurre para
ningtn punto de R?.

Para entender mejor el significado de las coordenadas en una variedad cualquiera, consideremos a
continuacién el caso de coordenadas definidas sobre una superficie de R3.

4.1.1. Coordenadas en una superficie ¥ C R3.

Consideremos un punto p € X cualquiera y un abierto, que llamaremos O, contenido en ¥ y que
contenga ese punto; esto es: p € O, C X.

Figura 1

Diremos que z* = {z', 2%} son coordenadas vilidas en la regién O, si existe un abierto de U C R? y
una funcién x de O, en U:

z:0,CY — UCR?
¢ = (zg])

tal que
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1. x es biyectiva (i.e.: inyectiva y exhaustiva).
2. x es continua.

3. 7! (que existe porque z es biyectiva) es también continua.

Parafraseando: {z!, 72} son coordenadas vélidas en la regién O, si a todo punto ¢ € O, de esa regién
se le pueden hacer corresponder dos niimeros reales (JU}Z, xﬁ) que llamamos coordenadas del punto g,
de manera que

(1) biyectividad de x: a puntos distintos corresponden valores distintos de sus coordenadas y fijado

un punto p sus coordenadas (lej, xf,) son unicas.

(2) continuidad de z: al variar continuamente los puntos de O, (i.e.: al pasar de un punto de O, a
otro infinitamente cercano), los valores de (2!, 22) varfan continuamente (i.e.: pasan de un valor a otro
infinitamente cercano)

(3) continuidad de z~!: al variar los valores de x', 22 de manera continua, obtenemos una variacién
continua de puntos de X.

Nota 1. Dado que z es biyectiva y tanto ella como su inversa son continuas, también hubiéramos podido
definirla como una funcién de U C R? en O, C X, esto es:

z:UCR? — 0,C%
(zg:23) q
en algunos libros las coordenadas se definen de este modo y en otros del otro. En cualquier caso,

el abierto U de R? es el conjunto de todos los valores posibles de las coordenadas z.

Nota 2. Las funciones = : O, — U es lo que en Fisica llamamos sistemas de coordenadas (y normalmen-
te, no nos molestamos demasiado en especificar el dominio O,, y recorrido U); en Matematicas se
llaman normalmente cartas coordenadas.

Sobre los conceptos topolégicos.

En la revisién anterior de la definiciéon de coordenadas en una superficie, aparecen dos conceptos to-
polégicos importantes: el de conjunto abierto y el de funcion continua. Antes, conviene decir que los
conjuntos que consideraremos (variedades, superficies, etc.) se llamardn genéricamente espacios, y sus
elementos (los elementos de estos conjuntos) se llamardn puntos.

Conjunto Abierto Es el concepto que permite introducir las ideas de proximidad (o vecindad) entre
puntos, separacion entre puntos, etc. Asi por ejemplo, dos puntos puntos ”son vecinos’si estan
contenidos en un mismo abierto (que no sea el espacio total); estdn separados si existen dos
abiertos, conteniendo cada uno de ellos uno de esos puntos, que son disjuntos (i.e.: su interseccién
es vacia). Expresiones tales como entorno de un punto p tienen una definicién precisa que coincide
con la idea intuitiva que sugiere la propia expresién (i.e.: el puno p y sus puntos vecinos).

En todo momento, el modelo a seguir es el de los abiertos en R, i.e.: conjuntos tales como los
intervalos abiertos (a,b), las uniones de un nimero cualquiera (finito o infinito) de intervalos de
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este tipo, las intersecciones de un ndmero finito de intervalos de este tipo, el espacio total R y
el conjunto vacio (). En este caso, la nocién de proximidad, separacién, etc., es muy clara porque
tenemos la nocién de distancia entre dos nimeros d(a,b) = |a — b| que coincide con la nocién
habitual de distancia, y por tanto conceptos tales como proximidad, separacion, etc. son claros.
En el caso general sin embargo, podemos no tener una nocién de distancia y es por eso que se
definen los conjuntos abiertos, de una manera formal.

Asi, un espacio M en el que tenemos definida una coleccién de subconjuntos de M, que designa-
remos {O,} = 7, se llama espacio topolégico (y 7 se llama topologia sobre M) si se verifican
las tres propiedades siguientes:

1. M,0eT.

2. La unién de un ntimero cualquiera (finito o infinito) de subconjuntos O, € T, estd también
en 7.

3. La interseccién de un nuimero finito de subconjuntos O, € 7, estd también en 7.

Los conjuntos O, se llaman abiertos (de M o de la topologia 7). Todas las variedades son
espacios topoldgicos.

Funcién Continua Entre dos espacios X e Y es una funcién f : X — Y (i.e.: una asignacién de
puntos de Y a puntos de X) de modo que a puntos de X préximos entre si les corresponden (al
"aplicarles” f), puntos de Y que también estdn préximos entre si. La definicién en términos de
abiertos es que la anti-imagen o pre-imagen por f de un abierto de Y es un abierto de X. El
modelo a tener en cuenta en todo momento es el de las funciones continuas de R en R.

De manera precisa, dados dos espacios topoldgicos X e Y (con topologias 7x y 7y ), una funcién
f: X — Y es continua si para todo abierto Uz C Y se tiene que f~1(Ug) € Zx; esto es: la
anti-imagen de un abierto de Y es un abierto de X.

Las definiciones formales de estos conceptos, asi como ejemplos y algunos desarrollos de interés que se
basan en éstos, pueden encontrarse en cualquier libro de topologia y/o de geometria diferencial. Véase
también http://www.uib.es/depart/dfs/GRG/index.html el apartado’ de ”Notas de clase”, el Tema
3 de ” Ampliaciéon de Métodos Matematicos”.

L Aunque los titulos estdn en cataldn, las notas estan escritas en espafiol.
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4.2. Variedades y coordenadas. Una aproximacion formal.

Como ya hemos dicho, una variedad es la generalizaciéon a una dimensiéon cualquiera del concepto de
superficie, o también la imagen de que una variedad estd hecha de trozos que son como conjuntos
abiertos de R™, ‘cosidos’ entre si sin formar puntas, crestas, etc., esto es: “suavemente”.

A continuacién damos la definicién tal y como viene en la mayor parte de textos. Utilizaremos el lenguaje
establecido en la seccién anterior: abiertos, funciones continuas, etc.; todo ello en una dimensién n
arbitraria.

Una variedad real diferenciable (C*°) n-dimensional M es un conjunto de puntos junto con una
coleccién de subconjuntos {Oy} = 7, que son sus abiertos®, de modo que:

1. Para cada O, existe una funcién z, : O, — U,, donde U, es un abierto de R™, de modo que la
funcién x, (que tendrd n componentes):

.’Iﬁa(p) = (xl(p)v' T ,mn(p)) S Ua C R™

es biyectiva, continua y la inversa es también continua®.

2. Si dos subconjuntos O,, Og se solapan; i.e.: O, NOg # 0, la funcién f definida como f = zgox '
ie.:
f=apoay’:2,[0,N0g CU, CR" — 25[0,N0p] CUs CR"

es tal que fy f~! (que son funciones de R” en R™) son C*. Notemos que f es lo que llamamos
un cambio de coordenadas.

T es una topologia y entonces M es un espacio topoldgico; en particular esto implica que cada punto p € M
estd contenido en al menos un subconjunto O y que los {Oq } forman un recubrimiento de M.

bEn matemaéticas, una funcién biyectiva, continua y con la inversa también continua se llama homeomorfismo, y si
ademds ella y su inversa son C°°, se llama difeomorfismo.

Figura 2
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Nota 1.

Nota 2.

Nota 3.
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Las funciones z, : O, — U, se llaman en Fisica sistemas de coordenadas (y normalmente,
no nos molestamos demasiado en especificar el dominio O, ni el recorrido U, ); mientras que en
Matematicas se llaman cartas coordenadas. Nosotros utilizaremos indistintamente un nombre
u otro.

En la definicién anterior se requiere que el recubrimiento {O,} y la familia de cartas (o sistemas
de) coordenadas {x,} sea maximal, esto es: que todos los sistemas de coordenadas posibles y
compatibles con los requisitos (1) y (2) de la definicién estén incluidos. Ni que decir tiene que
esto no supone ninguna complicaciéon para los desarrollos que vienen a continuacién y no debe
preocuparnos. (Esto se hace parae evitar que podamos ‘fabricar’ variedades nuevas introduciendo
un nuevo sistema de coordenadas, o introduciendo un abierto O, C O, y definiendo alli nuevas
coordenadas).

Si los cambios de coordenadas son continuos simplemente (ni siquiera diferenciables) hablamos
de variedades topoldgicas, si son diferenciables tan sélo n veces, de variedades C"™. Nosotros su-
pondremos siempre que nuestras variedades son C* (suaves: ‘smooth’ en inglés) y las llamaremos
simplemente variedades (en lugar de variedades diferenciables); éste es desde luego el caso de
la Fisica, donde las variedades de interés son, en muchos casos, de dimensiénes bajas: dimensién
2 (superficies en R? incluyendo el plano R?), dimensién 3: el propio espacio R? (o alguna regién
abierta de éste), dimensién 4: diferentes tipos de espacio-tiempo (sobre los cudles estd formulada
la Teoria de la Relatividad). Hay otros casos de interés en que los puntos de la variedad no son
necesariamente o directamente identificables como puntos en el sentido geométrico (i.e.: elementos
de R3 o de alguna superficie contenida alli, o incluso puntos del espacio-tiempo): por ejemplo dado
un sistema holénomo en mecénica clésica, el conjunto de todas las configuraciones posibles, tiene
estructura de variedad diferenciable (es el llamado espacio de configuraciones del sistema)
siendo sus coordenadas las coordenadas canénicas ¢ = (¢',--- ,¢") donde n el nimero de grados
de libertad del sistema.

Ejemplo 3: Consideremos la esfera S% = {(x', 2%, 2%) € R? : (2')? + (2®)® + (2®)® = 1}.

No es posible encontrar una funcién continua continua, biyectiva y cuya inversa sea también conti-
nua, que vaya de S2 a (alguna regién abierta de) R? (i-e.: no existe ningun sistema de coordenadas
global sobre la esfera); pero s que es posible ‘coser’ diferentes trozos de esfera entre si ‘suavemente’
(sin puntas, crestas, etc.):

Consideremos los seis hemisferios abiertos siguientes:

of ={(z",2*,2°) e 8* :2' >0}, O7 ={(z',2°,2°)€S® :2' <0}
Oof ={(z",2*,2°) € 8* :2° >0}, 0, ={(z',2°,2°) € 8% :2° <0}
Of ={(z",2*,2°) e 8* :2° >0}, 0; ={(z',2°,2°) € §* :2° <0}
es trivial ver que recubren la esfera; ademés sobre cada uno de ellos pueden definirse coordenadas

del modo que sigue; en la notacién establecida en la definicién, consideremos Ul+ =U; ==
Uy =D ={(x,y) € R?: 2%+ y2 < 1}; entonces:

Tit : Of’ — D Ti_ : Oy — D
(z',2%,2%) — (2% 2% (z',2%,2%) — (2% 2%

Tot O;r — D To_ : > — D
(z',2%,2%) — (a',2%) (z',2%,2%) — (a',2%)

T3y : O; — D T3_ : O3 — D
(1’171'2,333) = (.T17$2) (1‘1,1'27323) = (‘T17x2)

Fijémonos que las funciones x;+ para j = 1,2,3 no son sino las proyecciones de los puntos corres-
pondientes sobre discos planos; asi por ejemplo, la funcién zz4 proyecta el hemisferio norte de la
esfera sobre el disco resultante de la interseccién de la esfera con el plano XY, etc.
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Es facil demostrar que todas estas funciones son biyectivas y continuas y que sus inversas también
son continuas. Asimismo, es facil ver que x;+ o (xr+) " son C* en su dominio de definicién.
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