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1. Definiciones para comenzar

Definicion
La ecuacién diferencial

* .
e-mail: nunez@ula.ve



0 equivalentemente,

es lineal de orden n . Obviamente,

F(x)=0 = Homogénea
F(x) #0 = InHomogénea
a;(x) = a; = ctes

Definicion
Si los coeficientes a; = ctes entonces la ecuacién diferencial lineal y homogénea, de orden n , tiene
asociada un polinomio caracteristico de la forma

At + a1 4+ agr® +air +ag =0

Las raices de este polinomio indicardan la forma de la solucidn.

Definicion
Si el polinomio caracteristico puede factorizarse

k k k k
(= )" (= ) = )+ (= ) = 0

entonces diremos que las raices my, mpy,, Mg,, - - ,my, tienen multiplicidades k1, k2, k3, - - - , k; , respec-
tivamente.

2. Homogéneas, Lineales, de Segundo Orden

La ecuacién
ay' +by +cy=0

tiene asociada el polinomio caracteristico
2 _
ar“+br+c=0
y sus raices m; y mo condicionan la solucién de la manera siguiente

1. Si m1 # mg y m1 y ma son reales, entonces la solucién es

y = Clemlz + 026m2m
2. Simy = mg y my y ms son reales, entonces la solucién es
y = C1e™?* + Cy ze™?*
3. Simiy =a+if con 8#0yme=m; =a—1if, entonces la solucion es

y =e**(Cycosfx+ Cy senfx)



Ejemplos
La ecuacion
y' +3y —4y=0; y0)=1 A ¢(0)=-1

tiene como polinomio caracteristico
rP+3r—4=(r+4)(r—1)=0
y por lo tanto tiene como soluciéon general
y(z) = Cre 1% 4 Che®

y como solucion particular
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y(z) = %6_43” + %em

De igual modo, para distintos valores de Cy = {—1,0,1} y Cy = {—1,0,1} tendremos las siguientes
graficas



y(x) = Cre™** + Cye® para C; = {—1,0,1} y Cy = {-1,0,1}
,Cuales son las condiciones iniciales a las cuales corresponden esos valores de las constantes?
La ecuacién
y'+2y +y=0  y(0)=1 A y(0)=-1
tiene como polinomio caracteristico
P42 +1=(r+1%>=0
y por lo tanto tiene como soluciéon general
y(x) =Cie "+ Cy xze™™

y como solucion particular
—X

ylz) =e

La grafica serd la figura
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T

y(z) =e”

por su parte, para distintos valores de C; = {—1,0,1} y C2 = {—1,0,1} tendremos las siguientes
graficas

10l

y(x) = Cre ™ + Cy xze™® para C; = {—1,0,1} y Cy = {-1,0,1}

;Cudles son las condiciones iniciales a las cuales corresponden esos valores de las constantes?
Finalmente, la ecuacién

y'+4y +20y=0;  y(0)=3 A y(0)=-1
tiene como polinomio caracteristico
4 4r+20=(r+2)%+16=0

con las siguientes soluciones
r=—-2=+4

y por lo tanto tiene como solucion general
y(z) = e (C1 cosdz + Cysendx)

y como solucién particular

)
y(x) = e 2 (3 cosdx + 7 sen 430)

La gréafica sera.
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y(z) = 72 (3cosdx + 2 sendx)

Al igual que en los casos anteriores, para distintos valores de tendremos las siguientes gréficas

3. Ecuaciones Diferenciales de Orden n

La ecuacion
ao y(z) + a1y (@) + - + an_1 y" V(@) + an ™ (2) = 0
con a; = ctes tiene asociada un polinomio caracteristico de la forma

ant™ + ap_1 " 4 agr? +ar +ag =0



el cual condicionard la solucion de la siguiente forma

1. Sim es una raiz real con multiplicidad k& = 2 entonces las k soluciones asociadas con m seran de

la forma
max mzx 2 mx 3 mx xk—lemx

2. Si m y m son parejas de soluciones complejas, o + i3 , del polinomio caracteristico y tienen
multiplicidad k , entonces las soluciones correspondientes serdn

xk—leaz k:—leaw

e** cos Bx; e sen Bx; - - - cos Bz; sen Bx

Ejemplos

= La ecuacién
24y/// + 2y// _ 5y/ _ y — 0

tiene como polinomio caracteristico
2413 427 —5r — 1= (3r+1)(2r — 1)(4r+1) =0

consecuentemente con las raices

y con la solucién de la forma
y(x) = Cre /3 + Cye®™? + Cye~ /4
= La ecuacion
" " / o
Yy +3y +3y +y=0
tiene como polinomio caracteristico
P34 3r+1=(r+13=0
consecuentemente con las raices m = —1 con multiplicidad k£ = 3 y con una solucién de la forma
y(x) = Cre™™ 4 Coxe ™™ + Caae™
= La ecuacion
4y® +12¢" + 49y" + 42y + 10y = 0
tiene como polinomio caracteristico

4rt 4 12r% 4 49r% 4 42r +10 = (12 + 2r +10)(2r +1)2 =0

consecuentemente con las raices

1
my=—1+3i, mo=—1— 31, mg:_§7

donde mg tiene multiplicidad 2. Entonces la solucién es de la forma

y(z) = e *(Cy cos 3x + Cysen 3z) + C’Be—m/Q 4 04%—:5/2



La ecuacion
y W + 4y + 249" + 40y’ + 100y = 0

tiene como polinomio caracteristico
rt +4r 4 2472 4+ 40r + 100 = (7% + 2r +10)* = 0
consecuentemente con las raices
mp=—14+3i, mg=—1— 31,
con multiplicidad 2. Entonces la solucion es de la forma

y(x) = e *(Cycos3z + Cysen3z + C3 xcos 3z + Cy xsen3x)

La ecuacién
4" + 33y — 37y = 0;

y(0)=0; ¥'(0)=-1; 3"(0)=3

tiene como polinomio caracteristico

Ar3 +33r —37 = (r — 1)(4r? +4r +37) =0
consecuentemente con una solucién general de la forma

y(z) = Cre® + e */2(Cy cos 3z + Cs3 sen 3z)

y con la solucién particular

8 19
y(x) = 4—5693 — 6_2/2(£ cos 3z + = sen 3x)

dos
{20
hs

& Vg A 10 2 4

y(z) = fe¥ — 6_93/2(% cos 3z + 12 sen 3z)



4. Algunos Métodos de Solucién

4.1. El Wronskiano

Definicion: Independencia y Dependencia Lineal.

Sean n funciones fi(x), fo(x), f3(x), fia(z), -+ fn(x), cuando menos n — 1 veces diferenciables. En-
tonces, el conjunto S = {fi(x), fa(x), fa(x), fa(x), --- fu(z)}, se dice linealmente dependiente en el
intervalo I, si existen algunas constantes, c1, c2, c3, c4, --- ¢, distintas de cero tal que

Zci filz) =c1 filz) +ca falx)+ - Fcp fu(z) =0
=1

Por el contrario, si no existe ninguna constante ¢; # 0, se dird que S es linealmente independiente.
Definicion:Wronskiano

El conjunto S = {fi(z), fa(z), fa(x), fa(z), - - fu(x)} de funciones, cuando menos n — 1 veces

diferenciables, conforman el Wronskiano,

W(S) :W(fl(x)a fZ(l‘)a f3(l')’ f4(x)a fn(x))

a través del siguiente determinante

fl
O L I C B

£ V@) (V@) e D

Si W(S) # 0 al menos en un punto dentro del intervalo I, entonces S es linealmente independiente
Definiciéon: Conjunto Fundamental de Soluciones.
El conjunto S = {fi(z), fa(z), fs(z), fa(z), --- fu(x)} de n soluciones no triviales a la ecuacién
diferencial:
a0(x) y(@) + a1(2) ¥ (@) + -+ an(@) ¥ (@) = 0, 1)

Se le denomina conjunto fundamental de soluciones. La combinacién lineal
n
fl@)=> i filz) =1 filz) + 2 fol@) + -+ fulw)
i=1

también es solucion de la ecuacién diferencial (1) y se denomina como solucién general de (1). Adicional-

mente, si los coeficientes a;(x) son continuos en el intervalo abierto I para todo i = 1,2,--- ,n , entonces

la ecuacién diferencial (1) tiene un conjunto fundamental de n soluciones linealmente independientes.
Definicidon: Soluciones Particulares y Generales.

Dada una ecuacién diferencial lineal Inhomogénea

ao(2) y(z) + ai(z) y'(z) + - + an(2) y™ (z) = F(x) (2)

Si yp(x) es solucién de (2) sin constantes arbitrarias, entonces y,(z) se denomina solucién particular
de (2). De igual modo, se denominara solucién general de (2) a la suma de la solucién, y,(x), de la
ecuaciéon homogénea (1) més la solucién particular:

y(x) = yn(z) + yp(z)



4.2. Meétodos de los Coeficientes Indeterminados

Dada la ecuacién diferencial
ao y(z) +a1 ¥'(z) + - + an y" (2) = Flz) (3)

con ag, ai, as, ---a, coeficientes constantes, el método de los coeficientes indeterminados se puede
esquematizar de la siguiente manera

1. Resuelva la ecuacién diferencial homogénea
ao y(x) + a1 y' (@) + -+ an y™(x) = 0 (4)

y obtenga yp(x).

2. Proponga la forma de la solucién particular para la ecuacién inhomogénea (3) siguiendo el sigu-
iente procedimiento. Dada F(x) = by go(x) + b1 g1(x) + -+ + by gn(z), con los b; coeficientes
constantes, entonces

a) Si F(x) = P(x), un polinomio, es decir g;(x) = ™ entonces proponga como solucién par-
ticular a
yp(x) = Ag + A1z + Aox? + Aszd + -+ A,z™

b) Si g;(x) = 2™e** entonces proponga como conjunto fundamental de soluciones particulares
a
yp(z) = " (Ag + A1z + Asa® + Asa® + -+ + Apz™)

m  kx k

¢) Si gi(z) = z™e™ cos fx o gi(x) = z™e
mental de soluciones particulares a

¥ sen Bz, entonces proponga como conjunto funda-

P (Ag + Arx 4 Aga? + Aza® 4 - 4 Az™) cos fat

U(T) = ke (Ag 4+ Ayw + Agn® + Agz®+ -+ Apa™) sen

3. Determine el valor de los coeficientes A; al sustituir la solucién propuesta y,(x) en (3)

4. Construya las solucién general y(x) = yu(z) + yp(z)

Ejemplos
Y+ 4y + Ay = 42® + 6€”

Tiene como solucion de la homogénea
—2z
yp = (C1 + Cox) e
y proponemos como solucién particular de la ecuacion a

yp = (Az® 4+ Bx + C) + De”
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sustituimos su expresion en la ecuacién y obtenemos

A+ De®+
4(2Ax + B + De") +
4 ((Az? + Bz + C) + De™) +
= 42% + 6¢°

de donde surge el siguiente sistema de ecuaciones

2A =4
S8A+4B =0
2A+4B+4C =0
9D =6
y de alli el valor de los coeficientes
3 2
) ) 27 3
y con ellos la solucién general
—2z 2 3 2 T
y=(C1+Cox)e " +a° —2x+ §+§€

Ejercicios

1. La ecuacién
Y — 3y + 2y =2z > + 3senz

tiene como solucién

3 3 9
y = Cre® + Coe®® + 1 &3 — B e 4 0 senz + Ecosx

2. La ecuacion

tiene como solucién 7
y2016x+0262x+§+333+$2+3.%‘ e2*

4.3. Meétodos de Variacién de los Parametros

Dada la ecuacién diferencial
ag(z) y(z) + a1 () ¥ (x) + - + an(x) y" (2) = F(2) (5)
El método de variacion de los parametros se puede esquematizar de la siguiente manera
1. Resuelva la ecuacién diferencial homogénea
ao(z) y(x) + ar(z) Y (@) + - + an(x) y™(2) = 0 (6)

y obtenga yp ().
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2. Proponga como solucién particular
Yp = u1(z) Yn1 + u2(z) yn2

donde las funciones u(z) y ug2(x) son funciones a determinar en el método y las y1 y 2 son las
soluciones a la ecuacién homogénea (6).

3. Sustituya esta solucién propuesta en la ecuacién (5) para obtener, luego de algiin nivel de dlgebra

elemental o

ui () (ao(x) y1 + al(i()] Y+ az(z) yi) +

uz(x) (ao(x) Y2 + a1 (x) yy + az(x) yg) +
az(x) (g + uhy2) + ar(z) (uhyr + uhys)
az(z) (wyyy + upyy) = F(x)

de donde surge el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

uhyr 4+ upys = 0
az(z) (wyyy + upyy) = F(x)

con sus soluciones de la forma

| ?) y2‘ ?) Y2
Fl(x Fl(x
ul = a2(2) & _ =@ v =Gi(x)
! ' Y1y ‘ W (y1,v2)

Yi Y

‘ v 0 ‘ yi 0

r F(x) A C)
uh = N owm@ | _ | eE = Ga(7)
? Y1 Yo W(y1,y2)

Yi Y

e integrando se obtienen los coeficientes respectivos,
@) = [Gila) dus uala) = [ Ga(o) o
para finalmente obtener la solucién general

y=C1y1+ Co ya +ui(z) y1 +uz(x) y2

nétese que no incorporamos las constantes de integracion en la funciones ui(x) y ua(x).

Ejemplo:
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La ecuacién inhomogénea de Cauchy'-Euler?
ao y(@) + a1z y (2) + -+ an &y (@) = F(x)
con los a; = ctes, puede ser resuelta por este método. Consideremos una ecuacién de orden 2
cy(x)+bxy(x)+aa?y(z)=F(x)
La solucién de la homogénea se propone como y; = ™ por lo tanto
cy(@)+bzy'(z) +az®y’(z)

ca™+bxmz™ a2 m(m—1)z™
™ (¢4 bm + am(m — 1))

0
0
0

por lo tanto
am?®+ (b—a)ym+c=0

con

—(b—a)£+/(b—a)?—4ac
2a

m =
por lo tanto
1. Si mj # mg y ambas reales, entonces la solucién de la homogénea sera
Y = Crz™ 4 Cyx™
2. Si m1 = mo y ambas reales, entonces la solucién de la homogénea sera

yp =2 (C1 4+ Cs Inx)
3. Simy =m9 = a+1i0 , entonces la solucién de la homogénea sera
yp = 2% (Crcos(B Inx) + Cy sen(f Inx))
Ahora para lograr la solucién de la inhomogénea suponemos el caso mi # ms por lo tanto

yip =" yop = 2™

0 ™2 0 ™2
, afiﬂg) my 21 afg;) My 221
ul prd " ma frd prd gl(l‘)
T x W(y173/2)
my ™1 gy g2l

Louis Augustin Baron de Cauchy (1789-1857). Matemético francés, uno de los creadores del andlisis matemdtico
moderno. Estudid, entre otras cuestiones, los criterios de convergencia de series, las funciones de variable compleja y los
sistemas de ecuaciones diferenciales

*Leonhard Euler (1707-1783). Matemético suizo. Destacé en el estudio de diversas cuestiones del célculo logarftmico
y diferencial, asi como de las series algebraicas y la trigonometria.
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™ 0 ' ™ 0

’ml

/ -l f(ﬂg) my ™1 F(:g)
u2 — a T — a T — gz(‘,r)
™ ™2 W (y1,92)
mi gl meo gm2—1

La siguiente ecuacion diferencial

22y —xy + by = 1

x
tiene como solucién de la homogénea
yn =2 (Crcos(2 Inx) + Cy sen(2 Inx))
la solucién particular por el método de variacion de los parametros queda como
Yp = u1(x) yn1 + u2(z) yn2
calculando los coeficientes respectivos en donde el Wronskiano
W(x cos(2 Inz); x sen(2 Inz)) =2z

por lo cual los coeficientes quedan

rsen(2lnz)i 1
Uy /gl(x) dx / oy dz 1 cos(2lnx)

zcos(2Inz)d 1
up = /gg(;v) dr = /zxdaj = Zsen(Zlnx)

finalmente las solucién particular serd
1 1 1
Yp =T <4 0052(21nx) + 1 sen(2 1nx)> — Z;p

v la general

1
y== (Creos(2 Inw) + Cy sen(2 Inz)) + 7w

4.4. Métodos de Reduccién de Orden

Este método supone, por lo tanto
ao(z) y(x) + ar(z) ¥'(x) + az(x) 3’ (z) = F(x)

tendrd como primer solucién no trivial para la ecuacién homogénea, yp1(x), entonces la segunda solucién
vendra dada por

Yno(x) = yhl(x)/u(m) dx

donde u(z) es la funcién incégnita a determinar. Sustituyendo esta expresion en la ecuacién homogénea

se obtiene o

(00(@) 91(2) + 1(z) 4 (2) + a2(z) ¥/(@)) / w(z) do+
Fas(a) 1 () o/ (2) + (20(2) 1, (@) + a1 (2) 1)) u(z) =0
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resolviendo la ecuacién diferencial para u(z) tendremos que:

—/aldft
a2
€

)

U(JU) = P
1

La ecuacion
T+ 1

22
tiene como solucion y; = Ciz + Cs y como solucién general

(w _ 1)y/// + 2y// —

1
y201x+02+031n|1:—1|+§ z In|z|

15



