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1. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

1. Compruebe que las funciones propuestas son soluciones de las ecuaciones diferenciales correspon-
dientes:

3
X
y=rc1+coe "+ —

) s y'+y —22—2x=0.
3
y:ex<cl+02x+03x2+%> s Y =3y +3y —y—e*=0.
y = 2z arctan cx & xy —y—zsen(y/z) = 0.
c—x
Y= P & (2x+42y+2)y +x+y+1=0.
y = & ay —y—y?=0.
c—x )
! r cos < "+3 e
= —_— —_—— €T xT =
Yy 3 3 Yy Y 22
222 2 1
2 / 3 2
y=-—u+ 5 y=2t+—y——y

2. En cada uno de los casos que ser presentan abajo, resuelva la ecuacion diferencial propuesta:

Y + 3y =x+e 2
Y +y=ze "+ 1

a

S

1
¢) y + (=)y = 3cos2z, x> 0;

)

)

VG

) zy’ + 2y =senw, x > 0;
)

)

)

U

Y —y = 2xe”, y(0) = 1;

@

Vry=——  y0)=0
1+ 22 ’

v =w+1)?  y#-1, A y2)=0;

S~

g

3. Encuentre la solucién a la siguiente ecuacion diferencial

dy 1
dr &Y —x

Utilice el viejo truco de considerar = z(y).

4. Muestre que ¢(x) = e?* y ¢(z) = Ce?* | con C = cte , son soluciones de la ecuacién diferencial
y =2y =0;
. 1 .
Sin embargo, ¢(x) = ~ s solucién de
Y +y?=0;

C
pero ¢(x) = — , no lo es. j Por qué esa diferencia ?
x



5. Encuentre la solucién al problema de valores iniciales de las siguientes ecuaciones diferenciales

xdr +ye Fdy =0 y(0) =1
d
d—; =r r(0) =2
y = wyZ(l +a?)712 y(0) =1
, x
V= y(0)
6. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales
y?(1 — 22)'/2dy = arcsen zdx, d<ax<1.
—b
’:L, a,b,c,d = ctes.
cx — %l
y = ay + . a,b,c,d = ctes.
cy+d
)y tbe sust. v = y/x
v= cy + da’ (VT
(a? + y?)dx + 2xvaxr — 22dy =0 y(a) = 0.

7. Determine cual de las siguientes ecuaciones es exacta y en ese caso encuentre la solucién

(2x+3)+ 2y —2)y' =0.
(1 + y?)dz + zydy = 0.

/1492 +yy'vV1+22=0.

e V(1+y)=1
(22y? + 1)dx + 222dy = 0.
m
(@ +y)" + (z +y)P
y' = sen(z —y).

8. Encuentre las soluciones a las siguientes ecuaciones diferenciales, las cuales son presuntamente

zy =y+ Vy? — 2%

v = P

y3de + 2(x? — zy?)dy = 0.

(y —ay')? = 2° +°.
2e+2y—1+y'(x+y—2)=0.
ycoszdxr 4+ (2y — senx)dy = 0.

Homogéneas

9. Utilice la técnica del factor integrador para encontrar las soluciones a las siguientes ecuaciones



diferenciales

etdx + (e* coty + 2y csc y)dy =0.

2,2

(2z + ’ —2|—y ydz = v —i—2y dy
Ty
(22 +y2) +yy/ (2 +2%) = 0.
(22 + 9% + 1)dz + —22ydy = 0.
(22 + y)dz — xdy = 0.
(2zy? — 3y )Ydx + (7 — 3zy*)dy = 0.
(
(

Sxy—i-y )+ (2% +2y)y = 0.
3y? — x)dx + (2y3 — 62y)dy = 0.

10. Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales

% — 2y

/

y =
ity
3432 —=x
azy(y')? + (z* — ay® = b)y' —xy = 0.
(2zye™ — wsenz)dx + e dy = 0.
(22 4 y?)dz — zydy = 0.

y(0) =0

Yy —1=e"T%,

y=(y -1

xdy — ydz = (xy)/?dx
y =2xy +vy

22y 4+ 2zy — 3 = 0.
Y =1+ 2% = 2zy +9°
(22y + 2y — y)dx + (2%y — 22%)dy = 0.

Aplicaciones de Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

2.1. Problemas Geométricos.

1. Encuentre la familia de curvas, y = f(z) , tal que el area comprendida entre = a A x = x;
y =0Ay = f(z) es proporcional a longitud del arco de esa misma familia.

2. Encuentre la familia de curvas, y = f(z) , tal que la pendiente de la curva es igual al cuadrado
de abscisa en el punto de contacto de la tangente y la curva.

3. Sea r = r(#) una curva descrita en coordenadas polares. Compruebe las siguientes afirmaciones

A
a) Ccili@ = %TQ Siendo A el area encerrada por el arco de curva y dos radio vectores cualesquiera.
b)ﬁ— dr 2—1—7“2conselarcodecura
a6~ \[ \ a0 e
do
tan § = r—
c) tanf=r =



2.2.

2.3.

. Encuentre la familia de curvas, r = r(6) tal que el radio vector r y la tangente en un punto

genérico P(r,0), siempre forman un éngulo k6, con k = cte.

. Dada la familia de curvas uniparamétricas y = axz* + bz; con a y b ctes, encuentre la familia de

) m
curvas que en todo punto sus tangentes forman un angulo de —.

. Encuentre la familia de trayectorias ortogonales a la familia de circunsferencias concéntricas

de centro en el origen. Encuéntrenlas ahora para otra familia de circunsferencias, esta vez no
concéntricas, con centros en el eje de la z y todos pasan por el origen.

Encuentre la familia de trayectorias ortogonales a la familia de curvas

r = ksect

Soluciones y Concentraciones

. En un tanque de 300 litros se ha vertido por error 150 kgs. de sal en vez de 100 kgs. Para corregir

este error se remueve un tapén del fondo del tanque que permite salir 9 lits./. de la solucién.
Si simultaneamente se llena el tanque con agua fresca a la misma velocidad, ; cuanto tiempo
debemos esperar para que resolvamos el problemas ?

. Un tanque de 350 lits. tiene una concentracién inicial de fluido de 1 kg./lit. Se rellena con una

solucién de 0.5 kg./lit a una velocidad de 1 lit/., mientras que un tapén en el fondo permite
salir 3 lit/min. Si la solucién se mantiene homogénea removiéndola constantemente, ; Cudl es el
comportamiento en el tiempo de la concentracion de la solucién ?

. Un tanque inicialmente contiene 300 lits. de agua fresca. En un determinado instante se vierte

una solucién 700 gr./lit de sal a razén de 7 lit/. mientras la misma cantidad sale desde el fondo
del tanque. Luego de 10 min. cambia la solucién entrante por agua fresca y se mantiene el mismo
régimen de salida. Encuentre la cantidad de sal presente en el tanque a los 20 minutos siguientes.

. El anhidrico carbénico (CO3) contenido en el aire de una habitacién de 130 m? es 0.3 %. Un

sistema de ventilacién permite refrescar este aire, a razén de 27 m® /. con uno que contiene una
0.1 % de la misma sustancia

a) Encuentre el porcentaje de COy en la habitacién luego de 30 min.

b) ; Cuédndo se alcanza el 0.2% en de COz en el aire de la habitacién ?

Interés Compuesto

. Busque en la prensa el cambio del dolar a bolivares en los dltimos 4 anos. Encuentre la tasa de

interés que ha debido (en promedio) mantenerse para mantener, continuamente, un dolar en una
cuenta de ahorro en un banco venezolano.

. . Cudl habra de ser el monto de sus prestaciones a ser depositadas en un banco, al 50 % anual,

para poder retirar Bs. 80.000,00 mensual durante 20 anos, al cabo de los cuales el capital inicial
también se habra consumido ?



3. Determine el capital acumulado en 20 anos siguiendo cada uno de estos esquemas de inversion:

2.4.

2.5.

a) Sin capital inicial y Bs. 1.500.000,00 anual.

b) Bs. 10.000.000,00 de capital inicial y Bs. 1.000.000,00 anual

¢) Bs. 20.000.000,00 de capital inicial y Bs. 500.000,00 anual
)

d) Bs. 30.000.000,00 y ningin depédsito adicional.

Ley de Enfriamiento de Newton

. Un cuerpo que se encuentra a 200C se coloca en un ambiente que se encuentra a 60oC . A los

5 min. el cuerpo alcanza los 300C' . j Cudl serd su temperatura al cabo de 20 min. ? ; Cuadndo
alcanzard los 400C' ?

Si en el problema anterior la temperatura del medio ambiente decrece linealmente de tal forma
que a las 2 horas llega a 50C j cudles seran las repuestas a las preguntas formuladas 7

. Suponga que una gota de agua esférica se evapora proporcionalmente al area de su superficie. Su

radio, originalmente de 3mm, se reduce a 2mm al cabo de una hora. Encuentre la variacion en
el tiempo del radio de la gota. Nota: este problema no tiene que ver con la ley de enfriamiento,
pero como se evapora la gota lo puse aqui.

Una taza de cobre, de 0.1 kg. de masa se encuentra inicialmente a 200C' en el momento que se
vierte sobre ella café a T0oC. ;Cudl es la temperatura del café cuando la taza y el café estan
en equilibrio térmico ? Recuerde los conceptos de calor especifico de los materiales y equilibrio
térmico en termodinamica.

Mecanica Elemental

. Un misil de masa m se lanza verticalmente hacia arriba. Si suponemos la gravedad constante y

la resistencia del aire se describe como k v? determine

a) La expresién para la altura maxima alcanzada por el objeto.

b) La expresién (aproximada) para el tiempo de vuelo.
Suponga ahora el problema anterior, pero con un angulo de lanzamiento genérico 6 . Encuentre

a) La expresién para la altura méxima alcanzada por el objeto y la correspondiente al alcance
horizontal.

b) La expresién para el tiempo de vuelo.

c) ¢ Existe algin dngulo de tiro en el cual el cuerpo tenga un alcance maximo ?

. Si en los problemas anteriores para misiles de vuelo transcontinental en donde la aceleracién de

gravedad no es constante sino que viene descrita por

gR?

T



3.

como cambian las expresiones de los problemas anteriores. Adicionalmente, en el primero de los
problemas anteriores, encuentre la velocidad de escape del cuerpo.

. Un objeto que se encuentra sumergido en un fluido a una cierta profundidad esta sometido a la

accién de tres fuerzas: el peso (hacia abajo); el empuje (hacia arriba e igual al peso del fluido
desplazado por el cuerpo); y la resistencia del fluido (contraria al movimiento, y para un cuerpo
esférico de radio a , igual a 67pa |v| donde p es el coeficiente de viscosidad). Encuentre la expresién

para la velocidad limite para un cuerpo de densidad p, moviéndose dentro de un fluido de densidad
/

.

. En el problema anterior, suponga que el volumen del cuerpo esférico cambia. Esta es la situacién

para un burbuja de aire que se desprende del fondo de un envase. Suponga que la burbuja
estd formada por un gas ideal y por lo tanto presiéon volumen y temperatura vienen relacionadas
por PV = NRT, y finalmente recuerde como se vincula la presion del fluido con la profundidad.

. Un cohete de masa inicial 600 Kg. tiene aproximandamente 450 Kg de combustible el cual se

consume totalmente en 60 s y sale expulsado a una velocidad de 2 Km/s.

a) Desprecie la resitencia del aire y la variacién del peso con la altura y encuentre su velocidad
final luego de despegar

b) Suponga ahora que la resistencia del aire es proporcional al cuadrado de la velocidad. j
Como cambian las expresiones anteriores ?

¢) ¢ Qué pasaria si tuviera que tomar en cuenta el cambio de la aceleracién de gravedad con
la altura 7 ; Cémo cambian las expresiones anteriores ?

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Orden Superior

1. En cada uno de los casos que ser presentan abajo, resuelva la ecuacién diferencial propuesta:

a) y' + 3y + 2y =8+ 6z + e 2 4 2cos? x;

) Yy —y = e**(senz)? +1;

) ¥+ 3y" + 3y + 2y = 3% + %%, x > 0;

) 3y’ + 2y = senxsen 2z, x > 0;

) 2%y +ay —y=2xe”,  y(0)=1 A y(0)=1;

_QU o o

[

Ny =2y +Zy=zlnz  y0)=0A y(0)=1
9) (@=3%"+(@-3)y—y=2we" y0)=1, A y(2)=0
h) y”+)\2y:ZTNn:1acosmwx A>0; A#0; m=1,2,...,N

i) 22y —x(x+2)y + (x+2)y=222 x>0
)

7) " + 3y + 2y = cosh 2z

2. Una ecuacion diferencial de segundo orden

folz) "+ fi(z) ¥ + fo(z) y = Q(x) (1)



se dice exacta si su lado izquierdo puede ser escrito como un diferencial exacto de una ecuacién

de primer orden, i.e.
4 M()*derN() = Q(z)
dx v dx P )= R

La condicién necesaria y suficiente para que una ecuacion diferencial sea exacta es

Pfy dfr
a2 dg =0
y en este caso, se cumple que
d
M(z) = fo(0);  N(@) = fa(e) - =2

Utilice esta técnica para integrar la siguiente ecuacién diferencial

(2 —2x) 9" +4(x — 1)y + 2y ==

. Otra técnica heredada de las ecuaciones diferenciales de primer orden es intentar encontrar un
factor integrador. En este caso la ecuacién diferencial (1) es integrable si

2
TARR AU 4 (o =0

Utilice esta técnica para integrar la siguiente ecuacién diferencial

3y’ — (22° — 62%) y —3(2® +22% —22)y =0

Métodos Numéricos

. La funcién de Debye, D(x), de la termodindmica estadistica se utiliza par calcular el calor es-
pecifico a volumen constante. Esta funcion viene definida por

3./ 8

Encuentre los valores de la funcién, D(,6) y D(1),

a) Mediante la aproximacién de los rectangulos para N = 10, 20. Estime el error en cada caso.
b) Mediante la aproximacién de los trapecios para N = 5,10, 20. Estime el error en cada caso.

¢) Mediante la regla de Simpson para 2N = 10, 20. Estime el error en cada caso

. El periodo para un péndulo simple viene dado por

1 [7/? 1
T(0m) = 4\/7 dp
9 /0 \/1 — (Sen (07’”))2 (sen p)?

Encuentre los valores del perfodo correspondiente a T'(g), T(%), T(%5). Considerando g = 9,873
y I =50 cm-




a) Mediante la aproximacién de los rectdngulos para N = 10, 20. Estime el error en cada caso.
b) Mediante la aproximacién de los trapecios para N = 5,10, 20. Estime el error en cada caso.

¢) Mediante la regla de Simpson para 2N = 10, 20. Estime el error en cada caso

Compaérelo con el valor obtenido de la serie

o=t (144 (s (%)) 5 2 (o (%)) )

3. Considere el siguiente problema de valores iniciales
5 y0)=1  xe€l01] h=0,1

a) Derive su expansién en series de Taylor de tercer orden. Estime el error cometido en cada
paso. ;Cual debe ser el paso para garantizar un precisién de seis cifras significativas, por
paso?

b) Resuelva el problema de valores iniciales utilizando: el método mejorado de Euler, el método
modificado de Euler y el método de Runge-Kutta de cuarto orden.

c¢) Integre analiticamente y construya una tabla de comparacién con todos los métodos arriba
expuestos.

d) Resuelva el problema de valores iniciales utilizando el método de Runge-Kutta de paso
variable de cuarto-quinto orden y muestre la variacién del paso a lo largo del intervalo de
integracion.

4. Para resolver los siguientes problemas de valores iniciales, utilice los métodos de Adams Bashforth
(m = 3); Nystrom (m = 3); Milne (m = 3); y predictor-corrector (Runge-Kutta 4 orden +
Adams-Bashforth (m = 3) + Adams-Moulton (m = 2)) en el intervalo x € [-1,1] y h = 0,1.
Construya un cuadro comparativo y estime el error relativo cometido en cada paso.

a) ¥ =55 y(-1)=1
)y = g1 =1

2y
;oy(=1) =1

W=

c) y =2(zy)

Solucién Mediante Series de Potencias

1. Determine el tipo de punto singular y la cota inferior de radio de convergencia para las soluciones
en series de cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales, alrededor de los puntos xg indicados
en cada caso:

a) Y +xy —2%y=0; x20=0, mz=23.
b) (2242 —2)y" -2y —a2y=0; x9=-3, 20=0, z0=23.



¢) (2 4+4dx+5)y +22y —y=0; x9=-2, z9=0,
d) (cosx)y” +xy + 2%y =0; x0=0.
e) zy" + (senx)y’ + 2%y =0; x9=0.

2. Determine en las siguientes ecuaciones diferenciales:.

a) 1) 1422y —xy —3y=0.
2) ¥+ (y)? —ay=0.
3) (1+2%)y" — 4y’ + 6y = 0.
8 () —ay=1
5) ':x—i—i.

6) ¥y —xy —y=-senx

b) La cota inferior del radio de convergencia de las series soluciones.

¢) La solucién general de las ecuaciones en serie de potencias hasta orden 5.

d) El intervalo de convergencia.

3. Encuentre la solucién particular en series de potencias (hasta orden 5) para los siguientes prob-

lemas de valores iniciales

a) y —seny —cosx = 0; y(0) = 0.

b) y' = e 1+y, y(1) =1.

o) y'+ay —aPy=0;  y(1)=2, y(1)=3

d) (1- )”’ 20y’ +3y=0;  y(0)=1, y'(1)=-1,
e) 22" +xy' +y = 0; (- =-1, Jy(-1)=1

4. Dada la ecuacién de Hermite
y" — 2xy +2\y = 0,

con A una constante positiva y || x ||< co. Nétese que la ecuacién de Hermite es realmente una
familia de ecuaciones. Tantas como valores de A se seleccionen.

a) Encuentre la solucién general en serie de potencias.

b) Muestre que la siguiente relaciéon de recurrencia, entre los coeficiente de la solucidn, se

cumple:
. 2(n—A)
n+2 =

¢) La ecuacién de Hermite tiene una solucién polinémica.
para A =1,2,3,4,5,6,7.

10

(n+1)(n+2)

Gn

Escriba una lista de esos polinomios



d)

9)

Muestre que para una eleccién particular de los valores de ag y a1 los valores obtenidos
coinciden con los siguientes

Hy=1
H1:2.%'
Hy =222 -2

(z) = 162° — 4822 + 12
Hs(z) = 322° — 16023 + 120z

(z) = 6425 — 480z* + 72022 — 120
Hy(z) = 12827 — 134425 4 336023 — 1680z

Muestre que los polinomios de Hermite pueden ser generados por la siguiente formula

d’I’L
Hy(z) = (—1)”ex2d—ne—x2, n=0,1,2, ...
T
Muestre que, en general
5o 1
2

Donde 8y, es la funcién delta de Kronecker 0y, = 0 si m #£ n; y S = 1.

/ e*xQ/sz(:c)Hn(x)dx

Compruebe que los polinomios de Hermite, cumplen la siguiente relacién

Hn+1 = J}Hn - anfl.

5. Dada la ecuacién de Legendre

(1 —2%)y” —2xy + A\ + 1)y =0,

con A una constante positiva, y || z || < 1. Al igual que la ecuacién de Hermite, la ecuacién de
Legendre es realmente una familia de ecuaciones. Tantas como valores de A se seleccionen.

a)
b)

Encuentre la solucién general en serie de potencias.

Muestre que la siguiente relacién de recurrencia, entre los coeficiente de la solucion, se

cumple:

A=n)(A+n-1)
(n+1)(n+2)

Si A es una constante positiva, la ecuacién de Legendre tiene una solucién polinémica. Escriba
una lista de esos polinomios para A = 1,2, 3,4, 5.

Ap+2 = n

Muestre que para una eleccién particular de los valores de ag y a1 los valores obtenidos
coinciden con los siguientes

Py=1
P1 =T

Py = 3(32% — 1)
P3 = (523 — 3z)

Py(z) = %(
Ps(z) = 5(632° — 702° + 15z).

11



e) Muestre que los polinomios de Legendre pueden ser generados por la férmula de Rodriguez

1 dr

nl2n dzn

P, (z) = (2 -1)"  n=0,1,2...

f) Muestre que, en general
2n+1) [*
Sy = (”;) / P (2)Py(z)dz.
-1

g) Compruebe que los polinomios de Hermite, cumplen la siguiente relacién:

2n+1 n

_ -——P, 1.
n—l—lx "oop1l " !

PnJrl:

6. Meétodos de Solucion Mediante Series de Frobenius

1. Ubique y determine el tipo de punto singular para las soluciones en series de cada una de las
siguientes ecuaciones diferenciales:

w*(x = 2)%y" = 20(z + 1y’ + (2% + 1)y = ;
vz —2)y" = 2(z + 1y’ + (2* + )y = 0;

a

S

o

xy” + (senx)y’ + 2xy = 0;

)
)
)
)2//
)
)

U

x*y" + (senx)y’ + 22y = 0;.
23y" + (senz)y’ + 22y = 0;
) @2+ 42y +2@2?+4)y —y=0;

@

2. Determine las dos soluciones linealmente independientes (hasta orden 5) en las siguientes ecua-
ciones diferenciales:

a) %y’ — Jxy + Ly =0.
) 2%y — dxy’ + 6y = 0.
) 2%y" +zy = 0.
) 22y + 5xy’ + 4y = 0.
) 22y" + 3xy’ + (14 )y = 0.
) 22%(z + 1)y" + 23z — 1)y’ +y = 0.
) 2y’ + 2z + 3)y' + 4y = 0.
) zy’ +y=0.
) 22y + (3 —x)y —y=0.
) @y’ —ay' + (1+2%)y =0.

QU o o

@

S~

> @

7

12



3. Dada la ecuacién de Laguerre

zy’ + (1 —2)y + Ay =0,

con A una constante positiva y = > 0.

a)
b)

c)

i, Cudles son las raices de la ecuacién indicadora ?
Encuentre la solucién general en serie de Frobenius.

Muestre que la siguiente relacion de recurrencia, entre los coeficientes de una de las solu-
ciones, cumple:
(n—1)— A

Ap =
n2

Ap—1
La ecuacién de Laguerre tiene una soluciéon polinémica. Escriba una lista de esos polinomios
para A =1,2,3,4,5.

Muestre que para una elecciéon particular de los valores de ag los polinomios obtenidos
coinciden con los siguientes

Lo(z) =1
Ll(x)::],—-m
Ly(z) = 2 — 4x + 2?
L3(x) = 6 — 182 + 922 — 23
Ly(z) = 24 — 962 + 7222 — 1623 + 24
_ 12 . (_1y J
Lyp(z) = (n!) par (")2(n — j)lx

Muestre que los polinomios de Laguerre pueden ser generados por la siguiente férmula

4

Ly(x) =
(2) =€

(x"e™"), n=0,1,2,....
Muestre que, en general

1o
5nm:(n!)2/0 e Ly () Lyp(z)dx

Suponga f(x) definida en el intervalo (0,00) puede ser expresada como una combinacién
lineal de polinomios de Laguerre

f(x) =coLo(x) + c1L1(x) 4+ caLlo(x) + csLs(x) + ......
Donde los coeficientes vienen dados por,

e @) La(a)ie
IS e "Ly (@) Ly (x)da

n
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i) Compruebe que los polinomios de Laguerre, cumplen la siguiente relacién
Lyt =(x—2n+1))L, — n2L,_1.

. La ecuacion de Legendre

(1—2%)y" — 2z + \A+ 1)y =0

con A una constante positiva, tiene dos polos regulares en xg =1y g = —1.

a) ; Cudles son las raices de la ecuacién indicadora para el polo zg =1 7
b) Encuentre la solucién general en serie de Frobenius alrededor del polo xg = 1.

c¢) ¢, Para qué valores de = converge la serie 7
. Dada la ecuacién de Gauss o Hipergeométrica

z(1-2)y" + [y~ (a+ B+ 1)zly’ + aby =0,
con v, a, 8 constantes.

a) Es claro que g = 0 es un polo regular ; Cudles son las raices, r; y ro, de la ecuacién
indicadora ?

b) Muestre que la siguiente relacién de recurrencia, entre los coeficiente de una de las soluciones,
cumple:

(n+m+r)(n+r+p)

(n+r+1)(n+r+7)

an+1 = n

¢) Muestre que la solucién general en serie de Frobenius para v # entero, puede expresarse
como la combinacion lineal,

y(z) = cry1(z) + caya(w)
donde

af | ala+D)B(B+1)a?

+a(a + 1. (a+n-1BB+1)..(B+n—1)a" N
Yy +1) . (y+n—1) n!

con vy #0,—1,—-2,-3,....
Yo =2 TF(a—y+1,8—v+1,2—y;2) ~v#£2,3,4,...

d)  Cuadl es la solucién de la ecuacién Hipergeométrica para v = entero ?
e) Verifique las siguientes identidades:

1) F(1,6,8;0) = 1=

2) F(Q,ﬁ,ﬂ;l‘) = (1_1I)o<

3) zF(1,1,2;—z) = In(1 — z)
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4) F(3,—3,3:2%) = V1 —a?

N

6. Resuelva la siguiente ecuacién diferencial:
b c
(@ = A)(z = B)y" + —(z = C)y' + ~y = 0.

utilizando el siguiente cambio de variables z = (B — A)u + C, e identificando los pardmetros
correspondientes en la ecuaciéon de Gauss

a) Encuentre la solucién general en término de las Funciones Hipergeométricas

b) Resuelva en términos de funciones Hipergeométricas las siguientes ecuaciones diferenciales:

1) z(1—a)y" + (3 —22)y — y = 0.

2) z(1—2a)y" + (2 —4x)y — 2y = 0.
3) (z—-2)(1—a)y" + 51 +a)y — 5y =0.
4) (x —2)(1 —z)y" + 42y +2y = 0.

7. Espacios Vectoriales Lineales

1. Sea P, el conjunto de todos los polinomios de grado n, en z, con coeficientes reales:
|pn) = p(x) = ag + a1z + asx® + ...+ a1z = Z a;x’

a) Demostrar que P, es un espacio vectorial respecto a la suma de polinomios y a la multipli-
cacién de polinomios por un escalar (nimero real).

b) Si los coeficientes a; son enteros, ; P, serd un espacio vectorial ?
i, Porqué ?

¢) ¢, Cuadl de los siguientes subconjuntos de P, es un subespacio vectorial ?

1) El polinomio cero y todos los polinomios de grado n — 1.

2) El polinomio cero y todos los polinomios de grado par.

3) Todos los polinomios que tienen a x como un factor (grado n > 1).
4) Todos los polinomios que tienen a x — 1 como un factor.

d) ; Cudl de los siguientes polinomios pertenece al subespacio de P generado por: |x1) =
420 4+1; [x2)=2%2-2; |x3) =23+

e) ¢, Cuél de los siguientes conjunto de vectores en P4 son linealmente independientes ?

D |x1)=1; [x2)=z-1; |x3)=2% |x4)=2?+22+1;
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2) [x1) =2x; [x2)=22+1; [x3)=z+1; [|x4)=22+1;
3) [x1) =z(x—1); [x2)=ax; [x3)=213 [x4)=223— 2%
4) |x1) =1; |x2)=a; [x3)=2%+23 |x4)=2%+22+1;
f) Probar que los polinomios
3 1 5) 3
|x1) =1; [|x2) ==x; |x3)= 53:2 — 5 |x4) = 5:1:3 — 5%

2.

Forman una base en Pj. Expresar Ip) = 2% |q) = 23 en funcién de esa base.

g9) Sean |p,) = p(z)=Y1"4 a;ir’, |an) = q(z) = S0°) bz’ € P,. Considérese la siguiente
definicién:

(An|Pn) = aogbo + a1bi + asba + ... + an_1by,—1 = Z a;b;

1) Muestre que ésta es una buena definicién de producto interno.
2) Con esta definicién de producto interior ; se puede considerar P,, un subespacio de Cla,y
? i Por qué ?

h) Considerando estas definiciones de producto interior en P,

1
) (an|pn) = f 1p( r)q ( )dﬁg
(anlPn) = [y 0
Encontrar la distancia y el angulo entre los siguientes pares de vectores en Ps
1) |x1) =1; [x2) =ux;
2) |x1) =2z; [x2) = 2%
3) |x1) =xz(x—1); [x2)=uz;

i) Muestre que las siguientes operaciones, son transformaciones lineales P,, — P,, y, en cada
caso, indicar el dominio y el rango de la transformacién, encontrar el espacio nulo y (cuando
sea posibles) su inversa.

1) Alp) =(D? - 2D)p(z); con D=
2) Alp) =ap(a).

3) Alp) =p(z) — p(0).

4) Alp) =p(z)q(x); con g(x) un polinomio cualquiera en P,

j) Encontrar la proyeccién perpendicular de los siguientes vectores en C[_; ;) (espacio de fun-
ciones continuas en el intervalo [-1,1]) al subespacio generado por los polinomios 1, x, x?—1.
Calcular la distancia de cada una de estas funciones al subespacio mencionado.

1) f(z) =2™; n entero
2) f(x) =senux;
3) f(z) = 32%

2. Sea una transformacion lineal A : V; — Vs y sean

By = {|b1>> |b2>7 |b3>a R ‘bn>} y By = {|ﬁ1>7 |ﬁ2>> |ﬁ3>> ey |Bm>}
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los conjuntos de vectores ortogonales base de V; y Vs, respectivamente. Los vectores |b;) base de
Vi transforman como

Alb;) = aijlB;)  donde aij = (Bj|Alb,)
j=1

Se denomina representacién matricial «;; del operador lineal A:

(Bi|Alby) (B2 Alby)  (B3|Alby) -+ (Bm|Alb1)
o — | (BulAlb2) (Bl Alby) (S5l ADr) eee (Sm|Alby)
v : :
a) Sea D : P, — P, la diferenciacién, D = dde'? y By = {1,z,22,.. ..,2" '} la base canénica

asociada. Expresar la representacion matricial de operador D en esa base.
b) Expresar la representacién matricial de operador A :Ps —— Py;
A|p) = (2% — 4)p'(z) en las siguientes bases:
1) By ={1,z,22} y By = {1,z,2% 23};
2) By ={l,z,2*} y Bo={l,z — 1,(z — 1)%, (z — 1)3};
3) Bi={l,z—1,(z—1)}yB={l,z—1,(x—1)% (x —1)3};

3. Los polinomios de Legendre pueden ser generados por la féormula de Rodriguez,

1 an

n!2n dzn

Py) = P(z) = (z2-1)"  n=0,1,2 ...

a) Muestre que los cinco primeros polinomios de Legendre forman una base de Ps con un
producto interno definido por

1
(Pp|Pm) = /_1 P, (z)Pp,(z)dz.

b) Expresar cada uno de los siguientes polinomios como una combinacién lineal de los poli-
nomios de Legendre, base de Ps.

1) 32% — 222 + 32+ 1;
2) 2234222+ 241
3) 42? + 4z +1

4. En las siguientes situaciones, encontrar la mejor aproximacion para las funciones indicadas (en el
sentido del método de minimos cuadrados) que mejor se ajusta al conjunto de puntos respectivo:

a) Larecta y = cx
A los puntos experimentales:

1) (5,9),(10,21),(15,19);
2) (—4,-11),(1,3),(5,16),;(10,29);
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3) (—6,10),(2,-2),(8,—11), (10, —16);
4) (-5,19),(10,31), (15,31),(20,40);
b) La funcién y = c1x1 + coxg + c3x3
A los puntos experimentales:

1) 211 =0, z12=0, z13=0; y1 = 1;

xo1 =1, x20=1, x03=—1; Y2 = 2;
x31 =1, x32=-1, x33=1; y3 = —1;
41 =0, Tg0=1, m3=1; Ya = —2;

¢) La ecuacién cudrtica y = ax* + bx? + cx
A los puntos experimentales: (—2,2), (—1,1),(1,2),;(2,1);

8. Funciones Especiales

1. Muestre que

a)

/ e T dx = <1>!
0 4

c¢) Si definimos el doble factorial como restando dos
2n(2n —2)---6-4-2= (2n)!!
2n+1)(2n—-1)---5-3-1=(
Entonces muestre que:
(2n)!! = 2"n!
(2n +1)!
2nn)

2. Una distribucién de Maxwell que representa la fraccién del nimero de particulas con una velocidad
entre v y v + dv se representa matematicamente como

dN 3/2 —muv?
—:47r( mn ) exp( mv)Ude

(2n+ 1)l =

N 2rkT 2kT

con N el nimero total de particulas, m su masa, T' la temperatura y k la constante de Boltzmann.
El promedio o valor esperado de (v™) se define como

(v") = % / VAN

Muestre que
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3. Si P,(x) son los polinomios de Legendre, demostrar las siguientes identidades

a)
Po(=x) = (=1)"Pu()

b
| Pp(a) = Ppy(@) = (2n 4 1) Pu(2)
) (1 —2?) Pi(z) = nP,_1(x) — naPy(x)
d)
L 2n
/_1 2Py (x)Py—1(x)dz 21 n>1
e) X
/1 Po(z)P), 1 (z)dx =2 n>0
f) X .
/_1 2P, (z) P! (z)dx = o+ 1 >0

4. Si Hy(z) son los polinomios de Hermite, demostrar las siguientes identidades

a)
V27n!

n=2% k=123,

0 n=2%+1 k=123,
b)
0 n=2% k=123,
o 2 V2 !
/ ze 2 Hy(r)dx = M n=2k+1 k=1,2,3,---

(o)
/ xme_xQHn(:c)da: =0 m=entero A 0<m<n-1
d) las probabilidad de transicién para el oscilador arménico en Mecdnica Cuédntica es
(e.0)
/ a:e*IQHn(a:) Hp(z)dz = 2" nly/T6mn—1 + 2" (n + 1)W70mnt1
—00

Ayuda, considere las funciones generatrices con variables (z,s) y (z,t)

e) De igual modo
1

/ Z P2e " H(2) Hy(x)de = /72"l (n . 2)
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o0
/ 22 Hy(2) Hy(z)dz = 2" (20 + 1) nl/T6mn+
2™ (n + 2)W/T0m nt2+
271—2”!\/%57”’”72
g) Finalmente

o _ 0 p>r
x"e” " Hy(x) Hypt (x)dx:{
/OO " e 2" (n+r)ly/m p=r
5. Por sustitucién directa muestre que, si

e 12H, (z)

V2!

entonces las expresiones funcionales para los operadores de aniquilacién y creacién son

Yn(z) =

;5 ( ; i) $a(2) = Vit _1(2)

;ﬁ ( _ ;L) Yu(@) = Vi F Ty (2)

6. Desarrollar las funciones dadas en término de los polinomios de Legendre, Hermite y Laguerre,
calcular hasta el tercer término de las serie en cuestion

7. Los Polinomios de Chebyshev (o Tchebishef) T, (z) se definen como
T (z) = cos(narc cos x) n=123---

Muestre, con la metodologia desarrollada en clase que estos polinomios ortogonales tienen las
siguientes propiedades:

a) La funcién u(z) = T, (x) satisface la siguiente ecuacién diferencial
(1—2%)u"(z) — 2’ +n*u=0
b) Los polinomios T,,(x) son ortogonales en el intervalo [—1, 1] con un peso definido como

1
V1 —22

w(x) =
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¢) La funcién Generatriz viene dada por

1—¢2 >
T(et)= —— =T, 2N " T (2)
(w,t) sy o(z) + nz::l n()

8. Los polinomios de Jacobi, P{*” (x), se definen como

@)y D" e s d" T ata nt
P (@) = e (=)™ (1+2) 7 — [(1 2)" (14 )
con

a>—1

B>-—1

n=1,2,3, -

Entonces muestre que

a) La funcién u(z) = pieP) (z) es solucién de la ecuacién diferencial
(1—x2)u"(:v)— B-a—(a+p+2)z]v+n(n+B+a+1)u=0

b) los polinomios de Jacobi pies )(l') son ortogonales en el intervalo [—1,1] con una funcién
peso
w(z) = (1 - 2)* (1+2)°

c¢) La funcién Generatriz viene dada por

—a -3
(1—t+\/1—2tx—|—t2) (1+t—\/1—2t:1:+t2)
V1- 2tz + 2

S(z,t) = 2078

=> P (z) 1"
n=0
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