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1. Calculo Operacional

Toda ecuacion diferencial puede ser descrita de la siguiente forma

D

S_F(w) = f(z) = DF(x) = f(x) 1)

donde D (e) es un operador diferencial lineal

D (Az" + Bz™) = AD (z") + BD (™) = nAz""' 4+ mBz™"! (2)
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y en muchos aspectos ese operador diferencial D (e) puede ser tratado como un nimero més. A saber,
para una ecuacién diferencial genérica con coeficientes constantes se tiene

y' =3y +2y =2 — (D*-3D+2)y=21" — (D-1)(D —-2)y = 2* (3)
més ain
.’E2 — - $2 B .TQ (4)
TD-1)D -2 o2 Do
por lo cual expandiendo
1 —1
_ — _1-D-_D2 3 4
5 11D D-D?>-D?-D (5)
Il 11 1. D D D ©
D-2 21-D° 2 4 8 16

de donde

2

2

2 r 1 9 x 3 7
(- S ) (w2 —2) =" + Za 4 -
Yy ( ) (—z z—2) 5 50+ ] (8)

Las operaciones que se usaron arriba estan relacionadas muy estrechamente con las propiedades de la
integral

/ " e~ f()Dt (9)
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2. Definiciones para Comenzar

En general vamos a definir una transformacién integral, F'(s) , de una funcién, f(¢) como

b
H@z/K@ﬁfW&ZTU@} (10)

donde K (s,t) es una funcién conocida de s y ¢, denominada el nicleo de la transformacion. Si a y b son
finitos la transformacion se dird finita, de lo contrario infinita. Dependiendo de la seleccion del nicleo
y los limites tendremos distintas transformaciones integrales. En Fisica las mas comunes son:



Nombre F(s) = T{/()} F(t) = T {F(s)}

Laplace F(s) = [Ce st f(t)dt ft) = o j*ﬁj et F(s)ds
Fourier de senos y cosenos F(s) = [~ S0 jioae g0 =2 [T 20 Fsjas
Fourier compleja F(s) = /_ :ei StF(t)dt f(t) =2 /_ Ze—i stF(s)ds
Hanlkel Fls) = /0 CunsOfmdt () = /0 s (1) F(s)ds
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Mellin F(s) = / Oots—l f(t)dt

La idea detras de la utilidad de las transformaciones integrales puede resumirse en el siguiente
esquema

transformacién directa — relacién para F'(s)
EDO para f(t) F(s)=T{f(t)} eventualmente mas facil

! !
solucién directa solucién para F'(s)
dificil mas facil
! !

«—— transformacién inversa

f(t) =T H{F(s)}

se encuentra f(t) se encuentra F'(s)




3. Tranformada de Laplace

En nuestro caso ilustraremos el uso de transformaciones integrales con la transformada de
Laplace, que denotaremos de manera simbdlica como F(s) = L{f(¢)}.La siguiente tabla

resume las transformaciones de algunas funciones.

f) =L~ {F(s)} F(s) = L{f(t)}
1
1 -, s>0
s
1
et t , s>a
s—a
. a
sin (at) T 5s>0
s
cos (at) T a 5>0
n n!
t n>0 W, s>0
I'p+1
tP p>—1 (310+1)’ 5§>0
a
inh at , >
sinha 22 s> |lal
s
cosh at ﬂ, S > HCLH
a
sin (bt) (s —a)® + b2
et !t s> ||all
cos (bt) s—4a
(s —a)? + b
n!
tn st n € N s>a



f(t) =L {F(s)} F(s) = L{f(1)}

0 t<c pct
uc (t) c>0 «— . 5>0
1 t>c
ue (t) f(t—c) — e ¢ 'F (s)
e’ f(t) — F(s—o)
f(ct) e IF (%), ¢>0
Jof(t=7)g(r)dr — F(s)G(s)
5(t—c) — e=c s
F (1) = S"F(s) = "L (0) = = f7D(0)
(=" f () — F (s)

4. Ejemplos Sencillos
Como un ejemplo de lo anterior, encontraremos la solucién a las siguientes ecuaciones diferenciales

1. Ecuacién diferencial inhomogénea, continua, con valores iniciales

y(0) =0
Y’ +y = sin 2t con (11)
y'(0) =1
! : 2 / 2
L{y" +y} =L {sin2t} = sY(s)—sy(O)—y(O)+Y(s):82+4 (12)
s2+6 as+b cs+d 2 2
Y (s) = = =3 __3 13
Sl Py % By Rl B Sl Byl B e (13)
mediante la transformada inversa en cada término
1 3 5
_ 3 5.
L {@} = 3sint . )
=y (t) = gsint—gsinZt (14)
2
Lt {323-4} = %sinZt
2. Ecuacién diferencial, con valores iniciales, inhomogénea a una funcién escalén:
1 m<t<2m y(0) =1
y'+4y=h(t) = con (15)
0 0<t<nm t>2r y'(0)=0



V=R =us(t) —us () S L{y 44y} =L{us () —uze ()} (16)

—Ts e—27rs

= (" +4)Y (s) —sy(0) — 4/ (0) = - (17)

S S

s e~ TS e—27rs

52+4+S(82+4)  s(s2+4)

Y (s) =

mediante la transformada inversa

L_l{s(;:l)}:uﬂ(t)g(t—ﬁ) cong(f):L—l{s(S;M} (20)

por lo tanto

L {8(2;14)} o (1)L {i (i - 52‘i4>} — e (1) [i (1—cos2(t— Tr))] (21)

del mismo modo

67271'3 1
L' ———— % =ua () |- (1 —cos2(t—2 22
{S (32 + 4) } U2 (t) |:4 ( COs (t W)):| ( )
recordemos que hemos definido la funcién escaléon como
0 t<c
uc (1) c>0 (23)
1 t>c
y finalmente la solucién sera
1 1
y (t) = cos 2t + uy (t) 1 (1 —cos2(t— 77))] — uag (t) [4 (1 —cos2(t—2m)) (24)

. Ecuacién diferencial, con valores iniciales, inhomogénea a una funcién impulso (delta de Dirac)

y(0)=0
v+ 2y +2y=5(—) con (25)
y'(0)=0

donde la funcién (distribucién) delta de Dirac viene definida por

S(t—to) =0 cont#ty v / dr 6 (r—70) =1 (26)
con la util propiedad de
[ ars-m) £ = 1) (27)



En una de las tablas anteriores hemos mostrado la transformada de Laplace de la funcién (dis-
tribucién) Delta de Dirac: L{d (t — ¢)} = e ¢ ® por lo tanto

y' +2y +2y=0(t—m) =L{y +2y/+2y} =L{6(t—m)} (28)

-7 S 1
2 2 2 Y — —TT S Y 267: -ns__ - 2
(542542 V() =€ Y= ey~ © (s+1)*+1 (29)

por lo tanto
} = uy, (t) [e_(t_”) sin (t — ) (30)

o también
0 t<m

e~(t=") sin (t — ) t>m

5. Integral de Convolucion

Algunas veces es posible identificar la transformada de Laplace H(s) como el producto de dos
transformadas de Laplace, F(s) y G(s) las cuales son las transformadas de funciones conocides f(t) y
g(t). Pero eso es algunas veces: en general la transformada del producto de funciones no es
el producto de transformadas. Esas veces estan contenidas en el llamado Teorema de Convolucién,
segun el cual se establece una especie de “producto generalizado” de funciones f y g.

Sean
F(s)=L{f(t)} y G(s)=L{g(t)} que existen en el elintervalo s > a > 0
Entonces
H(s) = F(s)G(s) =L{h(t)} para s > a
donde

W(t) = L1 (F(s)G(s)) = / f(t—7) g(r) dr = / f(7) gt =) dr = (F *9) ()

y h(t) se indentifica como la convulucién de f y g¢. Las integrales arriba expuestas se conocen con
integrales de convolucién y hemos denotado h(t) = (f * g) (t) para insistir que se trata de un “producto
generalizado” de funciones f y ¢g. que comparte, con el producto ordinario de funciones, las siguientes
propiedades

fxg=gxf (conmutatividad)
frlg+kl=f*xg+ fxk (distributividad)
frlgxk]=[f*g]*k (asociatividad)

fx0=0x%f=0

sin embargo f * 1 # f tal y como se puede apreciar de
t t
()@= [ re=nrar= [ e-narz 0

7



en el caso particular de que f (t) = cos (t) tendremos
t
(cosxl) () = /0 cos(t —7) 1 d7 = sin(t — 7)|7=, = sin(0) — sin(t) = —sin(¢)

y por la misma razén, no hay garantia que (f* f)(t) >0 VYV f#0

El ejemplo mas emblematico de la aplicacion del Teorema de Convolucién es el estudio del oscilador

amortiguado y forzado, el cual viene descrito por la ecuacién diferencial

da xo = x(0)
i42\ i+ wi x = f(t) coni’za

d
o = cTﬂt:O
la transformada de Laplace nos lleva a
§2X (s) — sxo — @0 + 2\ X (s) — 2\ xg + wi X (s) = F(s)

resolviendo
_ 2\ xo + T + sxg F(s)

X(s) —
(5) 242X s +wd 824 2)\s +wi

el primer sumando queda como

X(S)_Q)\{L‘o—{—:i‘o-i-SiL"o_ zo (s+ ) To+ T A
! s2 +2Xs + wi (s+ A%+ (w§ — A?) (s+ XN+ (wg —A?)

y por lo tanto devolviendo el cambio

_ To+ Axg .
z1(t) =m¢ e M eoswt + - sinwt con w=/wj— A2
w

y por el teorema de convolucion

x9 () = /Ot l6_>‘(t_7) sinw (t —7) f(t) dr

w

y por lo tanto la solucién general serd

. A t 1
z(t) =0 e Mcoswt + DI it + / —e M sinw (t—7) f(t) dr
w 0o W

(32)

(39)



