Semana 13 - Clase 37 Tema 2: Variable Compleja

Series de Laurent

1. Otra vez Taylor y ahora Laurent

Anteriormente consideramos series complejas de potencias. En esta seccién revisaremos, desde
la perspectiva de haber expresado la derivada n-ésima de una funcién analitica, el equivalente a las
series de Taylor para funciones complejas de variable complejas.

1.1. Series de Taylor para funciones analiticas

Si f(z) es analitica en un circulo de radio R, encerrado por un contorno C y centrado en un
punto z = zp, entonces f(z) puede ser expandida en series de potencias (enteras positivas) para
todo |z — 29| < R de la forma

X p(n) P ", (n) Py
£ =3 T2 (e gy = )+ P o) 20) + L ezt L oy,
n=0

con el resto R, (z) definido como
_ (z=2)" f(¢) d¢
R = S5 | e

Para probar esta afirmacion partimos de la férmula integral de Cauchy escrita convenientemente

QA 1 7{, ac 11 1 "

f(z):%ﬂ_ c (—=z " 2in N ’
¢— 20

de donde

¢ — 2o ¢ — 20 ¢ — 20

n+l
f(z)—i f(Q)d¢ _ 1 ]idC f(©) 1+<zzo>+<zzo>2+m+(zz0)”+<gzo>

¢— 20

T 2r o (—2z  2ir

este tdltimo corchete proviene de una forma ingeniosa de utilizar una serie geométrica de razén
zZ— 20

r= c . Para entenderlo, recordemos que para una serie geométrica, se cumple que
1— 7’"+1 1 rn+1 1 n+1
Tr+ri4rd 4™ = = - = = 1+r+r2 it - (2)
1—r 1—r 1-—7 1—r IL—r
Entonces:
| <Z o Zo)n-i-l
f(Z):L f(C)dC_lfd f(C) ¥ Z =20 ]_’_ C_ZO (3)
2ir Jo (—2z 2w Jo T (— 20 = ¢ — 2o

(=)
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con lo cual

(L [ f© N P
10 =Yt a0 (g frac ) ) = S e e

_ (z=2)" f(©)
R = S5 % e ?

Obvio que la serie (4) converge si R, (z) — 0 cuando n — oo y de eso es facil convencerse al acotar
la ecuacién (5). Esto es, considerando ¢ sobre el contorno C y z en el interior de R, entonces

z—2zZ)" z— 2"
e L i r) It Al (=rrrer
2=z _2;0|nM]%17127TR,
donde, una vez més, hemos utilizado la forma polar 5 = (—2z9 = Re" y hemos acotado g(_cl < M,
con lo cual es inmediato constatar que lim, . Z;RZO =0 = R,(z) — 0, con lo cual la serie
converge.
Ejemplos Expanda
v f(2) = , alrededor de z = 2
f(2) = 1 + 1 (Z—Zo)+;(2—20)24-;(2—20)34-' . .+M+. = i (=)
L—z (1 2)? (1—2)? (1 —2)* (1 — zo)*t = (1= z)"H

» f(2) =1In(1l + z), alrededor de z = 0 (Serie de Maclaurin)

n+1 | " " 2 3
f(z) =In(142) = In(1 + 2)| O+Z = nfl =0+ (0)2+ f2() f3(!) +...:Z_%+%+.,,
L+2 . .
w f(2) = L — z} , alrededor de z = 0 (Serie de Maclaurin)

1—=2 3 2n+1

1+2] 22 28 22 28 22 20 2, 22t
ln[ }:ln[l+z]—ln[1—z]:[2—2—l—---]—[—z——---]:2[z+3+--~]:nz:% .
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Figura 1: Expansiéon de Laurent

2. Series de Laurent

Hemos dicho que si una funcién f(z) es analitica en una regién (digamos que circular) R,
entonces puede ser expandida por series de Taylor. Sin embargo, si f(z) tiene un polo de orden p,
digamos, en z = zy, dentro de la regién R, no sera analitica en ese punto, mientras que la funcion:
9(z) = (z—20)Pf(2) silo serd en todos los puntos de esa regién. Entonces f(z) podra ser expandida
como series de potencias (de Laurent) de la forma

5 F_N R R B P ((SXS
f(z) = n;muk(z —2)" = ;::Oun(z — 2p) —I—;(z_zo)n ) CON Up = o A= (6)
para: n = 0,+1,£2,--- y Ry < |z — 29| < R2. Equivalentemente
o= (zg(?o)p G G T g ettt (1)
La suma de todos los términos que tengan potencias negativas, vale decir y_° (zqug)n , se denomina

parte principal de f(z).
Para demostrar (6) o (7), recordamos que, tal y como muestra la figura 1 cuadrante I, si f(z)
es analitica en la regitin anular, entonces el Teorema de Cauchy, nos garantiza que

L Qe 1 fQde 1 [ f(Qde 1 f(¢) d¢

f(z) =

2w Jo, C—20  2imJo, C—20  2im Jo, (—20 2w Jo, ¢ — 20

donde en el segundo caso hemos supuesto que ambas circulaciones tienen el mismo sentido.
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Del mismo modo como procedimos en la ecuacién (1) reescribimos el segundo par de integrales

como
1 fo | 1 i o |
1) = 5iz o, | o

29w ¢ — 2z 1— 20w zZ— 20 1_C—2’0
¢— 20 Z—2p

y ahora invocando, una vez maés la progresién geométrica (2) podemos construir expresiones de
integrales equivalentes a la ecuacién (3). Vale decir

(o (2 )
1 FQ) |x= (72— ¢— 20 1 <« (¢—2 z— 2
f(z)_%rféldCC—zo Z(C—zo) + ¢ — Jr'ji zZ— 2 Z(z—z0> (—=z

— z 2im —
- (C—Z()) = <Z—Zo>

y equivalentemente

1 n-1 . 1 n—1 ‘
= 57 2o § a6 LS R Y e f A0 ) +Ruae)
i=0 Y p=

(8)
Con lo cual queda demostrado la forma funcional de los coeficientes de la expansion de Laurent. La
demostracién de la convergencia, esto es n — 00 = Ry1(z) — Rp2(2) — 0 sigue el mismo esquema
que utilizamos para demostrar la convergencia de la ecuacién (6) y se lo dejamos como ejercicio al
lector.
Otra manera de representar las series de Laurent es por medio de las formulas:

z):iak(z—zok—i—i TR Ry < |z — 20| < Ra. (9)
k=1
donde:
a = 2% C(Z—f,(:)ikﬂdz, k=01,2,..., (10)
by = ;m/c(z_i(oz))_mdz, k=1,2,.... (11)

En este caso, se supone que la funcién es analitica en el dominio anular: Ry < |z — 29| < Ry y C es
un contorno cerrado simple en torno a zg y contenido en la regién anular.

En el caso de by podemos ver que el integrando se puede escribir también como f(z)(z — zo
Si f es analitica en |z — zg| < Ra, entonces el integrando es una funcién analitica en dicho disco y
por lo tanto by, = 0. Es decir, la serie (9) se reduce a una serie de Taylor donde los coeficientes son:

(k)
akzl/c(f(z)dz:fk(zo), k=0,1,2,....

270 z — z)kt1 n!

)k—l.
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2.1. Algunos Ejemplos

En muchos casos las expansiones en series de Laurent no se generan a partir de las ecuaciones
(6) o (9) sino a partir de manipulaciones algebrdicas y expansiones en Taylor moduladas por otros
factores.

Ejemplo 1: El primero lo haremos directamente, vale decir, que como lo vamos a hacer no lo
haremos otra vez. Queremos hacer una representacién en serie de Laurent de la funcién:

1
f(Z)—m-

Utilizando las férmulas de (8), construimos la relacién

1 flode 1o 4o "=
uj—mil(cz@)j“_m o CTAC-1) 7§<J+2 ZC 2%@2?{ CJ” "

conviertiendo a la forma polar tendremos que

rife?de s
2mi Zj{ rit2ngiGte—ne Z Oj+2-n1 =
n=

u, = —1 paran > —1

Up =0 paran < —1

es decir ) .
R N B B
f(z) =1 p z—2°—z

Consideremos los siguientes ejemplos de desarrollos en Series de Laurent:

Ejemplo 2:
1
f(z) = -2
La funcién puede escribirse en la forma:
1 1]1 1
=——=—— |- — , 0< 7| <2.
/() z(z —2) 2 {z z—Z] 12
Por otro lado, sabemos que:
1 11 I x /2\" = 2"
T2 21-2/2 :§Z<§> =D g <2,
n=0 n=0
por lo tanto:
1) 1 11 1x 2"
)= —— = _——— — —
_ on+1
z2(z —2) 2z 24520
11 1 1 1 1 1 1
= ————-—= 22 P S 0< 2] <2
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Ejemplo 3:
1

f(z) = (>~ 1)(z —3)

Esta funcién tienes polos de orden 1 en z = 1y z = 3. Ademds, expresando f(z) como una suma

de fracciones parciales, tendremos:

z—1 z-—3

PRI S 0

G-1(-3) 2 ] <l <,

» Para 1 < |z| <3.
Tenemos los siguientes desarrollos:

n=0 n=0
1 1 1 1o /2\" = 2"
o5 = 31-a37 3 (5) =l <3
=0 n=0
La serie es:
1 [ 1
o) = - S ]
(z—=1)(z—3) 2 | =3 i
1 1 1, 1 5 1 4 1 5 1 4

6 18° 547 162° 27 27 T2° T3t

» Para |z| > 3.

En este caso no podemos utilizar el segundo desarrollo anterior, ya que éste es vélido sélo

para |z| < 3. Por lo tanto:

1 11 1 o= /3\" i 3n o> 3
—_ = _—— — _ — —_— z
z—3 z1-3/z 2 \2 2l ’

n=0

1 1| 1 2. 3 Iex1-—3"
1= ey = b S| =L

= 2724423413274 4+4027°+ ...

» para |z] < 1.
Escribimos

1

17 1 1 11 1 1
f(Z)Z(z_l)(z_g)):_z[z_1_z_3]:21—z_61—z/3’
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como |z| < 1y |z/3| <1 en este dominio, entonces:

flz) = *Z Tglumn T 3 [ 3n+1]

1+é +§z2+@ 3+E -
3797 277 "8l 243

Ejemplo 4:

Sabemos que:

por lo tanto:

2z 2

e 2(z—1) n
TO=52 = o _ezznv _62271'2_1

n=0

2
3 15

= ¢? E+(z—1)3+2(z—1)2+2(z—1)1 12,402 (z—1)*+--

la cual es valida para: 0 < |z — 1| < 0.

Ejemplo 5:
z—senz
fe) =25
Esta funcién se puede escribir como:
1 sen z
f(Z) = 22 3
Sabemos que:
e 22n+1
= S
sen z T;)( ) CEER |z| < o0,
entonces
() 1  senz 1 i( Iy S2n+1 1 i( 1y 52(n—1)
)= —— — = —_—— —_ —_—_—_— = — — —_ —_—
22 23 22 — 20@2n+1) 22 —~ (2n+1)!
o0 ZQ(nfl) o0 2(n—1)
)

1 1 n n ?
= 2220 (2n+1)!:_;(_1) (2n +1)!

n=1
R WP S 1
= 6 1207 T5040° T 3628%0° T 39916300

vélida para: 0 < |z] < oo.

)
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