Semana 14 - Clase 36/13 Tema 2: Variable Compleja

Integracién en Variable Compleja

1. Integrales complejas

Como siempre, luego de definir la derivada, construimos el concepto de integral a partir de la
suma de Riemann. Esto es

n

n—chJ = 2jm1) sin = 00 = |z —zjoa| = 0 = lm Y f(G)(z — zm1) = /def(z)

j=1 =

Es decir, que si el lim,,_., S, existe, entonces corresponde con la definicién de la integral.

1.1. Algunas propiedades
Es claro que esta integral es, necesariamente, una integral de linea, ya que z tiene “dos dimen-

siones”

/ Yds o) = / " (de + idy) (u(z, ) + iv(z, y))

21

T2,Y2 2,Y2
=/ (uz, y)dz — v(e, y)dy) + i / (v, 9)dz + u(z,y)dy) (1)

1,41 1,91

con lo cual transformamos una integral compleja en una suma de integrales reales, pero necesitamos
definir el contorno a través del cual vamos de z1 = x1 + iy; — 22 = xo + iys
La integraciéon compleja tendrd las propiedades acostumbradas

Jedz (f(2) + = Jodz f(2) + [, dzg(2)

Jedz Kf(2) =K fc dz f(z) con K una constante real o compleja
b a
Jodz f(z) == [ dz f(2)

[Pz f(z) = [Tz f(2) + [0 dz f(2)
= [,dz|f(2)| < ML donde M = méx |f(z)| y L la longitud de C

Esta tltima propiedad es importante porque permite establecer cotas a las integrales complejas sin
tener que evaluarlas. De la definicién de integral es casi inmediata la demotracién

dim Y f(G)Az = / dz f(2) Zf ()Az| < Z\f Gl 1Az < MZ\AZJ\ <ML
j=1

21 7j=1

Donde hemos utilizado que | f((;)| < M y que la suma de los intervalos Az; = z;—z;_1 es la longitud
L del recorrido C. Es claro que tomando limites a ambos miembros obtendremos ‘ fc dz f (z)‘ <
Jodz |f(2)] < ML.
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1.2. Un par de ejemplos

Por ejemplo, evaluemos la integral compleja f(z) = z~! a lo largo de diferentes contornos, tal
y como se ilustran en la figura 1

= un circuito cerrado a lo largo de una circunferencia de radio R

2
fdz 2= %d(Rew) R tem = z/ df = 2mi
0

» siguiendo una semicircunferencia desde (R,0) — (—R,0). Esto es

Z2:(_R70) (Rvﬂ') . . m
/ dz 271 = / d(Re®) R1e™ = z/ do = mi
z1=(R,0) (R,0) 0

» siguiendo dos lineas rectas entre los puntos (R,0) — (0,R) — (—R,0). En este caso, pro-
cedemos utilizando la expresién cartesiana para los nimeros complejos. Para ello, vamos a
parametrizar z = z(t) para (R,0) — (0,R) y z = z(s) cuando (0, R) — (—R,0). Veamos

z3=(—R,0) z2=(0,R) z3=(0,—R)
/ dz z71 = / dz 27! +/ dz 27t
z1=(R,0) z1=(R,0) z2=(0,R)

para cada una de las integrales se cumple, respectivamente, que

z=(1—-t)R+itR con0<t<1 A z=—-sR+i(1—s)R con0<s<1

z2:(—R,O) 1 —1 ) 1 —1 —1
/ dz _ / T gy / it Sl S
a=(R0) ? o (L—t)+it 0o —s+i(l—s)

procedemos entonces con la primera de las integrales

1 . 1 . . 1 1
-1 -1 1—1t)—t 2t — 1 dt
/+Z,dt=/ +i (1= Z,dt:/dtﬂ'/

es decir

con lo cual

1 - , ,
-1+ 1 ol . 1 T AT
————dt =~ In(1 -2t + 2¢ tan (2t — 1), =0+ — = —
/0 TENET i + 2| + i arctan (2t = 1|y = 0+ - = 5

la segunda integral también tendra el mismo resultado, con lo cual:

22:(_R70) dz
/ — =i, i el mismo resultado que a través del arco de circunferencia !
a=(R0) ?
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Figura 1: Integrales complejas y circuitos

Es interesante notar que si regresamos al punto (R, 0) a través del contorno: (—R,0) — (0, —R) —

(R,0) la integral cerrada se anula, no asi cuando nos regresamos a través el arco complementario

de circunferencia. En pocas palabras, como se esperaba, el valor de las integrales de camino, para

algunas funciones, dependeran del camino seleccionado. Mas adelante veremos a cudles funciones

correspondera un mismo valor de la integral cerrada, independientemente del circuito que uno elija.

Queda como ejercicio al lector repetir los mismos pasos anteriores para el caso de f(z) = (%)~ L.
Otro ejemplo ilustrativo lo constituye

% dz
(z — zo) 17

n=0: [7d0=2ir

esto es:
21 - 10 . 2
Riedo { —inb
/0 Ritignid — Re /0 df e =

donde hemos utilizado la forma polar z — zg = Re' e integrado a lo largo de una circunferencia de
radio R centrada en z = z.

n#0: 4 027rd0 (cosnb —isen nf) =0
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Figura 2: Regiones en el plano complejo

2. Teorema Integral de Cauchy

2.1. El Teorema y las Regiones

El teorema integral de Cauchy es uno de los dos teoremas bésicos en la teoria de funciones
de variable compleja. Este teorema considera que si f(z) es analitica en una regién simplemente
conexa, R, en su contorno C y su derivada f’(z) existe y es continua en esta regién', entonces la
circulacion a lo largo de cualquier contorno cerrado C se anula. Esto es

]idz f(z)=0

Antes que nada, y como parte de ese adiestramiento en lenguaje, precisaremos qué queremos decir
(qué quieren decir los matemadticos) con regiones simplemente conexa y miltiplemente conexa

Una region simplemente conexa es aquella que no tiene “huecos”, o dicho de una manera més
precisa y elegante, en la cual una curva I' puede ser reducida (encogida) a un punto sin salir de la
regién R. En la figura 2 cuadrante Ia se muestra una regién simplemente conexa y en los cuadrantes
1b y Ic regiones multiplemente conexas. Estas dos iltimas figuras clarifican este concepto. Es decir,
una region multiplemente conexa es aquella que no es stmplemente conexa y con eso queremos decir
que “tiene huecos”, o lo que es lo mismo existen curvas que no se pueden reducir a puntos en la
region.

'Esta 1ltima condicién no es necesaria, pero la demostracién del Teorema se torna mucho més sofisticada, y
referimos al lector a los libros especializados, vale decir a las referencias: Churchill R. V. y a Knopp K.
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Tal y como hemos comentado la demostracién rigurosa del Teorema de Cauchy estd fuera de
los alcances de estas notas, pero algo se puede hacer si invocamos el Teorema de Stokes (o uno
de los Teoremas de Green en el plano) que vimos cuando estudiamos anélisis vectorial. Con ello
recordamos la ecuacién (1), entonces

z2 T2,Y2 T2,Y2
/ dz f(2) = / (u(z, y)dz — v(z, y)dy) + i / (o(z, y)dz + u(z, y)dy)
21 r1,Y1 x1,Y1

El Teorema de Stokes nos dice que

o)~ ]
dzd — 4+ — | = dy — gdx
/R y<ax 3y C(py qdz)

con lo cual, si una vez més suponemos f(z) = u(x,y)+iv(z,y) y dz = dx+idy, entonces tendremos
que

i(udx —vdy)—i—z’ji (vdx + udy) = /Rd:cdy (8(8_;) + a(a_yu)>+i/72da:dy (aa(z) I 8(@;”)) —0

y acto seguido, como f(z) es analitica, invocamos las condiciones de Cauchy Riemann y es inmediato
ver que se anula la integral de circulacién.

2.2. Algunas observaciones y el Teorema de Morera

De la anterior “demostracién” del Teorema de Cauchy Riemann emergen algunas observaciones:
= La primera es la insistencia de que la condicién que la derivada f’(z) existe y es continua en

esta region no es necesaria.

= La segunda es que el Teorema de Cauchy Riemann, es valido también para regiones multi-
plementes conexas. Consieremos una region como la descrita en la figura 2 cuadrante 11, es
claro que podemos circular la integral en los siguientes contornos

i de 1) = /ABDEAFGHFA de f(z) = /ABDEA 4 f(z)+/AF 4 f<z)+/FGHF 4 f<z)+/FA de (=) =0

y como [,ndz f(z) = — [r,dz f(z), entonces:

/ dz f(z)+/ dz f(z) =0 <« dz f(z)+% dz f(z) =0

ABDEA FGHF ) Ca

con lo cual se nota que para regiones multiplemente conexas, a pesar que las circulaciones son
opuestas, el “observador” que circula por C; y Co siempre tiene la region R a su izquierda.

= Siguiendo con la reflexién anterior, podemos invertir el sentido de la circulacién en el contorno
Cs con lo cual

72 dz f(z)—fé2 dz f(z) =0 <« 3 dz f(z) :ji dz f(2)

Es decir, que si f(z) es analitica en una regién R, da igual cualquier recorrido por las fronteras
de una regién y el valor de la integral permanecera inalterado.
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= Mas atn este resultado puede extenderse a regiones con n huecos de tal forma que, tal y como
ilustra en en la figura 2 cuadrante 111

72 dz f(2) = Z ;i d £(2)

Con lo cual estamos afirmando que, dada una regién que contiene un nimero finito (; nume-
rable 7) n de singularidades, la integral a lo largo del contorno que encierra la regiéon R es
equivalente a la suma de las integrales que encierran cada una de las n singularidades.

Enunciaremos sin demostracién el Teorema de Morera?, también conocido como el teorema inverso
de Cauchy.

Teorema de Morera: Siuna funcién f(z) es continua en una regién R encerrada por un contorno
Cy $.dz f(z) = 0 entonces f(z) es analitica en R

Ejemplo: Considere la funciéon definida en una regiéon R

F(z) = — con{

zZ— 20

zo fuera de la region R
2o dentro de la regiéon R

» Si zp estd fuera de la regién, entonces f(z) esa analitica en R, con lo cual el Teorema de
Cauchy implica que
7{ dz f(2) =0
C

= Si 2y estd dentro de la regién, entonces f(z) no es analitica en R por cuanto existe una
singularidad z = zy. Si consideramos C el contorno que bordea a R, como una circunsferencia
centrada en z = zp y I' otra circunsferencia que aisla a zp con un radio |z — z9| = € (esta
situacion se ilustra en la figura 3 cuadrante I). Entonces, si hacemos z — zp = Z = eet? el
Teorema de Cauchy implica

dz dz 27 ciet?do 2m
izza jizzo /0 eet? Z/O 271'

3. Formula integral de Cauchy

El ejemplo de la seccién anterior nos lleva a una de las expresiones mas ttiles e importantes del
andlisis complejo: La Férmula Integral de Cauchy la cual dice que si f(z) es analitica en una regién
R encerrada por un contorno C y consideramos un punto z = 2y contenido en esa regién, entonces

1 f(z) dz
5= ¢ ——— = f(20)-

2im Jo z— 20

2Pueden consultar la demostracién en el Arfken,Weber: Mathematical Methods for Physicists
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c
m
c
|
r

Figura 3: Circulaciones y Polos

Para probar esta afirmacién supongamos, una vez mas un circuito en encierra al polo z = 2y (ver
figura 3, cuadrante IT). Con lo cual, como f(z) es analitica en esa regién, el Teorema de Cauchy
nos garantiza

1 .
RSO R O O
2im Jo 2 — 2o 2im Jr z— 2

esto implica que

L (% f(zo +7re@)rie®ds 1 (27 :
5ir J, — =5 ; f(z0 +re?)do,

si hacemos r — 0 tendremos que

1 [ fz)de 1 [ f(z)dz 1o

A 1 [27 A
— _— 1/ —_— 0 dH = — 1/ 0 d9 —
ST} Ayl Pl (el L wel) MR AC ROl /0 Yim f(z0+re™)dd = f(z0)

Observaciones Surgen también observaciones al respecto

= Obvio que es valido para regiones miltiplemente conexas y es facil demostrarlo. Se lo dejamos
al lector como ejercicio.

= Si reacomodamos la expresiéon para la forma integral podemos hacer en esa formula es vélida

para todo z ©
1[0 d¢
f(z)_szi (-2
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= Mas atin veremos que es facil generalizar esta formula para derivadas de funciones, vale decir

" (z0) = n!ji( /z) dz

- 2im z — zp)"t1

Veamos con el caso mas sencillo y demostremos que para n = 1

Flz) = — é(f(z)di;»f’(zo):}lfm flao+h)— f(z0) _ (1 f(z)[ 1 1

 2m z—2p) -0 h Ch02im Jo h |z—20—h z—2

tal y como se muestra en la figura 3, cuadrante 171 tenemos que

e =i g5 f et S ) =

Pero mucho mas interesante hubiera sido “derivar respecto a una constante”. Este truco implica
que
11 f(¢) d¢ (n) 1 o T f(Q) n! ?{ f(¢) d¢
F7) (—=z 2im Jo (¢ — z)nt! 2)

© 2w Jo 02n
Esta férmula es muy util para calcular integrales. Considere, por ejemplo la siguiente integral

f(z) =

C2mJo (—z

e d¢ 2im 8im
_ — 3)r_ 2z _ —2
I—jli(c+1)4_3! (—=1) con f(z)=¢e :>I——3e

donde hemos supuesto que el contorno C encerraba el punto z = —1, porque de otro modo la funcién
2z
e

W seria analitica y la integral se anularia por el Teorema de Cauchy.
z

Ejemplos: 1.- Evaluar

1 e?

:% CZ-Z

dz, para los entornos: C: |z| =3 y C:|z| =1.

El entorno |z| = 3 contiene en su interior al punto zg = 2, esto implica que:

1 z
€ dz = é2.

% 02—2

Para el entorno |z| = 1, vemos que el punto zp = 2 no estd contenido en ese entorno, esto significa
que el integrando es una funcién analitica en toda la regién. Por lo tanto:

1 e?

277'('1' 02—2

dz = 0.
2.- Evaluar

1
I:/ ———dz, para los entornos: Cy: |z — 1| =2, Ca:[2[ =3 y Cs:|z + i = 2.
Cc < +4
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La integral puede ser escrita de la siguiente manera:

1
I= /C Cr2)G o2

Para el contorno |z — 1| = 2, tenemos que éste contiene en su interior al punto zy = 2i. Si escribimos

la integral como
1
I = / 2t g,
C R — 21 ’

la funcién 1/(z + 2i) es analitica dentro de C y entonces por el teorema de Cauchy

1
: 1 T
I=| 22 de=omi|—)==.
/Cz—QiZ "\%) 9

Consideremos ahora el contorno |z| = 3. Este contorno contiene en su interior a los puntos 2i y
—24. Podemos trazar dos contornos adicionales, de radio € alrededor de cada punto, entonces:

1 1 1
/ 5 dz = / 5 dz —I—/ ————dz
c < + 4 C(Qi) 24+ 4 0(721,) 24+ 4

1 1
_ / Z+2;,dz +/ 2_2;,d2’
Caiy # — 42 Coapy # + 2

1 1
= 2m [ ] + 271 [ ]
2420, 9 2= 20, g

— oni | aomi| -t =0
TG TR T T

Finalmente, para el contorno |z +1i| = 2 se tiene que éste contiene al punto zp = —2i. Repitiendo
lo que hicimos en el primer caso tenemos:

1
I — / z—21 dZ
C < + 21

la funcién 1/(z — 2i) es analitica dentro de C3 y entonces por el teorema de Cauchy

L 1 T
I: z—21 d :2 . = = __
/Cz+2z‘ AT 2
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