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Nombre

1. Evalue las siguientes funciones
a) it

Solucién: _
it = (expi (g + 2n77))1 = expi> (g + 2n7r) = exp (—g — 2n7r)
b) I ({v3+1i}")

Solucién:

In <{\/§+ 1}3) — 3 <2eXpi {arctan %D —3 <ln2 +i [arctan x}§D —In8+i (g + 6n7r)

(4 ptos)

2. Dado el siguiente polinomio complejo P(z) = 26 — 25 + 42* — 623 + 222 — 82 +8 =0
Muestre que si por algiin método comprobamos que (23 —2) es uno de sus factores, podemos encontrar
las raices del polinomio P(z). j Encuentre esas raices !
(4 ptos)

Solucién: Claramente si (2% — 2) es un factor podemos expresar
P(2) =20 -2 + 42 —62° 4+ 222 — 82+ 8= (2 -2)(2% — 22 + 42— 4) = (23 - 2) (2 — 1)(2* +4)

con lo cual, como z es complejo, hay que tener cuidado de las raices encubiertas

a(a® — 3b%) =2 a:—%
B =2 = (at+id)?=2 =ad>-3ab?*+i(3a*b-b*)=2 = &
2 _ 9.2y _ /3
b(b* —3a*) =0 b-:i:s—\/1
es decir, las 6 raices seran
z=2
2=2 = z=1, z==2

2=~ (1£iV3)

3. Una transformacién bilineal, se define como
az+ 0

v vz +6

y, entre otras propiedades, lleva tres puntos distintos z1, 22, 23 a otros tres distintos wy, ws, ws. Encon-
trar la forma de la transformacién bilineal que lleva los puntos

Z1:i wle
29=0 = Wo =
23:1 U)3:i

donde «, 3,7, 0 cantidades complejas (4 ptos).
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Solucién: Planteamos las ecuaciones.

Para z1 — w;

wtb_ o Lia=-p
v+ 0
Para zo — wo
B
—=1 =p=¢
5 B
Para z3 — ws
a+p

con lo cual se tiene que
at+f=iv+id =if+F=iyv+if = [=1iy

y finalmente construimos la transformacion bilineal

ﬂ:c.S iBz+ 0 iz+4+1
g:zg Dt o B ke

4. Evalue
a)

j{ e?*dz
c(z-2)°

» Cuando C es una circunsferencia, centrada z =0y con |z| =1

.7 .7 2z L. .7 . .
Solucién: Para este caso la funciéon —%— es analitica en la regién delimitada por la curva C' y se cumple

(z—2)*
que
2zd
}{ e 22 _0
c(z—2)

» y cuando C es una circunsferencia centrada z =0y con |z| = 3

por el Teorema de Cauchy

Solucién: Para este caso la funcién (Ze_;;)Q tiene un polo en z — 2 Por la Integral de Cauchy tenemos que

| 22 22
f(n)(zo) = 2727 yi (z—f,iz;"“ dz = 7{0 (26_72)2(12' = 2im djz » = dimet
(4 ptos)
b)
< (22 - 2x)dx
/m (z+1)% (22 +4)
(4 ptos)
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Solucién: Para evaluar este tipo de integrales se convierten al plano complejo esto es, consideramos

(22 - 2x)dz (2% —22) z=1
5 — 5 dz = con polos en _ a9
—oo (z+1)" (22 +4)  Je(z+1)7 (22 +4) FE A

y donde la curva C' es una semicircunsferencia sobre el plano z > 0 y el segmento de recta real
que cierra esta regién. Al considerar esta curva z = —2i deja de ser un polo.

Separamos esa integral en tres integrales de lineas

1+r

]{sz(z)/er sz(z)+/Cl sz(z)+[R sz(z)+/02 dz F(2)

(2% —22)
(z+1)* (22 +4)
la curva Cp rodea e incluye al polo z = 1 sobre el eje y Cs es una semicircunsferencia sobre el
plano complejo z > 0
2_22')

Donde

Entonces, el Teorema del Residuo nos dice que

% (227—22)(12 — % }Res M
c(z+1)° (22 +4) 2 (241 (z2+4)

Los residuos se evalian facilmente!. Esto es

(2% —22)

Res ——————
(z+1)° (2 +4)

z=—1

2-2 1d [(:2-2 dz+422-4 14
Res —2 -2 | _ gy (LA, g, Ak o4 U
Res (2% — 22) — lim (2% — 22) _ (2% — 22) 1

— lim =
(z+1)°(2+4)|,__, =2 4 [(z +1)% (22 + 4)] —>-2i4234+622+102+8 25

sumando

Gt 2 N VP VY G U Sy B
fé(z+1)2(z2+4)d = < 25+25(7+)>25

INétese el factor un medio en el primero de los residuos. Esto ocurre porque la contribucién de ese polo es doble.
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