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Nombre

1. Tipicamente los bancos tienen una tasa de interés de un 7% anual. Si ahorramos Bs. 50.000 mensual.
Determine el monto acumulado al cabo de 25 anos

a) Silos intereses se abonan al capital sobre un saldo semestral

b) Si los intereses se abonan al capital sobre un saldo mensual
(3 ptos)
Solucion La serie de ahorro para el caso de abono de los intereses en un tiempo T serd
SN =811+ sr2+ -+ Sat+ o+ STN

donde s, representa el saldo en el periodo en el cual se abonen los intereses. Por lo tanto

N = STLT ST Nveces ST1 Nveces Nveces STl Nveces

donde hemos representado Int el interés anual, Nveces el niimero de veces al ano que se abonan los
intereses y N las veces que se abonan los intereses. Claramente la serie

N n Int N+1
e (55 o ) ) -
Tni
n=0 NU@C@S (1 + Nches) -1
por ser una serie geométrica de razén r = (1 + 22L-).

Para el caso de abono semetral de los intereses Int = 0,07; N = 50; Nveces = 2

(1+ 5
S50 = 50,000 x 6
» - ( (1+207) 1

)50+1 .

) ~ Bs,40,974,851

y para el abono de intereses sobre saldos mensuales

300+1
(L% -

(1+ %) -1

Ss00 = 50,000 ( > ~ 40,789,852

2. La energia promedio de un sistema de osciladores cuanticos, cada uno de frecuencia v y temperatura
T puede expresarse
oo
_ _onhvexp|[—nz hv
= Z”*OOO P ] con r=-—
Y om0 €XPp [—nx] kT
donde h, la constante de Planck y k la constante de Boltzmann. Muestre que esa serie converge y
calcule su sumal. (6 ptos)

L Ayuda: derive la serie del denominador y compérela con el numerador
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Solucién: Para la serie del numerador se tiene que

(n + 1)hye~(nthz
nhye—n%

Ap+1
QA

Ap+1
(2%

(n+1), .
n

si n—oo =

la serie del numerador converge. La serie del denominador es una serie geométrica de razén r = e~ 7%,

que es menor que 1 y por lo tanto También converge.

Para calcular expresion de la energia promedio, debemos calcular la de las series en el numerador
y denominador. Como hemos dicho la serie del denominador es una serie geométrica y por lo tanto
tendra com suma

1
Sdeno:1+6_w+6_2$+"'+€_nw:1 —
— ez

Adicionalmente, nos damos cuenta que la serie del numerador es la derivada de la serie del denominador

d d 1 e *
75 :_793_272x . —nr _ —
dx (Saeno) ¢ ¢t ne dx (1 — ew> (1— e—z)2
con lo cual
— Yoolgnhvexp[-nz]  hve™® 1—e*  hv
B ZZO:O exp [—nx] B (1- e—ﬂc)2 1 et — 1

3. La ecuacién de equilibrio hidrostédtico para un objeto autogravitante, esférico en Relatividad General
es

dP m + 4rr3 P
== py(—/—="
dr+(p+ )(r(r2m)>

Considere que perturbamos la densidad de la forma p + dp, con lo cual las perturbaciones en R hasta
primer orden se pueden escribir

=R=0. donde m(p,r)= 471'/ pr2dF, 'y P.=P.(p). (1)
0

R(p+dp,p+dp, P+ 6P,m+dm,r) = R(p,P,m,r)+0R =R+ A(p, P,m,r)dp
encuentre la expresién para la A(p, P,m,r)%. (5 ptos)

Solucién: Expandir R hasta primer orden significa

R(p+dp,p+dp, P+ 5P,m+dm,r) = Ro(p, P,m,r) + g—fép—i— g—]]j(SP + g—ﬁém

OR

Es decir expandir R series de Taylor de varias variables alrededor del punto de equilibrio (p, P,m,r).
Ahora bien hemos dicho que pertubamos la densidad y que como consecuencia se perturban las otras
variables que son funcién de p. Entonces

P(p+dp,r) = P(p,7) + G50p
p+op= (2)
m(p+6p,r) = 4x [ (p + 0p)F2dF = m(p,r) + AFr3ép

2Suponga que el gradiente de presiones d P/d r no se ve afectado por las perturbaciones dp
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Entonces relacionamos las perturbaciones §P y dm con la perturbacion de la densidad, y podremos
determinar A(p, P,m, )
OR 47r OR
SR=(2— + —1° ) 3
(250 + 575 ) b0 3)

A(p,Pym,r)

Explicitamente
oP m + 4x P.r3 IR (p+ Py) (14 87 Pr?)
dp  r(r—2m) Y o om (r—2m)?

(4)

4. Los polinomios de Laguerre, que se utilizan para encontrar los niveles de energia del atomo de hidrégeno
tienen la siguiente funcién generatriz

G(x,t) =

“—Zn. (5)

A partir de la funcién generatriz (5), muestre que los polinomios de los polinomios de Laguerre cumplen
con las siguientes relaciones de recurrencia

dLn dLn—l

dx " dx

+nlp,1=0 'y Lpy—@2n+1—2)L,+n*L, 1=0 (6)

(5 ptos)

Solucién: Derivando la funcién generatriz respecto a x y sustituyendo la expansién en series tendremos

Lgéi’t):l_—_ttg :>(1—t)ZL tZ—t" :>Z ’ft” Z ”t”+1+z ’ft"“

n=0 n=0 n: n=0
con lo cual
L, = L, L, L, L1
tn— tm =0 = L _mo__m=z m tm =0
I I +z( e et
n=0 m=1
para que finalmente
L, L Lo
m-l_ L —0 =1L —mL,  +mLy,_,=0

m (m—1D!" (m—1)

Ahora derivando respeto a t y siguiendo el mismo procedimiento anterior, se puede escribir

9G(a,t)  w—1+t EPVIPIE <1 PR U o it
i U U SR P P 3

n=1 ! n=0
Agrupando y acomodando indices

oo (oo}

(m+ L m“tm— (2n+1— ) —t”+ t”“ 0
Z:o (m+1)! 7;) Z
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Solucién:

y todavia mas
o0 o0

Z%t Z(2n+1—x)L—t"+Z Ply- 1)t”:

m=0 n=0

Finalmente tendremos

> (Ln Lo, Lo
Z( mT1(2m+1x)W+<TZl_1)l'>tmO = Lyng1— (2m+1—2) Ly + m?Lyn_1 =0

m=0

Determine la expansién de Fourier para la funcién f(z) = x en el rango —7 < z < 7 y a partir de ese

desarrollo muestre que
T 1 n 1 1 n
4 3 5 7
(5 ptos)

En general la expansién de cualquier funcién f = f(z) con 0 <2 < T

ag = T £0+Td f( )
ao = 27m b 2mnx — 2 [rotTy 2mne
5 T 2 n COS + bnsen | — con ¢ an= 7 [, z f(x)cos (2Z22)
zo+T T
bo= [ do f(x) sen (3572)

En nuestro caso particular tenemos que f(z) = = (una funcién impar) y el perfodo es T' = 27 el término
ag y los coeficientes de Fourier pares, a,,, se anulan. Los coeficientes impares seran

b, = 1 /7r dz o sen (nz) = sen (nz)|" 2z cos(nz) |"

2cos(nm) 5 (—1)ntt

2

) ™m . ™ . n n
y la serie de Fourier quedaria
o (=) T (=1 7r 11 1
Z e () 1" Zzf1Sen<<2p_1)§):1_§+5_?+”'
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