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1. Otra vez Algebra de Series

= Las series se suman

Zan (x —z0)" + Z by (x —0)" = Z (an + bp) (x — 20)"
n=0 n=0 n=0

= Las series se multiplican

ian(x—xo ] Zb (x — z0)" ch (x — x0)"
n=0

con
Cn = agb, +aiby_1 +agb,_o+ -+ ajby_;+ -+ an_2by +an_1b1 + a,bo

= Las series se derivan

Anmotn (o Zan (z = 20)""*

Noétese como cambia el comienzo de la serie.
= Los indices en las series son mudos

Zann(x—ajo B ZCLJ] x —x0)’ Zakﬂ (k+1) (gc—:lco)/C
n=1

k=0
en la dltima sumatoria hemos hecho k = 5 — 1, por lo cual j =k + 1.

= Las series se igualan

oo

o . n—1
Z (z — x) —Zann(aj—xo)

Z (x —z0)" Zakﬂ (k+1) (x —x0) :ZG”H (n+1) (z—a0)"
n=0 k=0 n=0

por lo cual
by =ans1 (n+1)

si la igualdad hubiera sido

o

a
Z x—xo Zan (x — x0 n ! Zan+1 (n+1) (l‘—xo) - an+1:(n_:1)
n=0 n=0
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2. Un Ejemplo conocido.
Consideremos la conocidad ecuacién diferencial
y' +y=0
se propone encontrar una solucién entorno a x = 0 por lo tanto
T I T

(oo}
y= Z apx" =
n=0 y' =3 n(n—1)a,z"?

y'+y=0 = Y nm-1aa" 7+ " =0
n=2 n=0

V' +y=0 = Y (k+2)(k+1)apaa’ + Y a2 =0
k=0 n=0

V'+y=0 = D [(k+2)(k+ a2 +ar]a" =0

k=0
entonces
—ay,
k+2)(kE+1)a +ar=0 = a =———— con k=0,1,2,---
( ) ( ) Qg2 k k+2 (k+2) (k+ 1)
por lo que
go o %0~z -1 (-a)  a a0
T2 YT 4343 2 4-3-2-1 4"
—Q4 —ap apn
ap = ——— —— = ——
765 6-5-4-3-2-1 6!
en general
,l)k
Qo = a
2T 2k Y
Similarmente, para los impares se obtiene
e O W SN G0 B R '
7327 5.4 5.4 32 5-4-3-.2-1 5’
—as —aq —ai
ar = —— = = —
"TT76 7.65-4-3.2.1 Tl
de donde
S o VA
T2k + 1)
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De este modo, la soluciéon deseada queda como

oo
(_aO) 2 (_al) 3 ap 4 a1 4 (—ao) 6 (_al) -
_ n __ ag ay
y—nz::()anx T TR TR R R L TR
- 2 4 6 3 5 7
- n o2 ot o 2 o g
y—;anx = agp 2!—&-4! 6'+ +a |z 3'4_5! 7'+
S (G Rty e

IR SR C
y=D_ anz _“Okzzo (2k)!

2k — (_1)k 2k+1
" +ar E (733 =apcosx +a;senx
n=0 k=0

2% + 1)

3. Otro Ejemplo menos conocido pero importante
Considere ecuacién de Hermite! la cual aparece en la solucién del oscilador arménico cudntico
y' —2xy + Ay =0

Para resolver esta ecuacién alrededor del punto zg = 0, proponemos la siguiente expansién en series de
potencias como solucién:

y'(x) = Zji1 jajzl !

y(x) = Zajxj = ‘
=0 y'(x) =272, 5( — Dajal =2

entonces la ecuacién de Hermite queda como

D 36— Dajai 2| =21 jagat | + XD e’ =0
j=2 j=1 =0
reacomodando indices queda como
Z (k+2) (k4 Dag2®| —2 Zjaj:vj +A Zajxj =0
k=0 j=1 j=0
o equivalentemente
(2a2 + Aag) + Y [(j+2) (G + Dajre — 2ja; + Aaj]z? =0
j=1
2a, —(A—2j)
ag = ——— Ajyg = ————a; n>1
T

ICharles Hermite, (1822-1901). Matemadtico francés, especializado en el estudio de teoria de funciones. Profesor en la
Universidad de Paris, ofrecié importantes aportaciones al dlgebra, las funciones abelianas y la teoria de las formas cuadraticas.
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y tendra como solucion

Yo

2—-A 6—-A)(2—-A 10-X)(6-XN)2-A
vor s Qo0 BZNRN 0 B0-NO-NCN)

Y1

noétese que para valores pares de A una u otra serie se corta y genera polinomios de la forma

A Ecuacién de Hermite Polinomio asociado
0 y' —2zy' =0 yo(z)=1
2 Y -2y +2=0 y(z)==
4 y' —2xy +4y=0 gyo(x)=1— 22>
6 y'—2ry' +6y=0 yi(r)=x— 223
8 y' —2xy' +8y =0 yo(z) =1—102%+ Ba*
También, puede ser definido a partir de una ecuacion:
A
_ N g2 dY e _
Hy(x) =(—1)% Fre A=0,1,2,.... (1)

o a través de una relacion de recurrencia
Hyi1(x) — 2zH,(x) + 2nH,—1(x) =0

Las ecuaciones antes mencionadas son ecuaciones homogéneas. En el caso que la ecuacién diferencial a
resolver por series sea una ecuacién inhomogéna, se procederd del mismo modo como se propuso en el caso de
que los coeficientes de la ecuacién diferencial fueran constantes. Esto es se resuelve, por series la homogénea
y luego se propone una soluciéon particular, en forma de serie de potencias, la cual se iguala con la expansion,
también en series de potencias, del término inhomogéneo. Como ejemplo, antes de proceder a casos més
generales resolvamos la ecuacién de Airy?, pero inhomogéna planteada arriba. A pesar de su simplicidad,
esta ecuacién admite sélo soluciones en forma de serie. ahora el caso de la ecuaciéon homogénea de Airy

y// _ xy — 0
Luego, compruebe, siguiendo el procedimiento arriba expuesto que una posible ecuacién inhomogénea de
Airy
" _
y" —xy = exp ()
tiene como solucién la siguiente serie de potencias

1 1 1 1 1
y(:v):y(()){1+6x3+~-~}+y’(0){m—i—12x4+~--}+2x2+6x3+24334+---

Yin

Y1 Y2

Yh

2George Biddell Airy (1801-1892) Matemdtico y Astrénomo Inglés con contribuciones importantes en la solucién de
ecuaciones diferenciales y su utilizacién en Astronomia. Mejoré significativamente las estimaciones tedricas de la orbita de
Venus y la Luna. Igualmente realizé estudios matemaéticos de la formacién del arcoiris y la densidad de la tierra.
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Noétese que los dos primeros términos corresponden a la solucién de la ecuacién homogénea y el ltimo
representa la serie que anula el término inhomogéneo. Hemos hecho patente la dependencia de las constantes
de integracon de las condiciones iniciales.

4. Método de Diferenciaciones Sucesiva

En general, dada la Ecuacién diferencial
ao(z) y(x) + a1(x) y' (@) + -+ ap1(2) y" @) + an(2) ¥ (2) = D ai(x) yW (@) = F() (2)

Si los coeficientes ag(x) - - - an(z) son funciones analiticas en © = xy (se pueden expresar como una serie
de Taylor de (z — xp) que converge al valor de la funcién con un radio de convergencia de |x — z¢| < p),
entonces, la ecuacién diferencial 2 tendrd como solucién tnica, y = y(x) de la ecuacién homogéna una serie
de potencias la cual satisface las n condiciones iniciales

y(xo) =15 Ylxo) =c2;  y'(wo) =z y'(wo) =cn
n %
.. . co. . (4) (z — o)
Adicionalmente, se expandird en Taylor la funcién inhomogénea, esto es F(x) = E Fh (aco),i' y se
i
1=0

propondra una solucién particular de la inhomogénea, también en términos de una serie y;p,(z) = Z;io ajxj .

Otra forma de hacerlo es proceder directamente y conservar el término inhomogéneo y a partir de la
ecuacion completa encontrar los coeficientes de la expansion por Taylor alrededor del punto en el cual se
disponga de las condiciones iniciales. La solucién en series de Taylor serd

3

X
"

72

yn(@) = y(0) + ¥/ (0)z +y"(0)5;

Asi para la siguiente ecuacién diferencial
y' = (x+ 1)y + 2y = a; con y(0)=1; y % (0)=1.

los coeficientes de la expansion se obtienen de los valores de las derivadas en xy = 0, los cuales salen de las
condiciones iniciales, de la ecuacién diferencial esto es

y(0)=1; ¥ (0)=1 ¥"(0)=(0)+(0+1)y'(0) - 0%y(0) =1

y de las derivadas de la ecuacién diferencial

y" () =y (2) + (& + 1) y"(2) — 2z y(z) — 2y () + 1
y"'(0) = y'(0) + (0+1) y"(0) — 2(0) y(0) — 0%y'(0) + 1
y"(0)=1+1+1=3
finalmente, la solucién
2,3
= 1 —_ —_
yr(x) +z+ > + 5 +

Esta solucién contiene las dos soluciones (la homogénea y la particular de la inhomogénea) sumadas
Dado |z] < 1 y la ecuacién diferencial

xT

1" !
VT 2Y T

1
—zy=ep2r);  con y(0)=1 y y(0)=1
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compruebe que tiene como solucion general por series

_ Lo 1, 1 : Lo 1, 1,
y(x)=y (0){1+2x +24x +80 64 }+y(0)x+{2x +3a: +8x+

y al incorporar los valores de las condiciones iniciales se obtiene

(@) =14 +a+oad + 2o+ a4 b — g~ 8
= T J? - T 7.13 — — == — ——X
v 37 76" T30" T180" 3157 10080

5. Meétodos de los Coeficientes Indeterminados

En general, para encontrar la solucion a la ecuaciéon antes mencionada

> aila) v (@) = F@)

Se expanden por series de potencias cada uno de los coeficientes ag(x) - - - an, (), la funcién F(z) y se expande
también la serie

luego de bastante transpiraciéon se despejan los coeficiente cg---c, -+ veamos el ejemplo con la misma
ecuacién del ejemplo anterior.

y' —(x+ 1)y + 2%y = con y(0)=1; y ¥(0)=1.
Como zy = 0, proponemos la siguiente expansién en series de potencias como solucion:
o y'(z) =372, jeja? !
= Z cja? -
P " — Y Ve Jj—2
j=0 y'(@) =320 — Ve
y al sustituir

o0 o0 o0
D30 = Do = @+ )Y e T 0y gl =
Jj=2 j=1 =0

expandiendo
o0 o0 o0 o0
Zj(j —1)eja? ™2 — chij - chjxj_l + chx”Q =z
=2 j=1 j=1 j=0
si hacemos j — 2 = [ en el primer término, j — 1 = k en el tercero y j + 2 = m en el cuarto, tenemos
o0 o0 o0
Z I+2)(1+1) ) il — Z]cjxj Z (k+1) Coprz® + Z Cm—2x™ =2
1=0 j=1 k=0 m=2
acomodando
oo oo
Z (n+2)(n+1)chpo2 —ne, — (n+1)cper) 2™ + Z Cm—ox™ =1
n=0 m=2
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por lo tanto

62—6120

3'203—61—262:1
y la relacién de recurrencia para n > 2
m+2)(n+1)cpy2—nen —(n+1)cpp1 — 2 =0

con la cual se obtienen todos los demés coeficientes.
Si la ecuacién es
y" + (sin@)y' + (expz)y =0

se expanden los coeficientes

tife-t Lo Yy s (1rer iy bt Lty Lty =0
Y 6 120 Y 27 T 6" T 21" T 120 v=

se propone la solucién en términos de series de potencias
1) — N0 s g1
y'(z) = Zj:l Je;x

y"(x) = 32725 5() — 1)ejal =

o0
x) = chxj =
3=0

por lo cual
Zj(j— Dejz? =2 | + (x— 6x3+~--> chjx]_l + (1+x—|— 4. ) Zc | =0
Jj=2 j=1
acomodando
(2¢o + c) + (63 + 2¢1 4+ co) &+ (12¢4 + 3¢z + ¢1 + co) 2% + (20¢5 +des +co+c1+co)a® +---=0

2c0 +¢cyp =0
6cs +2¢1 +co =0
12¢4 +3co+c1+c9 =0

2OC5+463+02+61+60:0

Ejercicio. Utilice el mismo método para la ecuacion ejercicio anterior

x 1 -
y”Jrl_ny’fl_ny:ez; con y0)=1;, y 3 (0)=1.
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6. Los Puntos y las Estrategias

Dada una ecuacién diferencial del tipo

P@)y +Q@)y +R@) y=0 = y~+gg§;y/+j§ggy:o

Puntos ordinarios Un punto ordinario x = z( serd aquel alrededor del cual p(x) Py Y 4 (x) = P
sean analiticas en ese punto o

Ilgleop(ac) = JL”%O ggg =l con [y finito
R
mlgrzlo q(x) = aclimto 2 Ez; =l con Iy finito

O también, lo que es lo mismo, que p(z) = R (z) = gg;g tengan una expansién en Taylor alrededor

de ese punto = = xg.

Puntos singulares regulares Un punto x = z( se llamara punto singular regular si

IILIEO (x —x0)p(z) = IILHQ}O (x — x0) P ) =l con 3 finito
R
zlinggo (x—30)° q(z) = Ili)néo (z — z0)? Iz Ezi =1y con Iy finito

Q

O también, lo que es lo mismo, que p(x) (x — xo) = (z — z¢) Pg; vy q(z) (x — 20)% = (z — 0)* % tengan

una expansion en Taylor alrededor de ese punto.

Puntos singulares irregulares Ninguna de las anteriores

7. Ecuaciones e intervalos en puntos regulares

La ecuacién de Legendre?
(1-2®)y" =22y +AXA+1)y=0

tiene puntos regulares en x # +1 y puntos singulares regulares en x = 1. Pero es analitica en z € (—1,1)
lo tanto, todos los x son ordinarios si z € (—1,1). En ese intervalo se propone una solucién

o0
y(z) = Z anT"
n=0

3 Adrien Marie Legendre (1752-1833). Matemético francés, encuadrado en la escuela de Parfs, que surgié tras la revolucién
de 1789. Realiz6 una teoria general de las funciones elipticas y divulgd numerosos trabajos de investigadores jévenes en el campo
del anélisis matematico.
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por lo tanto

(1 —z?%) Z n(n —Dapz™? — 2z Z n apr™ P+ AN+ 1) Z apz” =0
n=2 n=1 n=0
multiplicando y acomodando
Z(j +2)(j + 1)aj 227 — Z n(n —1)apz™ — 2 Z n apz™ + A(A+1) Z anz” =0
j=0 n=2 n=1 n=0

expandiendo
0=2as + A\(A+ Dag{(A+2)(A—1Day + (3-2)ag}z+

+ > A+ 2)(n+ Danra + A+ n+1)(A—n)ay} 2"

n=2

donde hemos utilizado
—nn—-1)=2n+AXA+1)=A+n+1)(A—n)

por lo tanto

A+1)A
az =~ ao
AN+ DHAAN-2)
ay = 41 ao
_ (-1 nA+2n—1)(A+2n=3)-- - A+ DAXA=2)--- (A =2n+2)
azn = (=1) (2n)! a0
y las potencias impares seran

o (A+2)(A-1)

A T

a5 = A+4HA+2)(A=1)(A=13)
- ] “
B 1n()x+2n)()\+2n72)~~-()\+2)()\71)~-~()\72n+1)

azn+1 = (=1) 2n+1)! “

y su solucién general de la forma
y(@) = ao yo(x) + a1y (z)

yo(z)=1— (Azl)A 24 A +3)(A 2!1)A(>\_2) "
) =~ DFAOD o, QFDOLAO DA s,

si A = 2n una de las series se corta solucion es un polinomio de potencias pares y si A = 2n + 1 la otra se
corta en uno de potencias impares

Luis A. Nunez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela 9



Formulario de Métodos Matematicos 1

A Ecuacién de Legendre Polinomio Asociado

0 (1-a?)y" =22y =0 yolz)=1

1 (1—$2)y”—2xy’+2y=0 ) =q

2 (1-22)y" 22y +6y=0 yo(r)=1-— 32>

3 (1—a2?)y"—229y +12y=0 y(v)=x— 22°

4 (1-2®)y"—22y +20y=0 yo(r)=1—102%+ Bz*

Los polinomios de Legendre son funciones que surgen en problemas de electrostatica como solucion de la
ecuacion de Legendre y son efectivamente polinomios para A entero. Los Polinomios de Legendre también
pueden ser generados a partir de la Férmula de Rodrigues

1 d7

2 n —
n‘2n@($ —1) s 7’7,—0,172, .....

P,(x) =

con Py(z) = 1. También se dispone de una relacién de recurrencia

(n+1)Pry1(z) = 2n+1)zP,(z) —nP,—1(x)

8. El Método de Frobenius

Para la solucién de ecuaciones diferenciales lineales ordinarias alrededor de puntos singulares regulares
se utiliza el método de Frobenius*. Dada una ecuacién diferencial

fl(m) y/+ fQ(x)

(x — z0) (x — z0)

V+R@y+RE y=0 <« '+ 5 y=0 (3)

donde F; (x) y F5 (x) tienen singularidades regulares enz = xy y por lo tanto fi (z) y f2 (x) son analiticas
alrededor de ese punto entonces, la propuesta de solucién serd una serie de Frobenius

y(x) = (x — o) Z an (x —x0)" (4)

donde n es entero positivo, pero m puede ser entero positivo (entonces la serie de Frobenius es una serie de
Taylor) o entero negativo (entonces la serie de Frobenius es una serie de Laurent), o un racional. Por lo cual
una serie de Frobenius incluye a las serie de Taylor y Laurent. Para hacer las cosas méas simples supongamos,
sin perder generalidad, g = 0. Ademads, como f; (z) y f2 (z) son analiticas entonces

B DU A o)
n=0

n=0

por lo tanto

2//+xf1()y/+f2(z)y:0 — $2y//+l' y/+

i bpx"™

n=0

icnx”] y=20

n=0

4Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) Matemético Alemdn famoso por sus contribuciones en Teorfa de Grupos y
métodos para resolver ecuaciones diferneciales.
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y con la propuesta de serie de Frobenius

o0 o0

y(z) = 2™ Z anz"” — ¢/ () = ma™ ! lz anz”| + 2™
n=0 n=0

N8

y'(x) =m(m—1)z™ 2 [Z anx"”

o0
g nanz”
n=1

+z™

Z n(n—1) ana:"_Q]

b

oo
+ 2ma™ ! E napz" !
n=1

sustituyendo

0=a? {m (m —1) ™2 lz anx”
n=0

oo

Z n(n—1)a,z" >

n=2

+ ™

oo
+ 2ma™ ! l g na,z™*
n=1

[eS) [eS) [eS) [ oo [eS)
+x Z bnx"] {mxm_l [Z apx”| +az™ Z nanx” ! } + Z cnx"] {xm Z ana:"}
n=0 n=0 n=1 Ln=0 n=0
acomodando
0= {m(m— 1)a™ [i anz” | + 2ma™ [i napx"™| +a™m in(n— 1) ana™ }+
n=0 n=1 Ln=2
+ i bnx”] {mxm [i anx™ | + 2™ i nanx" } + i cnx”] {xm i an:c"}
n=0 n=0 n=1 n=0 n=0
0

+ ibnxnl {m lianx” + inanx" }—i— icnx ] {ia,@"})
n=0 n=0 n=1 n=0 n=0
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Expandiendo las series tendremos

0=2a™ ¢ ag[m(m—1)+bom+co] p + (6)
EI(m)
4 g™ T! {al[m (m4+1)4+by(m+1)+col+ag[brm~+ci] p + (7)
EI(m+1)

+ g™ t? {az[(m +2)(m+1) 4+ by (m+2)+ co] + a1 [br (m+ 1) + ¢1] + ag [bam + ¢2] (8)
EI(m+2)

+ g3 {ag[(m +3)(m+2)+by(m+3)+co] +az[by (m+2)+ci]+ (9)
EI(m+3)

+aq [ba (m + 1) + c2] + ag [bsm + 3]} + -+

+ 2™ Lay[(m+n)(m+n—1)+by(m—+n)+col+an_1[bi(m+n—1)+c]+ (10)
EI(m+n)
+apofba(m+n—2)+c)+an_slbs(m+n—3)+c3]+--- (11)
+ay [bp_1 (m+1) + cp_1] + ag [bpm + cn]} (12)
_|_ P

la cual puede ser reacomodada aun mas, y toma la forma elegante y compacta de

0=2a"{ag EI(m)} + i {ai EI (m+1) + li ap [(m+k)bi—x + Cik]} "t (13)
i=1 k=0

donde hemos identificadoET (m) = m (m — 1) + bgm + ¢o. Como es de esperarse, este polinomio se anula si
los coeficientes de ™ - - - 2™%% se anulan. La primera de las ecuaciones que surge es la ecuacién indicadora o
indice

ag #0 = EItm)=m(m—1)+bym+co=0 (14)

que no es otra cosa que un polinomio de segundo grado en m. Al anular el coeficiente de z™**

{ai ETI(m +1) + li ap [(m+k)bi—i + Cik]} =0 (15)

k=0

obtendremos la relacién de recurrencia para la serie de Frobenius, correspondientes a cada raiz de la ecuacién
indicadora (14). Dato que la ecuacién indicadora es un polinomio de segundo grado para m, entonces de
alli se derivan dos raices m; y ms. Dependiendo de como sean estas raices distinguiremos tres casos:
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1. my #ma A my —mgy # N con N entero.
En este caso, la solucién en términos de la serie de Frobenius para la ecuacion diferencial sera

oo oo

y(@) = Cy [la|™ |14 an (ma)a™| + Cy [l |1+ an (m2) x”] (16)
n=1 n=1
y1(x) ya2(x)

2. mi1 = ma
En este caso, la solucién en términos de la serie de Frobenius para la ecuacion diferencial sera

1+ Zan (m) x”]

y1(z)

y(x) =C ™

(17)
£0 3 el (14 an (m) | a4 o™ |3 By (m) x]
n=1 n=0
y1(x)
y2(x)
3. m1 #mo A my —ms =N con N entero positivo.
En este caso, la solucién en términos de la serie de Frobenius para la ecuacién diferencial serd
y(x) = Cr [|lz|™ |1+ an (m) :c”]
n=1
y1()
(18)

+Cy ¢ f 2™

1+ Z an, (mq) "
n=1

I + 2] [Z an <m2>xn]

n=0

y1()

y2(x)

Donde las constantes a, (m1),a, (m2), B, (m1) y f, surgen de sustituir estas soluciones en la ecuacién
diferencial y resolver por el método de los coeficientes indeterminados. Nétese que hemos indicado explicita-
mente que los coeficientes a,, = a,, (m1); a, = a, (m2) ; B, = B, (m2) corresponden a las series de cada una
de las raices de la ecuacion indicadora.

En resumen, si una ecuacién diferencial y”+ F; (x) '+ F» (z) y = 0 presenta puntos sigulares regulares
para Fy () y Fa(x) en = x9. Lo que se traduce en que

f1 (@) y + f2(2) 7y=0 con fi (@) = 32020 bn (2 — w0)"

y// +
(x - l‘o) (x — xo) fo (x) = ZZO:O Cp (17 - 1'0)”
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Formulario de Métodos Matematicos 1

es decir, que fi () y fa(x) sean analiticas en torno a x = . Entonces se aplica el método de Frobenius.
Para ello,

1. se propone una solucién en series de potencias de Frobenius:

o0
z)=z™ E anx”
n=0

conmeRAnNEN,

2. se sustituye en la ecuacién diferencial y se aisla el término independiente (de orden cero en n). El
coeficiente de este término se anula e implica la ecuacion la indicadora o indice

ag # 0 = EI(m)=m(m—1)+bym+cy =0

que no es otra cosa que un polinomio de segundo grado en m. De esta ecuacion emergen dos raices mo
A myq,en funcién de estas raices, procedemos de distinto modo

a) simy #ma A my —ma # N con N entero entonces tendremos dos series de Frobenius

y(z) =Cqp 2™ [Z ap, (M1) + Cy ™2 [Z ar, (M2) w"}
n=0

b) si m; = mg tenemos que insertar un logaritmo

+Cs

)

n=0

ylx) = ™ {(Cl + Cylnx) [Z an (

n=0

¢) m1 # ms A mi; —me =N con N entero positivo, entoces, como por arte de magia

} + Coz™ lz an (M) ]

n=0

y(z) = {(C’l + flnx) [Z an, (mq)

n=0

3. Seguidamente se determina, segin el caso, se determinan las relaciones de recurrecias para los distintos
coeficientes a,, = a,, (m1) ;a, = a, (m2); B, = By, (m2) ; G, = G,, (m2) a partir de la ecuacién (15)

{an EI(m+n)+ Z ar [(m+k)bp_k + an}} =0
k=0

tomando en cuenta los coeficientes de los desarrollos en series de potencias de las funciones

x) = Z bpx™ y folx) = Z cnz”
n=0 n=0

si anulamos los coeficientes de ™™

1 n—1
> hco @k [(m A+ k) bn_p + o]
EI > - -k =0 = D
QAp (m + n) + k=0 ak [(m + k) bn k + Cn k] 0 tn ET (m + n)

entonces se obtiene la relacién de recurrencia, al menos para los casos (16) y (17) en los cuales
EI(m+mn) # 0. El caso EI (m+mn) = 0, vale decir m; # ma A m; —ma = N con N serd anali-
zado en detalle més adelante.
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8.1. my#ms A my —mo # N con N entero.

En ese caso es claro que la resolver la ecuacién indicadora y sustituir m; en el resto de los coeficientes,
se va despejando todos los coeficientes ag - - - a,, en términos de ag. [gualmente al sustituir my encontramos
la otra solucién y ambas son linealmente independientes y la solucién sera

ylx) =Cyp 2™ [Z anx™ | + Cy ™2 [i anx”]
n=0

Ejemplo, encuentre la solucién en términos de series de Frobenius de la siguiente ecuacién

1 1
ny”+x(x+2)y’—<x2+2) y=0

al dividir por 22 identificamos que a £ = 0 es un punto singular regular. Proponemos por lo tanto una serie
de Frobenius y(z) = 2™ > "7 a,x™ como posible solucién. La ecuacién indicadora EI (m) = m (m —1) +
bom + ¢ = 0 queda ahora, como

b= 1
= fi(x)=5+z

bp=1

m=1
11 )
—=mm-1)+-m—==0 — co=—1
_ =1 2 2

mi? 1 2
c1=0 = folr)=—5 -2

CQ——l

losdeméscoeﬁcientest:b3:...:bn:...:0y03:c4:...zcn:...:0.

» Bl primer término del coeficiente de ™7™, puede ser escrito en términos de genéricos, como

1 1 1 1
m4n)+|(—=)=m*+2mn—-m+n*—-n—- (19
2 2

EI(m+n)=m+n)(m+n—1)+ 2 2

1
2
~—
bo co
s El segundo término de ese mismo coeficiente, es una sumatoria en la cual inervienen los coeficientes
de las expansiones de f (z) v f2 (z) (ecuacién (5)). Como de esta expansién sobrevive by = 1 significa

que soOlo aparecen el coeficiente para el cualn—k =1 =k =n— 1y como también sobrevive co = —1,
tendremos que n — k = 2 = k = n — 2,también estard presente. Esto es

ap—1 |{(m+n—-1)-_ 1 | +an_2 |(-1) (20)
- NI
by c2

En definitiva el coeficiente completo se escribe como

2 1 o 1
a, |'m*+2mn—-m+n"—-—n—

5 5 3 +ap g m+n—1—a,-2=0 (21)
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con lo cual la relacién de recurrencia general sera

Qp—9 — Gp—1 [Mm+n—1]
T T para n > 2 (22)

m2 +2mn — 3m +n? — 3n— 3

Ay =

Dependiendo del valor de m tendremos una relacién de recurrencia para la primera de las series m = 1

1 . . .
o para la segunda, m = —3 Analicemos cado por caso. Para el caso particular m = 1, se obtiene la
relacién de recurrencia:
( ) 2 > 2
Ap = (Ap—2 —NAp—1) ———— para n >
" " " on2 4+ 3n

y se encuentra a; al utilizar el coeficiente de 2™*1 (ecuacién (7))

1(1+1)+%(1+1)—% +ag[l1+0]=0 = alz—gao
con lo cual
n=2 = 0622%(—2(11-1-@0):%(%@04-@0):395 ag - CLQ:%GO
=3 = = (Sata) = (Fa- o) = -fo = a=-FHe
n=d = e g (o o) = 3 (oo~ foo) = Sy — o = g

Asf la primera solucién serd

() =ao z l—gfv—i—g 52 3—&-7571 at +
yiiz) = ao 577357 T oa5” T 20790

1
Del mismo modo se construye la segunda solucién linealmente independiente a partir de m = —3 Asi, la

. . . . . 1
relacién de recurrencia para los coficientes de la serie de Frobenius m = —3 sera:

3 2
Ay = <Cln_2 — (n — 2) Cln_l) m para n > 2

y
1 1 n 1 1 1 n 1 0 .
a1 |= | —= —Jlz)—=|4+a|—=| = a1 = —a
Y2\ 2 2)\2) 2] "7 2 ! 0
por lo cual
n=2 — a2=—%a1+a0=%ao+a0=%ao = a2:%a0
n=3 = ay=35(-50+a)=73(Fa—a)=—-150 = a3=—13a0

_ _1/(_5 _ 1 (65 3.\ _ 119 _ 119
n=4 = a4—10( 2a3+a2)—10(36a0+2a0) 36000 T G4 = 35000
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Por lo cual, la solucién general serd

2 9 82 571
= 1-2= 2 o3y T gt
ylz)=Cre ( 571357 T oa5” T a0m00” T )

3, 13, 119
Coa 21— e e B ik SR
e ( TR TR Tae” T

Notese que esta solucién vale para 0 < ||z|| < oo por cuanto para z < 0, la segunda solucién se hace
imaginaria pero se puede resolver haciendo Cy =i Cj3
Como ejercicio resuelva
202y —xy —(x+1) y=0

8.2. mp =My .
Del mismo modo, si tenemos una ecuacién diferencial
y'tolr A@y + [0 R@))y=0 <<= L{yt=2"y"+2 fi(2)y +f2(x) y=0 (23)
———

——_——
J1(z) f2(x)

donde en la cual Fy (z) y Fy (x) tienen singularidades regulares en = 0 pero f1 (z) y fa (x) son analiticas
para ese punto, vale decir

A@=3ba" v h@=Y "
n=0 n=0

se aplica el Método de Frobenius. Pero antes de proceder a ilustrar este caso en al cual ambas raices coinciden,
veamos, un poco de dénde surge la forma general de la solucién (17). Para ello reacomodemos la ecuacién
diferencial (23) de la forma

2

2y o fi @)y + () y={x2 AW i*f“x)}yz'“y}:o

donde £ {e} esta concebido como un operador lineal. Es ilustrador mostrar de dénde sale la forma curiosa
de la solucién de la ecuacién diferencial (17). Para ello, recordamos que

L{y} == 2" {ag EI (m)} + Z {an EI(m+n)+ 2 ag [((m+k)b,—p + Cn—k]} Lt

n=1 k=0

si anulamos los coeficientes de ™1™ entonces

S n—1
Sroax [(m+ k) by + cnt]
EI > kT g =0 = A
an (m+n)+k:0ak [(m + k) bnk + cnik] =0 an EI(m+n)

considerando ET (m +mn) # 0 por lo tanto, para los a, seleccionados (que anulen el coeficiente x™*") y
considerando el caso m; = mo

L{y} (m,z) = {ag EI (m)}z™ = ag (m —m4)*> =™
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Formulario de Métodos Matematicos 1

Nétese que estamos considerando £ {y} (m, z) como una funcién de m, y z. Por lo cual evaluando en m = my

Ly} (m,a)|,_,. = ao(m —my) xm\ ~0

m=m1

pero ademéas podemos intentar derivar respecto a la constante m

oL 0 2 § 0
O4L{y} (m,2)} {ya};r(bm,x)} :%{$2 %—i—xfl(x) (ic+f2(ac)}y:{x2 %—Fﬁ f1(z) Cf‘lx-i-fz(x)}any1

'C{ggl}(mﬁ):;:n (ao (m—m1)2 xm> =ap [(m—ml)2 2™ Inz +2(m—my) xm}

y comprobamos que también se anula al evaluarla en m = mq

{2} o

por lo tanto {g—y} (m,x)

™m

c{32) s

= ap [(m—ml)2 z™Inz +2(m—mq) a:m}

m=m m=mi

también es solucién, con lo cual la segunda toma la forma
m=m1

9 00
=3 ™ Jao + D ap (m) 2"
n=1

om

m=mi m=m1

= =, da, (m)
— my 1 n n mi
(z™ Inz) |ao + E an (m1)z" | + .

’ "
n=1 n=1 m=m1

y la solucién general tendra la forma

y(@) = Cr ™ |14+ an (ma) 2"

n=1

y1()

+Co S 2™ (14> an (ma) 2" [ Inz + 2™ | by (ma) 2™

n=1 n=0

y1(z)

y2 ()
. . . . 5
Analicemos, como ejemplo un caso particular de la ecuacién de Bessel”

m2y"+my’+(x2+ug) y:0

5Fredrich Wilhel Bessel (1784-1846). Astrénomo y matemético alemén. Aporté notables contribuciones a la astronomia
posicional, la geodesia y la mecdnica celeste. Particularmente, se dedicé a aumentar la exactitud de las mediciones de la
posicién y el movimiento de los astros. La precisién de sus mediciones hizo posible que determinara pequenas irregularidades
en los movimientos de Urano lo condujo a predecir la existencia de Neptuno. Andlogos razonamientos lo llevaron a especular
sobre la presencia de estrellas companeras en Sirio y Procyon. A partir de datos registrados en el siglo XVII, calculé la érbita
del cometa Halley
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Una vez mas, la ecuacién viene parametrizada por v y dependiendo de su valor tendremos una familia de
soluciones. Consideremos el caso v =0

I]'J2 y//+$y/+x2y:0
la ecuacién indicadora ET (m) =m (m — 1) 4+ bym + ¢o = 0 nos queda como

b0=1<:f1(.73)=1

60—0
m=0<=m@m—-1)+m=0 —
c1=0 p < fo(x)=2?
02:1
los demés coeficientes by = bg = b3 = -+- =b, =0y c3 =c4 = - = ¢, = 0. Con lo cual EI (n) =

n(n —1)+n =n?, Por lo tanto, la relacién de recurrencia se obtiene del coeficiente de z™+"

.- —k=1 =n-—1

n EI(m+n)

dado que
c#0=>n—-k=2=k=n—-2

>ho @k (m) [(m4k)byg + cok] _ ano1(m) (m+n—1)+an s (m)
(m+n)(m+n—1)+(m+n) (m +n)?

an (m) =

tomando m = 0, se tiene

- Z;éak (0) (kb + il bh#0=>n—-k=1=k=n-1
an (0) = — 5 con
" co#F0=>n—k=2=k=n—-2
con lo cual
an (0) = — In=2 0) [ea] +an-1 (0)[(n=1)b1]  an-2(0)+an_1(0) (n—1) para n > 9

n? n?
Otra vez, al anular el coeficiente para x™ ! (ecuacién (7)) se obtiene a [0 (0 +1) +1- (0 + 1) +0]+ag[0- 0+ 0] =
0 = a; = 0. Con lo cual es claro que se anulan todos los coeficientes impares, y asi

2,2 (0)

aon 0) = 3
(0) 2n)

paran=1,2,3,---

con lo cual
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n=1l — a (0):—3% (0) — 4y (0) = —Lay (0)
n=2 = a4(0)= 2.12)2@ 0) = (2.21)2 5 0 (0) = a4(0)= (2.21)2 " 0 (0)
1 1 1 -1
n=3 = aﬁ(o):_wa4(o):_(2'3)2 [(2_2)222 0(0)] = a6():(2.3)22300(0)
! !
n=1 = agy (O) = —a2l72 <0) (_1) 5 @0 (0) — Qg (O) = _1) 5 @0 (0)

@07 22

por lo tanto la primera de las soluciones sera

y1 (z) = ao

- (_1)’” n
1+ ; 72271 (n!)2x2 1

Jo(zx)

Donde Jy (x) se conoce como la funcién de Bessel de primera especie de orden cero.
Para calcular la segunda solucion de la ecuacion de Bessel se sustituye

yo (z) = Jo (x)Inz + Z B,z" en la ecuacién z° ¢ +x y + 22 y =0
n=0

para ello se requieren sus derivadas

o0 J o0
yo2 (z) = Jo () Inz + Z Bpa" = yh (z) = J) (z) Inz + Jo(@) + Z B, (0) nz™* y
n=0 x n=1
!
Jo(x)  Jo(x) < n-2
yy (z) = J(/)/ (gs)lnerQT 2 +;Bnn(nf Da
entonces
Jo(x)  Jo(x) | n—
0=2z? [J()’(aj)lnx—FZ Ox - —l-z_:ann(n—l)l" 2+
/ Jo (3;‘) = n—1 2 = n
+x Jo(x)lna:—i—ix +ZBnnx +x Jo(x)lna?+ZBna:
n=1 n=0
con lo cual

(oo} (oo} oo
0= (2% J) (x) + 2 Jy(x) + Jo? o () | n2z+2 J (2) =+ ZBnn (n—1)z" + ZBnnx” + Z B, z"t?
n=2 n=1 n=0

=0
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y finalmente

2 2 2n
Bix + 2°Byx +§73 B,n? +Bn2 = _ §:22n -
es claro que para los coeficientes impares se obtiene by = b3 =bs =--- = b2n+1 -+ =0 ya que
2n
2 2 2 3 2 4 2 54 22
Biz + 2°Byx® 4 (3°Bs + By) 2° + (4°By + By) 2" + (5°Bs + Bs) 2° + - _—2§j22n

mientras que para las potencias pares tendremos la relacién de recurrencia

By, — 1 [ (—1)n+1 ;LQ B bzn?]

(2n)? | 22(0=1) (p!

entonces

2

w
\/
*’ia
w»—\
[ )
7N\
DN | =
~~
| E—
Il
(@)

N
| =
N

[\)
/N
+

| —
+
W=
~

e i ) i
(6)% | 24 (3)) 62 |24 (3!

(—1)" [ 1 1 1 1 1 (—1)F*t
B = —— — _— _— ... - — 1 = 7H
2k 22k (k1)? FE it R 23Tt 22k (k1)? ’

Hy,

Asi la segunda solucién puede tomar la forma de

n+1
pe (@) = Jo (@ IHHZ;;?)HM%

y por lo tanto la solucién general tendra la forma

n+l
Jo (z)Inx + Z 220 (n H, ﬁn]

es costumbre en Fisica reacomodar la segunda solucion de la forma

(+m(3)) o+ 3 S0 ]

donde 7 se conoce como la constante de Euler-Mascheroni® y tiene un valor

y(z) = Ay Jo (z) + A

Y2 (v) =Y (z) = =

1 1 1 1 1
= Ii — T N Ty R | o~ 2
¥ nLH;o<n+n—1+n—2+ +3+2+ n(n)> 0,577

6Lorenzo Mascheroni (1750-1800) Monje Ttaliano, nacido en Bergamo, Lombardo-Veneto. Profesor de Algebra y Geometria
en la Universidad de Pavia y luego Rector de la misma. Ademds de poeta, se destaco por sus contribuciones al Célculo y a la
Mecanica.
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y asi, finalmente
y(z) =C1 Jo(x) + Cy Yy (2)

14-. Bessel Ovden Cero, Primera Especie
0.5 X
059

-1 ;E. Bessel Orden Cero, Sequnda Especie

-154
_25

-1.57

Comportamiento de las funciones de Bessel de orden cero. De primera especie Jy (z) y de segunda
especieYy ()

Nétese que tanto la funcién de Bessel de orden cero, de primera especie, Jy (z), como la funcién de Bessel de
orden cero, de segunda especie, Yy (z) ,tienen un comportamiento oscilatorio cuando  — oo, que Jy (0) = 1,
mientras que Yj (z) se comporta como 2 Inz cuando x — 0.

8.3. my #myo A my —mg= N con N entero.

En general, la ecuacion indicadora para este caso, m; —mg = N = my = N + mg, con my > ms. Este
caso nos lleva a la ecuacién (13)

N-1 n—1
0=2a"{ao EI(m)}+ {an EI(m+n)+ > ax [(m+k) by g+ cn_ k]} e (24)
n=1 k=0
N-1
+ {aN EI(m+ N)+ Z ar [(m+k)byn_k + CN—k}} a4 (25)
k=0
n—1
+ Z {an ElI(m+n —|—Zak m—|—k)bn_k+cn_k]}xm+" (26)
n=N+1 k=0

donde esta m es la menor de las raices y m + N la mayor. Anulando el término {ag EI (m)} coeficiente de
™ nos lleva a la ecuacién indicadora:

EIlm+N)=(m+N)(m+N—=1)+by(m+N)+co=FEI(m)=(m)(m—1)4+by(m)+co=0.
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por lo tanto EI(m+ N) = 0 anula al coeficiente del término a, para n = N, esto es la ecuacién (12),
consecuentemente eso significa que se derivan dos casos

s EI(m+N)=0A N Lar [(m+N+k) by i+ o] =0
En este caso la solucién en serie de Frobenius, partiendo de la raiz mayor de la ecuacién indicadora,
m + N, quedara en términos de ag y no seréd linealmente independiente a la solucién provista por la
raiz menor, por consiguiente la solucién proveniente de esta raiz menor, m, sera la solucién general.
Esto quiere decir que en (18) la constante f = 0 y por consiguiente la solucién serd

y(x) = ao [|l[I™

1+ Z ap, (m)a”
n=1

+an |jz|™ lZan (erN)x"] (27)
n=0

y1(z) y2(z)

s« EIm+N)=0AY 0 ar [(m+ N+k) byk+ cni] #0

En este caso la raiz mayor de la ecuacion indicadora m + N determinara una de las soluciones, la
constante f # 0y la solucién general tendra la forma de

1+ Z an, (my) m”]

n=1

y(@) = C flx|™

y1()

+Cy ¢ f 2™

1+ Z an (my) z"
n=1

Inz + ||z|™ [Z an (m2) x"}

n=0

y1()

y2 ()

La ecuacién de Bessel de orden fraccionario puede ilustrar el primero de estos casos, resolvamosla
1
x2y"—|—xy'+< 2_4) y:O

una vez mds, le expansién en serie de Frobenius de y (z) nos lleva a una ecuacién indicadora del tipo

bo=1<+=fi(z) =1
1
_ = 1
m—2 1 CO:—Z
—=mm-1)+m—--=0 —
—1 4 f _ 2 1
m:7 0120 AR Q(x)ix 71
62:1
los demés coeficientes by = by =bg3=---=b, =0y c3=c4 =---=c¢, = 0. Dado que N =1 se tiene que la
ecuacién (12)
a[m+1)(m+1-1)+by(m+1)+col+apgbr(m+1—-1)+c1]+--- » =0 (28)
EI(m+N)
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(D)) (D) ((-2) 1) -] el | 0 ablvaam=0
o((-3))

con lo cual cualquier valor de a; y ag estaran permitidos. La relaciéon de recurrencia proviene de anular el
1
coeficiente de ™+, para m = —=. Vale decir

an, EI (m—!—n)—!—Zak [(m+k)byp—k + cni] =0= (30)
k=0

los coeficientes serdn

1 1

n=2— G,Q:—iao n=3—= a3:—6a1
RS D S DA

"= ="y = 5% = %= 750 T 130™
S D S DN

"= 4= T T T "= YT TR T Th0a0™

Por lo cual, la solucién general serd

- 1, 1 /11 1
(1 Zg2y St 6 D P S S ST
y(z) =ao @ ( 2" T g SR R 6" T 120" " s0a0” T

Para considerar el segundo caso, EI (m + N) =0A Z,iv:_ol ar [(m+ N + k) by_k + cn—k] # 0 analicemos
la ecuacion diferencial

2y +2(2-2)y+(2-2%) y=0

una vez mads, la expansién en serie de Frobenius de y (z) nos lleva a una ecuacién indicadora del tipo

bp = —2
— fi(x)=-2+=x
by =1
m =2
—mm-1)—-2m+2=0 — co =2
m=1

c1=0 <:f2(x):x2+2

82:1
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los demés coeficientes by = b3 = -+ =b, =0y c3 =c4 =--- = ¢, = 0. Dado que N = 1 se tiene que la
ecuacién (12) para m =1

ar[m+1)m—-2m+1)+2]+asm|=a12—4+2]4+ag[2]=a1[0] +ap[l] =0 (33)
y no conduce a nada por cuanto ag = 0, mientras que, para m = 2 se obtiene
ar[(m+1)m—-2(m+1)+2]+ag[m|=a1[3-2—-2-3+2]+ag[l]=a1[l] +ao[l]=0 (34)

por lo cual la relaciéon de recurrencia para m = 2 nos queda

an ET (m—i—n)—i—Zak [(m+k)by_k+cni] =0= (35)
k=0
an[24+n)24+n—-1)—-22+n)+2]+an_1[1+n]+an—2[1]=0 (36)
an (n2 + n) +an—1(n+1)=—an_2 (37)
los coeficientes seran
1
n=2= 06as = —3a; —ag = 3ag — ap - agzgag
4 1
n=3= 12a3 = —4as —a1 = —§a0+a0 = a3 = 3%

Por lo cual, la solucién general sera

1 1
_ 2(1_ L2t 3.
@) =ae ( Ty 36"

y la segunda solucién linealmente independiente serd
ya2(z) = u(z) — Biyi(z) Inz (38)

y queda como ejercicio demostrar la relacion de recurrencia para los coeficientes B,, de la serie que describe

u(z)=2x (Z Bﬁ:’) (39)
i=0

La Ecuacion de Bessel es
2y +ay + (2* — k) y =0; ke
obviamente x = 0 es una singularidad regular, por lo tanto el método de Frobenius nos permite afirmar que

si & = xg corresponde a un polo regular de la ecuacién

2y + 2P (2)y + Q (z)y = 0;

la solucién vendré expresada de la forma

y(x) = (x - wo)r Z Qn (»’U - 360)”
n=0
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con r real y determinado a través de las raices de la ecuacion indicadora
r? 4+ (P(mo) — 1) r+ Qo) =0
y donde P (z) y Q () son funciones analiticas en el entorno de = = xo y por lo tanto
~ o0 B o0
P(xo) = Z by (x —x0)" A Qxo) = ch (x —x0)"
n=0 n=0
Para la Ecuacion de Bessel
Px)=1=b=1 A Q(J:):(xQ—kZ) =co=—k* =1
los demas coeficientes b’s y ¢’s se anulan. La ecuacién indicadora y sus raices quedan como
mm—-1)+m—-k*=0 = m?=k® = r.o==k
Donde, para r = k proponemos

oo
yi(z) = 2* Z anz"
n=0

Al hacer las cuentas
o0 oo
(332 - k2) y(z) = ¥ Z ap_ox™ — ¥ Z k2 a,a”
n=2 n=0

ey (x) = 2* > (k +p) anz”

n=0
oo
22yl (x) = 2* Z (k+p)(k+p—1)apz"
n=0
la ecuacion de Bessel queda como
Z [(k+n)(k+n—1)+ (k+n)—k*] anx"—&—Zan,Qm" =0
n=0 n=2

2n+1)a1z + Z [k (2n+k)ar +an—2]z" =0

n=2
y por consiguiente obtenemos la relaciéon de recurrencia

Ap—2

" n(2k+n)

Ay =

donde es claro que a; = 0. Adicionalmente, si suponemos

1

TR T (k+1)
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tendremos
a1:a3:a5:-~-:0
ag
g = ——————
2T 202k +2)
ag
aq =

242k +2)(2k + 4)

ao

a2n:(_1)n22n nl(k+l)(k+2)(k+n)

Por lo tanto, la primera de las soluciones serd

ad (-1)" (x)2n+k

Jk(x)z;r(n+1)r(n+k+1) 2

la Funcion de Bessel, de orden k de primera especie.

Si k = 0 entonces
D"y
Jo(x) = nz:;) () (5)

Para el caso particular de K = m entero positivo la funcién de Bessel de primera especie toma la forma de

Im(@) = im(&lﬁw (5"
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Para encontrar la segunda solucién linealmente independiente de la ecuaciéon de Bessel el método de

Frobenius propone tres casos dependiendo el valor de &
r1 — o # entero = k # entero
rm=ro=r= k=0

r1 —ro = entero = k = entero

Caso 1: ry — o # entero = k # entero.
La solucién general serd de la forma

donde

B oo (_1)’ﬂ T\ 2n—k
Jfk(x)_;]_"(n+l)r(n7k+l) (5) ©>0

_ —k a4 s . . -
Para 2 < 0 se debe reemplazar =% por ||z|| ™" . Nétese que esta tltima expresién también es valida para k

semientero, i.e. k =n + % .
Caso 2:ry=rpo=r= k=0.
La solucién general serd de la forma

= Z anz" + Jo(x) Inz
n=0

v los coeficientes a,, se encuentran mediante el tradicional método de sustituirlos en la ecuacién de Bessel

para k=0
zy’ +y +ay =0

De donde se obtiene

xKo(z) = Z anz" ™+ xdo(z) Inz = Z p_ox™ ' +aJy(x) Inx

n=0

Jo
Znanm‘" Y (Jo(z lnx Znan "ty Ji(z) In %
- Jo()
zK((r) = Z n(n—1)a,e" + ) (x) Inx +2J(z) — OT
n=2

y por lo tanto

o0
ay + dagz + Y [0y + an 2| 2"+ |2 J + Ty +ado | Inz + 2J4(z) =0
n=3 Y
=0
Acomodando y derivando la expresién para Jy tendremos

dy +A4Gx + Y [0 + Gpo] 2" = —2J)(x) =2 Z 2% 1 g

n=3 )

Luis A. Nurez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela

28



Formulario de Métodos Matematicos 1

Ahora multiplicando la expresién por = y separando las sumatorias en sus términos pares e impares, tendre-
mos

a1x + Z [ (2n + 1) (2n4+1 + Q2p— 1} 2l =

oo oo " 2
Z [ (Lgn + &Qn,z] 22"+ 4asa® = 2 + Z (-1) +1 711%2”

2
n=2 n=1 22n (/n")
Por lo cual a; = a3 = a5 = = 0 mientras que
2n
4y = 1; 2n)% oy + Gon_o = (-1 — >
(2n) 0™

De esta forma los coeficientes quedan como:

ags = —
= ——r (1+1) = ! 142
U= Tp e 2) " ar. () 2

=" {

“r = e ()2

T IR |
23 4 k

La expresién para la solucion general de la ecuacion de Bessel para k = 0 serd

0 _ n+1 T 2n
Ko(ac)zz((;)')Q{1+;+;+i+~-~+;}(2) + Jo(z) Inz
n=0 :

En Fisica, es costumbre expresar esta soluciéon de una forma equivalente pero ligeramente diferente:
2 — " 1 1) /z\2" 2 T
: )" ) o+
WZ: {+ +gt k}(2) + = do(a) [Ing+a

donde, una vez mas, v = 0,577215664901 - - - es la constante de Euler-Mascheroni.

Caso 3: vy — ro = entero = k = entero.
La solucién general serd de la forma

oo

- Z Azt 4 CJ,(z) Inz

Procediendo de forma equivalente a la situaciéon anterior tenemos que la solucién general podra expresarse
(luego de una laboriosa faena) como

k—1 o .
S e T
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Y finalmente la Funcion de Bessel de orden k de sequnda especie o Funcion de Neumann

i) - -1y Bl gty

En ambos casos 1 1 1
Hn:1+7+7+"'+5

2 3
M4ds atn
z 154 (k—n—1)! yz\2n-k
Yi(z) = —Ji(x) 5~ ;7;) (12 (5)
1 -1 2n+k
-2y n'((kﬁn)' (5)" W+ +v@+k+1)
I'(n) L

donde 9 (n) = T(n) es la funcién Digamma con

1 1 1
]_ = — ]_ —_ — “ e —
P(n+1) v+ +2+3+ +n
(1) = —
También es costumbre definir la funcién de Bessel de segunda especie en terminos de las de primera especie

_ Ji(x)coskm — J_p(x)
B sen km

Nk(l') = Yk(l‘)

Notese que para k = m entero, aparentemente no esta definida. Pero, aplicando la regla de L’Hospital

a [Jr(x) coskm — J_j(z)]
Non(z) = dk
T [sen k] o
—mJ,(x)sennm + {cos mri,]k(x) - dJ_k(x)}
B dk dk
B T COS N

S LR R

De este modo, la solucidnes generales para la ecuacién de Bessel, se expresan segtin el caso en

Zy(x) = Cidi(z) + Cod_i(x); k # entero
Zi(x) = CJ(x) + CoYi(); k=0 V entero

La funciones Zy(z) y Zx(x) se denominan Funciones Cilindricas de orden k
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Propiedades de las Funciones de Bessel

Otras Formas de la Ecuaciéon de Bessel
Haciendo los cambios de variables correspondientes llegamos a

1-2a , a? — k%2
ket - 7

x

u'(x) + (z) + | (B :v”_l)z + u(z) =0

donde
u(z) = x*Zy(Bz")

o también
v’ (x) + az” u(xr) =0

(22000

v+2

con

u(x) =xZ 4

vz

Relaciones de Recurrencia:
Las funciones de Bessel tienen las siguientes relaciones de recurrencia
xJpy1(x) — 2k Jp(z) + 2Jp—1(z) =0
Jir1(@) + 275 (x) = Jp—1(2) =0
Para demostrar estas relaciones partimos por demostrar la siguiente identidad
[kak(x)]/ =zF 1 (2)

(2% T (2)] = —z F ()
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De la expresién para Ji(z) se obtiene
i (-1)" <7>2n+2k _ i (=1)" 2 (n + k) x2n+2k—1
F(n+1)T(n+k+1)\2 22D (n+ DT (n 4k + 1)

n=0

)" g2t (k-1)
_xkz (=D
22nt(E=D (n4+ 1) T (n+ k)

=z Jk_l(a:)
Unos cambios apropiados nos llevan a demostrar las segunda de las relaciones y al desarrollar las derivadas
[kak(x)]/ = ka* 7V (2) + 2T (x) = 2P T (2)
[:v*ka(x)]/ = ke " () F 2RI (x) = —a R T ()
Por lo cual

kJk(z) + zJ(z) = xJx—1(x)
—kJy(z) + 2J) () = —xJry1(T)

Al sumar y restar miembro a miembro obtenemos las relaciones de recurrencia. Es obvia la importancia que
adquieren Jy(z) y Jo(z) para generar el resto de las funciones de Bessel.

Funciones de Bessel y Funciones Elementales

Las funciones de Bessel de érden semientero, k = % se expresa como

J1/2 \/72 n_|_1 n+ )(2)n

3\ [3 5 2n41)  (3\1:3:5--(2n+1)
F(”+2>_{2 2 2 }_F(2> on

-1)" >
J n
1/2( \[Z 27 Il (3) 1 3.5 2n+1)"

2

pero como

se encuentra que

.%'4 ‘TG
\/2$F(g){ -3+2-4-3-5 2-4~6-3-5-7+ }

1 { z3 N 2’ N }
R - — - e sen
V2al' (2) 31 57 ,/er (%)
Finalmente, y otra vez invocando a las propiedades de la funcién Gamma: I (%) = g

2
Jija(w) = \/asen:z:

Equivalentemente se puede demostrar que

2
J_1)2(x) = 1/% cos T

Luis A. Nurez Universidad de Los Andes, Mérida, Venezuela

32



Formulario de Métodos Matematicos 1

y ahora utilizando las relaciones de recurrencia tendremos que

1
J3pa(x) = —J_12(x) + le/z(x)
2 [sena: }
=4/ — —cosx
Tl 2
Asi mismo
3
Jsj2(w) = —Jy () + ;Js/z(x)
2 [SSenx 3cosz }
=4/ — - —senz
T 2 T
En general

_ n |2 py1od? sen B
Jn+%('x)_(_1) \/;1' 2(37(1!17)”( T ) n_152737

2 1 dn cosx
JnJr%(.T): ;xn-‘rgW(T) n=-1,-2,-3,---

Las funciones de Bessel de 6rden semientero son las unicas funciones de Bessel que pueden ser expresadas
en términos de funciones elementales.

Reflexion:
Las funciones de Bessel cumplen con
Tom(@) = (1) T ()

Para el caso k = m entero positivo la Funcién de Bessel de primera especie toma la forma de

oo n
_1 x 2n+m
Tl =3 U (%)
n! (n+m)! \2
n=0
Si k = —m es un entero negativo los primeros m términos de la serie anterior se anulan ya que I'(n) — oo
paran = —1,—2,—3,--- y la serie se arma como
[e%s) n [e’e] l+m
-1 2n+m 2l+m
@)= 3 it () = (3)
n! (n—m)! l—|—m'l'
n=m =0
Jom(@) = (=1)" Jm(z)
Funcién Generatriz
La funcién generatriz para las Funciones de Bessel es
B(z,t) = e3(t=1)

desarrollando las dos series para las exponenciales

xt n

- x x

2 — 14244 L2 "4

¢ Tyttt T Tt
f— _ 1 —_— 2 DY —_— -n DY
e2t =1 2t +222' + -+ ol "+
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Por lo tanto multiplicando ambas series
00 n ) n_n
ooz (e=1) o (-1)"z
B(x7t)—e2( f)—{zmtn}{zw Z Jn
n=0 n=0 n=-—oo
Representacion Integral para las Funciones de Bessel

En la expresién anterior para la funcién generatriz se realiza el siguiente cambio de varible t = ¢ de este
modo )
e8(t=1) = gimsend _ oo (zsenf) + isen (xsend)

y por lo tanto

cos (zsen ) + isen (zsen ) Z Jn () [cos (nf) + isen (nd)]

n=—oo

igualando partes reales e imaginarias y recordando que J_,,(x) = (=1)" J,,(x), para anular los términos
impares en la serie de la parte real y los pares en la de la parte imaginaria, podemos escribir

cos (x sen §) )+ 2 Z Jan(2) cos (2n6)

sen (xsenf) = 2 Z Jont1(x)sen ([2n + 1] 6)
n=0

Multiplicando miembro a miembro en la primera de ellas por cos (2k6) (y por cos ([2k + 1] ) ) v la segunda
por sen ([2k + 1] 0) (y por sen (2k0)). Integrando (en 0 < § < 7), también miembro a miembro y término por
término en las series, se obtienen

Jon () = l/ cos (zsen ) cos (2nd) dé
0

™

0:7/ cos (zsend) cos ([2n + 1] 0) do
T Jo

Jont1(z) = %/0 sen (zsen®)sen ([2n + 1]6) do

1 s
0= f/ sen (x sen 0) sen (2n) do
0

™

Sumando miembro a miembro primera con cuarta y segunda con tercera tendremos la expresién integral
para las funciones de Bessel

Jp(x) = f/ cos (cos (nf) — xzsend) db
0
ya que todos sabemos que
cos (nf — xsen ) = cos (2nf) cos (x sen 0) + sen (2n6) sen (z sen )

Ortogonalidad de las Funciones de Bessel
y Series de Bessel-Fourier
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Ortogonalidad:
Haciendo el caso particular de « = 0 y v = 1 en la primera de las expresiones equivalentes para la ecuacién

de Bessel, tendremos
1 5 K2

donde
u(z) = Jp(Bx)

multiplicando por x la ecuacion diferencial puede ser reescrita como
/ ! 2 k2
[z (Bz)] + | 572 — . Je(Bz) =0

suponiendo k real y positivo, planteamos la ecuacién para dos indices diferentes 31 y (B2 por lo tanto quedan
como

2

@I (B + [ﬁ%x - ’f] Jelfr) = 0

2

@I (B + [ﬁ%m - ’f] Je(fa) = 0

Multiplicando apropiadamente por Ji(312) v Ji(B22), Integrando y restando miembro a miembro tendremos
que

1 1
=82 | et a(ante = [ { () eR(Bral) = (o) i Bor)]

- / e(Bo) Ty (Br) — Tu(Br)e T (Bo)]

= Ji(Box)z ] (Brx) — Ju(Br)a ), (Bax) |72y

para [3; las raices de los polinomios de Bessel, i.e. J;(8;) = 0 podemos deducir que las funciones de Bessel
son ortogonales

1
0
Mas aun partiendo de la ecuacion de Bessel original se puede llegar a

ﬂ271€2

e L C

T (B)) +

N | =

17 (B) ) =
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