Métodos Matematicos de la Fisica 1 Segundo Examen Parcial

Nombre

Dados los siguientes vectores de un espacio vectorial de polinimos {1, z,2?} con un pro-
ducto interno definido por (f|g) f dz f(x)g(x)

1.

Solucion:

Solucion:

Solucion:

Muestre que los vectores {1, x, z2} forman base para ese espacio de polinomios de grado
< 2 (2 ptos)

Los polinomios {1, z, 2%} obviamente son linealmente independientes ya que son poli-
nomios de potencias diferentes

00+Cl$+02:0 :>C()201:CQZO

. Encuentre la base ortonormal {FPy(x), Pi(z), P,(z)} asociada a ese espacio con ese pro-

ducto interno (4 ptos)

Para encontrar la base ortonormal {Py(z), Pi(x), Po(z)} asociada a {1, x,x?}, proce-
demos con el método de ortogonahzacmn de Gram-Schmidt, apoyado en la definici’on
de producto interno (f|g) f dzf(z)g(z). Esto es

iy V2 _ (1L|Py) .. V6
_ [y2 |P1> (x* [Py) _ (322 -1)V10

con la cual la base ortonormal, para esa definici’on de producto interno, queda deter-
minada como

{Py(z), Py(7), Py(2)} = {\/_§ x\z/_ (322 _41)\/E}

Dado el siguiente vector |a) = 2 4+ 3z + 2% encuentre su expresién en esa nueva base
ortonormal {FPy(z), Pi(z), Px(x)} (3 ptos)

Para expresar el vector |a) en la base ortonormal encontramos las nuevas componentes
{C° C', C?} proyectando a lo largo de los vectores base {Py(z), Pi(x), Py(x)}. Esto es

la) =2+ 3z + 227 = CY |Py) + O |Py) + C* |Py)
entonces

1
C? = (Pyla) = / dz (2 + 3z + 227) ? = 4V/2;
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/6

1
01:<P1]a>:/ de (2+3x+2x2):%
-1

3
! 2-1)V1 2v/1
C? = (Pya) :/ dx <(3$ p )\/_0_> (2+3x+2x2) = Q
-1
entonces se tiene que
2v/6 2
la) = 2+ 3z + 222 = 4V2|Py) + Tf P,) + \/—_ P,)

4. Considere el producto tensorial de esos espacios vectoriales de polinomios: P* Q) P. Las
componentes de un tensor en la base {1,z,z?} @ {1, z, z*} son

-1 0 2
T;’: 2 10
3 11

Encuentre las componentes de ese tensor en la base ortonormal (6ptos)
Solucion: Es claro que este tensor expresado en dos bases distintas es
T = T’|eZ ®<e]‘—TZ’eZ,e> Tz|ez <e]}—TZ‘eZ,e>
donde

fleo feah fe)} = {1,202} {(80).[63). [} = {Pulo).Pr(o). Pafol} = { Lo (3% = 1)}

Entonces _ ' '
T! =Tk (&; & ey e™) = (&lex) T, (€™[&;)
Donde
1 1 4 1 42
[ P AR 12y Viio
=i 1 g 1 g2 1 23
(&'ley) = I, ‘[d _17‘/6dx . g/édx = 0 \/?5 0
1 (322—1)v10 1 (322—1)v10 1 (322-1)v10 2v/10
_1—( 4) dx _1—( 4) xdx f_l—( 4) x?dx 0 0 ==

y su traspuesta

1 1 g 1 (322-1)V10
- 1ﬁdx f fd f—1( 4) da
m| 3 x x 22— _
emle)) = | 1 =2dr [ 2dg fjlwl’dl’ —
1 12 1 x'g 1 3x271\/ﬁ
o Z‘de o 2\/6da: ff1—( 4) x2dzx
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Solucion:

con lo cual
14 2v3 28V5
20% -1 0 2 20% 9 9 4
=i 2 2 _
Ti=]0 2 0 31(1) 020 [=|2 2 o0
4 4
00 3 00 %) \of uf g

Encuentre la distancia entre |a) = 3z% + 2z + 3 y el subespacio generado por {1, 2%}
(3ptos)

La distancia (genérica) entre A(x) = 32?4+ 2x + 3 y el plano expandido por {1, z?}, en
general, sera la distancia entre un vector genérico residente en el plano expandido por
{1,2%}, ie.

’V{Lzz}> =|v)=C"[1) + C? |x2> —o(x) = C0 4+ C*2?

y el vector |A). Con lo cual

d(Iv); 1A)) = /v = Al = V(v - Alv - A)

y esto es

d(|v); |A)) = \//_11(00 + C212 — 322 — 2z — 3)° du

vale decir

1
d(Iv) |A)) = 1 V/90(C?)? — 144002 + 8160 + 300C°C2 — 3600C7 + 450(C7)?

Se puede encontrar las distancia m’inima si recordamos que |A) = |V{1@2}> + ‘V{Ll z2}>

donde

distancia m’inima

V{L1 m2}> es un vector ortogonal al plano expandido por {1,22}. Con lo cual la

A 1A = ) (VHranVh iy ) = VTATAT V)

Entonces, si
‘v{17z2}> =|v)=C"[1) + C? |X2>

cuando

-1 2
A-v)Lv) = (A-vlv)=0 == ?c2+2+1—;¢—5(c2)2 T 15C2 + 225
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donde € + 1 y con lo cual

‘V{ﬁ,m2}> = A = V), = (3 C%) [x*)+2 \X>+(f—§¢—5 (C2)2 + 15C2 + 225 + 1 + %02) 1)

es decir

2 1
V(023 min(2) = (3 — C?) 2° 4 22 — 1—5\/—5 (C?)2 4 15C2 4+ 225 + 1 + §02

Con lo cual

(V) 1A)) i = /(A = VIA = V).,

! 1 2 2
/ dz <3J:2 +2r+1+ §C’2 + 1—;\/—5(02)2 + 15C? + 225 — xQC’?)

2 4 (=2 1
d(|v); |A)) . = = (3 - 02)2+§+§ (Ee\/—5(02)2 +15C2+225+ 1+ 502) (3-C2)

2 1 .)\?
+2 (—1—56\/—5(02)2 +15C2 4225+ 1+ §C2>
6. Encuentre la minima distancia entre |a) = 322 + 2z + 3 y el subespacio generado por
{Po(z), P2(z)} (3ptos)

Solucién: La distancia (genérica) entre A(x) = 32%2+22+3 y el plano expandido por { Py(z), P2(z)},
en general, serd la distancia entre un vector genérico residente en el plano expandido

por {Py(z), Pa(z)}, ie.
2 3% — 1) /10
ViR Pa@y) = [V) = C7 [Po) + C* [P2) > v(z) = Cog +C? <—( — ) \/_)

y el vector |A). Con lo cual

d(jv); [A) = /IIv = Al = V{v - Alv — A)
y esto es

d(lv); |A)) = /lld:c <3x2+2x+3—00§_02 <w>>

La distancia minima sera aquella “medida” a lo largo de la perpendicular entre el plano
expandido por {Py(z), P2(z)} y el vector |A). Obviamente, serd la componente de A(z)
en la direccién de Pj(x), porque la base {Py(x), Pi(x), Py(2)} es ortonormal. Esto es:

1
2
(P1|A) :/ dz (32% + 2 + 3) xT\/é - g
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