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CAPITULO 1

LOS TRES PROBLEMAS

Jamds, que yo sepa, una linea curva puramente
geométrica ha sido igualada

por los geometras, a una recta dada.

Pierre de Fermat.

Usando solamente la regla y el compas, se pueden construir segmentos de distintos tama-
nos, cuyas longitudes representan ntimeros positivos. Esta relacion entre el concepto abstracto
de niimero, por una parte, y la geometria, fue bastante explotada por los matematicos de la
antigua Grecia.

Mediante unos métodos sencillos , a partir de un segmento unitario, se pueden construir
todos los deméas ntimeros enteros positivos. También es posible construir todos los racionales.
Usando el Teorema de Pitagoras, se puede construir el nimero irracional v/2. Este método de
construccion tan poderoso hizo pensar a los griegos, que todos los ntimeros eran construibles.

Sabemos que algunos poligonos regulares, como por ejemplo el hexagono se puede cons-
truir con regla y compés de manera bastante simple. Basta trazar un circulo, con radio la
unidad. Con el compas, manteniendo la misma apertura de sus lados, se llevan ambos lados
sobre la circunsferencia y se marcan dos puuntos sobre ella. Entonces el segmento rectilineo
cuyos extremos son esos dos puntos, nos proporciona el lado del hexédgono.

Mediante un procedimiento con regla y compés, algo mas complejo, es posible también
construir el lado de un pentigono regular. Sin embargo, desptiés de muchos intentos infructuo-
sos, los gedbmetras no pudieron hallar método alguno para el lado del heptédgono regular. Este
tipo de dificultades y otras parecidas, dieron origen a los tres famosos problemas mateméticos
de construccion con regla y compas, de la antigiiedad. Estos son

= Construir un heptagono regular.

= Duplicar un cubo.
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» Trisectar un angulo de 60°.

Junto a estos tres acertijos, hay que mencionar el famoso problema de la cuadratura del
circulo, de gran importancia en el desarrollo de la matematica y que se relaciona de manera
directa con el nimero 7. El enunciado del mismo es bastante simple: dado un circulo de radio
1, hallar un cuadrado que contenga la misma area.

Ejercicios

1. Construir la fraccion % con regla y compas
2. Construir un octoégono regular.

3. Construir un pentagono regular
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1.1. Numeros Racionales. Cuerpos

Definicion 1.1 Se llama Nimero Racional a toda fraccion de la forma

a
b
con a y b enteros, siendo b distinto de cero.

Los enteros a y b se llaman, respectivamente, el Numerador y el Denominador de la
fraccion.

En el conjunto de los ntimeros racionales tenemos definidas un par de operaciones que
son la suma y el producto. Ellas satisfacen una serie de propiedades que presentamos a
continuaciéon, dentro de un contexto mas general de la estructura de cuerpo.

Definicion 1.2 Un cuerpo es un conjunto R, diferente del vacio, con dos operaciones lla-
madas suma y producto, denotadas por + y - tales que verifican

1) Para todo a,b en R, se tiene:

a+beR y a-beR
2) Para todos a,b,c en R

a+(b+c) = (a+b)+c
a-(b-c) = (a-b)-c

3) Para todo a,b en R se tiene
a+b=b+a y a-b=0b-a
4) Existen elementos 0 y 1 en R llamados cero y uno, tales que para todo a en R

a+0 = 0+4+a=a,

a-1 = l-a=a
5) Para todo a en R, existe un elemento —a llamado el opuesto de a tal que

a+(—a)=(-a)+a=0

1

6) Si a es diferente de cero, eziste un elemento a=* en R llamado el inverso de a, tal que

7) Para todos a,b,c en R
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De ahora en adelante, las propiedades 1)- 7) seran llamadas Axiomas de Cuerpo
También se definen sobre un cuerpo K los

Axiomas de Orden

O1. Existe un subconjunto P de K, cuyos elementos seran llamados nimeros positivos,
tal que
Siaybestan en P, entonces a + b y ab estan en P.

02. El ntiimero 1 es positivo

03. ( Ley de Tricotomia)
Si a es un elemento de K, entonces se cumple una y sélo una de las siguientes condiciones

1. a es positivo
2. —a es positivo
3. a es igual a cero.

Gracias a estos axiomas, podemos definir una relaciéon dentro de K de la forma siguiente:
Relacion de Orden

Dados dos elementos a y b en K, diremos que a es menor o igual a b, y se denota
a<b

si y s6lo si b — a es positivo o cero.

El lector puede probar que dicha relacion satisface las tres condiciones de una relacion de
orden para conjuntos en general

1. ( Reflexiva) Para todo a en K se cumple a < a
2. ( Ansimétrica). Sia < by b < a, para lgunos a y b en K, entonces debe ser a = b.

3. (Transitiva) Si para tres elementos a, by ¢ en K se satisface a < by b < ¢, entonces se
cumple a < c.

Observacion Todo cuerpo K contiene al nimero 1. De igual manera todas las sumas 1 +
L,L1+1+1,1+1+4+1+1,... etc. Si para algiin entero n se tiene que

——N—
1+41+...41=0

entonces habra un entero minimo k con tal propiedad. Se dice entonces que el cuerpo K
tiene Caracteristica k. Si tal entero no existe, diremos que K tiene Caracteristica 0.

Ejemplo 1.1 Los racionales forman un cuerpo ordenado de carcateristica 0
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Observacion Todo cuerpo de carcateristica cero ( como es el caso de ()) contiene una copia
de los Ntmeros Enteros.

Finalmente daremos una propiedad importante de los ntimeros racionales.
Teorema 1.1 Propiedad Arquimedeana Dados dos nimeros racionales 0 < a < b, eiste
un entero positivo n tal que

na > b

Demostraciéon Sean a = x/y y b = z/u, con z,y, zy u enteros positivos. Se tiene entonces

xr oz
— < —
Yy ou
Igualando los denominadores tendremos
U zy
yu uy’
o bien o
—z
—y <0
Yu

Como yu > 0 se debe tener zu < zy. Si tomamos n = zy, obtenemos

n(xu) > zy
y de aqui se sigue
x oz
n— > —
Yy u
0 sea
na > b.

Corolario 1.1 Si a es un nimero racional cualquiera, entonces existe un nimero entero n,
tal que

mn—1)<a<n

Demostarcion
Si a en si mismo es un nimero entero, entonces basta tomar n = a . Si a no es entero,

podemos suponer sin pérdida de generalidad que 1 < a. Entonces por el Teorema anterior,
existe un entero n , tal que

n=n-1>a (1.1)

Por el Axioma del elemento minimo para los nimeros enteros, podemos suponer, que n
es el minimo con la propiedad 1.1 Entonces debemos tener (n — 1) < a < n . Con esto se da
fin a la prueba.
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El entero n — 1 se llama la Parte Entera de a y se denota por [a]. Asi pues [13/2] = 6.
Como consecuencia del corolario anterior se tiene

Corolario 1.2 Todo nimero racional r se expresa como un entero mds otro racional menor
que uno. Esto es

r=r]+r,

donde 0 < ry < 1.

Definicion 1.3 Se llama Cuerpo Arquimedeano a un cuerpo ordenado K de caracteristica
cero, que cumple lo siguiente. Para todo par de elementos a y b en K, con a < b, existe un
entero n tal que na > b.

Ejemplo 1.2 Los Numeros Racionales son un cuerpo arquimediano.
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Ejercicios
1. Demuestre que la suma y el producto de dos ntimeros racionales es un nimero racional.
2. Demuestre que entre dos ntimeros racionales, siempre existe otro nimero racional.
3. Sia y bson enteros positivos con a > b, demustre que § > 1.

4. Demuestre que todo ntimero racional en la forma decimal se escribe como un ntmero
entero positivo seguido por un nimero finito de digitos o bien una inifinitud pero con
un bloque de ellos que se repiten.

5. Valor Absoluto de un nimero racional. Si a es un niimero racional cualquiera se define

a sia>0,
la|=< —a sia<O0,
0, sia=0.

Demuestre que para x e y racionales se verifican cada una de las siguientes propiedades

a) |z >0

b) |[z|=0 <=a2=0

¢) —lz|<z <l

d) |z| <= —x<z<z

e) Desigualdad Triangular. | z +y [< 2+ | y |
Dlzl=lyl<llz|=Tyll<lz—-y]

9) ley|=lzly]

wlE =g
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1.2. Numeros Irracionales

Definicion 1.4 Se llama Nimero Irracional a todo aquel que no sea racional

Es un hecho bien conocido que v/2 no puede escribirse como una fraccion, con lo cual
tenemos nuestro primer ejemplo de ntimero irracional. La demostraciéon es una maravilla de
ingenio y simplicidad que pone en alto el poder de la matematica desarrollada por los griegos.
Utiliza propiedades de los niimeros enteros, como se vera a continuacion

Teorema 1.2 \/§ no es racional

Demostracion
Supongamos por el contrario, que V/2 si es racional. Esto es, existen enteros a y b tales
que

a
2= —
V2 ;

Podemos suponer ademés que la fraccion ha sido simplificada al maximo, de tal forma
que a y b no tengan factores primos en comun. Dicho de otra manera, asumiramos que los
enteros a y b son primos relativos.

Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuacién anterior se obtiene

20 = a?

Se sigue entonces que a? es un nimero par. Por lo tanto, a debe ser par y podemos hacer

a = 2t donde t es un numero entero. Luego

2h? = 4¢?

Cancelando el factor 2 en ambos miembros se llega a la conclusion de que b? es par y por lo
tanto b debe ser par. Luego hemos demostrado que tanto a como b son pares. Esto contradice
la hipotesis de que son enteros primos relativos. Si llegamos a una contradiccion es por haber
partido de hipotesis falsas. Luego v/2 es irracional.

Usando argumentos similares se puede demostrar la generalizacion de lo anterior.

Teorema 1.3 Sip es un nidmero primo, entonces \/p es un nimero irracional

Demostracion ( Ejercicio).

El teorema anterior proporciona una infinitud de nameros irracionales v/2, v/3, v/5, ... que
se pueden formar con las raices cuadradas de los niimeros enteros. ; Habran mas ntmeros
irracionales, aparte de estos? Una posibilidad seria hacer combinaciones de sumas y produc-
tos de ellos.

Desafortunadamente, los irracionales no forman un conjunto cerrado bajo las operaciones
habituales de suma y producto. Por ejemplo V2—+/2 = 0 es un racional. [gualmente V22 =
2 es racional.
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Teorema 1.4 Si« es un numero iracional y r es un racional, entonces los siguientes nimeros
son irracionales

1. axr

2.

22 2= R

5.

B

Demostraciéon( Ejercicio)

Seguidamente daremos un método para hallar niimeros irracionales, como raices de poli-
nomios

Definicion 1.5 Un Polinomio con coeficientes enteros o Polinomio Entero, es una ex-
presion del tipo
P(z) = ap2™ + ap_12™  + ...+ a1z + ag (1.2)
donde los a; son niumeros enteros, llamados los Coeficientes.

Una raiz de un polinomio P(x) es un ntmero «, tal que
P(a) = a,a” + an10" ' Faat+ag=0

. a . . . . .
Teorema 1.5 Sir = — es una raiz racional del polinomio 2.9 entonces a es un divisor de ag

b

y b es un divisor de a,,.

Demostracién
En primer lugar supondrems que a y b bo tienen factores primos en comin. Se tiene la
relacion

-1 -2
o (anoz” +ap_1a" "+ + al) = —ayp
Podemos hacer todos los términos enteros en la ecuacion de arriba multiplicando por b,
se tiene entonces que
a-k=—aph",

donde k£ es un numero entero.
Luego a es un divisor de ay.
Por otro lado

1
apa” = —(a, 1" 4+ ...+ aja+ ap)
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multiplicando esta exprsion por " nos da

apa™ = —b(s),

donde s es un nimero entero. Luego b divide a a,,.

Sabemos que todo ntimero racional, al escribirlo en la forma decimal, los digitos a la de-
recha de la coma son finitos o bien infinitos periédicos. Es decir hay un bloque de niimeros
que se repiten infinitamente.

Una carcaterizacion importante de los niimeros irracionales es la siguiente: Al escribir su
representacion decimal, después de la coma vendré una sucesion infinita sin ningtn patréon
de repeticion.

Por ejemplo el niimero que se me acaba de ocurrir
a = 23,341010010001000001000000100000001........

es irracional, pues a medidas que nos alejamos hacia la derecha el nimero de ceros aumenta.
Anadimos un cero en cada paso. j Puede Ud. cosntruir otro irracional usando patrones no
periddicos?

Definicion 1.6 El conjunto de los nimeros Reales, denotado por R, es igual al conjunto
de los irracionales, unido al conjunto de los irracionales

En este conjunto se definen dos operaciones de suma y producto, de manera axiomatica,
que satisfacen los axiomas de cuerpo. También tendremos en R los axiomas de orden . Ade-
mas R contiene a () como subcuerpo.

Por los momentos, la forma de construir los ntimeros reales, deja mucho que desear, pues
lo que hemos hecho es unir dos conjuntos de ntimeros de naturaleza distinta; racionales e
irracionales. Mas adelante se verd una conexion mas armonica y logica entre ellos. Para lle-
gar a tal punto necesitamos el concepto de limite d euna sucesion de nimeros irracionales.
También es necesario incorporar un nuevo axioma, el Axioma del Supremo que establece

Axioma del Supremo
Todo conjunto de ntmeros reales distinto del vacio, acotado superiormente posee un su-
premo.
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1.3. Aproximacién de irracionales

Los ntimeros irracionales se pueen aproximar por racionales con un grado de precision tan
grande como se desee. Por ejemplo

V2 ~ 1,41421356237....

lo podemos aproximar por los racionales

=1
14
10
141
~ 100
1414
1000
14141
rs = ———

~ 10000

T2
rs

Ty

POdemos preguntarnos entonces: ;Cuan cerca estaran estos valores aproximados de /2 al
valor verdadero? El lector puede observar que la diferencia entre el racional r,, y v/2, se hace
més pequena a medida que n aumenta de tamano. Concretamente, se tienen las acotaciones

o —m] <1
oo — ry| < 0,1
la —r3| < 0,01

la —ry| < 0,001
la — 75| < 0,0001

Este tipo de fracciones con denominador de la forma 10" son bastante grandes y algo
incomodas de manejar. Es posible elegir fracciones con un denominador predeterminado,
como veremos en el siguiente

Teorema 1.6 Sea o un irracional y n > 0 un entero. Entonces existe un entero m > 0 tal
que
‘ m - 1
a —_ — —
n 2n
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Demostracién
Por la propiedad Arquimedeana de los nimeros reales, existe un entero m > 0 tal que

(m—1) <na<m

Entonces afirmamos que la distancia desde na a alguno de los dos enteros consecutivos
m—1y m debe ser menor que 1/2. En efecto, si suponemos que las dos distancias son mayores
que 1/2, tendremos

1:(m—na)+(na—(m—1))>%—F%:l

lo cual es imposible. Luego podemso asumir que na estd mas cercano a m y por lo tanto se
tiene

1
|m —na| < 5 (1.3)

Notese que en esta discusion hemos descartado los casos

1 1
]m—na]:§ Yy |n04—(m—1)\:§

pues na es un irracional.

Finalmente, podemos dividir entre m en la ecuacion 1.3 para obtener el resultado buscado,
cual es

o — —

‘ m<1
n on

Estudiamos ahora con cierto detalle a otra aproximacion a V2 siguiendo un método
completamente distinto, proveniente de la Teoria de Nuimeros. A fin de comparar la potencia
de este método , se pueden pisar un par de teclas en una calculadora para obtener su expresion
decimal, la cual siempre sera aproximada. Asi pues

V2 ~ 1,41421356237....

Para calcular estas aproximaciones usaremos el Método de las Fracciones Continuas,
que nos permitira obtener una sucesion de fracciones que se aproximan a V2, con tanta pre-
cisién como se desee.

Comenzamos por observar que

V2 = 14+ (WV2-1)

+
1++2
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Esta relacion permite calcular los valores aproximados de v/2 mediante un método ite-

rativo. Iremos aproximandonos mediate una sucesion de racionales rq, 79,73, ..

. que se van

generando de manera recursiva. La primera aproximacion sera tomar la parte entera de /2
y por lo tanto el primer término de esta sucesion serd r; = 1 . Para elegir el siguiente usamos

la formula recursiva

(1.4)

(1.5)

(1.6)

. 1 247,
’]"n = =
“ 1+r, 147,
Hagamos
Dn
Tp = —
dn
con p, v ¢, nimeros enteros, una sucesion de racionales. Tendremos la férmula de iteracion
Pn+1 _ 2 +pn/QH _ 2%1 +pn
4n+1 I+ pn/Qn Gn + Dn

Comenzamos con los valores iniciales p; = 1, ¢ = 1. Este valor inicial de ry = 1 | se
introduce en la formula de arriba para calcular 7, el cual nos da la aproximacion ry = 3/2.

Podemos calcular los primeros diez términos para r;, en la siguiente tabla

D pn |G | Po/n U

1 |1 1 1 1

2 |3 2 3/2 1.5

3 |7 5 7/5 1.4

4 117 |12 | 17/12 1.416666

5 141 |29 | 41/29 1.413793103
6 199 |70 |99/70 1.414285714
7 1239 | 169 |239/169 | 1.414201183
8 | 577 | 408 |577/408 | 1.4142156862
9 | 1393 | 985 | 1393/985 | 1,41421319
10 | 3363 | 2378 | 3363/2378 | 1.4142139797

Se puede deducir de la tabla, de manera empirica, que la sucesion {r,} converge a V2.

Sin embargo es necesario dar una demostracion formal de este hecho.

La demsotracion la dividimos en dos partes. En primer lugar demostramos que la sucesion
es convergente y que por lo tanto el limite

existe.

En segundo lugar probaremos que el limite es exactamente v/2, esto es
lim r, = V2

lim r,
T—r00

T—00

Para demostrar la existencia del limite nos apoyamos en el siguiente resultado teorico, el

cual se basa en la completitud de los ntimeros reales:
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Teorema 1.7 ( Cauchy)

» Toda sucesion de nimeros reales mondtona creciente y acotada superiormente posee un
limate
s Toda sucesion de numeros reales mondtona decreciente y acotada inferiormente posee

un limite

Demostraremos que r, es acotada tanto inferiormente como superiormente. Para todo
entero n se tiene que p, > 1y g, > 1, por lo tanto

2q, + pn
< n TP <
Pn Tt Gn

1 2

y luego 1 < r, < 2, para todo n > 1.

La sucesion r, no es mondtona reciente ni decreciente. Sin embargo ella estda formada
por dos sucesiones monotonas: la de los términos pares es decreciente y la de los pares es
creciente, como se verd a continuaciéon. Pero antes necesitamos un resultado intermedio

Teorema 1.8 Para todo n > 1 se tiene

Prnt2Gn — Qni2Pn = 2 - (_1)n+1

Demostracion

Haremos la prueba por inducciéon sobre n. Para n = 1 el resultado es cierto, pues p3q; —
qsp1 = 7 — 5 = 2. Supongamos que para n — 1 el resultado sea cierto y probaremos que se
cumple para n. Entonces

Prt2@n = GnioPn =  (20n1Pn41)(@no1 + Pno1) = (Pni1 + Gni1)(2¢n—1 + pa1)
= 2¢n+1Gn-1 + 2¢nt1Pn—1 + Prt1Gn-1 + Pnr1Pn-1
—2Pn11qn-1 — Pnt1Pn—-1 — 2qn41Gn—-1 — Gni1Pn—1
= Gn+1Pn-1 — Pn+1dn—1
(=1)(hs19n—1 = @ns1Pn—1)
(=1)2(=1)"

2(—1)"*!

Dividiendo entre ¢, 2@, en la relacion anterior, tendremos

2(—1)"

n+24n

Tnyo — Tp =

Luego la sucesion de los términos impares escreciente y la sucesion de los términos pares
es decreciente. Ambas sucesiones estan acotadas, como ya ha sido verificado. Por el Teorema
de Cauchy las dos sucesiones convergen a un limite. POdemos hallar el valor de este limite,
independientemente de cual sucesion estemos cosiderando. . Sea
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L= lim r,

T—r 00
Usando la relacion.2.11 se obtiene
2+ L
L=—
1+ L
0 sea
L*+L=2+1L

y por lo tanto

L=+"2

Ejercicios

1. Demuestre que toda sucesion de nimeros reales mondtona creciente y acotada supe-
riormente posee un limite

2. Demuestre que entre dos ntimeros irracionales, existe siempre un nimero racional.
3. Hallar una sucesiéon de fracciones que converja hacia m

4. Generalize la técnica de aproximacion a /2, para el caso /D, donde p es cualquier
entero positivo que no sea un cuadrado perfecto. Comience tomando el primer término
r1 = [/p], la Parte Entera del niimero.
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1.4. Numeros algebraicos

Definicion 1.7 Un cuerpo F se dice una extension de un cuerpo K, si K C F y ademds
K es un subcuerpo de F'.

Definicion 1.8 Sea I una extension de K. Un elemento o € F se dice algebraico sobre
K si a satisface una ecuacion polinomial

fla)=a,a"+---+aa+ay=0 (1.7)
con a; € K.

Observacion Si «a es algebraico sobre K, entonces a puede ser raiz de muchos polinomios
con coeficientes en K, y entonces el polinomio f en la definicién anterior no es tnico.

Sin embargo hay un polinomio especial, entre los polinomios que anulan a «, que merece
particular antencion.

Definicion 1.9 Sea « algebraico sobre K. Entonces el polinomo minimal de «, es el
polinomio monico, de grado minimo que anula a .

Observacion Si f(z) es el polinomio minimal de «, entonces f(z) es irreducible sobre
Q. Si f(x) es reducible entonces f(z) = p(x)q(z), y entonces ambos polinomios p(z) y q(z)
son moénicos. Ademas alguno de ellos anula a « y esto contradice la minimalidad de f(x).

Ejemplo 1.3 Sea o = 1++/2, el cual es algebraico sobre Q. El polinomio minimal de o viene
dado por:

flr) =2 -2z -1

Definicion 1.10 Sea « algebraico sobre K. Entonces diremos que « es algebraico de grado
n, st el grado del polinomio minimal de o es n.

Ejemplo 1.4 El nimero irracional o = 1 + /2 es algebraico de grado 2.

Veremos ahora, a partir de un ejemplo concreto, coémo se puede construir un nuevo cuer-
po, usando el cuerpo base () y un elemento algebraico a.

Consideremos el nimero irracional v/2, el cual no pertenece al conjunto de los Racionales
Q. Ciertamente, v/2 es un namero algebraico sobre @, de grado dos, con polinomio minimal
p(z) = 2% —2

Definimos ahora
Q(vV2) = {a+bvV2| ayb son racionales}

Dentro de este conjunto se definen dos operaciones, suma y producto de la forma siguiente:

(a+bV2) + (c+dV2) = (a+c)+ (b+d)V2,
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(a+bV?2) - (c + dv2) = (ac + 2bd) + (ad 4 bc)V/2

Entonces el lector puede verificar facilmente que este par de operaciones son cerradas y
satisfacen las leyes conmutativas, asociativas y distributivas. Ademas 0 = 04+ 0v2 y 1 =
1+ 0v/2 y son los elementos neutros para la suma y el producto, respectivamente. Por otro
lado, el opuesto de a + by/2 es el elemento —a — by/2, el cual pertenece a Q(\/ﬁ) Finalmente,
proaremos que todo eelemento no nulo de Q(\/ﬁ) posee inverso bajo el producto. En efecto
si a4+ bv2 = 0, entonces tenemos la relacion

(a+bV2) - (a—bV2) =a® — 2b° (1.8)

Notese que el nimero racional en el lado derecho de la ecuacion es distinto de cero. Caso
contrario se tendria a? = 2b%, con lo cual a /b= \/5, siendo esto es una contradiccion.

Podemos entonces dividir el segundo factor en la ecuacion 1.8 y se tendréa

(a+b\/§)-ﬁ(a—b\/§):1

Hemos entonces probado que el conjunto Q(ﬂ) satisface todas las propiedades de un
cuerpo. Este se llama el Cuerpo Cuadratico generado por v/2 sobre los racionales.
Son faciles de verificar un par de hechos

1. Q(ﬂ) contiene a () como subcuerpo.

2. Q(+/2) es un espacio vectorial sobre @ de dimension 2.

Definicion 1.11 Sea F' una extension de K. La dimension de F' como espacio vectorial sobre
K, se denomina grado de la extensiéon de F sobre K, y se denota por [F : K].

Si el grado de la extension F' sobre K es finito, diremos que F' es una extension finita

de K.

Teorema 1.9 Sea « algebraico sobre K de grado n. Entonces el grado de K(a) sobre K es
n.

Demostracién Sea f(x) = 2" + a, 12" + -+ + ayx + ag el polinomio minimal de a,
el cual es irreducible, y consideremos el Dominio de Integridad K[«], formado por todas las
expresiones del tipo:

meém+"'+blOé+b0
donde b; € K.

Notemos que « satisface el polinomio f(x) y por lo tanto

" = —(a,_ 10"+ +aja + ag
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Esta ultima expresion, nos permite reducir toda potencia de « de grado n o superior, a
una combinacion lineal de los elementos o™, ..., «, 1. Luego

Klo] = {by1a" ™+ +bia+by- 1| b € K}

Afirmamos ademéas que K[a] es un cuerpo, para lo cual probaremos que todos los inversos
de los elementos de K[a] estan en K|a.

En efecto, sea t = b, 10" '+ --+bja+by un elemento en K[a] distinto de cero. Entonces
el polinomio g(x) = b,_12" '+ - ~+byz+by es primo relativo con f(z), pues f(z) es irreducible
y f(z) no divide a g(x). Luego existen polinomios ¢(z) y s(z) en Q[z], tales que

f(x)q(z) + g(z)s(z) = 1

Sustituyendo esta expresion en el valor de z = «, tenemos

fl@)g(a) + g(a)s(a) =1

Teniendo en cuenta que f(a) = 0, se deduce

O sea

lo cual implica que ™ = s(a) € K|al.

Por lo tanto, hemos probado que k[a] es un cuerpo y su cuerpo de cocientes es igual a si
mismo. Por lo tanto K (a) = K|a].

Para finalizar mostraremos que los elementos 1, a, ..., a" ! es una base de K () sobre K.
Para probar esto, s6lo nos falta verificar que estos elementos son linealmente independientes.

Supongamos que

Cod '+ +Cla+Cy-1=0
para algunos elementos C; € K.

Luego el polinomio f'(z) = C,,_12" ' + -+ Cix + Cy es de grado menor que el grado
de f(z) y ademas anula a a. Esto contradice la minimalidad de f(z) y por lo tanto C,,_1 =

Chg=--=0C=Cy=0.

Los elementos {1,q,...,a" '} forman una base de K(«) sobre K y por lo tanto

[K(a): K]=n

Con esto se da fin a la prueba.

Ejercicios
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1. Demuestre que Q(3 + 5v/2) = Q(v/2)
2. Demuestre que Q(v/3 # Q(v/2

3. Si « es una raiz quinta de la unidad, demuestre que el grado de Q(«) sobre @) es igual
a 4.
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1.5. Extensiones de Cuerpos

El caso tipico de una extension del cuerpo Q, consiste en un cuerpo de la forma Q(«),
donde « es raiz de un polinomio p(z) irreducible en Qz]. Dichas extensiones son cuerpos
que estan dentro del cuerpo de los niimeros complejos, y contienen a ) como subcuerpos. La
forma de construirlos, depende del polinomio p(x) y de la raiz «

Ejemplo 1.5 El cuerpo C de los nimeros complejos es una extension finita del cuerpo R de
los nimeros reales.

Definicion 1.12 Sea K un cuerpo y « un elemento en una extension de K. Entonces el
cuerpo engendrado por a sobre K, denotado por K(«), es igual a la interseccion de
todas las extensiones de K que contienen a .

Observacion Es claro que la definicion de arriba tiene sentido, pues si «a esté en una extension
F| se tiene que K(a) C F.

Por otro lado, es facil probar que la intersecciéon de cualquier ntimero de cuerpos es un
cuerpo.

Si K es un cuerpo, F' una extension de K y « € F, sea K[a] el subanillo de F' formado
por todas las expresiones polinomiales en K.

fla) =a,a" + -+ a1+ ag (1.9)

donde a; € K.

Entonces K|[a] es un Dominio de Integridad que contiene a K y al elemento «.
El cuerpo de cociente de este Dominio de Integridad, formado por los cocientes de las
expresiones del tipo (1.9), lo denotamos por U,

Es claro entonces que U, es una extension de K que contiene a «, y por lo tanto esta
contenido en K(«). Por otro lado, si L es una extension de K que contiene a «, entonces
debe contener todas las expresiones del tipo a,a™ + --- + aya + ag. Como L es un cuerpo,
se tiene que L contiene todos los cocientes de dichas expresiones y por lo tanto L contiene a
U,. Luego U, y K(«) son la misma cosa. Hemos demostrado entonces

Proposicién 1.1 Sea K un cuerpo y o un elemento en una extension de K. Entonces K (o)
consiste en todas las formas racionales

—

(@)

a)

e
—~

donde f(a),g(a) estin en K|o] y g(a) # 0

Teorema 1.10 Sea K un cuerpo y K(a) una extension finita de grado n. Entonces o es
algebraico de grado n sobre K.
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Demostraciéon Consideremos los elementos 1, o, o2, ..., @™ en F(a). Puesto que la dimensién
del espacio K («) sobre K es n, estos (n+1) elementos son linealmente independientes. Luego
existen elementos ag, ay,...,a, en K, no todos nulos, tales que

a4+ - +aja+ag-1=0

Luego «a es algebraico sobre K. El grado del polinomio minimal de o es menor o igual a
n. Si suponemos que el grado de este polinomio es m < n, entonces por el teorema anterior
se deduce [K(«) : K] =m < n, lo cual es una contradiccion. Luego « es algebraico de grado
n.

Nuestro préoximo paso seré probar que el conjunto de los elementos algebraicos sobre un

cuerpo K, es un cuerpo. Antes necesitamos el siguiente resultado.

Proposicion 1.2 Sea K un cuerpo y F una extension finita de K. Sea L una extension finita
de F. Entonces L es una extension finita de K y ademds: [L : K] = [L: F|[F : K].

Demostracion Sea [F': K] =ny [L: F] =m. Sean {z1,...,7,} una base de F’ sobre K, y
{¥1,.-.,Ym} una base de L sobre F.

Probaremos que {z;y;} 1 <i<mn, 1< j <m, es una base de L sobre K.

Sea [ € L. Entonces existen elementos [y,...,[,, en F, tal que
l=lyr+ -+ lnym (1.10)
Como los [; estan en F', para cada [; existen elementos k;; € K, tales que
l; = kpxi+ -+ kijpx,, paratodo 1<i<m (1.11)
Sustituyendo estos valores de [; en la expresion (1.10) obtenemos
l=knzy + -+ k1Y + - F kinznyn + -+ Kpn T Yn

Luego los elementos {x;y;} son un conjunto de generadores de L sobre K.

Supongamos que para algunos elementos a;; en K, 1 <1i <n,1 < j < m, no todos nulos,
se tiene

(anmiyr + -+ @ T1Ym) + - F (@1 TpY1 + - F G TpYm) = 0

Luego reagrupamos estos elementos para obtener

(a1121 + agrza + -+ + ap1xn)n + -+ (@@ + -+ G @n)Ym =0

Como z; € F' paratodo 1 <i<nya; € K CF,setiene que los elementos

Cj = aijoy + - - + apjTn, I<j<m
estan todos en F', pues F' es un cuerpo.

Luego se tendra la combinacion lineal
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Cin+ -+ Cym =0

Como los vy, ...,y son linealmente independientes sobre F', se deben anular todos los
C;. Por lo tanto

Cr,=0, paratodo 1<k<m

O Sea

a1;T1 + -+ apjx, =0, 1<73<m

Notese que los a;; estdan en K y los elementos z1, ..., x, son linealmente independientes
sobre K. Luego se deduce de esto que a;; = 0 para todo 1 <7 <n,1<j <m.

En conclusiéon hemos probado que el conjunto {z;y;} constituye una base de L sobre K,
la cual tiene m.n elementos. Luego [L : K] = m.n. Con esto queda probado la proposicion.

Teorema 1.11 Sea K un cuerpo, y F una extension de K. Entonces el conjunto de elementos
de F' que son algebraicos sobre K es un subcuerpo de F'.

Demostracion Sea A el conjunto de los elementos de F' que son algebraicos sobre K. Para
probar que A es un cuerpo basta tomar un par de elementos cualquiera a y b en A, y
demostrar

i) a £ besta en A
i) ab esta en A
ii) a/b esta en A, si b# 0

Sea T'= K(a) y L = T(b). Entonces a € L y b € L. Por ser L un cuerpo se tiene que
atbeL,abe Lya/be L,sib#0.

Luego [K(a+0b): K| <[L:K|=[L:T]|T: K]
Ahora bien, como b es algebraico sobre K, de grado n, digamos, entonces b es algebraico
sobre K(a), de grado < n. Luego
[L:T]=[T(): K(a)] <n

Sabemos también que a es algebraico sobre K, de grado m digamos. Luego
[T:K|=[K(a): K]=m
Por lo tanto

[K(a+0b): K] <m.n

Luego K (a+ b) es una extension finita de K, y por el teorema 1.10, se tiene que a + b es
algebraico sobre K. De igual forma se prueba que los elementos a—b, ab y a/b son algebraicos
sobre K.




Capitulo 1. Los tres problemas 23

1.6. Solucién a los tres problemas

Desde el punto de vista del Algebra podemos preguntarnos, si se tiene un cuerpo K
., Cuales numeros son construibles partiendo de K?.

En primer lugar, medante la construcciéon con regla y compés, se pueden hallar puntos en
el plano que resultan ser intersecciones entra rectas y circunsferencias. Estas intersecciones
nos conducen a sistemas de ecuaciones lineales y cuadraticas. Con las ecuaciones lineales
no podemos salir del cuerpo base K. Sin embargo, las cuadraticas permiten crear nuevas
extensiones como veremos adelante.

Supongamos que tenemos a un gedémetra bien sentado frente a su mesa de trabajo con
suficiente papel blanco, equipado de lapices, una regla y un compas. Este hombre quiere
construir el nimero w con esos elementos de trabajo. Se le impone la condiciéon de considerar
como cuerpo de partida los nimeros racionales (). En un primer paso obtendra un ntmero
a; el cual es solucién de una ecuaién cuadratica

2 +br4+c6=0

Si «y es racional entonces no habremos salido del cuerpo base. Si por el contrario, a; =
a + by/s1 es un irracional, entonces este nimero se encuentra en la extension finita de grado
dos Q(y/57)

Para el paso siguiente, nuestro hombre podréa partir del cuerpo Q(,/s1) y realizar una
nueva operacion de regla y compés. Entonces, posiblemente obtendra una ecuacién cuadraa-
tica, cuya solucién serd u irracional oy = a' + b'y/s5 el cual puede estar fuera del cuerpo de
partida. Es evidente que el grado de esta nueva estension sobre Q(,/51) es 2. Ademas, es facil
verificar que el grado de Q(/s2) sobre @ es igual a 4.

Continuando de esta manera, si nuestro gedmetra termina exitosamente su trabajo y nos
da una construccion con regla y compas de w, se habra generado una torre de extensiones de
grado 2" de Q.

Q C Q(O(l) C Q(Oél,OéQ) cC...C Q(Oél,OéQ, .. .Oén)

donde w € Q(aq, g, . .. av,)

Observacion La extension Q(aq, s, . ..q,) es una extension finita de @ de grado 2" .
Esto implica que w satisface un polinomio de grado 2" con coeficientes en Q).

Hemos demostrado entonces el siguiente

Teorema 1.12 Todo nimero construible es algebraico. Mds precisamente: Si el numero w es
construible sobre () entonces es algebraico sobre (Q y ademds satisface

[Qw): Q] =2"
para algin n > 0.

La pregunta natural que podemos formular ahora es la siguiente: ; Habran ntmeros
alebraicos que no sean construibles? La respuesta es Si.
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Ejemplo 1.6 FEl nimero a = c0s20° es un nimero algebraico el cual no es construible.

Para demostrar este hecho, notemos la identidad trigonométrica

c0830 = 4cos>0 — 3cosh

Poniendo 6 = 20° y sabiendo que C'0s60° = 1/2 tendremos la ecuacion para a,

40® — 3 =1/2,

Por lo tanto « es una raiz de la ecuacién polinomial ctubica

2 —6xr—1=0

y por lo tanto es algebraico sobre Q).

Sin embargo este polinomio es irreducible sobre el cuerpo de los nimeros Racionales (
Ejercicio). Por lo tanto el grado de la extension de Q(«) es 3, el cual no es una potencia de
dos. De acuerdo al teorema anterior, a no puede ser construible.

Este ejemplo demuestra la imposibilidad de dividir el &ngulo de 60° en tres partes iguales
usando regla y compas, uno de los tres problemas famosos de la antiguedad.




CAPITULO 2

METODOS ANALITICOS

2.1. El Nimero de Euler

En otra de las caras de la Pirdmide de Samarkanda los arqueblogos encontraron los versos
de arriba. Habia uno entre ellos bastante sagaz, especie de Indiana Jones, que se destacaba
por su habilidad para descifrar cédigos secretos. Construyéun ntimero algo extrano, contando
las letras de cada palabra y colocando un punto después del primer nimero. El resultado fue
algo familiar

e = 2,7182818284...

Este es el Numero de Euler, considerado por algunos como el méas importante de toda la
matemaética. En estas notas contaremos algunas de sus propiedades, pues se llevaria un vo-
lumen completo escribir todo lo que se sabe sobre él.

Comenzamos nuestra aproximacion desde el campo de las funciones reales.

Definimos la Funcién Exponencial como la serie de potencias

e’ = Z(x—' (2.1)

00
k=0

Para probar que dicha funcién esta bien definida, debemos probar en primer lugar que la
serie de arriba converge, para todo valor de x.

Recordemos la definicién de convergencia de series.

Definicion 2.1 Se dice que la serie de nimeros reales

25
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oo

D>_an

n=1
es convergente, si a partir de un valor de n grande, la suma de los ultimos términos se va
haciendo arbitrariamente pequena. Fsto es

oo
lim g a, = 0.
k—o0

n==k

Probar la convergencia o no de una serie, usando directamente la definicién, puede ser
muy complicado. Por eso existen criterios de convergencia, que facilitan este trabajo.

Recordemos el Criterio de Convergencia del Cociente

Teorema 2.1 Sea la serie

oo
> an
n=1

con a, > 0 y supongamos que

, CLn+1
lim

n—00 (y,

Sir <1 la serie converge.

Teorema 2.2 Si x es un numero real , entonces la serie

()*

k!

o0
e’ =

k=0

Converge.

Demostracion Se tiene en primer lugar el caso especial = 0 en le cual la serie es conver-
gente a 1. Sea ahora = > 1. Entonces

(x)k—l-l

|

lfm gy L
n—»mo0 (A, n—a:oo T
k!
I L

= lim —

— 0

Entonces basta aplicar el criterio anterior para demostrar la convergencia.

Si una serie es convergente, entonces la sucesion de sus términos, necesariamente converge
a cero. Luego tenemos un resultado importante
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Corolario 2.1 Si x es un nimero real positivo

n

lm a, = lim — =0

Si x < 0 entonces en la serie 2.9 se alternan los términos positivos y negativos. Esto es

— (D)
— Rl

e’ =

k=0

con y = —x.

Daremos ahora otro criterio de convergencia, para series de términos con signos alternados

Teorema 2.3 Criterio de Leibniz.

St la sucesion a,, es monotona decreciente y ademds

lim a, =0
n—>o0

Entonces la serie

Z(_l)n+1an

k=0
es convergente
Estamos ahora en posicion favorable para dar la segunda parte de la desmotarcion del

teorema. En efecto, si x es ntimero real negativo, hacemos x = —y con y > 0. Por la propiedad
Arquimedeana de los ntimeros reales existe un entero postivo n, tal que y < n+1 . Entonces

tenemos
oYy Yy
T+l (n+1)nl onl

Luego se tendra

LS @) @ & (—L)E(y)
= Tt T
k=0 k=0 k=n-+1

El primer sumando del lado derecho es una suma finita y por lo tanto representa un niimero
real. El segundo sumando es una serie infinita,la cual es convergente por el criterio de Leibniz.

Con esto damos fin a la demostracion del Teorema 1.2.

Seguidamente pasamos a revisar una serie de propiedades interesantes de la funcion ex-
ponencial f(x) = e®, que se derivan de su desarrollo en serie.

1. eV =1
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2. El Numero de Euler, el cual es la base de los logaritmos Neperianos satisface

f)=e
3. La funcion exponencial f(z) posee derivadas de todos los érdenes.
4. f(0) =1

d
5. Como —e* = e”. La funcién exponencial satisface la ecuacion diferencial

dx

d
(@) = f(a).
6. Para x e y numeros reales e*™¥ = %Y

Ella es la tinica funciéon de variable real con estas propiedades.

Para la segunda propiedad podemos calcular el valor aproximado del ntimero e, usando

=1
GIZE
k=0

las sumas parciales de la serie.

Hagamos

Sp=1+1+1/241/6+...+1/n),

para n > 0.

Calculamos los primeros 8 valores de S, y los organizamos en una tabla. Notese la buena
velocidad con la cual los términos de la serie convergen al valor real.

Sn

2

2.5

2.66666
2,7083
2,716
2,71805
2.71825396
2. 71827876

0~ O U WS

La propiedad 5 nos dice que la funcién exponencial transforma sumas en productos,
comportandose como una potencia de un ntmero real con exponente entero.
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Teorema 2.4 Si z e y son numers reales, entonces

ex+y — ex . ey

Demostracién

Desarrollaremos en serie ambas expresiones. Es claro que el producto de dos series de ni-
merso reales es otra serie de ntimeros reales. Para demostrar la igualdad de arriba, probaremos
que las dos coinciden en en término enésimo. Esto es, si se tiene

6x+y — iw — iann
k=0 w k=0
y
o= (R5r) (B0r) %
k=0 k=0 k=0

entonces debemos demostrar «,, = (,,. Pero esto es cierto, pues

o — &Y
n!
_at+ (?)x”‘{y#— S (’,;‘)x”_kyk +. o Fy"
N n!
" xn—l xn—k,yk: yn
S i AR
T e s IRy B !
= Bn

Figura 2.1: La funcion f(x) = e®

Esta constante e aparece en conexiéon con los nimeros complejos, mediante la relacion
maravillosa




Capitulo 2. Métodos analiticos 30

¥ = cosf 4 isend (2.2)

donde el lado derecho representa un ntimero complejo en el circulo unitario de angulo 6.
Dicha férmula se conoce con el nombre de Formula de Fuler en honor a Leonhard Euler,
quien la descubrié cerca de 1740.

Las series de potencia de sen 6 y cos 6, se pueden obtener por medio del Teorema de Taylor
del calculo diferencial. Tenemos también la posibilidad de calcular estas series, trabajando de
manera formal. Sobre las funciones seno y coseno, apenas conocemos los valores para 6 = 0.
Asi pues

sen(0) = 0
cos(0) = 1

Luego las series de potencias respectivas seran

senf = a1f+axf0*+---+a,0" +--- (2.3)
cos = 14+b0+b0*+ - +0,0"+--- (2.4)
Recordemos que la funcién seno es impar, es decir sen(—6) = —senf, luego podemos

igualar sus series respectivas y comparar los coeficientes para obtener

aq = aq
a9 = —Q2
as = as

De aqui se deduce que todos los coeficientes de las potencias pares son cero. Luego (2.3)
se puede escribir

senf = a19 + CL393 + CL505 + -+ a2n+192”+1 + e (25)

También, la funcion coseno es par, es decir cos§ = cos(—6) y por lo tanto los coeficientes
de las potencias impares son todas nulas. Luego se tiene el desarrollo en serie para el coseno

COSQI1+b202+b494—|—"'+b2n¢92n+"' (26)

Para calcular el valor de los coeficientes a; en (2.5), derivamos la serie del seno y la

d
igualamos a la del coseno pues 0 senf = cos 6.

De aqui obtenemos que a; = 1.
Una segunda derivacion de la serie (2.5) produce




Capitulo 2. Métodos analiticos 31

d2
02 senf = —sen 6
Luego
d2
gz e = 2-3as6+5-dast’ + - + (2k + 1)2kaz 20" + -

= —ale — a363 — e — agk_ltgkil —_ ..

Igualando los coeficientes de las potencias del mismo orden nos da

“ T 93

% = 54
a _ —a2k—1
2k (2k +1) - 2k

Esta sucesién de recurrencia nos da los valores:

-1 1 (—1)*

a3 =

Luego la serie del seno de 6 es

03 0°

Haciendo el mismo tipo de anélisis para la serie del coseno nos da

62 o
0059:1—5—1—1—---
Volvamos ahora al desarrollo en serie de potencias de e**, y pongamos k = i, x = 6.
Luego nos queda

(i0)*  (i0)° (i0)"
o Ty Tt
9z g3

= 1"’@6_5_25—’_"'

e’ = 140+ + .-
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Olvidando por los momentos el problema de la convergencia, podemos hacer un reorde-
namiento de esta ultima serie para obtener

2 4 3 5
e? — (1_e_+6_+...)+¢(6+%—%+---> = cosf + isenf

Al menos heuristicamente, hemos probado la formula de Euler. Bastaria dar un toque final
de rigurosidad a nuestros métodos, probando la convergencia de ambas series para cualquier
f namero real.

La formula de Euler permite usar una notacién més corta para expresar los nimeros
complejos. Si z es cualquier complejo, se tiene la representacion polar

z = |z|(cos @ +isen)

luego podemos hacer
z = |z]e?

Ejemplo 2.1 Supongamos que queremos calcular sen 30 y cos 36.

Tenemos entonces

cos30 +isen3dd) = e = (ew)3 = (cos@ +isend)?
= cos® 0 + 3 cos® fisen  + 3 cos 0i* sen” 0 + i* sen® 0

= (cos® — 3cosfsen®f) + i(3 cos* fsen — sen” )
Igualando partes reales e imaginarias nos quedan las formulas

cos30 = cos®f — 3cosfsen?d

sen3f = 3cos’fsenh — sen’d
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2.2. El poder del Analisis

El estudio profundo de la naturaleza

es la fuente mas abundante

para los descubrimientos matem dticos.
Joseph Fourier

Jean Baptiste Joseph Fourier ( 1768- 1830) fue un cientifico natural, cuya area principal
de investigacion fue la Teorfa del Calor. En sus estudios d elas ecuaciones diferenciales,
Furier hace uso d elas series trigonométricas, que habian sido estudiadas por L. Euler y D.
Bernoulli.Desarroll6 un método para demostrar que todas las funciones continuas se pudene
expresar como una serie d etérminos trigonométricos, las llamadas Series de Fourier.
Usando métodos del Analisis demostré algunos hechos importantes sobre los ntimeros reales.

Teorema 2.5 ( Fourier ( 1815)) El nimero e es irracional

Demostracion
Recordemos que la funcién exponencial posee un desarrollo en serie de potencias conver-
gente

B 1
Op = g

k=0

y
|
k=n-+1
Luego

nlbe = nla

El lado derecho de esta ecuaciéon es un nimero entero. En el lado izquierdo tenemos

nlbe = nlbo,, + nlbp,,

siendo el primer sumando un nimero entero.
Afirmamos que el segundo sumando es un racional menor que uno. Pues
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1 1
n+1+(n+1)(n+2)+(n+1)(n+2)(n+3) o)

Sin embargo, esta serie la podemos acotar usando la serie geométrica. Esto es

nlbp, = b(

1 1 1 1
< + +
n+1 n+1l (nm+1)n+2) (n+1)(n+2)(n+3)
R SRS S
n+1) (n+1)2 (n+13 7 n

Por lo tanto
nlbp,

no puede ser un entero, lo cual es una cotradiccion.

El matemaético francés Laplace ( 1749- 1827) fue uno de los grandes fundadores de la
Teoria de las porbabilidades: a partir de 1774 escribi6 una gran cantidada de ensayos sobre
este tema. El fue el primero en demostrar que el area bajo la curva de probabilidad es igual
a la raiz cuadrada de Pi. En su trabajo FEssai philosophique des probabilités demuestra la
formula

/ e dy = VZ3

[e.9]

Es decir, /7 se puede interpretar como el area debajo de la gréfica de la funcion positiva

f(e= ( Ver la figura)

Figura 2.2: la funcion f(z) = exp(—x?)

Laplace también fue el inventor del método de las transformadas ( que llevan su nombre)
para resolver ecuaciones difereniales. Nos interesa estudiar la Transformada de laplace de un
polinomio

I(t) = /0 et )

donde t es un namero complejo y f(u) un polinomio con coeficientes complejos.
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Integrando por partes, tantas veces como sea necesario, en la ecuacion de arriba nos da

1t = ¢ 120 -3 10

= Y 0= /7w
j=0 j=0

donde n es el grado de f(x).
Si f(z) = >0y a;a’, hagamos

Entonces

It) < /0 e f(u)du
< ¢t maz {|e""|} maz|f(u)|
< ltlle'f ().

Hemos demostrado entonces el siguiente

Teorema 2.6 Sea

m=0
y m
F(z) =) ),
k=0
y hagamos
F(0)e" = F(z) = Q(z)
Entonces

| Q) [< ey [ am || 2™ ]
m=0

Demostraciéon (Ejercicio)

Observacion
Este resultado es fundamental para la demostracion que di6 Hermite, sobre la transcen-
dencia de e, la cual serda abordada en la proxima seccion
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2.3.  Numeros Transcendentes.

El primero demostrar que hay ntmeros transcendentes fue el matematico francés J. Loui-
ville ( 1809-1892). Su demostracion es de tipo constructiva, exhibiendo unos nimeros algo
extranos que no son algebraicos.

Louville demostr6 que los irracionales algebraicos, son aquellos que no pueden ser apro-
ximados con un alto grado de precision, mediante fracciones. Mas precisamente

Teorema 2.7 ( Lowiville) Sea o un nimero algebraico irracional con polinomio minimal
-1
f(z) = apa™ + ap 12" + ...+ a1z + ag
p . > _ )
Yy = una aprorimacion racional de o, con q suficientemente grande. Entonces se debe tener
q

1
qn+1

a_fz\>
q

Demostraciéon En primer lugar probaremos que
1
o

()=

En efecto, calculando f(p/q) y colocando ¢" en todos los denominadores tendremos

(2.8)

>

n n—1 n—1 na
()] - Zast e e
q " qq ¢"tq ¢
T 4+ ¢ p 4 ¢ a
g™
1
Z_
g™

Por el Teorema del Valor Medio,existe un nimero real £ entre « tal que

fle) = fz) = f'(§) (e — x)

Sea M = méax |f'(z)] , con |z —a] < 1. Luego

[f(@) = fa)] < M - | — |

Recordemos que f(«) = 0. Luego, si existe una fraccion x = p/q, tal que |§ —al <1 se
a{ —_—

q q

Por lo tanto, escoginedo a ¢ suficientemente grande se obtiene

p
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El teorema anterior se puede expresar en palabras: Si o es un irracional algebraico de
grado n, entonces no existe una aproximacion racional de grado n + 1.
Con este resultado se pueden construi nimeros reales que no satisfagan la condicion de arriba,
tal como lo hizo el genio de Louiville.

Teorema 2.8 El numero

=1
o= —
mZ::l 10m'
es transcendente.

Demostracion
En primer lugar, la serie de arriba es convergente, pues es dominada por la serie geométrica

=1

Tomamos ahora la sucesion de racionales

n n

P 1

m=1

conp”>1,¢">1y (p",q") =1. Es claro que la sucesion {Z—:} converge a «.

Note que ¢" es un divisor de 10™, lo cual implica que ¢, < 10™. Entonces tendremos

" 1

qn m>n
1 1 1
= 1omrD! (1 T2 T pee T )
2 2
=000 T (10t
- 1
n+1

n
En consecuenia, hemos demostardo la desigualdad

Y22

‘ p
a —_— —
q?’l,

lo cual nos dice que a no puede ser algebraico

1

n+1
n

Teorema 2.9 ( Hermite)(1873) El niimero e es trascendente.
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Demostraciéon Supongamos que e un cero de P(x), donde
P(I‘):ngxk7 90#07 m >0
k=0

y los g, son enteros. Sea p un ntimero primo mayor que max(m, |go|) y sea

n

f(z) = = 1)!$p_1(1 —2)P2—2) - (m—2) = ;akxk

o bien

donde

s(z) =2 Y1 —2)P(2—2)P - (m — )P

Este polinomio f(x), es el Polinomio de Hermite de orden m, cuyas raices son
0,1,2,...,m, todas ellas de orden p, salvo el 0 de orden p — 1.
Podemos escribir la expansion de s(x)

s(z) = (mhPaP™! + Apa®? + - -

con A; enteros.
También podemos hallar la expasion de Taylor en serie de potencias alrededor de h, para
cada h=0,1,2,...m
S(LE) = Bp,h(x - h)p + Bp+1,h<x — h>p+1 + ...

donde los B, son enteros.
Podemos ahora construir los términos F(z) y Q(x) del Teorema anterior, usando el poli-
nomio f(x). Tenemos entonces

0= FO)P(e) = FO0) Y gue" = 3 anF(h) + > 0sQ() (29)

Tenemos entonces

S anF(h) = 90> O+ g > fHh)
h=0 k=0 h=1 k=0
= go((m)? +pAy+...) + > gn(pByn + p(p+ 1) Bysrn + .. )
h=1

Esta expresion es un entero. Ademas, como p 1 go(m!)? y los restantes términos son enteros
divisibles por p se tiene
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| ngF(h) > 1.
h=0
Si podemos probar que existe un primo p > max(m, |gol|), tal que

) - aQ(n) < 1
h=0

entonces se obtiene una contradiccion a partir d e la ecuacion ( 2.9). Por el Teorema anterior,
seré suficiente probar que para cualquier x fijo, tendremos

n
Z|ak||x|k—>0, cuando p — 00
k=0

Sin embargo, esto se cumple, pues, cuando p —» oo

Sl o< EEE Dl
— - (p— 1!
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2.4. Una serie famosa para II

Usted puede dudar de la existencia de Dios.
Pero como un buen matematico

Ud. debe creer en la existencia de El Llbro.
Un Libro que guarda Dios en donde estdn

las méas bellas demostraciones matemaéticas.
Paul Erdos

Antes de probar la transcendencia del nimero 7. Daremos una serie famosa para calcu-
larlo, obtenida por Leonhard Euler

Teorema 2.10 )

1
> 5%
n>1

Demostracién

Esta serie nos da el valor de la Funciéon de Riemann &£(2). La demostracion que daremos
aqui es de Le Veque del ano 1956. Sin embargo Euler prob6 un resultado mas general que
esto en 1734.

Evaluaremos de dos maneras distintas la integral doble

1ol
I:/ / dxdy
o Jo 1—ay

En primer lugar, descomponemos en serie de potencias, la funcion que aparece dentro de
la integral. Por lo tanto

1l
I = //Z(xy)” dxdy
0 J0 n>o
1,1
= Z/ / "y dxdy
0o Jo
1

n>0
1
— Z(/ " dx)(/ y" dy>
DI e e S D S
nZOn—i—ln—I—l = (n+1)2 n>0n2

Podemos evaluar a I de otra forma, haciendo un cambio de coordenadas T'(z,y) = (u,v),

donde

El determinante Jacobiano de esta transformacién viene dado por
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i v
7 - a(x,y): du  dv _‘1 —1‘:2

O(u,v) dy dy I 1

du  dv
U=
R
T(R)
z=0 r=1

v=1—u

Haciendo z = u — v, e y = u + v, la integral se transforma en

dv
I = —— 2
//1—u2+112 v

T(R)

Notese que por la simetria con respecto al eje u de la funcion

1
o) =1ase

basta calcular la integral por sobre el eje u y luego duplicar este valor. Esto es

1/2 u d 1 1—u d
(e [ )
0 0o I—u+w 12 \Jo 1—-u*+v

Usamos ahora la férmula de integracion

dx 1 T
— 5 = —arctan (—) + C,
a“+x a a

luego
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/“ dv 1 ; U 0
= arctan | ———— | —
o 1—u?+0? 1 —u? 1 —u?

y por lo tanto

[:[1+IQ,
donde
1/2 1 u
L =4 ———arctan | —— | du
! /0 V1—u? ( 1—u2)
e

L=4 / L t ( L-u ) d
= ———arctan | —= | du
2 1/2\/1—u2 \/1—u2
Haciendo las sustituciones u = senf, u = cosf, en la primera y segunda integral, respecti-
vamente, se pueden simplificar y calcular las dos. Sin embargo utilizaremos otro camino més

corto.
Notemos que las funciones

g(u) = arctan <L> ,

1 —u?

h(u) = arctan (\/%)

tienen derivadas

9'(u) = \/%u? y W(u)= _% (V%zﬂ)

Entonces usamos la férmula de integracion

[ @it =S rap+ o

Tenemos entonces

L = 4(%) [(arctan%)z - arctcm(O)Q]
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L, = —4 [arctan(())?— <arctan%)2]

Por lo tanto
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2.5. 7 es irracional

Hoy y ayer, o vivir cuadrando el triste ruedo
del vacio infinito.

Imposible medicion, fracasada por

un mal comienzo.

R. Ocsicinarf.

El nimero 7 ha estado rodeado de leyendas, en donde se mezclan misteriosos calculos y
construcciones geométricas desde los egipcios hasta nuestros dias. El problema de cuadrar
el circulo, el cual consiste en hallar un cuadrado de igual adrea a un circulo dado, espoled
la imaginaciéon de muchos mateméticos del pasado, académicos notables, taumaturgos, asi
como simples aficionados del noble arte de los ntimeros.

Pero ; Cual es el valor exacto del nimero 77 . No importa si no lo recordamos en este
momento. Un matemético persa del sigloXII, de nombre Ocsicnarf, lo dejé grabado en uno
de los muros de una piramide en Samarkanda. Para guardar el secreto de su conocimiento
y hacerlo llegar a futuras generaciones de otros Cuadradores del circulo y ahorrales anos de
investigacion. Un conocimiento obtenido con gran sacrificio, después de dedicar muchos anos,
meses y dias este acertijo. Todo quedé encriptado en un poema, que reproducimos arriba. El
nimero de letras en cada palabra nos da la clave para obtener una aproximacion de 7, hasta
18 cifras, algo bastante sorprendente para su época. Luego

m = 3,141592653589793238...

Teorema 2.11 El numero Il es irracional.

Demostraciéon Supongamos por el contrario que m = 7, donde a y b son enteros positivos.
Sea

z"(a — bx)"

n!

F(a) = f(z) = fP() + fD () — ..+ (=1)" (@),

De acuerdo al segundo lema se sigue que F'(0) y F(m) son enteros. Ahora bien

fx) =

%(F’(:ﬁ)sen(m) — F(x)cosz) = f(x)sen(z),

por lo tanto

/07r f(z)sen(z)dz = F(m) — F(0) (2.10)

es un entero. Pero, para 0 < z < 7 y n suficientemente grande tendremos
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n,n 1
0 < f(x)sen(z) < Wn(!z =
de tal forma que
0< / f(z)sen(x)dx < 1,
0

lo cual contradice a (2.10) como una ecuacion en enteros.

2.6. Il es Transcendente

Teorema 2.12 (Lidemann) (1882) El nimero 11 es trascendente.

Demostracion
Probaremos que im no es algebraico. Con esto es suficiente, pues los niimeros algebraicos
forman un cuerpo y ademas i es algebraico, pues satisface la ecuacion 22 +1 = 0.
Supongamos por el contrario que 7 satisface una ecuacion de la forma

f(x)=az™ +a2™+...=0, a>0
Entonces aim es una solucién de la ecuacién

am_lf(g) ="+ a ™ .. =0.

Esta suposicion de que im es algebraico nos lleva a concluir que aim es algebraico. Para
llegar a una contradicciéon probaremos que aim no satisface una ecuacion de la forma

Ply)=y" +knay" ' +...+ko=0, m>0.

Factorizando el polinomio de arriba en el cuerpo de los niimeros complejos nos da

P(y) = H(y — aay).

>
—_

Probaremos ahora que

Este resultado sera la clave para lograr la demostracion del teorema. Por supuesto, esto
es un absurdo, pues contradice la relaciéon bastante conocida: 1+ e™ = 0.
Ahora bien, R puede escribirse como

R=c+) e+ e 4. =cte +e2+. .+
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Notemos que en la factorizacion de P(y) aparecen algunas raices complejas y sus conju-
gadas. Entonces tendremos e*e~% = 1 para estas parejas. Por lo tanto c es el niimero de
unos en la factoriacion de R. Por otro lado, B1, Bs, ..., B, son términos no nulos.

2, . r .
Sea p un ntmero primo mayor que max (¢, a, [ [,_; a|By|) y consideremos

(a)P ) [Tjoy (az — afB)”
(p—1)!

flx) =

desarrollando este producto nos da

(2.11)

fx) = S gara® (2.12)

Repitiendo los mismos pasos que dimos en la demostracion del Teorema de Hermite,
tendremos

Ap_lacp*1 + AP+

flx) =
(p—1)!
Yo (@ = Br) i@ — B)P T + ...
(p—1)! ’
donde los A; son funciones simétricas de {af31, .. .,afB,} y por lo tanto funciones simétricas
de aay,...aa;. Por lo tanto los A; son nimeros racionales enteros y ademés A, ; no es

divisible por p.
Al igual que en la demostracion de Hermite hacemos

0 = F(O)R

= F(0)(c+ Z ePn

= cF(0)+ Z F(Bn) + Z Q(Bn)

h=1

En primer lugar observamos que

cF(0) = c(ap-1 +pAy+...)
es un entero racional que no es miltiplo de p. también

T

STFBY) = D (a0 + st -)

h=1
= pZ'Yp,h +p(p+1) Z’Ypﬂ,h e
h=1 h=1

= pCp+p(p+1)Cp+1+...,

donde ¢, ¢p41, . .., por ser funciones simétricas de af3y, ..., af,, resultan ser enteros.. SE
sigue entonces que Y, _; F((f;) es un maltiplo de p y por tanto
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eF(O)+ S () > 1,

Solo falta probar que para un p suficientemente grande

Y QB <1

Pero, cuando p — oo se tiene

(alz PP ) [T (a 2| —a| Bn )P

Siolan |2 ]" <

(p—1)!
y de esto se sigue la demostracion.

— 0
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