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CAPITULO 1

RAZONES Y PROPORCIONES

1.1. Introduccion

La conexién entre nimeros y figuras geométricas ha sido uno de los grandes logros de la
matematica antigua. Todo comienza con la necesidad de poner un orden en el mundo real
lleno de misterios y confusiones, para lo cual se construye una realidad virtual o mundo de las
ideas, iluminado por el entendimiento y la razén. Un mundo donde los ntimeros, las figuras
geométricas, la logica y el razonamiento abstracto juegan un papel primordial.

Este mundo ideal, al cual se tiene acceso a través del conocimiento y el razonamiento
puro estaria por encima del mundo en que vivimos. Para Platén, el mundo real es una copia
palida y deforme de ese mundo perfecto de ideas.

Ese mundo de ideas se cosntruye a partir de conceptos muy simples que tienen su asidero en
la mente de los hombres.

1.2. Numeros

El primer paso hacia la construccién de un mundo ideal viene dado por el concepto de
nimero.
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1.3. Razones y Proporciones

Después de haber creado el concepto de niimero natural, los matematicos griegos se dedi-
caron a estudiar las fracciones. Para ello no fue necesario dividir la unidad o el uno en partes
iguales, como se hace hoy en dia. Mas bien, idearon una forma alternativa acorde con sus
creencias religiosas, estableciendo una comparacion entre pares de niimeros.

Una Razdn, en griego Logos ( Adyo€), entre dos cantidades o ntimeros a y b, es simple-
mente una relacién entre ellos. Esta se denota por el simbolismo a : b, y se lee .* es a b”.

Por ejemplo, si tenemos dos segmentos A y B, de longitudes 4 y 3, respectivamente,
entonces se dice que la razon entre ellos es 4:3. Més adelante los pitagoricos cambiaron el

a
simbolismo a : b por el de fraccion 7

Para calcular el valor numérico de una fraccion, los griegos usaron un algoritmo, llamado
Algoritmo de Euclides, que aparece en el libro de Los Elementos. La idea principal de este
algoritmo, consiste en buscar una medida comin para los segmentos A y B.

En términos de la geometria, la razon 4:3 sirve para indicar un par de segmentos A y B
con una medida comun. Es posible construir con regla y compds un pequeno segmento D (
En este caso de longitud 1), que cabe cuatro veces en A y tres veces en B.

En el campo de la musica las fracciones tienen aplicaciones sorprendentes. Se sabe que
Pitagoras realizé unos experimentos para asignar razones a los sonidos de las notas musica-
les. Si se tiene una cuerda tensada de longitud L con una serie de trastes entre los extremos
( Pensemos en una guitarra), al pulsar la cuerda cambiando la posicién del dedo sobre los
trastes escucharemos sonidos diferentes. Cuando se pisa la cuerda en la mitad se obtiene
el mismo sonido pero una octava mas arriba. Es la nota Do, cuya razon es 1 : 2. Si ahora
pisamos el traste correspondiente a 2 / 3 de la cuerda se escucha la nota Sol, o la quinta,
cuya razon es 2:3. Continuando de esta manera se pueden producir las siete notas musicales
de la Escala Pitagorica, las cuales son: Do, Re, Mi, Fa, Sol, La y Si.

La comparacion entre varias razones nos conduce al concepto de Proporcién, en griego
avaloyia. Una proporcién entre dos razones A:B y C:D se expresa como “ A es a B, como
C es a D” y se simboliza por A:B :: C:D.

Los términos A y D se llaman extremos, mientras que C y D se llaman términos medios.
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Figura 1.1: Pitagoras

En el lenguaje matematico moderno, una proporciéon no es mas que una igualdad entre
fracciones. Por ejemplo, la proporcién 2:3 :: 8:12 es equivalente a la igualdad

2 8
312

El estudio de proporciones en donde intervienen sélo tres términos, llevé a muchos des-
cubrimientos interesantes. Dentro de éstas estan las llamadas Medias Proporcionales que

vienen dadas por
» Media Aritmética (B-A):( C-B) :: A:A.
= Media Geométrica A:B :: B:C.

» Media Arménica ( B-A):( C-B) :: A:C.

1.4. La Proporcién Aurea

Los matemaéticos griegos se dedicaron a estudiar las propiedades de aquellas proporciones
en donde solo intervienen tres términos y el término central es comtun. Es decir, aquellas del
tipo
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a:bub:c (1.1)

llamadas Proporciones Continuas. El nombre proviene de la igualdad de los términos
medios, lo cual hace que una razén se continie con la siguiente. Segin expresa Platén en el
Timeo, para combinar bien dos términos se necesita uno en el medio de ellos.

Una manera de simplificar atin mas la proporcién dada en 1.1, es considerando al extremo
¢ como la suma de los términos anteriores, esto nos da

a:b:bra+bd (1.2)

Si a y b son las longitudes de dos segmentos consecutivo A y B, entonces la proporcién
1.2 nos dice que “ la longitud del menor es al mayor, como éste a la suma de ambos. ”
Podemos invertir los términos en 1.2 para obtener la porporcion alternativa

(a+b):b:=b:a (1.3)

Cualquiera de las proporciones 1.1 o 1.2, es llamada Proporcion Aurea o Divisién
en razones extrema y media. La escuela de Platon, la llamé simplemente la Seccion. Pos-
teriormente, durante la época del Renacimiento Italiano, el mateméatico Luca Paccioli la
llamé Divina Proporcion.

b
Calculemos ahora el valor de la fraccion —.

De la proporcion 1.3 se obtiene la ecuacion

a+b b
b a
0 sea
1 L1 b
b a
) b
Haciendo x = —, obtenemos
a
1
-+1=x
x

o bien
?—r—-1=0

Resolviendo esta ecuacién cuadratica nos queda la solucion positiva

1+V5
2

T
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Este ntimero irracional, cuyo valor aproximado es 1.618.. se conoce como el Ntimero
Aureo y lo designamos por la letra griega ¢. Por lo tanto

¢ = Y5 ~ 1.661803398875...

La razén b:a , cuyo valor es igual a ¢ se llama Proporcién Aurea
El Ntumero Aureo posee una serie de propiedades interesantes, que lo hacen especial. Entre
ellas senalamos las mas importantes:

1.’ =1+¢
1
—=¢—1~0,1618...

3. ¢n — ¢n—1 + ¢n—2

1
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CAPITULO 2
EL NUMERO DE ORO

2.1. Introducciéon

2.2. Construcciones con regla y compas

En nimero aureo no se pude escribir como una fracciéon de niimeros enteros, por tal mo-
tivo se dice que es un Niimero Iracional. Sin embargo se puede construir geométricamente
con la ayuda de la regla y el compas un segmento de longitud ¢.

Veamos como es el procedimiento

1. Trazamos un segmento AB de longitud 1.

2. Sobre el mismo, se coloca un rectangulo de lados 1 y 2.

3. La diagonal del rectédngulo tiene longitud v/5, de acuerdo al Teorema de Pitdgoras.
4. Con el compas, llevamos esta diagonal sobre la recta horizontal donde se halla B.
5. Esto nos dara el punto D.

6. A partir de D prolongamos el segmento una unidad hacia la derecha, hasta alcanzar el
punto E.

7. Luego tomamos la bisectriz del segmento AE, y esto nos da el punto M.

7
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A B M D E

Figura 2.1: Construccién de un segmento dureo

8. El segmento AM tiene longitud (1 +v/5)/2.

Cémo dividir un segmento AC en media proporcional?
Supdngase que se tiene una segmento AC y se quiere dividir en dos partes AB y BC de
longitudes a y b, que satisfagan la proporcién dorada

(a+b):b:b:a
o bien
at+b b
b a

La divisién de dicho segmento sigue los pasos dados a continuacion:

1. Dibujar AC sobre una recta

2. Sobre el extremo C se levanta un segmento perpendicular de longitud AC/2, hasta
alcanzar el punto E en el extremo opuesto.

3. Se unen los puntos AE para formar la hipotenusa h de un triangulo recto.

4. A partir de E se copia la distancia EC sobre sobre h, con la ayuda del compas. El punto
de corte lo designamos por H.
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5. El segmento AH, se copia ahora sobre la recta AC, para tener el punto B.

6. B es el punto de divisién del segmento en la razén aurea.

Ver la figura

A B C

Figura 2.2: Divisién de un segmento en razén aurea

Para verificar la afirmacion anterior, se tiene que

AE:\/(ACVH&)Q:E 3
2 2
Por otro lado
AH = AB
_ AC g AC
2 2
AC
R

luego
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AC
AB

=
E

Il
©

2.3. El Pentagono

Los poligonos son figuras geométricas formadas por segmentos de rectas llamados Lados
, que se unen en puntos lamados Vértices, y que encierran un area. Un poligono se llama
Poligono regular de n lados si todos los lados son de la misma longitud y ademas el
angulo formado entre los lados es constante.

El Pentagono es un poligono regular de 5 lados. El pentdgono posee simetria rotatoria de
orden 5. Es decir, cuando se hace rotar alrededor del centro un dngulo de 360°/5 = 72° | se
conserva la forma de la figura.

Para construir un pentagono como lo hacian los pitagoricos, debemos usar solamente regla
y compas. Esta restriccién puede parecer algo arbitraria al lector, pero, ademés de ganar
precision y exactitud, nos permitira descubrir propiedades matematicas interesantes. Estos
métodos de construccion eran uno de los grandes secretos de la Hermandad de Pitagoras,
pues tanto el pentdgono como la estrella de cinco puntas o pentagrama tenfan un caracter
sagrado para ellos.

Muchas formas en la naturaleza poseen simetria pentagonal, como las flores, los frutos, las
semillas, las estrellas de mar y algunos animales microscopicos. La relacién entre el pentagono
y los seres vivientes es algo evidente. Cuando se establezca la relacién entre el pentdgono y
el nimero dureo, veremos la conexién profunda que hay entre ¢ y la naturaleza viviente.

Para construir un pentdgono inscrito en un circulo de radio R, se procede de la manera
siguiente:

1. Se traza el diametro AC.

2. Se determina el punto B, mediatriz del segmento OA.

3. Trazamos ahora el segmento BP, cuya longitud es igual a d.
4. Obtenemos un tridngulo ABOD, el cula es recto en O.

5. Con el compas centrado en B, trazamos una circunsferencia de radio d, que corta al
diametro AC en el punto S.
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6. Ahora con el compas centrado en P, trazamos una circunsferencia de radio PS que corta
al circulo inicial en los puntos E y F. Estos puntos seran vértices del pentagono.

7. Con la misma abertura de compas, trazamos los restantes vértices G y H.

Ver la figura

Figura 2.3: Construccién de un Pentagono regular

Vamos a calcular ahora, la longitud del lado de un pentagono en funcién del radio R. de
la circunsferencia donde se inscribe. Esto serd equivalente a calcular la longitud de PS en la
figura anterior.

En primer lugar, hallamos el vaor de la hipotenusa d, mediante el Teorema de Pitagoras.
Como ABOP es rectangulo se obtiene

@ = R+ (R/2)

5)
- R2Z
4

V5.

w5

Luego d =



12 FrANCISCO RIVERO

Como BP = BS = d, y el triangulo ASOP es rectangulo, podemos aplicar nuevamente
el Teorema de Pitagoras para calcular PS. Esto nos produce

(PS)? = R*>+(S0)?
)
= +(§ 5—1)

RZ
_ 2
- R+ (5 2\/5+1)
5 \/51
= RZl14+Z2_Y2 . C
R<+4 2+4)

s
_ <§> (10—2\/5)

de donde concluimos que el lado del pentagono viene dado por

zz§\/10—2¢5

La presencia del nimero iracional v/5 en esta férmula nos indica la conexién que existe
entre el pentagono y el ntimero aureo. Podemos hacer algunas trasnformaciones en la ex-
presion de arriba, para obtener una relacion directa entre el lado del pentdgono y ¢. Mas
precisamente:

siendo el valor de este niimero, cuando R = 1,

[ ~ 1,175570...

La Escuela Pitagorica estudio las propiedades matemaéticas y exotéricas de la estrella de
cinco puntas o Pentagrama. Esta figura de diez lados se construye uniendo las diagonales
del pentagono, como se muestra en el dibujo.
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Figura 2.4: Construccién del Pentagrama

La estrella posee diez lados iguales, todos ellos de longitud I = AS. Veremos a continuacion
la relacién que existe entre el valor de 1 y la la longitud de cualquier diagonal d = AD.
En primer lugar, ¢ el dngulo entre uno de los lados del pentagono EA y 1. Es facil ver que el
valor del mismo es de 36°. La razén obedece a un teorema de la geometria clésica, descubierto
por Tales de Mileto.

Teorema 2.3.1. La medida de un angulo inscrito en el circulo es igual a la mitad del angulo
central que intrecepta el mismo arco.

La demostracion del mismo se deja como ejercicio para el lector.

En el caso que nos ocupa, el arco interceptado por ¢ es igual a ED. Nétese que la cuerda
ED es uno de los lados del pentagono y por lo tanto, la medida del arco es igual al angulo
interno ZEOD que mide 72°. Aplicando el teorema, concluimos que el dngulo ¢ es la mitad
del dngulo interno y por lo tanto, su medida es de 72°/2 = 36°

Probaremos ahora que los triangulos AAED y AAFES son semejantes.

Sabemos que dos tridangulos son semejantes si tienen sus tres angulos iguales. En primer
lugar, el dngulo ZAED sustenta el mismo arco que 3z72° = 216°. Entonces por el teorema
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se concluye que ZAED = 108°.

Por otro lado, ZESA = 180° —72° = 108". Por lo tanto se tiene que los tridngulos AAED
y ANAES son semejantes. Al ser tiangulos semejantes, sus lados son proporcionales y por lo
tanto:

AS AE
AE  AD
pero
AE = AD — AS

Luego se tiene la relacién de proporcion continua entre d y 1

d d-lI
d—1 d
si hacemos d — [ = t se tendra
L__t
t 1+t

lo cual es una proporcion aurea. Por lo tanto

Enunciamos este altimo resultado como:

Los lados del pentagrama dividen a las diagonales del pentdagono en una proporcion durea.



CAPITULO 3

LA SUCESION DE FIBONACCI

3.1. Fracciones Continuas

1
Las fracciones del tipo — constituyen el punto de partida para generar todos los niimeros
n

racionales. Este tipo de fracciones con numerador igual a la unidad, se llaman Fracciones
propias. En la antiguedad una fraccién como g se expresaba mejor como 5 veces la fraccion %

Otra forma de abordar este problema es mediante las Fracciones Continuas, un método
que permite reducir cualquier fraccién compuesta a una fraccién en donde sélo intervienen

numeros enteros y fracciones propias. Para ilustrar este método damos a continuacién un par
de ejemplos sencillos

Ejemplo 3.1.1.

W] ot
I
—_
+

15
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Ejemplo 3.1.2.

17 n 7
10 10

1
1+7

= 14+ —
+ 3

Las fracciones continuas son uno de los temas mas antiguos de la matematica. Su ori-
gen se remonta a Grecia , especificamennte a Euclides, quien estudié este tipo particular
de fracciones en el libro 8 de Los FElementos. Durante el renacimiento italiano, este tema
fue retomado por Bombelli en su libro L’Algebra parte maggiore dell’aritmetica, editado en
Bolonia en 1572. Posteriormente, el matematico suizo Leonhard Euler, establece los primeros
pasos rigurosos de esta teoria en su memoria De fractionibus continuis de 1737. Otro célebre
matematico que se interesé por el tema fue Joseph Louis Lagrange, quien en 1768 formalizé la

teoria como se conoce actualmente en su obra Solution d’un probleme d’arithmétique.

Inspirado en los ejemplos de fracciones dados arriba, tenemos la siguiente definicion

Definicién 3.1.1. Sea ni,nq, -+, una sucesion infinita de numeros enteros positivos, en-
tonces la expresion

1
rT=mn1+ 1
ng —+
Ny -+ .-
se llama Fraccion Continua asociada a x .
Usamos la notacion
T = <n17n27n37 t >

De acuerdo a la notacion introducida, se tendra que

5 17
-=(1,1,2 — =(1,1,2,3
3 <77>7 10 <777>
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Hallemos ahora la expansion del nimero aureo como una fraccion continua.

14—

Podemos continuar con este proceso infinitamente para llegar a la conclusién
Qb: <17171717"'>

La importancia y el cardcter especial del nimero aureo dentro de la matematica se mani-
fiesta en la forma tan simple como se expresa mediante una fraccién continua, en donde sélo
interviene la unidad. Esta es una razon de fondo para apreciar su valor de joya aritmética
por su gran belleza y simplicidad.

3.2. La Serie Dorada

El niimero de oro ¢ genera una progresion geométrica, llamada Serie Dorada, dada por

]" ¢7 ¢27 ¢37 ¢4’ ct

en donde cada término es igual al anterior multiplicado por el factor ¢.
La serie correspondiente de las aproximaciones a estos numeros irracionales seria

1] ¢ ¢* ¢’ ¢ ¢° ¢°
1] 1.6180 | 2.6180 | 4.2360 | 6.8541 | 11.0901 | 17.9442
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Esta serie de niimeros posee propiedades interesantes que vale la pena resaltar. En primer
lugar es una sucesiéon creciente , pues cada término es mayor que el anterior. Ademés los
términos se van haciendo cada vez grandes, por lo cual se dice que la sucesién tiende a
infinito.

En La serie cada dos términos consecutivos estan en proporcién aurea. Es decir

gb”“:gb”::gb:l

Otro hecho notable de esta sucesion de ntmeros irracionales es el patron de formacién
aditivo

¢ =1

o = ¢

¢o* = o+1
o° = P+
ot = PP+ ¢
¢ = ¢t
¢6 _ ¢5 + ¢4

Si analizamos este comportamiento desde la pespectiva geométrica, entonces la serie co-
rresponde a las longitudes de segmentos de recta, que van en aumento. Iniciamos con la
Unidad, después seguimos con el segmento aureo, luego con un segmento que es la suma
de ambos, y asi sucesivamente. Cada segmento es igual al anterior mas otro término llama-
do el Gnomon ( el término que antecede al anterior). En la practica es un procedimiento
increiblemente fécil y sencillo, un nuevo segmento se cosntruye sumando los anteriores.

3.3. Una sucesion misteriosa

Las potencias del nimero dureo generan una sucesion de nimeros muy interesante, lla-
mada Serie Dorada, como ya se ha visto. Analizaremos en esta secciéon un nuevo aspecto, que
nos llevard al reino de los niimeros naturales. Calculemos las seis primeras de ellas y notemos
el patréon de formacién que hay detrds de este proceso. En efecto:
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¢’ =1
¢ = ¢
o = ¢+1

$° = PPH+o=20+1
ot = PP +¢*=3¢0+2
¢ = ¢ +¢*=56+3
P = ¢°+¢'=8p+5

Podriamos continuar este proceso por méas tiempo. Si el lector quiere hacerlo, calcule unos
diez términos mas. Podemos llenar péginas tras paginas continuando con esta danza intermi-
nable de cifras, hasta el infinito. Pero con esta pequena muestra ya se observa claramente algo
atrayente para la mente de un matematico. Hay una sucesién de ntimeros enteros enfrente
de ¢ , algo misteriosa que crece de forma decidida, recurrente e inquietante. Algo semejante
al crecimiento de las plantas o de los animales. Esta sucesién, que serd denotada por f(n)
temporalemente, se expresa mediante

1,1,2,,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233,277

Para construir esta sucesién, f(n), hemos usado la Férmula Recursiva

fO)=f1)=1, fln)=fn—=1)+f(n—2), ,conn=23,... (3.1)

En la seccién siguiente hablaremos sobre la historia y las multiples aplicaciones de es-
ta sucesién. Por los momentos el lector debe conformarse con saber que se trata de algo
fundamental en nuestra teoria y que merece ser estudiada a fondo, conocer sus propiedades
matematicas y su relaciéon con el nimero atreo para desarrollar todo su potencial.

Con esta notacién introducida, podemos dar una relacién entre el nimero de oro y la
sucesion f(n)

¢" = f(n)g+ f(n—1) (3-2)

La sucesién de potencias del nimero dureo depende solamente de la relacién ¢? = ¢ + 1.
Es decir, ¢ es una solucion de la ecuacion cuadratica

??—2—-1=0

Recordemos que dicha ecuacion posee dos soluciones
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B
B

14 - 1-

¢=—7 y o=—

El segundo valor es el conjugado del niimero aureo, el cual es desechado en algunas

ocasiones por ser un valor negativo. Sin embargo es de utilidad en la obtencién de nuevas
formulas y relaciones. Por ejemplo

o+o=1
6—6=V5
Las potencias de ¢ generan también la sucesién f(n). El proceso de construccion sigue

los mismos pasos que se han desarrollado para ¢. Tendremos entonces una férmula para ¢
equivalente a 3.2.

(@)" = f(n)(¢) + f(n—1) (3-3)

Combinando las ecuaciones 3.2 y 3.3 obtenemos

de donde

1 n \n
f(n) = 7 (0" = (9)") (3.4)

Esta ultima férmula nos permite obtener una expresion para el término general de la sucesion
f(n) en funcién del nimero de oro. Es una relacién muy valiosa para el estudio de esta serie,
cuyos frutos y alcances podran ser apreciados en la proxima seccién. La relacion fundamental

N AN IEAY
f(”)—%< 5 >—E( 5 > (3.5)

3.4. Un problema de conejos

En 1202 el matematico italiano Leonardo de Pisa, mejor conocido como Fibonacci ( una
contraccién de filius Bonacci ) publicé un libro llamado Liber Abacci en donde plantea un
problema sobre el crecimiento de una poblacién de conejos. Fibonacci fue uno de los grandes
impulsores del sistema de numeracion decimal en Europa. Fue un comerciante que viajo por
todo el Mar Mediterraneo y entré en contacto con matematicos de otras culturas, de quienes
aprendio gran cantidad de métodos y algoritmos para realizar las operaciones de la aritmética.
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El problema de los conejos es el siguiente.

Problema

Una pareja de conejos es colocada en un criadero al comienzo del ano. Cada mes, la
hembra procrea una nueva pareja de sexos opuestos. Al comienzo del sequndo mes de haber
nacido, cada nueva pareja procrea otra pareja de conejos. Halle el nimero de parejas en el
criadero, después de un ano.

En el primer mes, la pareja inicial de conejos dard origen a otra pareja, y por lo tanto
habra dos parejas de conejos. En el segundo mes la pareja inicial procreara otra nueva pareja,
y por lo tanto tendremos 3 parejas en el criadero. En el tercer mes tanto la pareja inicial,
como la primera pareja que tuvieron crearan nuevas parejas, con lo cual al final del mes
habra 3 + 2 = 5 parejas de conejos.

Sea a,, la poblacién de parejas en el mes n. De acuerdo a lo establecido en el parrafo
anterior, esta poblaciéén es igual a la del mes anterior, mas las nuevas parejas procreadas,
que es igual a la cantidad de parejas existentes dos meses atras. Por lo tanto se tiene una
relacién de recurrencia

ap=1,a1=1, a, = an_1 — an_o para n > 2 (3.6)

Por lo tanto la poblacién de parejas en cada mes es igual

1,1,2,3,5 8,13, 21, 34, 55, 89,144, 233, 277....

llamada Sucesién de Fibonacci.

. Existe una formula explicita para calcular el valor de a,,, que dependa sélo de n 7. Vemos
entonces que la solucién a esta ecuacién la hemos obtenido en la seccion anterior 3.5. Hemos
demostrado que la sucesién de Fibonacci es igual a la sucesién f(n). Se establece entonces
una conexién maravillosa entre un patrén de crecimiento de poblaciones y el nimero de oro.

Esto es
1 (1+vB\ 1 [1-vB)"
() A (57) o

Es interesante estudiar la sucesién de fracciones construida con los términos a,,, esto es
la serie

12358 13 21 34 55 89 144
---------- N (3.8)
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Colocaremos en la siguiente tabla los valores aproximados de los primeros 12 términos

1/1[2/1[3/2] 5/3 | 8/5 | 13/8 | 21/13 [ 34/21 | 55/43 | 89/55 | 144/89 | 233/144
1 | 2 |15 ]1.6666]1.60| 1.625]| 1.615 | 1.619 | 1.617 | 1.61818 | 1.6179 | 1.61805

Los valores de esta serie se aproximan cada vez més al nimero aureo. Podemos concluir
de manera informal, entonces, que el limite de la fracién a,/a,—; cuando n tiende a infinito
es igual a ¢. Para la demsotracion rigurosa de este hecho nos basaremos en las propiedades

de los limites.

En primer lugar, se tiene que

Qp—1 ¢n—1__ (¢)n—1
9= ¢
 l-a

donde o = (¢/¢) es aproximadamente 0.381. Por lo tanto el limite

lim aa =0
Tr—r00

De este resultado se obtiene

1fm = ¢ (3.9)




CAPITULO 4
LA ESPIRAL MARAVILLOSA

4.1. Introducciéon

La espiral es una curva del plano trazada por un punto que se desplaza a velocidad cons-
tante, que gira de manera uniforme sobre un punto situado ella ( Polo). Estos dos tipos de
movimientos, rectilineo y circular al combinarse producen una curva que crece desde el centro
o Polo hacaia el exterior, creando una sensacién de movimiento perpetuo.

La espiral mas sencilla es la llamada Espiral de Arquimedes, una curva infinita cuyos
brazos presentan un crecimiento lineal. Es decir, la distancia entre los arcos consecutivos de
la espiral se mantiene constante. Ver la figura

El centro de la espiral o el Polo, se denota generalmente como el 0, que coincide con el
centro de un sistema de coordenadas cartesianas. El radio es un segmento de recta, denotado
por R, que tiene un extremo en O y otro en el punto P y cuyo movimiendo circular va
generando la curva. El dangulo de giro se denota por la letra griega 6. Generalmente los
angulos se miden positivamente en el sentido contrario a las agujas del reloj y se expresan en
unidades de radianes o grados. En estas condiciones la ecuacion de la Espiral Arquimedeana
se expresa

R=A+ B (4.1)

donde A y B son un par de constantes. La constante B se llama factor de crecimiento. El
punto de inicio de la curva es A.

23
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Figura 4.1: La espiral de Arquimedes

Si en la ecuacion anterior hacemos B = % entonces en cada vuelta completa la espiral se
aleja k unidades del centro. La distancia entre los arcos consecutivos de la espiral es igual a
k.

Mas interesante aiun que dicha curva, es la Espiral Logaritmica, en la cual el factor de
crecimiento no es constante, sino que aumenta a medida que el dngulo 6 crece. La ecuacion
que describe el movimiento de ella es

R = ae® (4.2)

siendo e el Niimero de Euler, la base de los logaritmos naturales o neperianos , cuyo valor
aproximado es

e ~ 2.71828182846

En la ecuacién b es el factor de crecimiento, mientras que a es el punto incial de donde

parte la espiral. Si hacemos b = % entonces en la primera vuelta la espiral se aleja ae* del

polo. A la segunda vuelta se aleja ae?*, a la tercera ae®* y asf sucesivamente. Ver la figura.
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Figura 4.2: La espiral Logaritmica

4.2. La Espiral Aurea

Finalmente, veremos un tipo de espiral relacionada con el nimero dureo.

La Espiral Aurea es un tipo de espiral logaritmica cuya ecuacion es

R=ap" (4.3)

Como siempre a es el valor inicial de la espiral, y 6 es el dngulo de giro. Cada cuarto de
vuelta o giro de 90° la espiral crece en un factor ¢. Ver la figura
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Figura 4.3: La espiral Aurea
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