Permutaciones y Grupo Simétrico

José Luis Chacén

Introducciéon

! Generalizaciones de la férmula cuadrética para polinomios ciibicos y cuérti-
cos fueron descubiertos en el siglo XVI, y uno de los mayores problemas ma-
tematicos desde entonces fue encontrar férmulas andlogas para las raices de
polinomios de mayor grado; todos los intentos fracasaron. A mediados del siglo
XVIII se entendié que las permutaciones de las raices de un polinomio f(x) era
importante; por ejemplo, se conocié que los coeficientes de f(x) son “funciones
simétricas” de sus raices. En 1770 J.-L. Lagrange us6 permutaciones para anali-
zar las formulas dadas las raices de cubicas y cudrticas, pero no desarrollé com-
pletamente esta visién puesto que vio en las permutaciones sélo rearreglos, y
no biyecciones que pueden componerse.Composicién y permutacion aparece en
el trabajo de P. Ruffini y de P. Abbati cerca de 1800; en 1815, A.L. Cauchy
establecié el calculo de permutaciones, y este punto de vista fue usado por N.H.
Abel en su prueba (1824) de que existen polinomios quinticos para los cuales no
existe generalizacion de la férmula cuadratica. En 1830, E. Galois invent6 los
grupos, asociando a cada polinomio un grupo de permutaciones de sus raices, y
probd que existe una férmula para las raices si y sélo si el grupo de permuta-
ciones tiene una propiedad especial.

1. Permutaciones

Definicién 1 Si X es un conjunto no vacio, una permutacién de X es una
biyecciéon oo : X — X . Denotamos el conjunto de todas las permutaciones de X
por Sx .

Tiene importancia especial el caso cuando X = {1,2,...,n}, aqui escribimos
Sy, en lugar de Sx . Note que | S, |= n!, donde | Y | denota el nimero de
elementos del conjunto Y .

En la época de Lagrange, una permutacién de X = {1,2,...,n} era vista
como un rearreglo; esto es, como una lista iy, 19, ...,14, sin repeticiones de todos
los elementos de X . Un rearreglo iy, 19, ...,%, define una funcién o : X — X

por a(j) = i; paratoda j € X . Esta funcién es una inyeccién puesto que en
la lista no hay repeticiones; es sobreyectiva puesto que todos los elementos de

1Es una traduccién de una parte del libro An Introduction to Theory of Groups de J.J.
Rotman y se agregan ejercicios de Estructuras Algebraicas de Herstein
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X aparecen en la lista. Asi cada rearreglo da una biyeccién. Reciprocamente,
cualquier biyeccién « se puede denotar por dos filas:

( 1 2 ... n >

a =

a1 Qg ... (67%%

y la fila inferior es un rearreglo de {1,2,...,n}. Entonces las dos versiones de
permutacién, rearreglo y biyeccién, son equivalentes. La ventaja del nuevo punto

de vista es que dos permutaciones de Sy , pueden ser “multiplicadas”, por ser
la composicién de biyecciones una biyeccion.

Ejercicios 1.1

1.1 La funcién identidad 1x sobre un conjunto X es una permutacion, y
usualmente se denota por 1. Pruebe que laa = a = «al para cualquier
permutacién a € X .

1.2 Para cada a € Sx, pruebe que existe § € Sx tal que af = 1 = fa.

1.3 Para todo «a, 3,7 € Sx, pruebe que a(8v) = (af)y

Problemas 1.2

1. Para o € S, definimos la potencia k-ésima de sigma por recurrencia sobre
los enteros positivos de esta manera: 6 = 1, o™l = go™ y si n < 0 se
define 0" = (¢~1)~". Pruebe:

a) o"c™ = g™g"™ para enteros n,m.
b) o"™t™ = g™g™ para enteros m,m.

nm

¢) o™ = (¢™)™ para enteros n,m.

2. Sio € Sy, i € [n], pruebe que existe algtin entero positivo k, dependiendo
de o, tal que 0% (i) =i

3. Sio €S, pruebe que existe algin entero positivo k, dependiendo de o,
tal que 0% =1

4. Pruebe que hay un entero positivo k tal que o = 1 para toda o € S,,.

5. Sim < n, pruebe que existe una aplicacién inyectiva F' : S,, — S, tal que
F(ov) = F(0)F(v) para toda o, v € S,.

6. Dar dos permutaciones en S3 que no conmuten.

7. Sin > 3, pruebe que existen permutaciones «, 8 € S, que no conmutan.
Sugerencia. Para cualquier n > 3 verifique que si @ y 4 no conmutan
entonces F(a) y F(8) no conmutan. F es la funcién definida dos problemas
arriba.
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8. Sio € 95,, pruebe que ¢ = 77y -+ - T, para algunas 7; € S, tales que
(74)? = 1. Sugerencia. Por induccién sobre el nimero de elementos que
la permutacién mueve, es decir, sobre el conjunto H = {i|o(i) # i}. Luego
probar que si o(i) = j y 7 se obtiene de o asi: 7(j) = j, 7(i) = o(j)
y 7(k) = o(k) para k ¢ {i,;j} se tiene que o = 7(ij) donde (ij) es una
trasposicién (intercambio de los elementos i y j). Ademds el nimero de
elementos que mueve 7 es menor que el nimero de elementos que mueve
0. Pueden ver la parte inicial de la siguiente seccién para informarse de
las definiciones.

2. Ciclos

Para distinguir importantes rasgos de permutaciones especiales usaremos
una mejor notacion.

Definicién 2 Si i € [n] y a € Sy, entonces « fija ¢ si a(i) = i y o mueve

isi (i) #i.

Definicién 3 Sean iq,is,...,4, enteros distintos entre 1 y n.Si a € S, fija
los m — r enteros restantes y si

O[(il) = iQ,O&(ig) = 2.3,...,01(2.,«,1) = Z.T,Oé(ir) = il,

entonces « es un r-ciclo; se puede decir que « es un ciclo de longitud r. Se
denota « por (i1 g ... ).

Cada 1-ciclo fija un elemento de X , y asi todos los 1-ciclos son iguales a
la identidad. Un 2-ciclo, el cual es simplemente el intercambio de un par de
elementos, es denominado trasposicién.

La multiplicacién es facil cuando se usa la notacién ciclica. Por ejemplo,
calculemos v = aff, donde @« = (12) y 6 = (1 3425). Puesto que la
multiplicacién es composicién de funciones, v(1) = ao 3(1) = «a(8(1)) =
a(3) = 3; luego 1(3) = a(8(3)) = a(4) = 4 y 7(4) = a(B(4)) = a(2) = 1.
Resulta

(12)(13425) = (134)(25)

Definicion 4 Dos permutaciones «, § € Sx son disjuntas si cada = movido
por una es fijado por la otra. En simbolos, si a(z) # xz, entonces 3(x) = z y
si B(y) # y entonces a(y) = y (por supuesto, es posible que existan elementos
en X que sean fijos por ambas permutaciones). Una familia de permutaciones
a1, ag ... qmy es disjunta si cada par de ellas es disjunta.

Ejercicios 2.1

1.4 Pruebe que (il ig ir—l ir) = (ig i3 ir il) = (i3 i4 il ig) =
- = (iy @1 +-- ip—2 ir—1). Concluya que hay exactamente r de tales
notaciones para cualquier r-ciclo.
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1.5 Si 1 < r < n, entonces existen (:) (r —1)! r-ciclos en S, .

1.6 Pruebe la ley de cancelacién para permutaciones: si a8 = a7y, o bien
Ba = ~va, entonces 0 = 7.

1.7 Sean « = (i1 42 - ir) y B = (j1 Jo -+ js). Pruebe que a y 8 son
disjuntos si y sélo si {i1, i, ..., 3.} N {j1, j2, ..., js} = .

1.8 Si a y B son permutaciones disjuntas, entonces af = [a; estoes, a y
[ conmutan.

1.9 Si a, 8 € S, son disjuntas y a8 = 1, entonces o = 1 = .
1.10 Si a, B € S, son disjuntas, pruebe que (af3)* = a*3* paratodo k > 0
1.11 Muestre que la potencia de un ciclo no es necesariamente un ciclo.

1.12 (i) Sea «(ip i1 --- 4r—1) un r-ciclo. Para cada j, k& > 0, pruebe que
a®(ij) = ir4; silos subindices se leen modulo r.

(ii) Pruebe que si a es un r-ciclo, entonces a” = 1, pero que of # 1
para todo entero positivo k < r.

(iii) Si o = [(162...0m es un producto de r;-ciclos f3;, entonces el
entero positivo més pequenio [ tal que o = 1 es el mfnimo comiin
multiplo de {ri, ro, ..., rm}.

1.13 (i) Una permutacién « € S,, es regular si a no fija puntos y es pro-
ducto de ciclos disjuntos de la misma longitud o @ = 1. Pruebe que
« es regular si y solo si es una potencia de un n-ciclo (; esto es,
a = (™ para algin m.

(Sugerencia:
Si a = (2f x5 -+ 2})(@F 23 - i) (2P 2P -+ ), tome

(ii) Si a es un n-ciclo, entonces ¥ es un producto de (n, k) ciclos dis-

juntos, cada uno de longitud n/(n, k). (Recuerde que (n, k) denota
el maximo comun divisor de n y k.)

a) Sip es primo, entonces cualquier potencia de un p-ciclo es o bien un
p-ciclo o 1.

1.14 (i) Sea o = By en S, , donde S y 7 son disjuntas. Si 3 mueve a 1,
entonces o”(i) = B¥(i) para todo k > 0.

(ii) Sean « y S ciclos en S, . Si existe 47 movido por ambas permuta-
ciones y si a¥(iy) = (¥(i1) para todo entero positivo k, entonces

a= 0.
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3. Factorizacion en ciclos disjuntos

Teorema 3.1 Cada permutacién o € S, es, o bien un ciclo o un producto de
ciclos disjuntos.

Prueba. La prueba es por induccién sobre el niimero k£ de puntos que son
movidos por «. El paso base & = 0 es verdadero, porque entonces « es la
identidad, el cual es un 1-ciclo. Si & > 0, sea i; un punto movido por «.
Defina is = a(i1), i3 = a(iz),..., ir+1 = (i), donde r es el més pequeno
entero para el cual i,41 € {i1,42,..., 4} (la lista iy, ig, i3,..., ik, dots no
puede continuar por siempre sin repeticion ya que hay solamente n posibles
valores). Obtenemos que «(i,) = i1 . En caso contrario, a(i,) = i; para algin

Jj > 2; pero a(ij_1) = i, y esto contradice la hipétesis de que a es una
inyeccién. Sea o el r-ciclo (i1 92 - 4,). Si r = n entonces « es el ciclo o. Si
r < ny Y consiste en los n—r puntos restantes, entonces a(Y) = Y y o fija
los puntos de Y. Ahora o | {i1, i2,..., 4r} = a | {i1, i2,..., i, }. Es decir la
permutacién « restringida al conjunto {i1, i9,..., 9.} es exactamente el ciclo
o.8Si o eslapermutacion tal que o/(Y) = a(Y) y la cual fija {i1, i2,..., ir}
entonces o/ y o son disjuntas, y ademds a = oa’. Puesto que o’ mueve
menos puntos que «, la hipétesis inductiva muestra que o', y por lo tanto «,
es producto de ciclos disjuntos. [ ]

Usualmente se suprimen todos los 1-ciclos, ya que representan los puntos que
no son movidos por la permutacion. Si todos los ciclos son 1-ciclos entonces la
permutacién es la identidad. Por otro lado, algunas veces es conveniente mostrar
todos los ciclos.

Definiciéon 5 Una factorizacién completa de una permutaciéon « es una fac-
torizacién de ac como producto de ciclos disjuntos los cuales contienen un 1-ciclo(%)
por cada i fijado por «.

En una factorizaciéon completa de una permutacién «, cada ¢ entre 1 y n
aparece en exactamente uno de los ciclos.

Teorema 3.2 Sea a € S, ysea a = f1...0: una factorizacién completa en
ciclos disjuntos. Esta factorizacién es tnica excepto por el orden en los cuales los
factores aparecen.

Prueba. Los ciclos disjuntos conmutan, por el ejercicio 1.8, asi el orden de los
factores en una factorizacion completa no se determina de manera tnica; sin
embargo, mostraremos que los factores mismos estan determinado de manera
Unica. Puesto que existe exactamente un 1-ciclo por cada ¢ fijado por «, es
suficiente probar la unicidad para los ciclos de longitud al menos 2. Suponga
que @ = 71...7s es una segunda factorizacién en ciclos disjuntos. Si 3; mueve
aiy, entonces 3F(i1) = a¥(i1) paratodo k por el ejercicio 1.14(i). Ahora, algiin
v; debe mover a i1; puesto que los ciclos disjuntos conmutan, podemos asumir
que 7; = vs. Pero 6%(i1) = o¥(i;) para todo k, y por el ejercicio 1.14(ii)
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se concluye (; = <. La ley de cancelacién, ejercicio 1.6, da (1 ...0;i-1 =
Y1...%s—1, ¥y la prueba es completa por induccién sobre max{s, t} . [ ]

Ejercicios 3.3

1.15 Sea « una permutacién de {1, 2, ..., 9} definida por «(i) = 10 —i.
Escribir a@ como un producto de ciclos disjuntos.

1.16 Sea p un primo y sea o € S, . Si o = 1, entonces, o bien @« = 1, o
«a es un p-ciclo, o a es un producto de p-ciclos disjuntos. En particular,
si a® = 1, entonces a@ = 1, a es una trasposicién, o a es producto de
trasposiciones disjuntas.

1.17 ;Cuantas a € S, existen con o = 17 (Sugerencia. (i j) = (j i), y

(kD) = (kD) j))

1.18 Dar un ejemplo de permutaciones «, 3,y € S5 con a conmutando con
B, con [ conmutando con 7, pero o no conmutando con 7.

4. Permutaciones Pares e Impares

Existe otra factorizacién de permutaciones que es util.

Teorema 4.1 Toda permutacién « € S, es un producto de trasposiciones.

Prueba. Por el teorema 3.1, es suficiente verificarlo para los factores ciclicos,

y
12...r)=>0rAQr—-1)...(12)

|

Cada permutacién puede entonces realizarse a través de una sucesién de in-

tercambios. Tal factorizacién no es tan buena como la factorizacién en ciclos

disjuntos. Primero que todo, las trasposiciones que ocurren no son necesaria-

mente conmutativas: (1 3)(1 2) = (123) y (1 2)(13) = (13 2); segundo,

ni los factores, ni el niimero de factores estin dnicamente determinados; por
ejemplo,

(123) = (13)(12) = (23)(13)
= (13)(42)(12)(14)
= (13)(42)(12)(14)(23)(23)

[ Existe alguna unicidad en todas estas factorizaciones? Probaremos que la pa-
ridad del ntimero de factores es igual para todas las factorizaciones de una per-
mutacion «: esto es, el nimero de trasposiciones es siempre par o es siempre
impar.

Definiciéon 6 Una permutacién o € S,, es par si se puede escribir como un
producto de un nimero par de trasposiciones; en otro caso, a es impar.

Mateméticas Discreta, Prof. José Luis Chacén
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No sabemos, por el momento, si existen permutaciones impares; no podemos
decir que es cuando hay una factorizacion en un nimero impar de trasposiciones,
puesto que tal vez exista otra factorizacion como un producto de un ntimero par
de trasposiciones. La definicién de permutacién impar «, después de todo, dice
que no existe factorizacion de « en un nimero par de trasposiciones.

Lema 4.1 57 k, 1 > 0, entonces
(ab)(acy ... cpbdy ... d) = (acy ... cp)bdy ... dp)

(ab)(acy ... cp)bdy ... d) = (acy ...cpbdy ... d))

Prueba. El lado izquierdo envia a +— ¢; +— ¢1; ¢; +— ¢i41 — ciy1 si @t < k;
cp—b—a;b—d — di;dj — djy1 — djp1 st g <l;d— a—b.
Similar evaluaciéon en el lado derecho muestra que ambas permutaciones son
iguales. Para la segunda ecuacién, sélo multiplique ambos lados de la primera
ecuacién por (ab) a la izquierda. ]

Definiciéon 7 Si a € S,, y « = (1 ... es una factorizacién completa en ciclos
disjuntos, el signo de a se define por

sgn(a) = (=1)"7%.

De acuerdo al teorema 3.2 sgn esta bien definido. Si 7 es una trasposicién,
entonces mueve dos nimeros, digamos, i y j, y fija cada uno de los otros n — 2
ntmeros; por lo tanto, t = (n—2)+1 = n—1, y se sigue

sgn(r) = (-1 = 1

Lema 4.2 Si § € S, y 7 es una trasposicion, entonces

sgn(tB) = —sgn(p).

Prueba. Sea 7 = (ab) ysea 3 = 71 ---79: una factorizacién completa de [
en ciclos disjuntos (existe un 1-ciclo por cada i fijado por [, y cada niimero
entre 1 y n ocurre en un dnico 7). Si a y b ocurren en el mismo v, digamos
en 1, entonces 1 = (acy ... cxbdy ... d;),donde kK >0yl > 0.Porel
lema 4.1,

™1 = (acy ... cr)(bdy ... dy),

yvasi 70 = (771)72 -+ es una factorizacién completa con un ciclo extra (771
se divide en dos ciclos disjuntos).

Por lo tanto, sgn(r3) = (=1)"~(+D) = —sgn(f).

La otra posibilidad es que a y b aparezcan en diferentes ciclos, digamos, v, =
(aecr .. k) y 2 = (bdy ... d) donde k¥ > 0 y I > 0. Pero ahora
76 = (T717v2)7vs -7, y el lema 4.1 nos da

Ty = (act ... e bdy ... dy).

Por lo tanto, la factorizacién completa de 70 tiene un ciclo menos de los que
tiene (3, y entonces sgn(73) = (—1)"~ (=D = —sgn(f3). [ ]
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Teorema 4.2 Para todo o, § € S,

sgn(a3) = sgn(a)sgn(3).

Prueba. Supongamos que o € S,, es dadoy que & = 71...7,, es una fac-
torizacion de « en trasposiciones con m minimal. Probaremos, por induccién
sobre m, que sgn(af) = sgn(a)sgn(f) par cualquier S € S, . El paso bédsico
es precisamente el lema 4.2. Si m > 1, entonces la factorizacion ... 7,
es también minimal: si 7»...7,, = 01...04 con cada o; una trasposicién y
g < m — 1, entonces la factorizacién o = 707...0, viola la minimalidad de
m. Por lo tanto,

sgn(af) = sgn(ry ... TB) = —sgn(ra...7m0) lema 4.2
= —sgn(7e...Tm)sgn(B) Por hipétesis
= sgn(7y ... Tm)sgn(B) Por el lema 4.2
= sgn(a)sgn(f).

Teorema 4.3
(i) Una permutacién « € S, es par siy sélosi sgn(a) = 1.

(i) Una permutacién es impar si y sélo si es producto de un ndmero impar de
trasposiciones.

Prueba. (i) Hemos visto que sgn(7) = —1 para cualquier trasposicién 7. Por
lo tanto, si @ = 71...74 es una factorizaciéon de « en trasposiciones, entonces
el teorema 4.2 nos da sgn = sgn(7)...sgn(ry) = (—1)9. Asi, sgn(a) = 1 si
y sélo si q es par. Si « es par, entonces existe una factorizacién con ¢ par, y
asi sgn(a) = 1. Reciprocamente, si 1 = sgn(a) = (—1)?, entonces ¢ es par y
por lo tanto « es par.

(ii) Si « es impar, entonces no existe factorizacién en un ndmero par de
trasposiciones, y de esta manera debe ser producto de un ntimero impar de ellos.
Reciprocamente, si &« = 7y ...7, con ¢ impar, entonces sgn(a) = (—-1)7 = -1,
« no es par, y por lo tanto es impar. [ |

Ejercicios 4.4 1.19 Muestre que un r-ciclo es una permutaciéon par si y sélo
si r es impar.

12 3 45 6 7 89
1. Calcule sgn(«) para a = (9 8 7 6 5 4 3 9 1).

1.20 Muestre que S,, tiene el mismo niimero de permutaciones pares como de
q p p
permutaciones impares.(Sugerencia: Si 7 = (1 2), considere la funcién

f S, — S, definida por f(a) = Ta.)

1.21 Sean «, B € S, .Si a y § tienen la misma paridad, entonces af es par;
si a y [ tienen paridad distinta, entonces a3 es impar.

Mateméticas Discreta, Prof. José Luis Chacén



5 PARIDAD (OTRA PERSPECTIVA) Permutaciones y Grupo Simétrico

5. Paridad (otra perspectiva)

Para S, sea f = H (x; — x;) y para o € Sy, definimos o*(f) asi
1<i<j<n

o (f) = H (xo(i) - xo(j))

1<i<j<n

Entonces el polinomio o*(f) tiene los mismos factores de f, salvo el signo; si
o(i) < o(j), entonces (z4(;) — o (j)) es un factor de f y si o(i) > o(j) entonces
—(xa(i) - Io(j)) = (xa(j) - Io(i)) es un factor de f

Es facil verificar que si 0,7 € S,, entonces (o7)*(f) = o*(7*(f)).

Definicién 8 Una permutacién o € S,, se dice par si o*(f) = f.

Procederemos a probar que toda trasposicién es impar (no es par); para eso
definimos inversion.

Definiciéon 9 Una inversién es una trasposicién tal que sus componentes son
nimeros consecutivos, es decir, es de la forma (ii+ 1) paral <i<mn

Tenemos el siguiente resultado

Lema 5.1 Si 7 es una inversion, entonces T es impar.

Prueba. Supongamos que 7 = (k k + 1), entonces el unico factor que cambia
de signo es (xy — xk4+1). Veremos porque es asi

= (i’jg{lﬁfﬂ}m ~ ) (I~ o0) o = 1 ) o = i)

i<j i<k
( IT @r =2 @k - wj))
k+1<j

Veremos como actia 7 sobre cada grupo de factores observando que si f = gh
entonces 7(f) = 7*(g)7*(h).
Tenemos entonces

i,j%{k,k+1} i,j%{k,k‘i’l}
T*< 11 (ivi—HC‘j)):( 11 (»”Cz'—%))

T* (x; —xp)(zi — g1 | = (x; —xp) (T — Tpt1
T ((xk — Th11)) = (Thy1 — k) = — (T — Tpt1)
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7'*( H (xr — ) (Tt —xj)> = ( H (@ — ;) (Tr41 _Ij)>

k+1<j k+1<j

De este modo se tiene que 7*(f) = —f para cualquier inversién .

Procedemos a probar el siguiente lema que afirma que cualquier trasposicion es
producto de un nimero impar de inversiones.

Lema 5.2 Sea (k, t) una trasposicion tal quen >t >k+1>1, yseaj > 1
tal que t = k + j entonces

(k, k+3j) = <H(k+j+1—r, k+j—r)>(k, k+1)<H(k+r+1, k—l—r))
r=1 r=1

Prueba. Haremos una prueba por induccion sobre 2 < j <n —Fk. Si j =2 se
tiene que

(f[(k—i—i%—r, k+2—r)>(k, k+1)(]j(k+r+1, k—i—r)) -

= (k+2, k+1)(k k+1)(k+2, k+1) = (k, k+2)

Supongamos que la ecuacién vale para j < n — k, entonces desarrollamos la
ecuacion para j + 1. Trabajamos con la expresién

j
[[k+i+2-r k+j+1-1)
r=1

Hacemos un cambio de variable s = 7 — 1 y separamos el primer término

-

k+j+2—-r k+j+1—1r)=

ﬁ
Il
\) —-

-1
Hk+j+2— (s+1), k+j+1-(s+1)=][(k+j+1-s k+j—s)
s=0 s=0

=(k+j+1, k+j) Hk:+j+1—s,k:+j—s)
s=1
Jj—1

=(k+j+1 k+j) [[(k+i+1=r k+j—1)

r=1
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Aplicamos esta identidad en la siguiente expresiéon

(ﬁ(k+j+2—r, k+j+1—r))(k, k+1)(ﬁ(k+r+17 ,Hr)) _

r=1
Jj—1
=(k+j+1, k+j)(H(k+j+1—r, k—l—j—r))(k:, k+1)
r=1

j—1

.

T

(k+r+1, k+r)>(k+j+1, k+7)
1

Por hipétesis inductiva se tiene

(ﬁ(k+j+1—r, k+j—r)>(k, k+1)(ﬁ(/~c+r+1, k+r)> = (k, k+)

r=1 r=1

Luego, sustituyendo esta ecuacién en la expresiéon anterior se tiene

(ﬁ(k+j+2—r, k+j+1—r))(k, k—i—l)(ﬁ(k-i-r-i-l, /Hr)) _

r=1

=(k4+j+1, k+j)k k+)(k+j+1, k+j) =k k+j+1)

Esto culmina la prueba.

De este modo tenemos que cualquier trasposicién es producto de un nimero
impar de inversiones. Tenemos el siguiente resultado

Teorema 5.1 Las trasposiciones son permutaciones impares

6. Ejercicios

1. Sea ¢ = (a1 --- a,), un ciclo de longitud r en S,, y sea ¢ € S,, una
permutacién cualquiera, entonces Yoyt = (¢¥(ay),...,¥(a,))

2. Las permutaciones (12)y (123--- n) generan a Sy,

3. Sipesprimo y ¢ es un p-ciclo, entonces para todo 1 < k < p se tiene que
" es un p ciclo.

4. Si p es primo entonces cualquier trasposicién y p-ciclo de .S, genera a .S,.
5. El producto de dos trasposiciones es un 3-ciclo o producto de dos 3-ciclos.
6. Paran > 3 el grupo A,, es generado por los 3-ciclos.

7. Demuestre que todo elemento de A,, es un producto de ciclos de orden n
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8. A, para n > 3 es generado por ciclos de la forma

(123),(124),...,(12n)

9. Si N < A,y N contiene un 3-ciclo, entonces N = A,

10. Sean>5y (e) # H< A,, entonces H tiene un ciclo de longitud 3.

Solucion.

1.

zl(lisngamos que P(k) ¢ {¢(a1),...,¥(as)), entonces (Yoyp~—')(p(k)) =
Si 1/)(k) = 1(a;) con 1 < i < r, entonces (Yoo )(Y(a;) = P(ait1), y
(V=1 (1b(n)) = (1)

Por lo anterior, siendo ¢ = (1 2) y v = ((1 n) se tiene que
PEep=F = (YF(1) 9*(2)), y estoes (k k+1) 11<k<7‘y(1n) sik=n.
Tenemos que las trasposiciones (1 2), (2 3), (34),...,(n (n—1), (1 n)
son generadas. Ademds (1 2)(2 3)(1 2) = (1 3) y de este modo (1 3), es
generada; procedemos por induccién, observando que (1 k)(k k+1)(1 k) =

(1 k4 1); de este modo se tiene que todas las trasposiciones (1, k) son
generadas. Puesto que (1 r)(1 k)(1 r) = (r k) tenemos que todas las
trasposiciones son generadas y como toda permutacién es producto de
trasposiciones tenemos que es generado S,,.

Veremos inicialmente que si ¥ es un n-ciclo, entonces para todo k tal que
(n,k) = 1 se tiene que ¥* es un n-ciclo. Si 1 = (iy 4z i3---i,) debemos
probar que "% (i1) debe recorrer todos los valores is con s = 1,2,...,n,
es decir, para todo s € [n] existe r € [n] tal que ¥"*(i1) = is; sabemos
que ¥k (iy) = if14+rk) donde [14-7k] es el resto médulo n; en consecuencia
debemos probar que la ecuacién kx+1 = s(n) tiene solucién para todo s €
[n]. Puesto que (k,n) = 1 se tiene que existen ¢, m tales que mk +tn =1,
entonces s—1 = km(s—1)+nt(s—1)y en consecuencia km(s—1) = s—1(n).
Quedo demostrado.

En particular, si p es primo se tiene (k,p) = 1 para todo 1 < k < p, y por
lo previo ¥* es un p-ciclo siempre que 1) sea un p-ciclo.

Sea @ = (r t) una trasposicién y ¢ = (i1 iz ---ip) un p-ciclo, como
estamos en S, el p ciclo contiene todos los nimeros en [p], por lo tanto,
podemos suponer, sin perder generalidad, que i1 = r. Entonces ¢ = (41 is)
para algiin 1 < s < p; puesto que p es primo tenemos que ¢*~! es un p-
ciclo y tiene la forma ¢*~! = (11 is ---) de manera que renombrando
las variables tenemos el p-ciclo 0 = (j1 j2 j3 ---jp) ¥ la trasposicién
¥ = (jr jz). Aplicamos o* (" )1 = (jx jir1) para 1 < k < p
y generamos todos las trasposiciones que tienen la forma (ji jg4+1). Por
iltimo generamos todas las trasposiciones posibles de esta manera: sea
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(u v) una trasposicién, entonces existen 1 < r < s < p tales que (u v) =
(is ir), sea n tal que s = r + n. Procedemos por induccién: puesto que

(ir ir-l—l)(ir-i-l ir+2)(ir ir—i—l) = (Zr Z'7‘-i-2)

tenemos la base inductiva. Supongamos que hemos generado la trasposi-
cién (ir ip4x), entonces

(irtke Gkt 1) (ir Grgke) (ot Grtkt1) = (ir drphr1)

Luego es posible generar (i, i) para todo 1 <r < s < p y estas son todas
las posibles trasposiciones y por lo tanto se genera Sp.

5. El producto de dos trasposiciones disjuntas (a b)(c d) es
(ab)(cd)=(ab)(be)(be)(ed)=(abc)(bcd)
Si el producto es de la forma (a b)(a ¢) entonces
(ab)(ac)=(ach)
La identidad se puede expresar (a b c¢)(a ¢ b)

6. Segun la prueba anterior todo elemento de A, es un 3-ciclo o producto
de 3-ciclos, pues todo elemento de A,, tiene una descomposicién en un
nimero par de trasposiciones. Reciprocamente todo 3-ciclo se encuentra
en A, pues (abc) = (ac)(ab).

7. Basta notar que el producto entre ¢ = (i1 i3 i3 i4 - - in) y la permutacién
o que se obtiene de ¢ invirtiendo el orden de los elementos del tercer
lugar en adelante, es decir, ¢ = (i1 g in in—1--- 14 i3) resulta (i1 iz i2).
Formalmente o se define asi:

iQ, si k=1
(ix) = in,  si k=2
TR =N 4, st k=3

ik—1, si 4<k<n

De este modo el producto de dos n-ciclos adecuados generan un 3-ciclo
determinado y por lo tanto todo A,.

8. Basta probar que todo 3-ciclo (a b ¢) es generado por los dados o sus
inversos (observe que (12 k)~! = (12 k)?).

(12¢)(12a)(12b)(12a)" ' (12¢) ' =(abe)

La validez de la ecuacion previa nos da el resultado esperado. Los calculos
se facilitan usando el resultado del ejercicio 1.
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9. Sea (a bc) € N entonces la normalidad de N sobre A,, garantiza
olabc)o™t €N

para toda o € A,, Veremos varios casos:

~

Primer caso. (a b ¢) = (1 2 ¢), si n = 4 podemos suponer que ¢ = 3
luego (1,2,3)™* € N y asi (1 3 2) € N y por la normalidad se tie-
ne (3 4)(1 3)(1 3 2)((3 4)(1 3))™! = (1 2 4) € N y asf tenemos que
(123),(124) e N.

Sin > 4 elegimos k,r ¢ {1,2,c} y se verifica
(crk)12c)(crk) ™t =(12r)

y
(ckr)(12c)(ckr) ™t =(12k)

y se cumple (1 2 k) € N para todo k ¢ {1,2}

Segundo caso. (a bc) = (2 1 ¢), entonces (21¢)"1 =(12¢c) € Ny
estamos en el caso anterior.

Tercer caso. Supongamos que (a b ¢) = (1 b ¢) con b,c ¢ {2}, se tiene
que (1cb)e Ny

(b2)(c2)(1bec)((c2)(b2) ' =(12¢c)eN

(c2)B2)1edb)((b2)(c2) ' =(12b)eN
Para k ¢ {1,2,b,c}

b2)(ck)1be)((ck)(b2) P =(12k)eN

Cuarto caso. Si (abc) = (2bc) con b,c ¢ {1} entonces

(1) (1b)(2be)((1e)(1b) P =(12¢c)eN
Siendo (2 ¢ b) € N se tiene

(1b)(1e)(2eb)((1b)(1e) P =(12b) €N
Sea k ¢ {1,2,b,c} entonces

(Le)bk)2be)((1e)(bk) =12k €N
Quinto caso. Sea (a b ¢) con a,b,c ¢ {1,2} tenemos

@b a)abe)((2b)(la)t=(12c)eN
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10.

(2a)(1c)abe)((2a)(le) ™ =(12b) e N
(2¢)(1b)(abe)((2¢)(1b)) P =(12a)eN
Sin>5seak¢{1,2,a,b,c} yr¢{l,20¢k}, entonces
(ck)rk)12c)((ck)(rk) =12k eN
Hemos probado que si N es subgrupo normal de A,, que contiene un 3-ciclo
(a b ¢) entonces contiene todos los 3-ciclos (1 2 k) para todo k € [n]\{1,2}

y por el problema anterior se tiene que N contiene todos los 3-ciclos y por
el problema 4 es todo A,

Seae#60 € Hy 6 =010s---60; una descomposicién de 6 en ciclos y sea
61 uno de los ciclos de mayor longitud (esto es siempre posible porque
ciclos disjuntos conmutan). Veremos tres casos: que el ciclo tenga longitud
mayor que 3, que tenga longitud igual a 3, y que todos tengan longitud 2.

Supongamos que 01 = (i ig -+ i) con n > 3, entonces
07 (i1 in i3)01 (i1 g i3) " = 07 (ig i3 i1 44 05 -ip)

es facil verificar que Gfl(ig i3 11 %4 @5 in) = (i1 43 i, ). En consecuencia,
por ser H un subgrupo normal de A,, se tiene que

0 (iy ig i3)0(iy inis) b € H
Ahora

07 (i1 ig i3)0(i iz i3) "t = 07 (iy ig i3)01 (iq g i3) 7"

Esto se debe a que 6~ = 0,0, --- 071 por ser 6,0, = 0,0; y por ser

(i1 i i3)0(i1 d9 i3) "' = (iq i2 93)01 (i1 i 93) 0o ---Op
ya que (i1 i2 93)0; = 0;(i1 i2 i3) para 2 < j < n. De este modo se tiene
que (i1 iz in) € H

El caso en que el ciclo de mayor longitud es mayor que 3 esta demostrado.
Veremos a continuacion el caso en el que el ciclo de mayor longitud es 3.

Supongamos que 67 = (i1 i2 i3). Si hay al menos otro de longitud 3
entonces
Por ser H subgrupo normal de A,,, se tiene que
(il 9 i4)6‘(i1 n ig)e_l €EH
Desarrollando la expresién
(i1 i 14)0(i1 ig 2)0 " =
= (i1 dg i) (i1 i2 i3)(i4 15 16) (41 14 i2) (i1 i3 92)(ia 16 15) =

= (Zl 19 15 13 Z4) eH
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De nuevo
(i1 i5 i) (i1 i2 i5 i3 44) (41 44 65) = (41 45 io i4 i3) € H
Por dltimo
(i1 19 @5 i3 94) (i1 @5 i 14 i3) = (i1 i3 12) € H
Asi H tiene un 3-ciclo.

Si la descomposicion en ciclos disjuntos tiene exactamente un 3-ciclo hay
dos posibilidades: no hay més ciclos y se cumple trivialmente que H tiene
un 3-ciclo, o existe al menos un 2-ciclo; en este caso sea

0 = (i1 12 13)(i4 15)03 - - - O
donde los 6; son 2-ciclos, entonces, por ser los ciclos disjuntos y por ser
0? = identidad se tiene
(i1 d2 94)0(iq1 iq 92)0 = (i1 G2 14) (i1 @2 i3) (14 i5) (41 14 i2) (41 2 i3)(iq i5)
= (il i4)(i3 i5) € H

De la normalidad de H sobre A,, se tiene

(i1 iq i3) (i1 ia) (i3 i5) (i1 i3 ia) = (i1 i5) (i is) € H

(i s i3) (i1 i4) (i3 i5) (i1 i3 i2) = (i1 45)(i2 ia) € H
Luego
(il i5)(i3 i4)(i1 i5)(i2 i4) = (ig 13 i4) €eH

Este caso esta demostrado.

Veamos el caso en que la descomposicién en ciclos disjuntos contenga solo
trasposiciones; por ser una permutacion par debe tener un nimero par de
trasposiciones. Supongamos que 6 = (i j)(k 1)03604 - - - 6} donde el producto
es de trasposiciones disjuntas. Veremos inicialmente que, si H < A, y
0 € H, entonces existe una permutacion o € H que tiene exactamente dos
trasposiciones disjuntas. Puesto que (i j k) € A, tenemos que

0Gij k)06 jk) ™ eH

Asi, por ser ciclos disjuntos ninguno de los 6; contienen a los elementos
{i,4,k,1} y por lo tanto conmutan con los ciclos

(03),(k 1), (i j k), (i k)"
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ademds (6;)? = identidad. Esto explica la siguiente secuencia

0(i 5 k)OG5 k)~ = (i )(k 1)004 - 01(i 5 k)(i 5)(Kk 1)0304 - 01(i 5 k)"
= (i) (k)i j k)i §)(k 1)(ij k)~
=@k R = (k)1

Tenemos que 0 = (i k)(j 1) € H.

Usamos ahora la hipétesis n > 5 para conseguir un ciclo de mayor longitud
en H, existe r € [n] tal que r ¢ {i,4,k,1}, luego (i r I) € A,, y por ser H
normal en A, se tiene que

(irloGrl)™t eH
Desarrollamos la expresion
GroGr) ™ =3Gr)ER)GDGEr )™ = (kr)(ji)
Por ser H subgrupo se tiene (kr)(j4)(i k)(j 1) € Hy
(kr)(G k)G =(rkjl)
Usando la normalidad de H sobre A,, se tiene
Girirkjl)ijr) t=Gikrl)eH

y por ser H subgrupo

(irkji)Gikrl)=(@Gjr) eH

Obtenemos de esta manera un 3-ciclo en H.
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