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Introduccion

El propésito de escribir este libro es presentar un texto introductorio de
algebra lineal para la asignatura Algebra 1 de la Licenciatura de Matematicas
en la Universidad de Los Andes. Esta dirigido a estudiantes que por primera vez
estudian algebra lineal pero estan familiarizados con los conceptos basicos de
vectores en el plano y en el espacio, estudiados previamente en cursos de calculo
y geometria analitica.

1. Determinante del producto igual al producto de determinantes puede ir
después de las operaciones elementales?

2. La exposicién debe ser clean, direct and clear!
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Capitulo 1

Matrices

1.1. Definicion y terminologia

Comenzamos recordando el algebra de los nimeros complejos. El conjunto
de los nimeros complejos se denota por C y estd formado por pares ordenados
(a,b), donde a,b € R. Decimos que dos nimeros complejos son iguales cuando
son iguales coordenada a coordenada:

(a,b) =(c,d) a=cyb=d

Definimos dos operaciones en C, llamadas suma y producto, de la siguiente
manera;

(a,0) + (c,d) = (a+c,b+d)
(a,b) (¢,d) = (ac—bd,ad+ be)

El teorema a continuacién contiene las propiedades més notables de estas
operaciones.

Teorema 1.1.1 Las siguientes propiedades se cumplen:
1. (a,b) + (¢,d) = (¢, d) + (a,b) ;

[(a,0) + (¢, d)] + (e, f) = (a,b) + [(¢, d) + (e, F)];
0,0) + (a,b) = (a,b);

AR

(

(a,b) + (=a, =b) = (0,0);

(a,0) (¢,d) = (¢, d) (a,b);

6. [(a,0) (¢, d)] (e, ) = (a,b) [(¢,d) (e, )]
7. (1,0)(a,b) = (a,b);
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8. Si(a,b) # (0,0) entonces (a,b) (T ‘T’L) = (1,0);
9. (a,b)[(c,d) + (e, )] = (a,b) (¢, d) + (a,b) (e, [);
10. [(a,b) + (¢,d)] (e, f) = (a,b) (e, f) + (¢, d) (e, f) -

Demostracion. Probamos 8, las demés las dejamos como ejercicio. Como
(a,b) # (0,0) entonces a? + b> # 0 y asi, (#_‘me ﬁ) estd bien definido.

Ademas,

(ab)Li = (a2 b b a_b Ny
’ a2+b27a2+b2 - a2+b2 a2_|_b2’ (I,2+b2 a2+b2

a?+b> —ab+ba
= = 1
<a2+b2’ a? + b2 ) (1,0)

|
Por otra parte, se comprueba facilmente que

(a,0)+(b,0) = (a+b,0)
(aa 0) (b7 0) = (a’b7 O)
Ademads, como la funcién ¢ : R — C definida por ¢(a) = (a,0) es inyectiva
entonces es posible considerar a R como subconjunto de C; simplemente iden-

tificamos a R como los ntimeros complejos de la forma (a,0). De esta manera,
podemos escribir

(a,b) = (a,0)+ (0,b) = (a,0)+ (b,0)(0,1)
= a+b
donde denotamos a (0,1) por i. Notamos que i satisface
i =(0,1)(0,1) = (-1,0) = —1

Luego, cada ntimero complejo z se representa de manera unica como z =
a + bi. En esta representacion llamamos a la parte real y b la parte imaginaria
de z y los denotamos por

Re(z)=ayIm(z)=5b
Con esta notacién, las operaciones suma y producto se convierten en

(a+bi)+(c+di) = (a+c)+(b+d)i
(a+bi)(c+di) = (ac—bd)+ (ad+bc)i

A partir de ahora usamos la notacién z = a + bi para denotar un nimero
complejo.
Si z = a+bi entonces definimos el conjugado de z, denotado por z, al niimero
complejo
zZ=a—bi
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En este caso tenemos que
2Z = (a+bi) (a — bi) = a® + b*

Si representamos a z en el plano real (ver Figura *) observamos que 2Z es
precisamente la longitud al cuadrado del vector 0P. Denotamos por |z| a esta

longitud, es decir,
|z| = Va2 + b2

y la llamamos la norma del nimero complejo z.
Figura *
Si 0 es el dngulo que hace el vector 0P con el eje = entonces se tiene que
a =rcost y b= rsenf

y, en consecuencia, z = a + bi = r(cosf + isend). Esta es la forma polar del
nimero complejo z.

A lo largo de estas notas, F denotara el conjunto de los niimeros reales o el
conjunto de los nimeros complejos. Cualquier afirmacion relativa a [F significa
que es valida en los dos casos: F =R o F = C. Diremos que un elemento de F
es un escalar.

Sean m y n enteros mayores o iguales a 1. Una matriz es un arreglo rectan-
gular de elementos de F de la forma

aip - Qin
A =
am1 - Amn
Las m n-uplas
(a117~"7a1n)7"'7(am17"'7amn)

son las filas de la matriz y las n m-uplas

a11 Q1n

am1 Amn

son las columnas de la matriz. Una matriz A con m filas y n columnas es una
matriz de tamano m x n. En este caso denotamos las m filas de A por

A1*7A2*7 .. 7Am*
y las n columnas de A por
A*17 A*Z; ceey A*n

El elemento a;; es el elemento 7j de la matriz A, aparece en la fila 7 y en la
columna j de A. También usamos la notacién [A];; para denotar el elemento ij
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de la matriz A. Los elementos [A] .., i =1,...,7 = min {m,n} son los elementos
de la diagonal de A.

Dos matrices A y B son iguales si tienen el mismo tamao y [A];; = [B];
para todo 7 , j.

Denotamos por M., x, (F) al conjunto de todas las matrices m x n con
elementos en F. Si m = n simplemente escribimos M, (F) y sus matrices las

llamamos matrices cuadradas (de tamano n).

%)

1.2. Algebra de matrices
Definimos a continuacién dos operaciones sobre el conjunto M, x,, (F).

Definicién 1.2.1 Sean A, B € My,xn (F). La suma de A y B, denotada por
A+ B, es la matriz m x n definida por

[A+ Bl = (4],

ij

+ (Bl -

ij

St a € F la multiplicacion del escalar a por la matriz A, denotado por aA,
es la matriz m X n definida por

[aA]ij = alA];;

ij

Ejemplo 1.2.2 Consideremos las matrices

3 2 ) 5 -2 4
A= 0o -2 4 y B = T -2 4
8 2+1 6 -6 -1 3
FEntonces
8 0 i1+4 9 6 31
A+ B= T —4 8 y3A = 0 —6 12
2 g 9 24 3i+3 18

Veamos las propiedades méas importantes que cumplen las operaciones recién
definidas. El1 0 de M« (F) es la matriz definida por [O]ij = 0 para todo 1, J.
Por otra parte, el inverso aditivo de A, que denotamos por —A, es la matriz
definida como [—A];; = —[A;;]. Para abreviar, de aqui en adelante escribimos
A — B en lugar de A+ (—B).

Teorema 1.2.3 Sean A, B,C € My,un (F) y a, 8 € F. Entonces
1. A+ B=B+ A4

(A+B)+C=A+(B+0C);

A+0=A4;

A+ (-A)=0;

™ e e



1.2. ALGEBRA DE MATRICES 5)

5. a(A+ B)=aA+aB;
6. (a+B)A=aA+ A
7. (af)A=a(BA);

8 1A=A.

Demostracion. Vamos a demostrar la propiedad 7. Para todo 7, j tenemos
() A]ij = (aB) [A]ij = (6 [A]ig) =« ([5A]zj> = [« (614)]1]

Por lo tanto, (af8) A = a (SA). =

Llamamos a M, «,, (IF) junto con las operaciones definidas anteriormente el
espacio de las matrices m x n con elementos en F.

Ahora introducimos la multiplicacién de matrices. En un principio esta
definicién parece innecesariamente complicada, pero quedard plenamente jus-
tificada en las secciones posteriores.

Definicién 1.2.4 Sean A € My,xr, (F) y B € My, (F). La multiplicacion de
A por B, denotada por AB, es la matriz de Mo, xp (F) definida como

n

[AB]U = Z [A]ik [B}kj

k=1

Observamos que la multiplicacién de dos matrices esta definida cuando el
nimero de columnas de la matriz de la izquierda es igual al nimero de filas de
la matriz de la derecha.

1 1 2 2 1
Ejemplo 1.2.5 Sean A = yB=| —2 0 |. Entonces
2 3 -1
1 1
4 5 3
AB:(_23 i’)yBA: -2 -2 —4
3 4 1

Es claro que la inica manera que AB y BA estén ambas bien definidas es que
A€ Mpsn (F)y B € Mysm (F). Si m # n entonces AB y BA tienen distinto
tamano y, por lo tanto, AB # BA. Aun en el caso que A y B sean matrices
cuadradas del mismo tamano la multiplicacién no es conmutativa, como muestra

1

el siguiente ejemplo.
4 3
9 ) yB—( 1 9 >.Ent0nces

= (1) 4(% 5) o

(el \V]

Ejemplo 1.2.6 Sean A = (
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A continuacién presentamos una lista de propiedades bésicas que satisface la
multiplicaciéon de matrices. Suponemos en el préximo teorema que los tamanos
de las matrices son los adecuados.

Teorema 1.2.7 Sean A, B,C matrices. Entonces
1. (AB)C = A(BC);
2. A(B+C)=AB+ AC,
3. (B+C)A=BA+CA;
4. A(AB) = (M\A) B = A(\B) para todo \ € F;

Demostracién. Probamos 1. Para cada i, j tenemos
P
(4B =2
k=1
n
Z [A]zl

[
M@

[(AB) C1;,

N

Mz I

(Al (B ) [Cli

DR LALACH

=~
Il
_

I
NE

k=11=1 I=1 k=1
n P n

= D WMl ) [Bly (Ol = 3[4l [BCI,; = [A(BO),
=1 k=1 =1

|
La matriz identidad de M,, (F) se denota por I,, y se define como:

10 --- 0
(1 osioi=j o1 0
[I’ﬂ]ij_{ 0 si itj , esto es, I, = o
00 --- 1

Teorema 1.2.8 Si A € M, (F) entonces I,A= A y A, = A.

Demostracién. Probamos que I,,A = A. En efecto,

paratodol <i<myl1<j<n. m

Definicién 1.2.9 Una matriz A € M, (F) tiene inversa (o es invertible) si
existe B € M,, (F) tal que AB = BA = 1,. En este caso decimos que B es una
inversa de A.
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. . . . . . 0 1
Existen matrices que no tienen inversas. Por ejemplo, la matriz A = ( 0 0 )

€ My (F) no es invertible porque

0 1 a b c d
(0 O>(c d)(o 0)7”2

para todo a,b,c,d € F.
Teorema 1.2.10 La inversa de una matriz, si existe, es unica.

Demostracién. Supongamos que A € M,, (F) y B, C son matrices inversas
de A. Entonces AB = I,, = CA. Luego, B = I,B = (CA)B = C(AB) =
Cl,=C. m

En virtud del resultado anterior hablamos de la inversa de una matriz A y la
denotamos por A~!. En general, el cdlculo de la inversa de una matriz resulta

largo y tedioso. En secciones posteriores estudiaremos algunos métodos para
calcularla.

Teorema 1.2.11 Sean A, B € M,, (F) invertibles. Entonces
1. (A )7 =4
2. AB es invertible y (AB)"' = B71A~1,
Demostracién. Probamos 2. Tenemos que
(AB) (B™'A™') = ABB ')A =1,
(BT'A™)(AB) = B '(AT'A)B=1,
Luego (AB)™! = (B7'A7!). =
Dado A € M,, (F) definimos A% = I,, y para m > 1, definimos recursiva-

mente A™ = AA™~!. Sir, s son entero mayores o iguales a 1, entonces se prueba
por induccién que A7 A% = ASA” = AT,

Definicién 1.2.12 Sea A € M« (F). La traspuesta de A, denotada por AT,
es la matriz de My xm (F) que se obtiene al intercambiar las filas por columnas:

T
a1 - A1n ailr - amil

am1 o Amn A1n - Amn

Formalmente, [AT] = = [A]; para todo i, j.

j

3 1t 2—1
Ejemplo 1.2.13 La traspuesta de la matriz A= | 1 2 3 es
5 2 5—1
3 1 5
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Las propiedades basicas de la traspuesta las presentamos en el siguiente re-
sultado. Suponemos que los tamarnios de las matrices son adecuados para efectuar
las operaciones.

Teorema 1.2.14 Las siguientes condiciones se cumplen:

1.

(A7
2. (A+B)' =AT +BT;
(@A) =aAT;

(

AB)" = BTAT;

™ e

5. Si A es invertible entonces AT es invertible y (AT)_1 = (A_l)T.

Demostracion. 4. Para todo i, j tenemos

(4B)T] = 4Bl = Al (Bl = Y [AT],, [B7],

I k k

Z [BT]ik [AT]kj = [BTATL‘]'

k

5. Supongamos que A es invertible. Entonces por la parte 4 tenemos
(AH)"AT = A4y =1 =1
ATANHT = @) =1 =1
Por lo tanto, la inversa de AT es (A_l)—r. [

Recordamos que Z denota el conjugado del nimero complejo z.

Definicién 1.2.15 Sea A € M, (F). La conjungada de A la denotamos por
A y se define por g] = [A}ij. La traspuesta conjugada o traspuesta hermi-

tiana, denotada por A*, se define como A* = AT.

Claramente, si A € M, x,, (R) entonces A* = AT,

3 1 2—1
Ejemplo 1.2.16 La matrizA=| 1 2 3 tiene traspuesta conjugada
5 20 b—i
3 1 5
A* = - 2 =2
2+17 3 541

Teorema 1.2.17 Las siguientes condiciones se cumplen:

1. AB=AB;
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[ B NS [\S}
—~ /5 —~ o~

=

*

Il

Q

b

\'*

6. Si A es invertible entonces A* es invertible y (A*) ™' = (A_l)* .

Demostracién. 4. (AB)* = (AB)' = BTAT = BT AT = B*A*.
5. Supongamos que A es invertible. Entonces por la parte 4 tenemos

(A4 = (A4 =1 =1

A (AT = (A1) =1 =1
El resto lo dejamos como ejercicio. m
EJERCICIOS

1. Complete las demostraciones de los teoremas de esta seccion.

2. Dadas las matrices

(340 5 -2 (3 1+i 0
A‘( 1 02—3i)yB_(i 1 —3i)
calcule 2iA — 5B.

3. Dadas las matrices

1
[ 34+i 5 =2 _ IV
A< 1 0 2_3@.),B 2 ny(z z)
3
calcule ABC' 'y CAB.
2 3 1 -1
4. Sea B = 5 =2 0 1 . Encuentre Be; para ¢ = 1,...,4 donde

1 2 -2 0
e; viene dada por:

;C) ez = yC)eg=

co~o
o~ oo
—o oo

5. Encuentre para la matriz B del ejercicio anterior e;B donde a) e; =
(1 0 0);b)ea=(0 1 0)yc)es=(0 0 1).
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10.

11.
12.
13.

14.

15.

16.

17.

CAPITULO 1. MATRICES

Generalice los Ejercicios 4 y 5 para matrices en M, x,, (F).

Demuestre que (AB),; = AB.; para todas las matrices de tamaiio ade-
cuado.

Demuestre que si A € My, (F) y z = (ml,...,xn)T entonces Axr =
xlA*l + tte + an*n

Demuestre que si A € M,, (F) satisface AB = BA para todo B € M,, (F)
entonces A es un multiplo escalar de la identidad.

Encuentre una condicién necesaria y suficiente para que una matriz B €
M (R) sea invertible y calcule la inversa cuando existe.

Demuestre que si A € M,, (F) y A? =0 entonces I — A es invertible.
Demuestre que si A es invertible y AB = 0 entonces B = 0.

Una matriz diagonal es una matriz de la forma

di1 0 0
D = 0

: . 0

0 - 0 dun

;Cuando es D invertible? En ese caso, ;{Cudl es la inversa?

Considere la matriz diagonal D = ( Bl (1) ) yA= ( ; ;1 ) Calcule

(A-1DpA)"™".

Dadas las matrices

2 1
_ ) (3 1+¢ O
A= 0 =2 yB—(i 1 32.)

Calcule (AB)" ,BTAT,(AB)" y B*A*.

Una matriz cuadrada A € M,, (F) es simétrica si AT = A y antisimétrica
si AT = —A. Demuestre que para cualquier matriz B € M,, (F) se tiene:
a) BB" y B+ B' son matrices simétricas; b) B — BT es antisimétrica.

Sea A € M,, (F). Se define la traza de A, denotada por T'r (A), como el

elemento de F .

Tr(A) =) [Au
k=1

Dadas A,B € M,,(F) y a € F demuestre: i) Tr(A+ B) = Tr(A4) +
Tr(B); i) Tr(aA) = aTr (A) y iii) Tr (AB) = Tr (BA).
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18. Una matriz T € M,, (F) es triangular superior si [T]ij = 0 para ¢ > j.
Suponga que S,T € M, (F) son triangulares superiores y a € F. De-
muestre que

a) S+ T es triangular superior;
b) «S es triangular superior;

¢) ST es triangular superior.

1.3. Sistemas de ecuaciones lineales

El objetivo de esta seccién es presentar un método para resolver la ecuacién
matricial AX = B, donde A € M« (F) y B € My,»1 (F). En otras palabras,
queremos encontrar todas las matrices X € M, x1 (F) que satisfacen la igualdad
AX = B.Si[A];; = ai; y [B];; = biparatodo 1 <i <my 1< j<n,laecuacién
AX = B es equivalente a un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas

a1+ aprs + - 4+ ap®n, = b

a1x1 + axry + - 4+ aaTn, = by

121+ GmaTy + - + Gy, = bm
donde a;;,b; € F paratodo1 <i<m,1<j<nyx,..., 2, son las incognitas
o variables. El sistema de ecuaciones lineales AX = 0 recibe el nombre de

sistema de ecuaciones lineales homogéneo.

La técnica de eliminaciéon de Gauss-Jordan que estudiamos mas adelante en
esta seccidn, consiste en transformar una ecuacién matricial en una maés sencilla
pero con el mismo conjunto solucién. Esto es posible mediante las operaciones
elementales aplicadas a una matriz.

Definicién 1.3.1 Una operacion elemental por filas aplicada a una matriz A €
Mpscn (F) significa realizar una de las siguientes operaciones a la matriz A :

1. Intercambiar la fila p por la fila q (denotada por fpq (A));
2. Muliplicar por X a la fila p (denotada por f, (X) (A));

3. Sumar a la fila p la fila ¢ multiplicada por A (denotada por fpq (A) (A)).

Mads aun, si B se obtiene a partir de A a través de una sucesion finita de
operaciones elementales por filas entonces decimos que A y B son equivalentes
por filas, y lo denotamos por A f}, B.

Usando operaciones elementales por filas es posible transformar una matriz
en otra que tiene una forma especialmente sencilla.
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Ejemplo 1.3.2 Consideremos la matriz

2 46 2 6
6 4 2 2 14
0 4 8 2 2
2 2 2 2 8

Entonces realizando las operaciones fi (%) , f21 (=6), fa1 (—2) obtenemos

1 2 3 1 3
0 -8 —-16 -4 -4
0 4 8 2 2
0o -2 -4 0 2

Después de fo (—%) , f12(=2), f32 (—4), f42 (2) llegamos a

10 -1 0 2
01 2 3 3
00 0 0O
00 0 1 3
y al aplicar fs4, fo3 (f%) obtenemos la matriz
1 0 -1 0 2
01 2 0 -1
00 0 1 3
00 0 0 O

Definicién 1.3.3 Sea A € M, xn (F). Decimos que A es escalonada reducida
si cumple con las siguientes condiciones:

1.

Si Aj. = 0 entonces Ap. = 0 para todo j < k < m. Es decir, todas las
filas 0 estdn en la parte de abajo de la matriz;

Sean Ap. y Ags filas distintas de 0 y p < q. Si ap, es el primer elemento
distinto de cero de la fila Ay, y aqs es el primer elemento distinto de cero
de la fila Aqi entonces apr =1 =aqs yr <Ss.

Si apr = 1 es el primer elemento distinto de cero de la fila A, entonces
todos los elementos de A, distinto de ap, son ceros.

El Ejemplo 1.3.2 muestra como se lleva una matriz por medio de operaciones

elementales por filas a una matriz escalonada reducida. Esto siempre es posible
como muestra nuestro préximo resultado.

Teorema 1.3.4 (Eliminacién de Gauss-Jordan) Sea A € M, xn (F). Entonces
existe una matriz escalonada reducida E tal que A ,}J E.
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Demostracién. Supongamos que [A]ij = a;; para todo ¢,7 y que r es la
primera columna con un elemento distinto de cero. Si ay,- # 0 entonces aplicamos
sucesivamente las operaciones elementales por filas

i (al ) ,fa1 (—azr) ooy fm1 (—@mr)

1r

colocando ceros en todos los elementos de la columna r debajo del 1 en la
posicién 1,r. Si a;, = 0 entonces existe algin a,, # 0. En este caso aplicamos
primero fi, y luego procedemos como antes. Asi obtenemos una matriz B con
elementos [B]; ;= bi; que tiene las primeras r — 1 columnas 0 y los elementos
de la columna r son todos cero excepto by, que es igual a 1. Ahora sea s la
primera columna distinta de cero de la submatriz de B que resulta al eliminar
la primera fila. Si bos # 0 entonces aplicamos sucesivamente

f2 (bi) 7f12 (_bls) 3 f32 (_b38) R fm2 (_bms)

colocando ceros en todos los elementos de la columna s excepto la posicion 2, s
que es 1. Si by = 0 entonces existe ¢ > 2 tal que bgs # 0. Aplicamos faq y
procedemos como antes.

Después de un numero finito de pasos es claro que llegamos a una matriz
escalonada reducida. m

Probamos mas adelante que una matriz es equivalente por filas a una unica
matriz escalonada reducida.

Veamos ahora una aplicacion de la eliminacién de Gauss-Jordan para resolver
la ecuacién matricial AX = B, donde A € M,xn (F) y B € My, %1 (F).

Teorema 1.3.5 Sean A € Myxn (F), B € Mp,x1 (F) y f una operacidn ele-
mental por fila. Entonces las ecuaciones AX = B y f(A) X = f(B) tienen la
misma solucion.

Demostracién. Es claro cuando f = fp, 0 f = f, (A). Supongamos que
f = fpa(N). St AX = B, donde [B];; = b;, entonces A; X = b; para todo
i. Luego (Aps + AAg) X = Ap X + A X = by, + Aby y, en consecuencia,
fpqg (A (A) X = fpq (A) (B). Reciprocamente, supongamos que fpq (A) (A) X =
fpg (A) (B). Luego, Ay X = b paratodo k #py

(Aps + AAg) X = by + Aby

Equivalentemente,
Ap X + XA g X = by + Ay

Pero como g # p entonces Ay X = by y asi, 4,.X = b,. Esto prueba que
AX=DB. m

Estos dos tltimos teoremas reducen el problema de resolver una ecuacién ma-
tricial de la forma AX = B a una de la forma FX = C, donde E es escalonada
reducida. La idea es la siguiente: si tenemos la ecuacién AX = B entonces, por
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la eliminacién de Gauss-Jordan, efectuamos operaciones elementales por filas a
A hasta convertirla en una matriz escalonada reducida F. Las mismas opera-
ciones llevan la matriz ampliada (A, B) a una matriz (E,C). Por el resultado
anterior, las ecuaciones AX = By EX = C tienen la misma solucién.

Teorema 1.3.6 Consideremos la ecuacion matricial

EX=C (1.1)
donde C = (eq,. .., cm)—r y E € Mpxn (F) es una matriz escalonada reducida
con elementos [E]ij = e;;. Supongamos ademds que E;, = 0 para todor < i < n
y que ek, = 1 es el primer elemento distinto de cero de la fila E;\ para todo

1<i¢<r, donde ky < --- < k,. Entonces:

1. Sic; #0 para algin j > r entonces la ecuacion 1.1 no tiene solucion.
Si c; = 0 para todo j > r entonces

I,
0

(m —n) x n, y la solucién unica de la ecuacién 1.1 es (c1,...,¢p)

2. r =n implica que £ = ( ), donde 0 es la matriz cero de tamano

8. r < nimplica que la ecuacion 1.1 tiene infinitas soluciones: para cada p €

{1,...,n}\{k1, ..., k. } asignamos cualquier valor a x, y luego calculamos
xk, para s=r,r—1,...,1, en este orden, por la formula:
T, = |Cs — E €554
ko <j<n

Demostracién. Por ser E escalonada reducida la ecuacién matricial (1.1)
tiene la forma

Tt ) eyr; = A
k1 <j<n

Th, + D ey =
kr-<j<n

0 = Cr41

0 = ¢

1. Es claro que si ¢; # 0 para algin j > r entonces el sistema de ecuaciones
lineales no tiene solucién.

Supongamos entonces que c¢; = 0 para todo j > r.

2. Sir =n entonces como 1 < ky < ky < -+ < k, < n resulta k; =iy asi,
al ser E escalonada reducida necesariamente

(%)
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donde 0 es la matriz (m —n) x n formada por ceros. Se sigue inmediatamente
que la tnica solucién es (c1,...,¢p)

3. Sir < n entonces {1,...,n}\ {k1,...,k.} # 0. Fijemos un valor de z,
para cada p € {1,...,n}\ {k1,...,k-}. Como k; < --- < k,., si j > k, entonces
je{l,...;n}\ {k1,...,k} y por lo tanto calculamos

Tk, = |Cr — E Erjlj

kr<j<n

Seguimos hacia atras tomando las ecuaciones s = r — 1,7 — 2,...,1, en este
orden, en cada paso sustituimos los valores de x; para j > ks que ya hemos
calculado y determinamos el valor de zy, :

Tk, = |Cs — E €55 T

ks<j<n

Ejemplo 1.3.7 Encontremos la solucion del sistema de ecuaciones

r + 2y — 3z = a
2r 4+ 6y — 1lz b
r — 2y + Tz = c

Primero construimos la matriz ampliada (A, B)

1 2 -3 a
2 6 —11 b
1 -2 7 c

y aplicamos sucesivamente las operaciones elementales

f21(=2), fa1 (1), fa <;) s f12(=2) 5 f32 (4)

para llegar a la matriz

1 0 2 3a—0b
b—2a

01 -3 b=2a

0 0 0 c¢c—5a+2b

Luego, la ecuacion AX = B tiene la misma solucion que la ecuacion EX = C,
donde

10 2 3a—b
E=(01 -5 |yC= b=2a
00 0 ¢ —5a+ 2b

Como E es escalonada reducida aplicamos la primera parte del Teorema 1.3.6
para concluir que, si ¢ — ba + 2b # 0, entonces la ecuacion no tiene solucion.
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Si ¢ — ba 4+ 2b = 0 entonces, por la parte 3. del Teorema, deducimos que la
ecuacion tiene infinitas soluciones porque el niumero de filas distintas de cero
es menor que el numero de columnas: 2 < 3. De hecho, para cualquier valor
z = 29 encontramos la solucién (xo, Yo, 20), donde yo = % (b—2a+520) y zg =
a — 2y + 3z9. En ningun caso la ecuacion tiene solucion unica.

Corolario 1.3.8 Sea A € My,xn (F) y B € My,x1 (F). Si m < n entonces
la ecuacion matricial AX = B tiene infinitas soluciones. En otras palabras, si
un sistema de ecuaciones lineales tiene mds incognitas que ecuaciones entonces
existen infinitas soluciones.

Demostracién. Sea E una matriz escalonada reducida equivalente por filas
a A. Entonces (A, B) ~ (E,C), donde C € M,,x1 (F). Luego, AX = By

EX = C tienen la misma solucién. Ahora, el ntimero r de filas distintas de
cero de FE satisface r < m < n. Se sigue del Teorema 1.3.6 parte 3. que existen
infinitas soluciones. m

EJERCICIOS

1. Encuentre la matriz escalonada reducida equivalente por filas a la matriz:

-2 6 0 3 -1 2 1 00
A= -1 2 -1 |; B=12 1 1 0 1 0 |;
0o 1 2 1 -3 00 01
- 14¢ O
c=| 1 -2 1
1 20 -1

2. Resuelva cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

6 — 4y + 4z = 28 dr — 10y + 6w — 8z +4u =38
a) 3r—6y+3z=21 ; b) br—10y — 5w — 4z + Tu = 22
dr — 2y +8z =34 3 —Ty+2w—-5z+4u=9
—r—2y+3w—4z=-2 ir—(1+49)y=0
¢) —6xr—15y+6w—-32=-3 5 ; d) x—-2y+z2=0
—5xr — 12y + 7w — 62 = —7 r+2iy —2=0

3. Determine los valores de k para que el sistema de ecuaciones lineales tenga:
i) una solucién tUnica; 4i) infinita soluciones; y #4¢) ninguna solucién.

—xrx+y+z = 1
kx + 3y + 2z 3
—Br—ky—2z = =2
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4. Sea
2 —6 0
A=1 3 -1 2
2 1 1

(Para qué matrices B € M3x1 (R) tiene solucién el sistema AX = B?

5. Demuestre que si P, Q son soluciones del sistema homogéno AX = 0 en-
tonces aP 4+ Q) es una soluciéon de AX = 0, para todo «, 3 € F.

6. Sea A € Mpxn(F)y B € Mpyx1 (F). Suponga que P es una solucién
del sistema de ecuaciones lineales AX = B. Demuestre que cualquier otra
solucién de AX = B es de la forma P + Q, donde @Q es una solucién del
sistema homogéneo AX = 0.

1.4. Matrices elementales

Las operaciones elementales por filas tienen una interpretacién a través de
la multiplicacién de matrices. La matriz resultante al aplicar una operacion
elemental por filas a la matriz A se obtiene multiplicando la matriz A por una

matriz, que llamaremos matriz elemental.

Definicién 1.4.1 Una matriz elemental de M., (F) es una matriz de la forma

Epg = Jpq (Im)
Ep ()‘) - f:o ()‘) (Im)
qu ()\) = qu (/\) (Im)

donde p,qg e {1,...,m} y \€F.

Ejemplo 1.4.2 Las siguientes matrices son matrices elementales en M3z (C):
1 00 1 0 0 1 00
0 1 0 0 0 1 0 0 1
La relacién que existe entre las operaciones elementales por filas y las ma-
trices elementales viene dada en el siguiente resultado.
Teorema 1.4.3 Sea A € M« (F). Entonces
1. EpgA= fpq(A);

2. E,(\)A=f,(\)(A);

3. qu ()‘) A= qu O‘) (A)
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Demostracién. Las primeras dos partes las dejamos como ejercicio. Pro-
baremos 3. Si i # p entonces

[qu ()‘) A]ij = [qu ()‘) (Im) A]i_j = Z [qu ()‘) (Im)]ik [A}kj
k
= [foa (V) (Im)]n [A]ij = [A]ij
Por otra parte,

[Epg () A]pj = Z [fpa (N) (Im)]pk [A}k:j

k
Como [fpq (N) (Im)],, = 15 Ufpg (A) Im)]y = A ¥ [fpg (A) (Im)],, = 0 para k #
P, q se concluye que
[Epg () Al = [l + A Al = e ) (A)],,

]

En otras palabras, el Teorema 1.4.3 establece que realizar una operacién
elemental por filas a una matriz equivale a multiplicar por la izquierda la matriz
por una matriz elemental. Luego, la relacién A ,; B significa que existen matrices

elementales F1, ..., Ey tales que B = Fy --- F1 A.

Teorema 1.4.4 Las matrices elementales son invertibles. Ademds, sus inversas
son matrices elementales.

Demostracién. Sip,q € {1,...,m} y A € F entonces por el Teorema 1.4.3

£, |f (5) )]

B0 | (5) @] =1

Similarmente se prueba que EpgEpg = Epg (A) Epg (—A) =1, ®
Como consecuencia de este resultado tenemos la siguiente caracterizacién de
las matrices invertibles.

=
=
LS
PR
> =
N
|

Teorema 1.4.5 Un matriz A es invertible si, y sdlo si, A ? I.

Demostracion. Supongamos que A es una matriz invertible n x n. Por el
Teorema 1.3.4 existen matrices elementales E1, ..., E, talesque B = E, --- E1A
es escalonada reducida. Luego, por el Teorema 1.4.4, B es invertible y, en con-
secuencia, B = I (ver ejercicio 8). Reciprocamente, si A }, I entonces existen

matrices elementales Fy, ..., F, talesque A= Fy---F1l =F,---Fy,estoes , A
es invertible. m

Tenemos ahora un método para calcular la inversa de una matriz. En efecto,
si A es invertible entonces el Teorema 1.3.4 nos indica como construir matrices
elementales E1,...,Ey tales que Ey---E1A = I. En particular, Ey--- By, =
A~!. Ademis,

Ep- By (AI)= (Ey- E1A By EyI) = (I,A™Y)
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1 3 -2
Ejemplo 1.4.6 Calculemos la inversa de la matriz A= 2 8 —3
17 1
132100\, /132 100\,
28 3010 |™002 1 21 0]
17 1 00 1 171 0 01
132100\, /132 100\,_
02 1 210 33&')021-210 2(1/2)
04 3 -1 01 00 1 2 1
13-2100E1/2)13-21 0 0 @)
01 1/2 -1 1/2 0 | 7 01 0 -5/2 3/2 -1/2 B
00 1 3 -2 1 00 1 3 -2 1
1 30 7 4 P 10 0 29/2 -17/2 7/2
0 1 0 -5/2 3/2 -1/2 e 0 1 0 -5/2 3/2 -1/2
001 3 -2 1 001 3 2 1
29/2 -17/2 7/2
Por lo tanto, A~! = 5/2  3/2  -1/2

3 -2 1
Finalizamos esta seccién con una caracterizacion de la relacion ? ” definida
sobre las matrices.
Teorema 1.4.7 Sean A, B € M, xn (F). Entonces A ? B si, y solo si, existe
una matriz invertible P € My, (F) tal que B = PA.

Demostracién. Si A 7 B entonces existen matrices elementales Fj, ..., Ey

tales que B = Ej--- E1A. Luego B = PA, donde P = Ey--- E; € M,,, (F) es
invertible. Reciprocamente, supongamos que B = QA, donde @ es una matriz
invertible. Entonces por el Teorema 1.4.5, Q = E,.---FEI = E,---FE;, para

ciertas matrices elementales Ff1, ..., E,.. En consecuencia, B = E,--- E1Ay asi,
A~B.m
f
EJERCICIOS
1. Determine si las matrices dadas son invertibles y, en caso de serlo, calcule
la inversa.
1 2
A=| -1 -1 y
2 7 3
— 147 0
C= 1 —2 1
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2. Dada la matriz

3 0 1
A= 1 -1 1
2 0 1
encuentre matrices elementales Eq, ..., E. tales que Ey--- E1A = 1.

3. Demuestre que la relacién “equivalencia por filas” es una relacién de equiv-
alencia sobre el espacio de matrices.

4. Demuestre que (Epg) | = Epq, (B, (V) =By (\) ¥ (Epg (V)T = Egp (V).

5. Demuestre que una matriz triangular superior es invertible si, y sélo si,
todos los elementos de la diagonal son diferentes de cero.

6. Demuestre que si T es una matriz triangular superior invertible entonces
T—! también es triangular superior.

7. Considere la matriz I,,; € M,, (F) que tiene todos los elementos 0 excepto
el elemento pq que es 1. Es decir, [Ipq]pq =1y [IP‘Z]ij =0sii#poj#q.

Demuestre que
_ 0 si g#r
Iqurs - { Ips si g=s

8. Demuestre que una matriz B € M., (F) es escalonada reducida e invertible
si, y sélo si, B es la identidad.

1.5. Equivalencia de matrices

Muchas de las definiciones y teoremas de las dos secciones anteriores tienen
su version dual en términos de columnas.

Definicién 1.5.1 Una operacion elemental por columnas aplicada a una matriz
A € Muyuxn (F) significa realizar una de las siguientes operaciones a la matriz

A
1. Intercambiar la columna p por la columna q (denotada por cpq (A));
2. Muliplicar por X a la columna p (denotada por c, (M) (A));

3. Sumar a la columna p la columna q multiplicada por \ (denotada por
¢pg (A) (A))-

Mds aun, si B se obtiene a partir de A a través de una sucesion finita de
operaciones elementales por columnas entonces decimos que A y B son equiva-
lentes por columnas, y lo denotamos por A ~ B.

c

Las demostraciones de los resultados por columnas se deducen de los corre-
spondientes por filas teniendo en cuenta que las columnas de A son las traspues-
tas de las filas de AT. Luego, si ¢ es una operacién elemental por columna y f

es la correspondiente por fila entonces ¢ (4) = [f (AT)]T.
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Teorema 1.5.2 Sea A € M, (F). Entonces
1. cpg(A) = AE,q;
2. ¢ (N)(A) = AE, (\);

3. cpg (V) (A) = AEy, (V)

donde Eyq, E, (A) y Epq (X) son las matrices elementales de la Definicion
14.1.

Demostracion. Probamos 3 dejando como ejercicio las primeras dos partes.
Por el Teorema 1.4.3 y el Teorema 1.2.14 tenemos que

gV (A) = (g (AN] = [EpeNAT]"
= A [qu ()‘)]T = AEqp (A)

]
En consecuencia, realizar una operacién elemental por columnas equivale a
multiplicar a la derecha por una matriz elemental. De esta manera, A ~ B si, y
(&
sblo si B = AFy --- E, donde las E; son matrices elementales.
El resultado dual al Teorema 1.4.7 es el siguiente:

Teorema 1.5.3 Sean A, B € M, xn (F). Entonces A ~ B si, y sdlo si, existe
C
una matriz invertible P € M,, (F) tal que B = AP.

Demostracion. Supongamos que A ~ B. Por el Teorema 1.5.2; existen

(&

matrices elementales F1q,..., Ej tales que B = AFE; --- E. Como las matrices
elementales son invertibles entonces P = Ej --- Ej es invertible y B = AP.
Reciprocamente, sea @) invertible tal que B = AQ. Entonces por el Teorema
1.4.5, @ es producto de matrices elementales y asi, por el Teorema 1.5.2, A ~ B.
]

Si permitimos realizar operaciones elementales por filas y columnas es posible
convertir una matriz en otra bien sencilla.

Ejemplo 1.5.4 Consideremos la matriz

s

Il
N O DN
[CRSONGIN
N 00 N O
SN

Vimos en el Ejemplo 1.3.2 que

~
SO O
O O = O
O O N
O = O O
I
—_
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Ahora efectuando la operacion elemental por columna c34 obtenemos la matriz

100 -1 2
010 2 -1
0 01 O 3
0 0 0 O 0

Luego aplicamos ca1 (1) ,¢51 (—2),ca2 (—2) ,¢52 (1), ¢53 (—3) para convertirla en

SO O
o o = O
o= OO
o O OO
o O o o

Definicién 1.5.5 Una operacion elemental aplicada a una matriz A € M, xn (F)
significa realizar una operacion elemental por fila o por columna a la matriz A.

Mads aun, si B se obtiene a partir de A a través de una sucesion finita
de operaciones elementales entonces decimos que A y B son equivalentes, y lo
denotamos por A ~ B.

El procedimiento usado en el Ejemplo 1.5.4 funciona para cualquier matriz.

Teorema 1.5.6 Sea A € M, (F). Entonces A es equivalente a una matriz

de la forma
I. 0
0 0

donde r es el numero de filas distintas de cero en la matriz escalonada reducida
equivalente por filas a A.

Demostracion. Por el Teorema 1.3.4 existe una matriz escalonada reducida
E tal que A ? E. Intercambiando columnas transformamos E en una matriz de

(55)

donde r es el numero de filas distintas de cero de E. Aplicando operaciones
elementales por columnas de la forma c,, (A) llevamos a esta matriz a una de la

forma
I, 0
0 0
[}

Finalmente, presentamos una caracterizacién de la relaciéon ~ definida sobre
las matrices.

la forma

Teorema 1.5.7 Sean A, B € My, xn (F). Entonces A ~ B si, y sdlo si, existen
matrices invertibles P € M, (F) y Q € M,, (F) tales que B = PAQ.
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Demostracién. Si A ~ B entonces por los Teoremas 1.4.3 y 1.5.2 existen
matrices elementales E1,...,Ey v Fi1,...,F; talesque B=E}--- E1AF,--- F}.
Por el Teorema 1.4.4, las matrices P = Ey --- E1 y Q = F} - - - F} son invertibles
y B = PAQ. Reciprocamente, supongamos que B = PAQ, donde P y @ son
invertibles. Entonces por los Teoremas 1.4.7 y 1.5.3 se sigue que

A AQ~PAQ=B

Esto prueba que A~ B. m

EJERCICIOS
1. Dada la matriz
3 0 1
A= 1 -1 1
2 0 1
encuentre matrices elementales F, ..., Fy tales que AF1, ..., Ey = 1.
1 3 -2
2. Calcule la inversa de la matriz A = 2 8 -3 usando operaciones
1 7 1

elementales por columnas.

3. Demuestre que la relacién “equivalencia por columnas” es una relaciéon de
equivalencia sobre el espacio de las matrices.

4. Demuestre que A ~ B si, y sélo si, AT ~ BT.
(&

5. Encuentre la matriz equivalente a la matriz

— N o
o NN

-2

S = N
W o © W

que tiene la forma dada en el Teorema 1.5.6.

6. Demuestre que la relacién “equivalencia” es una relacién de equivalencia
sobre el espacio de las matrices.
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Capitulo 2

Espacios vectoriales

2.1. El espacio de las n-uplas

En esta seccién generalizamos los espacios conocidos R? y R3 a espacios de
n dimensiones. Recordamos que R? estd formado por pares ordenados (x1,x2),
donde z; y x2 son nimeros reales. Los elementos de R? los visualizamos como
puntos del plano cartesiano y estos a su vez estan en correspondencia natural
con los vectores del plano que tienen punto inicial en el origen. Similarmente, R?
consiste en ternas (x1,x2,x3), donde z1, 3 y x3 son nlmeros reales y estos los
identificamos con puntos del espacio tridimensional o con vectores del espacio
con punto inicial en el origen (ver Figura *).

Figura *

M4s generalmente, dado un entero n > 1, denotamos por F* (F =R o F = C)
al conjunto de todas las n-uplas (z1,...,z,), donde cada z; € F. Por analogia
a los espacios R? y R3, llamamos vectores a los elementos de F”. Para cada
k=1,...,n, decimos que xj es la coordenada k-ésima de la n-upla. Las n-uplas
r=(21,...,%0) Yy = (y1,-..,yn) de F™ son iguales si, y sélo si, x; = y; para
todok=1,...,n.

Extendemos la suma de vectores y multiplicacién escalar conocidas para R2
y R? a F™ de la siguiente manera:

Definicién 2.1.1 Sean x = (x1,...,25), ¥y = (Y1,---,Yn) € F". La suma de x
y Yy, denotado por x + vy, es la n-upla

I+y:(ml+ylaaxn+yn)

Si a € F, la multiplicacion del escalar o por x se denota por ax y se define
como la n-upla

azr = (azq,...,0x,)
El vector cero de F" se denota por 0 y se define como la n-upla 0 = (0, ..., 0).
Six = (x1,...,2,) € F" entonces el inverso aditivo de x se denota por —z y se
define como —z = (—x1,...,—x,).

25
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Ejemplo 2.1.2 Consideremos los vectores x = (3,2 —1i,1),y = (4,2 —14,0) de

C3 junto con los escalares « =i y 3 = —3. Entonces
ar+pPy = i(3,2—14,1)—3(i,2—14,0)
= (30,2 +1,i) — (30,6 — 3i,0)
(0, —5 + 5i,4)

El teorema a continuacién describe las propiedades basicas que satisfacen
estas operaciones.

Teorema 2.1.3 Sean x,y,z € F" y «, 3 € F. Entonces

1. z+y=y+uz;

2. (z4+y)+z=z+y+2);
3. x+0=uxa;
4. x+ (=) =0;
5 a(z+y) =ar+ay;
6. (a+pP)z=azx+ Pz
7. (af)x=a(fx);
8. lz ==
Demostracién. Probamos 5. Sean = = (z1,...,2,), ¥ = (Y1,...,yn) € F?

y a € F. Entonces

alz+y) = alzr+y1,-- - Tn+Yn)
= (a(x1+y1),..,a(xn+Yn))
= (az1+ayi,...,az, + ayy,)
= (az1,...,az,) + (Qy1,. .., QU,)
= ar+tay

]

Llamamos a F™ junto con las dos operaciones introducidas en la Definicién
2.1.1 el espacio de n-uplas sobre F. Es claro que sin = 2, n = 3 y F = R entonces
recuperamos los espacios conocidos R? y R3.

Es importante resaltar que los vectores de F™ pueden representarse también
como vectores columna (z1,... ,xn)T, z; € F. En este caso las operaciones
toman la forma

T T T
(x17"'7xn) + (yl""7y7L) = (:Z:l +y1""7xn +y7l)
T T
a1, xn) = (ax1,...,01,)

De esta manera, es posible identificar al espacio F™ con el espacio de las matrices
M1 (F). Bajo esta identificacién, si A € My, xn (F) y © € F™ entonces Ax €
™,
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1
. 2 i —1
Ejemplo 2.1.4 SeaA:(i_’_l 0 1 >€Mnxl((C)yx: (3 eC?
Entonces
1
(2 i -1 2 )
Ax_(i—kl 0 1) (Z) _<2i+1>6(c
EJERCICIOS

1. Considere los vectores x = (3 +1i,—1+1,2),y = (1,—i,2i) de C3 junto
con los escalares a = 2 y g = —2¢. Calcule ax + (y.

2. Complete la demostracion del Teorema 2.1.3.

2.2. Espacios vectoriales

El espacio de las matrices y el espacio de las n-uplas son ejemplos de sistemas
algebraicos donde es posible sumar sus elementos y multiplicar por escalares. En
distintas areas de las matematicas aparecen estructuras similares, por lo tanto,
es razonable presentar una nocién general que abarque cada uno de estos casos
particulares.

Definicién 2.2.1 Un espacio vectorial V' sobre F es un conjunto no vacio V
junto con dos operaciones. La suma que asocia a cada par de vectores u,v de V
un vector u+v de V' que satisface las condiciones:

1. Conmutatividad: w+ v = v + u para todo u,v € V;
2. Asociatividad: (u+v) +w =u+ (v + w) para todo u,v,w € V;

3. Identidad aditiva: existe un vector 0, llamada vector cero, tal que u+0 = u
para todo u € V;

4. Inverso aditivo: para cada vector uw € V existe un vector z € V tal que
u+z=0.

La sequnda operacion, que llamamos multiplicacion escalar, asocia a cada
escalar o € F y vector u € V' un vector au de V' que satisface las condiciones:

5. a(fu) = (af)u para todo a, B €F yu e V;
6. a(u+v) =au+ av para todo « €F y u,v € V;
7. (a4 B)u = au+ Bu para todo a, 3 €F yu e V;

8. 1u = u para todo u € V.
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Ejemplo 2.2.2 Cada uno de los siguientes conjuntos con las operaciones indi-
cadas es un espacio vectorial.

1. El espacio de las n-uplas F™ con las operaciones

(1, Zn) + Wiy syn) = (T14+Y1,--5Tn + Yn)
a(zy,...,xn) = (ax1,...,0zy)

donde (z1,...,2n),(y1,---,yn) EF* ya € F.
2. El espacio de las matrices Mo, xn, (F) con las operaciones

[A+B]ij = [A]ij—i_[B}
[aA]ij = ald];

ij
donde A, B € My xn (F) y a € F.

ij

3. C™ es un espacio vectorial sobre R. La multiplicacion escalar es la misma
que en el Ejemplo 1 excepto que los escalares son tomados en R.

4. Sea X un conjunto no vacio y F (X,F) el conjunto de las funciones X —
F. Si f,g € F(X,F) y a €F definimos las operaciones f + g y af por

(f+9) (@) = [flx)+g(@)
(@f)(z) = af(z)
para todo x € X.
5. El conjunto Suc (F) de todas las sucesiones en F con las operaciones
(Tn) + (Yn) = (T +yn)
a(zn) = (azn)

donde (zy,), (yn) € Suc(F) y a € F. Este ejemplo es un caso particular
del anterior: Suc (F) = F (N, F).

6. FEl conjunto F[z] de todos los polinomios con coeficientes en F junto con
las operaciones usuales

n

i a;zt + i bt = Z (a; + b;) Z
i=0 i=0

i=0
n n
«@ E a;xt = g (a;) x’
=0 i=0

A partir de este momento, cuando decimos que V' es un espacio vectorial
entendemos que V' es un espacio vectorial sobre [F, junto con las dos operaciones
que satisfacen las ocho condiciones de la definicién anterior.

Comenzamos el estudio sisteméatico de los espacios vectoriales deduciendo
algunas propiedades inmediatas de la definicién. Entre los requisitos de un es-
pacio vectorial estd el de la existencia de identidad aditiva e inverso aditivo. El
proximo resultado establece que son tnicos.
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Teorema 2.2.3 Sea V' un espacio vectorial sobre F. FEntonces:

1. La identidad aditiva es unica;

2. FEl inverso aditivo es unico.

Demostracién. 1. Supongamos que 0 y 0’ son identidades aditivas. En-
tonces por ser 0 identidad aditiva tenemos que 0’ = 0+0', pero al ser 0’ identidad
aditiva 0 + 0’ = 0. En consecuencia, 0 = ('.

2. Sea u € V' y supongamos que v, w son inversos aditivos de u. Entonces

v=v+0=v+(utw)=@wWw+u)+w=0+w=w

]
A partir de ahora, denotamos por —u al (tinico) inverso aditivo de u. Ademas,
escribimos u — v en lugar de u + (—v).

Teorema 2.2.4 Sea V un espacio vectorial sobre F, u,v € V y a,0 € F. En-
tonces:

1. a0=0;

2. Ov=0;

5. (—a)v=—(av) = a(~v);

4. (=1)v=—u;

5. a(u—v)=au— av;

6. (a—pP)v=av— Pu;

7. av =0 si, y solo si, « =0 ov=0.

Demostracién. 2. 0v = (0+0)v = Ov + Ov. Luego, sumando el inverso
aditivo de Ov ambos lados de la ecuacién obtenemos Ov = 0.

3. (—a)v+av = (—a+a)v = 0v = 0. Esto prueba que (—a)v = — (aw).
Para ver la otra igualdad observamos que o (—v) + av = a(—v +v) = a0 = 0.

7. Supongamos que av = 0y « # 0. Entonces

o= L= (L) omto

La reciproca es consecuencia de 1. y 2. m

EJERCICIOS

1. Demuestre que cada uno de los conjuntos con las operaciones indicadas en
el Ejemplo 2.2.2 son espacios vectoriales.

2. Complete la demostraciéon del Teorema 2.2.4.
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3. (Es R? con las operaciones indicadas a continuacién un espacio vectorial
sobre R?

a) (x,y)+(w,2) = (x+w,y+2)y a(r,y) = (ax,y);
b) (z,y)+ (w,2) = (z+w,0) y a(z,y) = (az,0).

4. Sean U y W espacios vectoriales. Demuestre que el producto directo U x W
es un espacio vectorial con las operaciones

(u,w) + (v, w') = (u+u,w+w)
a(u,w) = (au,ow)

donde u,v' € U, w,w' € Wy a € F.

2.3. Subespacios

En esta seccién estudiamos los subconjuntos de un espacio vectorial V' que
a su vez tienen estructura de espacio vectorial, con las mismas operaciones
definidas en V.

Definicién 2.3.1 Sea S un subconjunto no vacio de un espacio vectorial V.
Decimos que S es un subespacio de V' si satisface las siguientes condiciones:

1. Siwu,v € S entonces u+ v € S,
2. SiaeFyueS entonces au € S.
Un espacio vectorial V' siempre tiene los subespacios triviales {0} y V.

Ejemplo 2.3.2 Los siguientes subconjuntos son subespacios del espacio indica-
do:

1. Sea S = {(x,y) ER?:y= 0}. Entonces
(2,0) + (2/,0) = (z +2,0) € S

ysiaeR
a(z,0) = (azx,0) € S
Luego S es un subespacio de R2.

2. Cualquier recta de R? que pasa por el origen es un subespacio de R2.

3. Sea S = {(z,y) €eR?:y=2z+1}. S no es un subespacio de R?. Por
ejemplo, (0,1),(1,2) € Sy, sin embargo, (0,1) + (1,2) = (1,3) ¢ S.

4. Los tinicos subespacios de R como espacio sobre si mismo son los triviales.
En efecto, supongamos que S es un subespacio de R distinto de cero y
0 # z € S. Entonces para cualquier z € R tenemos z = 7z € S. Luego,
S =R.
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5. Las rectas y planos que pasan por el origen son subespacios de R?. Para
ver esto, supongamos que 0 # u € R3. Entonces la recta que pasa por el
origen generada por el vector u es

S={lu:XeR}
Asi, dados x,y € S existen A\, u € R tales que z = Ay y = pu. Luego,
r+y= ut+pu=A+pues
Ademas, si o € R entonces
ar =a () =(aA)ue s

Esto demuestra que S es un subespacio de R3.

Por otra parte, el plano que pasa por el origen generado por los vectores
u,v € R3 (suponemos que v no pertenece a la recta generada por u) viene
dado por

T={ u+uv:\pueR}

Dejamos al lector probar que 7' es un subespacio de R?® (ver Figura *).
Figura *

Maés adelante demostramos que estos son los tinicos subespacios no triviales
de R3.

6. Sea A € My,xn (F). Definimos el nicleo de A, denotado por ker (A4), al
subconjunto de F”

ker (A) ={z € F" : Az =0}

ker (A) es el conjunto solucién del sistema de ecuaciones homogéneo Azr =
0. Observamos que 0 € ker (A). Supongamos que x,y € ker (4) y o € F.
Entonces

Alz+y)=Az+Ay=0+0=0

A(az) =aldx=a0=0

Luego z + y v ax € ker (A) y, por lo tanto, ker (4) es un subespacio de
F".

7. Sea A € Myxn (F). Definimos la imagen de A, denotado por Im (A),
como el subconjunto de F™ dado por

Im(A)={Az :z € F"}

Es facil ver que I'm (A) es un subespacio de F™.
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8. Sea S ={A€ My, (F): AT = A}. Es decir, S es el conjunto formado
por las matrices simétricas. Si &« € F y A, B € S entonces por el Teorema
1.2.14

(A+B) =AT+BT=A+B

(@A) =adT =aA
Asi, S es un subespacio de M, x, (IF).

9. Consideremos
S={f € F(a,b],F): f es continua}.

Sia e Fy f,g € S entonces sabemos que f+g y af son continuas. Luego,
S es un subespacio de F ([a,b] ,F).

10. Sea S = {(l’n) € Suc(F): lim z, = 0}. Sia € Fy (zn),(yn) € S en-

n—oo

tonces
lim (zp, +yn) = limz, + limy,=0+0=0
n—oo n—oo

n—oo

lim (az,)=alimz, =a0=0
n—oo n—oo

Esto prueba que S es un subespacio de Suc (FF).

11. Sea k un entero positivoy S = {p(z) € F[z] : grad (p(x)) < k}. Sia € F
y p(x),q(x) € F[z] entonces es facil ver que

gradlp(z) +q(z)] < k

grad|ap (z)] <k

En consecuencia, S es un subespacio de F [z].

Si V es un espacio vectorial entonces cualquier subespacio S de V tiene al
0: dado z € S tenemos que 0 = 0z € S.

Teorema 2.3.3 La interseccion de cualquier familia de subespacios de un es-
pacio vectorial V' es un subespacio de V.

Demostracion. Si {S; : i € I} es una familia de subespacios de V' entonces
0e NS;yvasi, Si#0.SeaaeFyuaxye S Luego, z,y € S; para
iel iel iel
todo ¢ € I y, como cada S; es un subespacio, x +y y ax € S; para todo ¢ € I.
En consecuencia, x + y y ax pertenecen a () S;, lo que prueba que [ S; es un
il iel
subespacio de V. m
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2.4. Subespacios generados

Si X es un subconjunto no vacio de un espacio vectorial V' entonces, por el
Teorema 2.3.3, la interseccion de todos los subespacios de V' que contienen a X
es un subespacio de V.

Definicién 2.4.1 Sea V' un espacio vectorial y X un subconjunto de V. La in-
terseccion de todos lo subespacios de V' que contienen a X se llama el subespacto
generado por X y lo denotamos por gen (X).

El subespacio gen (X) es el menor subespacio de V' que contiene a X. En el
préximo resultado describimos la naturaleza de los elementos de gen (X).

Definicién 2.4.2 Sea V un espacio vectorial sobre F. Una combinacion lineal
de los vectores vy,...,v de V es un elemento de V de la forma

QU1 + -+ Uk
donde aq, . ..,a son elementos de F.

Teorema 2.4.3 Sea X un subconjunto no vacio del espacio vectorial V. En-
tonces los elementos de gen (X) son combinaciones lineales de elementos de
X.

Demostracién. Llamemos C al conjunto de todas las combinaciones lineales
de vectores de X. Entonces C es un subespacio de V. En efecto, si z,y € C
n

entonces tomando algunos escalares igual a cero si es necesario, x = > o;x; ¥
i=1

n

y= > Bix;, donde o;,5; € Fy x; € X para todoi=1,...,n. Asi, para a € F
i=1

tenemos que

n

n n
rHy=>Y i+ Biri=Y (i+pB)w €C
i=1 =1

=1

n n
ar = aZaixi = Z(aai)xi eC

i=1 i=1
Ademas, si x € X entonces z = lx € C, por lo tanto, C es un subespacio de V'
que contiene a X. De manera que gen (X) C C. Reciprocamente, supongamos
que S es un subespacio de V' que contiene a X. Entonces por la definiciéon de
subespacio, contiene toda combinacion lineal de vectores de X. Es decir, C C S.
Probamos asi que C esta contenido en cualquier subespacio de V' que contenga
a X y, en consecuencia, C Cgen (X). Por lo tanto, gen (X) =C. =

Cuando X es finito, digamos X = {z1,...,2,}, escribimos directamente

gen (X) = gen (a1,...,w0)
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Ejemplo 2.4.4 Veamos algunos ejemplos de subespacios generados por un sub-
conjunto de un espacio vectorial.

1. Sea 0 # u € R3. Entonces el subespacio de R? generado por u es
gen (u) = {u: X e R}

Esta es la recta en el espacio que pasa por el origen en la direccion de u.

2. Sean u,v € R3 diferentes de cero. Entonces
gen (u,v) = {Au+ pv: A\ p € R}
Observamos que si v € gen (u) entonces
gen (u,v) = gen (u)
En efecto, v = au y, por lo tanto, para escalares A\, € R tenemos que
A+ pv = A+ p(au) = (A + pa)u € gen (u)

En caso que v & gen (u) entonces gen (u,v) es el plano en R® que pasa
por el origen generado por los vectores u,v.

3. Consideremos para cada i = 1,...,n los vectores e; € F" que tienen todas
las coordenadas 0 excepto la coordenada i, que es 1. Entonces

gen(er,...,en) = {Mer+-+Aen:A,..., A\, €F}
= [y An) AL Ay € FY = F7

Los vectores eq, ..., e, reciben el nombre de vectores canonicos de F™.

4. El subespacio de F [x] generado por los polinomios 1,x,2%,... 2% es

S={f(x) eFlz]: f(x) tiene grado <k}

5. El subespacio de My (F) generado por las matrices

(3 a) e (2 0)

gen(A,B)={<3 g):)\,ueF}

6. Sea A € My,xn (F). El espacio de filas de A lo denotamos por F (A), y
se define como el subespacio de F™ generado por las filas de A:

es

F(A) =gen(Arsy ...y Ams)
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7. Sea A € Myxn (F). El espacio de columnas de A lo denotamos por C (A),
y se define como el subespacio de F™ generado por las columnas de A:

C(A)=gen(As,...,Awn)

Definicién 2.4.5 Un espacio vectorial V' es finitamente generado si existe un
nidmero finito de vectores vy,...,v, de V tales que V = gen (v1,...,v,). En
este caso, decimos que los vectores vi,...,v, generan a V.

Ejemplo 2.4.6 El espacio F™ es un espacio vectorial finitamente generado. De
hecho, los vectores canonicos eq,...,e, genera a F™.

Ejemplo 2.4.7 El espacio vectorial F [x] no es finitamente generado. Para ver
esto, supongamos que p1 (x),...,pn () generan a F[z]. Elijamos k el mdximo
grado entre los polinomios p1 (x),...,pn (x). Entonces cualquier combinacion
lineal de estos polinomios tiene grado menor o igual a k. Por lo tanto, si
tomamos un polinomio g (x) € F[z] de grado estrictamente mayor que k, en-

tonces es claro que g (x) ¢ gen (p1 (), ...,pn (x)).
Ejemplo 2.4.8 El subespacio de F [z]

S = {p(x) € Fls] : grad (p (2)) < k}
es finitamente generado porque S = gen (1, x, 2%, ... ,J}k).

En general, si V' es un espacio vectorial y S7, 52 son subespacios de V' en-
tonces S U Sy no es necesariamente un subespacio de V' (ver Ejercicio 9). Por
ejemplo en R?, gen ((1,1)) U gen ((—1,1)) contiene a (1,1) y (—1,1) pero no a
(0,2) = (1,1) + (—1,1). Describimos a continuacién el menor subespacio de V'
que contiene a S; U Sa, esto es, gen (S1 U Ss).

Definicién 2.4.9 Sea V' wun espacio vectorial y S1,S2 subespacios de V. La
suma de estos subespacios, denotada por S1 + Sa, se define como

S1+ Sy ={veV:v=s +s2 donde s; € S;}

Teorema 2.4.10 Sea V' un espacio vectorial y S1,S2 subespacios de V. En-
tonces S1+S52 = gen (S1 U Ss). En otras palabras, S1+S2 es el menor subespacio
de V que contiene a cada uno de los S;.

Demostracién. Sean z,y € S = 51 + 53 y o € F. Entonces
T =51+52y Yy =5 +5h
donde s;, s, € S; para i = 1,2. En consecuencia,

rt+y = 31+52+5’1+5’2
= (s1+s))+(s2+s5) €S
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y
ar=a(s]+33) =as;+ass €5

porque s; + s}, as; € S; para i = 1,2, al ser cada S; un subespacio. Esto prueba
que S es un subespacio que, ademads, contiene claramente a S7;USs. Por lo tanto,
gen (S1 U S3) C S. Por otra parte, como gen (S; U S2) estd formado por todas
las combinaciones lineales finitas de elementos de S; U S5, entonces es claro que
S Cgen(S;1USy). Asi, S =gen(S;1US2). m

Ejemplo 2.4.11 Consideremos los subespacios de F3
S1={(z,y,2) eF3:z =0} y S ={(z,y,2) el x =0}
Entonces F3 = 81 + So. En efecto, si (z,y,z) € F3 entonces
(2,9,2) = (2,9,0) + (0,0, 2)
donde (x,y,0) € S1 y (0,0,2) € Ss.

En el ejemplo anterior, la descomposicién de un vector de F? como suma de
vectores de S1 y S2 no es unica. Por ejemplo, también descomponemos a (z,y, 2)
como

(Jc,y,z) = (Z‘,0,0) + (O,yvz)

donde (z,0,0) € S1 y (0,y, 2) € Sy. Es especialmente interesante el caso en que
cada vector de un espacio vectorial se descompone de manera tinica como suma
de vectores de cada uno de los subespacios.

Definicién 2.4.12 Decimos que V' es suma directa de los subespacios S1 y So,
y escribimos V.= S1 @ Sy, si cada vector v € V' se expresa de manera dnica
como

UV =u1 + U

donde cada uy € S1 y us € Ss.
Ejemplo 2.4.13 Consideremos los subespacios de F3

T, = {(x,y,z) eF:y=0, z:()} y Ty = {(x,y,z) €F3:x:0}
Entonces B2 =T, @ Ts.

Un criterio ttil para decidir si un espacio es suma directa de dos subespacios
viene dado en el siguiente resultado.

Teorema 2.4.14 Sea V un espacio vectorial y S1, 52 subespacios de V. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. V=5 &8
2. V=545 ySlﬁng{O}.
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Demostracion. 1 = 2. Es claro que V = 51+ 55. Sea x € S;N.S,. Entonces
=042 =240 y por la unicidad de la descomposiciéon, x = 0. Esto prueba

que S; N Sy = {0}.
2= 1. Sea x € V' y supongamos que

T = Uy +us

= w4+ wsy
donde u;, w; € S; para todo i = 1, 2. Entonces
U — W1 = Wy — U 651052:{0}

Esto es, u; = w; para todo j = 1,2 lo que prueba que la descomposicién es

Unica. m
EJERCICIOS
1. jCuales de los siguientes subconjuntos S es un subespacio de V7

V=R"yS={(x1,...,2n) € R" : 21 <0};

0
b) V=R"y S={(z1,...,2,) € R" : 21 es racional}.

c) V=M,(C)yS={AeM,(C): A* = A};

d) V=M,F)yS={AeM,F): A es invertible};

e) V=M,F)yS={4AecM,(F): A conmuta con P},

f) V=M, ([F)yS={T e M, (F):T es triangular superior};
g) V=M, (F)yS={DeM,(F):D es diagonal};

h) V=FRR)yS={ge FRR):g(1)=g(0)};

2. Demuestre que los vectores (2,1,3),(2,1,0) y (1,5,5) generan a R3.

3. (Pertenece (—4,—8,1,—8,0) al subespacio generado por los vectores

(1,2,0,3,0),(0,0,1,4,0),(0,0,0,0,1) ?

4. Exprese el polinomio p(z) = 2% + 42 — 3 como combinacién lineal de los
polinomios
u(x)=a?—2x+5 v(z)=22>-3zyw(@)=2+3

3 1
1 -1

a=(1a) (1) ve=(0 )

5. Escriba la matriz P = ( > como combinacion lineal de las matri-

ces
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2 -1 3 2
6. SeaA=| -1 1 1 =3 |.;(3,-1,0,—1) € F(A)?
1 1 9 -5

7. Sea A € Muyn (F) y S = {B € Myx1 (F): AX = B tiene solucién}.
Demuestre que S es un subespacio de M,,x1 (F). ;Qué relacién existe
entre S'y C(A)?

8. Demuestre que la solucién del sistema homogéneo

6r—3y+4w—-3z = 0
3z4+2w—-3u = 0
3x—y+2w—w—-—u = 0

es un subespacio finitamente generado.

9. Sean Sp,S; son subespacios de un espacio vectorial V. Demuestre que
S1 U S5 es un subespacio de V si, y sélo si, S; € Sy 0 .55 C 5.

10. En cada uno de los casos determine si V = S; @ Ss:

a) V=M;y(C),

S = {AeMy(C): A

o

)}
)}

[Sal e RIS )
o Q

Sy = {AGMQ((C)A (
donde a, b, c € C;

b) V =7F(R,R),
S = {geFRR):g(x)=g(-2)} ¥
Sy = {geFR,R):g(x) =—g(-2)}

¢) V.= M, (F), S; el subespacio de las matrices simétricas y Sy el
subespacio de las matrices antisimétricas;

d) V=M, (F),S; el subespacio de las matrices triangulares superiores
y Sy el subespacio de las matrices triangulares inferiores.

2.5. Independencia lineal y bases

1 0 0 1
. . 2 -2 2 -4
Consideremos la matriz A = 8 -6 6 —10 |- Recordamos que el es-
4 -3 3 -5

pacio de filas de A es por definicién

‘7:(A) = gen [(17 07 07 1) 9 (27 _27 2a _4) ) (87 _65 67 _10) ) (4a _37 37 _5)]
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Algunos vectores generadores de F (A) son superfluos en el sentido que podemos
eliminarlos y los vectores restantes siguen generando a F (A). Esta situacién
ocurre porque algunos vectores se escriben como combinacién lineal de otros:

(8,—6,6,—10) = 2(1,0,0,1) + 3 (2, 2,2, —4)

3
(4,-3,3,-5) = (1,0,0,1) + 5 (2,-2,2,~4)

lo que nos lleva a que F (A4) = gen[(1,0,0,1), (2, —2,2, —4)]. Tratemos de pre-
cisar mejor esta idea.

Definicion 2.5.1 Sea V' un espacio vectorial. Los vectores vy,...,v, de V son
linealmente dependientes si existen escalares aq,...,a, de F | no todos iguales
a cero, tales que

oavy + -+ apv, =0

Si los vectores vy, ...,v, de'V no son linealmente dependientes decimos que son
linealmente independientes.

Para demostrar que los vectores vy, ...,v, de V son linealmente independi-
entes debemos ver lo siguiente: si ajvi + -+ + apv, =0, donde aq, ..., a, € F,
entonces a; = --- = o, = 0.

Se sigue facilmente de la definicién que cualquier subconjunto de un conjunto
de vectores linealmente independiente es linealmente independiente. Dualmente,
cualquier conjunto que contenga a un conjunto de vectores linealmente depen-
dientes es linealmente dependiente.

Ejemplo 2.5.2 [lustramos el concepto de independencia en los siguientes ejem-
plos.

1. Los vectores (1,0,0,1),(2,—2,2,—4) y (8,—6,6,—10) de R* son lineal-
mente dependientes porque

—2(1,0,0,1) — 3(2,—2,2,—4) + (8,—6,6,—10) = 0
2. Sean e; = (1,0,0),es = (0,1,0) y e3 = (0,0,1) pertenecientes a F>. En-

tonces e1, ea, e3 son vectores linealmente independientes de F3. En efecto,
st g, i, (g son escalares tales que

w1e1 + ageg + a3€3 = 0

entonces (a1, as,a3) = (0,0,0) y, por lo tanto, a; = as = ag = 0. Mds
generalmente, los vectores candonicos ey, ...,e, son vectores linealmente
independientes de F".

3. Los vectores 1,x,22,...,2% de F[x] son linealmente independientes. En
n

efecto, si Y a;z* =0, donde ay, ..., ap, €T, entonces es claro que a; =0
i=1

para todo i = 1,...,n.
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oo )-Goo) (Vo) (o )

de My (F) son linealmente independientes. Supongamos que oy, aq, 3, iy €
F satisfacen

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0
al(o 0)+°‘2(0 0)*“3(1 0)*‘“(0 1)‘(0 0)
Entonces

a1 Q9 o 0 0
a3 Oy - 0 0

Y, en consecuencia, ap = g = ag = g = 0.

4. Las matrices

5. Las funciones f (t) = e* y g(t) = €' definidas sobre [0,1] son funciones
linealmente independientes de F ([0,1],R). Supongamos que

af +pg=0
Entonces para todo t € [0,1] se tiene que
ael + pe* =0 (2.1)
Deriwando ambos lados de la igualdad obtenemos que
ael +28e* =0

y restando ambas ecuaciones llegamos a (e** = 0 para todo t € [0,1].
Como e > 0 concluimos que 8 =0 lo que implica o = 0.

Ahora estamos en condiciones de introducir uno de los conceptos fundamen-
tales del dlgebra lineal.

Definicion 2.5.3 Sea V' un espacio vectorial. Si los vectores vy,...,v,. de V
generan a 'V y son linealmente independientes entonces decimos que los vectores
V1,...,0,. forman una base de V.

Ejemplo 2.5.4 Veamos algunos ejemplos de bases de espacios vectoriales.

1. Se deduce de los ejemplos anteriores que los vectores candnicos e1,. .., e,
de F™ forman una base para F™. La llamamos a partir de ahora la base
canonica de F™.

2. Los vectores u = (1,1) y v = (0,2) forman una base para R?. En efecto,
supongamos que «, 3 € R son tales que a(1,1) + 3(0,2) = (0,0). Esto
implica (o, a0 +203) = (0,0) y, en consecuencia, o = 3 = 0. Asi, u,v son
vectores linealmente independientes. Por otra parte, si z = (z1,22) € R?
entonces buscamos escalares A\, ;i € R tales que z = Au + pv. Esto ocurre

22—2]1

para X =z y p = 255 Es decir, R? = gen (u,v).
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3. Los vectores (1,0,0,1),(2,—2,2,—4) forman una base para F (A), donde
A € My (R) es la matriz definida al comienzo de la seccion. En efecto, ya
sabemos que generan a F (A). Sélo resta probar que

(1,0,0,1),(2,—2,2,—4)

son linealmente independientes. Si o, 3 € R son tales que au + fv = 0
entonces

(a+2,6,—2ﬁ,25,06 _45) - (070,0,0)

lo que implica o = 6 = 0.

(oo ) (oo ) (o) (oY)

forman una base para Mo (F). Ya vimos que son linealmente independi-

entes. Como cualquier matriz A = ( Z Z ) € My (F) se escribe como

1 0 0 1 0 0 0 0
a=a( g o)+e(o o )+e(0)+a (oY)

entonces es claro que estas matrices generan a My (F).

4. Las matrices

5. Los vectores 1,z,22,... 2% de F[x] forman una base para el espacio

S={p(z) €F[z]: grad(p(x)) <k}

2.6. Dimension

Dos preguntas surgen naturalmente: ;tendré todo espacio vectorial una base?
Por otra parte, es posible que existan bases diferentes para un espacio vectorial.
Por ejemplo, {(1,1),(0,2)} y {(1,0), (0,1)} son bases diferentes para R%. Ahora,
Jexistird alguna relacién entre dos bases de un espacio vectorial?. Intentamos
dar respuesta a estas preguntas en los siguientes resultados.

Comenzamos presentando una caracterizacion de una base de un espacio
vectorial.

Teorema 2.6.1 Sean vy, ...,v, vectores de un espacio vectorial V. Las sigu-
ientes condiciones son equivalentes:

1. Los vectores vy, ..., v, forman una base de V;
2. Cada vector v € V se expresa de manera unica como
V=11 + -+ QU

donde o; € F para todo i,
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3. {v1,...,v:} es un conjunto generador minimal de V, es decir, vy,..., v,
generan a V' pero ningin subconjunto propio de {vy,...,v,.} genera a V;

4. {vi,...,v.} es un conjunto linealmente independiente mazimal de V, es
decir, {vi,...,v,.} es un conjunto linealmente independiente pero ningin
subconjunto de V' que contenga propiamente a {vi,...,v.} es linealmente
independiente.

Demostracion. 1 = 2. Sea v € V. Como vy, ...,v, generan a V existen
T

escalares aj,...,q, tales que v = 3 a;v;. Si también lo expresamos como
i=1
T

T ks ks
v =Y Biv;, donde 3; € F, entonces 0 = > ayu;— > Biv; = > (o — Bi) v;.
i=1 i=1 i=1 i=1
Como vy, ..., v, son linealmente independientes, a; — ; = 0 para todo i.

s T
2 = 1. vy,...,v, generan a V. Por otra parte, si > «u; = 0 = Y Ouvy,
' i=1

1=1 =
donde «; € F para todo %, entonces por la unicidad «; = 0 para todo ¢. Es decir,
v1,. ..,V son linealmente independientes.

1=3.vy1,...,v, generan a V. Si C' es un subconjunto propio de vy, ..., v,
que genera a V entonces existe x € {v1,...,v.} \ C tal que = es una com-
binacién lineal no trivial de vectores de C' C {v1,...,v,}. Esto contradice la
independencia lineal de vy, ..., v,.

3 = 1. Si vy,...,v, son linealmente dependientes, existe un vector = €
{v1,..., v} que se escribe como combinacidn lineal de vectores de {vy,...,v,}—
{z}. Se sigue que {vy,...,v,.} — {z} es un subconjunto propio que genera a V.

1= 4.8Si{vy,...,v.} no es maximal, existe un vector x € V' \ {vy,...,v,}
tal que {v1,...,v.} U {z} es linealmente independiente. Pero entonces z ¢
gen (v1,...,v,) lo que contradice el hecho de que vy, ..., v, genera a V.

4 = 1. Sea z € V. Entonces {v1,...,v.,2} es linealmente dependiente. Es
T

decir, existe una combinacién lineal ax+ " a;v; = 0, donde los escalares no son
i=1

todos ceros. Como vy, ..., v, es linealmente independiente, o # 0. Esto implica

que x es una combinacién lineal de vq,...,v,. Asi, v1,...,v, generan a V. ®

Teorema 2.6.2 Sea V' un espacio vectorial. Supongamos que los vectores wi, ..., wp
de V pertenecen a gen (vi,...,vq). Sip > q entonces we, ..., wp, son linealmente
dependientes.

Demostracién. Para cada j = 1,...,p existen escalares a;; tales que w; =

q
> aijvi. Sea A € Mgx, (F) la matriz tal que [A],; = a;;. Como p > ¢ deducimos
i=1

del Corolario 1.3.8 que la ecuaciéon Ax = 0 tiene una solucién no trivial z =



2.6. DIMENSION 43

T
P
. Es decir, 3 a;;z; =0 paratodoi=1,...,q. Luego
=1
Zp !
P P q
j=1 j=1 i=1
q P
i=1 \j=1
Esto prueba que los vectores wi, ..., w, de V son linealmente dependientes. m
Teorema 2.6.3 Sea V = gen (vy,...,v,) un espacio vectorial finitamente gen-

erado. Las siguientes condiciones se cumplen:

1. Todo conjunto de vectores linealmente independientes w1, ..., w, de V se
extiende a una base de V.

2. FEl conjunto de generadores vy, ...,v, de V se reduce a una base de V.

Demostracién. 1. Sean wy,...,w, vectores linealmente independientes de
V. Por el Teorema 2.6.2, p < n. Si el conjunto {ws, ..., w,} es maximal entonces
wi, ..., W, es la base que buscamos, por el Teorema 2.6.1. De lo contrario, existe
wp4+1 € V tal que wy,...,wp, wp41 son linealmente independientes. De nuevo,
si wi,...,wp, Wpt1 €s maximal entonces ya encontramos una base para V. De
lo contrario existe wpy2 € V tal que wy,...,wp42 son vectores linealmente
independientes. Como n es una cota superior del nimero de vectores lineal-
mente independientes de V', este proceso tiene que terminar en un conjunto de
vectores linealmente independiente maximal wy,...,wy,...,w,. Por lo tanto,
Wi, ..., Wp,...,Ws s una base de V.

2. Si el conjunto {vi,...,v,} es minimal entonces, por el Teorema 2.6.1,
ya tenemos la base de V. De lo contrario, existe un subconjunto propio Gy de
{v1,...,v,} que genera a V. De nuevo, si G; es minimal entonces tenemos la
base de V. De lo contrario existe un subconjunto propio de G; que genera a V.
Continuando este proceso, después de un numero finito de pasos llegamos a un
subconjunto de {v1,...,v,} minimal, y por lo tanto, una base de V. m

En particular, se sigue del teorema anterior que todo espacio vectorial finita-
mente generado tiene una base. Ahora, si el espacio V no es finitamente generado
jexistird una base para V7 Primero que todo, observamos que en la definicién
2.5.3 se dice cuando un conjunto finito de vectores vq,...,v, de un espacio V'
es una base. Esta definicion la generalizamos para subconjuntos arbitrarios de
V' como sigue:

Definicién 2.6.4 Sea V' un espacio vectorial. Un subconjunto X de 'V es lineal-
mente independiente si todo subconjunto finito de X es linealmente independi-
ente. Luego, decimos que X es una base de V' si X es linealmente independiente
ygen(X)=V.
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Por ejemplo, el espacio vectorial F[z] no tiene bases finitas porque, como
vimos en un ejemplo anterior, ningin subconjunto finito de F [x] genera a F [z].
Sin embargo, X = {1,z,22,...} es una base (infinita) de F [z].

Nuestro interés en este curso es estudiar los espacios vectoriales finitamente
generados que sabemos, por el Teorema 2.6.3, tienen bases finitas. Ademds,
probamos en el proximo resultado que dos bases de un espacio finitamente
generado tienen exactamente el mismo nimero de vectores. Sin embargo, to-
do espacio vectorial (no necesariamente finitamente generado) tiene una base y
cualesquiera dos bases tienen la misma cardinalidad. El lector interesado puede
consultar un libro de algebra lineal més avanzado.

Teorema 2.6.5 Si vy,...,vp Yy Wwi,...,wy son dos bases del espacio vectorial
V' entonces p = q.

Demostracién. Como vy, . .., v, son linealmente independientes y contenidos
en V = gen(wi,...,wy) se sigue del Teorema 2.6.2 que p < g. Por otro lado,
w1, ..., W, son linealmente independientes y contenidos en V' = gen (v1,...,vp)

lo que implica ¢ < p. En consecuencia, p =¢q.

Definicién 2.6.6 La dimension de un espacio vectorial finitamente generado
V', denotado por dim (V), es el nimero de vectores que tiene una base de V.

Si S es el subespacio trivial {0} entonces S no tiene base y decimos que tiene
dimensién 0.

Definicion 2.6.7 Los espacios vectoriales que tienen una base finita, i.e., los
espacios finitamente generados, reciben el nombre de espacios de dimension fini-
ta.

Ejemplo 2.6.8 Veamos algunos ejemplos de espacios de dimension finita.

1. El espacio F™ tiene dimension n. En efecto, la base canonica eq,..., e,
tiene n vectores.

2. Tenemos que dim F (A) = 2 para la matriz A al comienzo de la seccion.
3. Los vectores 1,x,22,... 2% de F[x] forman una base para el espacio
S ={p(z) €F[z]: grad(p(z)) <k}
Por lo tanto, dim (S) = k+ 1.

Teorema 2.6.9 Sean S y T subespacios de un espacio de dimension finita V
tales que S C T. Entonces dim (S) < dim (T'). Mds aun, dim (S) = dim (T") si,
ysolosiS=T.

Demostracién. Sea vq,...,v, una base de S C T. Por el Teorema 2.6.3
extendemos esta base a una base de T'. Luego dim (S) = p < dim (T") . Para ver
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la segunda parte, si dim (S) = dim (7") entonces por el Teorema 2.6.5, v1, ..., v
es una base de T. Luego S = gen (v1,...,v,) =T. m

En particular, todo subespacio de un espacio de dimensién finita tiene di-
mension finita.

EJERCICIOS

1. Demuestre que los vectores (2,1,3),(2,1,0) y (1,5,5) forman una base de
R3.

2. Determine si las matrices

(1 1> (0 1> (0 0> (0 0>
0 0/)’\1 0/)’\1 1)’ 01
constituyen una base para Ms (R).
3. SeaV ={p(z) € Flz]: grado de p(z) < 2}. Demuestre que
B={l,x-1,2° -z} y B = {3,2,2> -1}

son bases de V. Escriba cada uno de los vectores de 5 como combinacién
lineal de los vectores de B'.

4. Demuestre que C es un espacio vectorial sobre R de dimensién 2.
5. Determine si el conjunto
{1,1 +x,x+a 2t +a3,. . ™! —|—xm}
es una base para el espacio V = {p(z) € F[z] : grado de p (z) < m}
6. Encuentre una base para los espacios indicados a continuacion:
a) Mopmxn (]F)v

b) El subespacio de M,, () formado por las matrices diagonales;

¢) El subespacio de M,, (F) formado por las matrices triangulares su-
periores;

d) El subespacio de M,, () formado por las matrices simétricas.
7. Sean U y W espacios vectoriales de dimension finita. Demuestre que

a) dim (U x W) =dim (U) + dim (W) ;
b) Si U es un subespacio de V entonces el subespacio {(u,u):u € U}

de V x V tiene dimensién igual a dim (U).

8. Demuestre que n vectores linealmente independientes en un espacio de
dimensién n forman una base.
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2.7. El rango y la nulidad de una matriz

Describimos en esta seccién métodos para encontrar una base de los sube-
spacios C (A),F (A),Im(A) y ker (A) asociados a la matriz A € M, xn (F).

Para esto nos apoyamos una vez mas en la eliminacién de Gauss-Jordan.

Teorema 2.7.1 Sea A € M,xn (F) y supongamos que A ? E, donde E es

escalonada reducida. Si 1 < k1 < ko < -+ < k. < n son las columnas que
contienen los primeros elementos distintos de cero de cada fila de E, entonces
Ak, - -, Ask,. forman una base para C (A).

Demostracién. Afirmacién 1: las columnas .y, , ..., E,. forman una base
para el subespacio generado por las columnas de E. En efecto, recordamos que
para todo ¢ = 1,...,7 se cumple que E.x, = e;, el vector candnico de F"". En
consecuencia, son linealmente independientes. Por otro lado, dado un vector
columna E,; de E, como [E]ij = 0 para todo i > r, entonces es claro que E,;
se escribe como combinacion lineal de los vectores e;.

Afirmacién 2: los vectores A,y , ..., A, forman una base para el subespacio
generado por las columnas de A. Por el Teorema 1.4.7, existe una matriz P €
M, (F) invertible tal que E = PA. Luego para cada j,

E.j = (PA),; = PA,;

Sea A.; la columna j de A. Entonces

PT'E; =P ") a;iEu,

Ay =
i=1
T T
= Zai (PilE*ki) = ZazA*k7

i=1 i=1
Esto prueba que que las columnas A, , ..., A, generan el subespacio generado
por las columnas de A. Por otra parte, si (1,...,03, son escalares tales que

T

> BiAsk, = 0 entonces

=1
0=P0=P> BiAu, =P Bi (P 'Ew,) =Y BiEun,
i=1 =1 =1

Como E,,, ..., B, son linealmente independientes, concluimos que 8; = -+ =
G,=0. m
T

Ejemplo 2.7.2 Encontremos una base del subespacio de R*

2 4 6 2 6

o 6 4 2 2 14
= gen o'l a4l s || 2 || 2
2 2 2 2 8
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Primero formamos la matriz A con las columnas dadas por lo vectores gener-
adores de S :

A:

N O ONN

DN W~ s

N OO DN O

NN NN
N

Vimos en el Ejemplo 1.3.2 que

AN
f

cocor
cor o
o oW
o~ oo
|
_

Por el teorema anterior, E.1,Ew y Ew forman una base para el subespacio
generado por las columnas de E. Por lo tanto, los vectores

2 4 2
6 4 2
01’1 4 1] 2
2 2 2

forman una base para S.

Corolario 2.7.3 Sea A € Myxn (F) y supongamos que A ? E, donde E es

escalonada reducida. Si r es el numero de filas distintas de cero de E entonces
dimC (4) =r.

Demostracion. Es inmediato del Teorema 2.7.1. m

Para encontrar una base para el subespacio F (A4), calculamos una base para
C (AT) usando el procedimiento del Teorema 2.7.1, luego la traspuesta de estos
vectores forman una base para F (A).

Veamos ahora como calcular una base para ker (A), donde A € M« (F).

Teorema 2.7.4 Sea A € My,un (F) y supongamos que A f; E, donde E es

escalonada reducida. Supongamos que 1 < ki < ko < -+ < k. < n son las
columnas que contienen los primeros elementos distintos de cero de cada fila de
E. Entonces:

1. Sir =mn entonces ker (4) = {0};

2. Sir < n entonces para cada j € J = {1,...,n}\ {k1,...,k} sea S; el
vector columna de F" obtenido al hacer x; = 1 y x; = 0 para todos los
otros valores de i en J. Luego se calcula x4 para q = k,,..., k1, en este
orden, por la formula:

n
1
I'q = —— E erja:j
€rq -
J>q

Entonces {S; : j € J} es una base para ker (A) .
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Demostracién. La dejamos como ejercicio para el lector. m

Ejemplo 2.7.5 Encontremos una base del espacio solucion del sistema ho-
mogéneo

T+ 2y —w+ 3z —4u 0
20 +4dy—2w—2+5u = 0
20 + 4y — 2w+ 4z — 2u 0

Tenemos que

1 2 -1 3 —4 1 2 100
24 -2 -1 5 |~[00 0 10
24 -2 4 —2/)7\Vo0oo0 0 01

En este caso k1 =1, ko =4, ks =5, r =3 y J = {2,3}. Entonces
Sy =(2,1,0,0,0) y S3 =(1,0,1,0,0)
es una base del espacio solucion del sistema.

Corolario 2.7.6 Sea A € My,xn (F) y supongamos que A 7 E, donde E es

escalonada reducida. Si r es el nimero de filas distintas de cero de E entonces
dimker (A) =n —r.

Demostracion. Es inmediato del Teorema 2.7.4. m
Recordamos que dada una matriz A € M, «, (F), la imagen de A es el

subespacio de F™
Im(A)={Az : 2 € F*}

Por el hecho de que para cada matriz A € M, x,, (F)
Az = 2140 + 12A2 + -+ 2pAun
para todo =z = (z1, ... ,xn)T € F”, se deduce que
C(A)=1Im(A)

Definicién 2.7.7 Elrango de una matriz A € M« (F), denotado porrgo (A),
es la dimension de Im (A). Esto es,

rgo (A) = dim (Im (A)) = dim (C (A))
La nulidad de A, denotada por nul (A), es la dimension de ker (A) :
nul (A) = dim (ker (A))

Los Corolarios 2.7.3 y 2.7.6 implican el siguiente importante resultado.
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Teorema 2.7.8 (Teorema de la dimension para matrices) Sea A € Myxn (F).

FEntonces
nul (A) + rgo(A) = n.

Demostracién. Es inmediato. m
En los préximos resultados probamos que para cualquier matriz A € M, «r, (F)

rgo (A) := dim (C (A)) = dim (F (4))

Es decir, la dimensién del espacio de columnas de A es igual a la dimensién del
espacio de filas de A.

Teorema 2.7.9 Sean A, B € M, «n (R). Las siguientes condiciones se cumplen:

1. Si A 7 B entonces rgo (A) = rgo (B);
2. Si A~ B entonces C (A) =C(B). En particular, rgo (A) = rgo (B).

Demostracién. 1. Sea P una matriz invertible tal que B = PA. Entonces
es claro que Ax = 0 si, y sélo si, Bz = 0. Esto implica que ker A = ker B y asi,
dim ker A = dim ker B. Se sigue del Teorema 2.7.8 que dimC (A) = dimC (B).

2. Existe @ invertible tal que B = AQ. Luego Bx = A (Qz) € C (A). Por lo
tanto, C (B) C C(A). Reciprocamente, Aw = B (Q'w) € C(B). Asi, C(A4) C
C(B). m

Teorema 2.7.10 Sea A € My, xn (R). Entonces rgo(A) = dim F (A).

0 0
matrices invertibles P, @ tales que A = PBQ. Como B' = B se sigue que
AT =QTBPT. Porlotanto AT ~ By asi A~ AT. Se sigue del Teorema 2.7.9
que rgo(A) =rgo(AT) =dimC (A7) = dimF (A). =

Recordamos que en el Teorema 1.5.7 demostramos que las matrices A, B €
M xn (F) son equivalentes si, y s6lo si, existen matrices invertibles P € M., (IF)
y Q € M,, (F) tales que B = PAQ. Presentamos ahora una nueva caracteri-
zacion de equivalencia en términos del rango de una matriz.

Demostracion. Por el Teorema 1.5.6, A ~ B = ( L0 ) Luego existen

Teorema 2.7.11 Sean A,B € M,xn (F). Entonces A ~ B si, y sdlo si,
rgo(A) =rgo(B).

Demostracion. Si A ~ B entonces por el Teorema 2.7.9 rgo (A) = rgo (B).
Reciprocamente, si rgo (A) = rgo (B) = r entonces por el Teorema 1.5.6

I, 0
A~<O 0>~B
| |

Como consecuencia de los Teoremas 2.7.8 y 2.7.10 obtenemos una caracter-
izacién para las matrices invertibles.
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Teorema 2.7.12 Sea A € M, (F). Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1. A es invertible;
rgo(A) = n;
nul (A) = 0;
La ecuacion Ax = 0 tiene unica solucion x = 0;

Las columnas de A forman una base de F™;

S S o

Las filas de A forman una base de F™.

Demostracién. 1 = 2. Si A es invertible entonces por el Teorema 1.4.5
A 7 I. Se sigue del Teorema 2.7.9 que rgo (A) = rgo (I) = n.

2 = 3. Si rgo (A) = n entonces por el Teorema 2.7.8, nul (A) = 0.

3 = 4. Si nul (A) = 0 entonces {0} = ker (A) = {z € F* : Az = 0}.

4 =5. Supongamos que a1 Ay + -+ ap Ay, = 0. Entonces Az = 0, donde
x = (ai,...,a,) € F" Por hipétesis x =0y asi, a3 = - - =, = 0. Peron
vectores linealmente independientes en F™ forman una base.

5 < 6. Se sigue del Teorema 2.7.10.

5 = 1. Supongamos que los vectores A,1,..., A, forman una base de F".
Entonces cada vector candénico de F™ se expresa como combinacién lineal de
estos vectores: paratodoi=1,...,n

n
e; = E i Ak
k=1

Definamos la matriz X que tiene como columna j a (o, .. ., oznj)T. Es facil ver
que XA = 1. Ademés, para cadai=1,...,n

(AX)*Z = AX*z = A(ali,...,am)—r
= oA+ oA+ aniAin
= e;

Esto prueba que AX = I y asi, A es invertible. m

EJERCICIOS

1. Demuestre que los vectores (1,0, —¢), (1 +4,1 —4,1) y (4,4,%) forman una
base para C3.

2. Encuentre una base para F (A4), una base para C(A) y una base para
ker (A) si

1 7 —6 2

A= 2 8 -2 4

2 5 3 4
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3. Encuentre una base para el espacio solucién del sistema homogéneo

6z — 3y +4w — 3z =
3z 42w —3u =
3r—y+2w—w—-—u =
4. Demuestre el Teorema 2.7.4.
5. Demuestre que rgo(A) =rgo (AT).
6. Demuestre que rgo (AB) < rgo(A) y rgo(AB) < rgo(B).

51
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Capitulo 3

Transformaciones lineales

3.1. Transformaciones lineales

Los conjuntos Rx {0} C R? y R evidentemente son conjuntos diferentes; el
primero est4 formado por pares ordenados de R? que tienen la segunda, coorde-
nada 0 mientras que el segundo consiste de ntimeros reales. Sin embargo, como
espacios vectoriales sobre R son esencialmente los mismos (ver Figura *)

Figura *

De hecho, es posible establecer una correspondencia biyectiva entre estos dos
conjuntos de manera que las operaciones de espacio vectorial son preservadas.
Cuando esto ocurre decimos que los espacios vectoriales son isomorfos. Pre-
cisamos mejor esta idea a lo largo de este capitulo.

Sea A € M, xn (F). Por el Teorema 1.2.7, la funcién 74 : F* — F™ definida
por 74 (z) = Az (z € F™), satisface las propiedades:

Ta (2 +y) Ta (%) + 74 (y)
Ta(ax) = ats(x)

para todo a, 8 € F y x,y € F". Méas generalmente tenemos el siguiente concepto
fundamental del dlgebra lineal:

Definicién 3.1.1 Sean V y W espacios vectoriales sobre F. Una transforma-
cion lineal T de V en W es una funcion T : V — W que satisface

T(x+y) = T(x)+T(y)
T(ax) = aoT ()
para todo o, 8 € F y x,y € V. Denotamos por L (V, W) al conjunto de todas las
transformaciones lineales de V- en W. Cuando V.= W escribimos L(V,V) =

L (V) y una transformacidn lineal de L (V') la llamamos un operador lineal sobre
V.

53
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Un ejemplo trivial de transformacion lineal entre espacios vectoriales V' y
W es la transformacién nula, denotada por 0 :V — W y definida por 0 (v) =0
para todo v € V.

Ejemplo 3.1.2 Como vimos antes, si A € Muyxn (F) entonces 74 : F* — F™
es una transformacion lineal. Consideremos algunas matrices en My (R):

1 0

0o -1 ) Entonces 74 : R? — R?

1. Reflexion respecto al eje x: Sea A = <

T

T
td d id =
estd definida por TA< Y ) < —y

vector de R? y lo refleja respecto al eje x (ver Figura *).

). Geométricamente, T4 toma un

Figura *
. . ) 1 0 9 9
2. Proyeccion sobre el eje x: Si P = 0 0 entonces Tp : R — R

estd definida por Tp ( g ) = ( g ) Esto es, Tp toma un vector de R2

y lo proyecta sobre el eje x (ver Figura *).

Figura *

cos —senf )

8. Rotacion: sea 0 < 0 < 27 y consideremos la matriz U =
senf  cos

Si ( ; ) € R? entonces x = rcosa y y = rsena. Asi,

x cos) —send rcosa rcos (0 + «)
U - =

y senfl  cosf rsena rsen (6 + «)
En otras palabras, la transformacion lineal 7y : R2 — R? toma un vector
de R? y lo rota un dngulo 6 en sentido contrario a las agujas del reloj (ver
Figura *).

Figura *

Ejemplo 3.1.3 Las siguientes funciones son ejemplos de transformaciones lin-
eales entre espacios vectoriales:

1. Sea D el subespacio de F (R,R) formado por las funciones f : R — R que
tienen derivadas de todos los érdenes y D : D — D definida por D (f) =
f'. Para cualesquiera f,g € F (R,R) y a € R tenemos que

D(f+g) = (f+9)'=f+9g=D(f)+D(g)
D(af) = (af) =af =aD(f)
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2. SeaS={f¢€F(a,b],R):f es continua} eZ : S — R la funcién definida
b
por Z(f)=[f(z)dz. Si f,g€ S yaecR entonces

b b
T(f+g) = /<f+g><x>dx=/[f<x)+g<x>]dx
ab b a
— [t@det [g@d=T()+2()
Y
b b b
Z@f) = [(@h@ds= [af@)de=a [ () =az(f)

3. Lafuncion ¥ : Suc (F) — Suc (F) definida por U (x1,xa,...) = (x2,23,...).
Sean x = (x1,22,...),y = (Y1,Y2,...) € Suc(F) y a € R. Entonces

V(z+y = VY(ri+y,z2+y2,...)=(@2+y2,23+ys,...)
= (wo,m3,...) + (y2,¥3,...) = ¥V (2) + ¥ (y)

U(ax) = V(a(ry,z2,...)) =Y (ar,axs,...)

= (amq,axs,...)=a(xa,3,...) =a¥(z)

4. Sea V el espacio de los nimeros complejos sobre R. Entonces la funcion
AV = V definida por A(z) = Z, donde z € V, es una transformacion
lineal.

5. La funcion ¥ : M, (F) — F definida por ¥ (A) = Tr(A), para todo
A e My, (F), es una transformacion lineal.

Vamos a establecer algunos hechos simples sobre las transformaciones lin-
eales.

Teorema 3.1.4 Sea T € L(V,W). Entonces se cumplen las siguientes condi-
ciones:

1. T(0)=0;
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Demostraciéon. Probamos la parte 1, la segunda la dejamos como ejercicio.
Tenemos que
TO)=T(0+0)=T(0)+T(0)

Luego, sumando el inverso aditivo de T (0) a ambos lados de la relacién anterior,
obtenemos 7' (0) = 0. =

El siguiente resultado nos proporciona muchos ejemplos de transformaciones
lineales. Ademds, establece que una transformacién lineal T' € £ (V, W) queda
completamente determinada por los valores que toma en una base de V.

Teorema 3.1.5 Sean V,W espacios vectoriales y vi,...,v, una base de V.
Consideremos elementos wy, . .., w, € W. Entonces existe una inica T € L (V,W)
tal que T (v;) = w; para todo i.

Demostracién. Definamos la funcién T : V. — W por T (v;) = w; para
cada i y extendamos linealmente a V' por la férmula

T <Z Oéﬂ}i> = Z OéiT (’Ui) .

T esta bien definida por el hecho de que cada vector de V' tiene una repre-
sentacion unica como combinacién lineal de vectores de la base. La linealidad
de T es clara por la forma que la definimos. Para ver la unicidad, supongamos
que S € L (V,W) satisface S (v;) = w; para todo i. Entonces

S (Z aﬂ%) = ZO&Z'S (’Ul) = Z aiT (Ul) =T (Z Oéi’l)i>

]
Ejemplo 3.1.6 Consideremos el espacio vectorial
V ={p(x) €Flz]: grad(p(z)) < k}

Yy sean «g,...,qr elementos de F. Entonces existe una iunica transformacion
lineal T : 'V — T tal que por T (xl) = o, para todo v = 0,...,k. De hecho,

k , k
estd definida por T (Z 5@’) =3 Biay.
i=0 i=0
Dotamos a continuacion al conjunto de las transformaciones lineales £ (V, W)
de una estructura de espacio vectorial.

Definicién 3.1.7 Dadas S, T € L (V,W) definimos la suma de S y T, denotada
por S+ T, ala funcion S+ T : V — W definida por

(S+T)(x)=S(x)+ T (x)

para todo x € V. Si a € F entonces la multiplicacion del escalar o por T €
L(V,W), denotado por T, es la funcion oT : V — W definida por

(aT) (z) = aT ()
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Teorema 3.1.8 Sean V y W espacios vectoriales sobre F. Si S,T € L(V,W)
y a € F entonces S+ T y aS pertenecen a L(V,W). Mds aun, L(V,W) es un
espacio vectorial sobre F con estas operaciones.

Demostracién. Dejamos como ejercicio al lector. m

A £ (V,W) lo llamamos el espacio de las transformaciones lineales de V' en
w.

Consideramos ahora la composicién entre transformaciones lineales.
Teorema 3.1.9 Sean S € L(V,W) y T € L(U,V). Entonces ST € L(U,W).
Demostracién. Sean a, 5 € Fy x,y € U. Entonces

(ST) (ax +By) = ST (azx+ By)]
= S[aT (z)+ BT (y)]

aS (T (x)) + BS (T (y))
= a(ST)(z) +B(ST) (y)

]

La transformacién lineal identidad es la funcién Iy : V. — V definida por
I (z) = x para todo x € V. Es fdcil ver que IvT = TIy = T para cualquier
TeL(V).

Al igual que las matrices, la composicién de transformaciones lineales no es
conmutativa.

Ejemplo 3.1.10 Sean S : R® — R? y T : R® — R3? los operadores lineales
definidos por

8
8]
8
8

Sty =y |vTly |=] =
z 0 z 0
FEntonces
T T T T T T
ST y | =S| = =1 z yTS| v |=T| vy |=1|0
z 0 0 z 0 0

Usamos la notacién de potencias para representar la composicion de un op-
erador lineal consigo mismo: si T € L (V) entonces T° = I, y para un entero
n > 1, T" = TT™ . Las potencias de un operador lineal si conmutan, i.e.,
TrTe =TT =T"+s,

En el préximo resultado presentamos una lista de propiedades béasicas que
satisface la composicién de transformaciones lineales. Suponemos que los espa-
cios de partida y de llegada son los adecuados.

Teorema 3.1.11 Sean R,S y T transformaciones lineales. Entonces
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1. (RS)T = R(ST);

2. R(S+T)=RS+RT;

3. (R+S)T = RT + ST;

4. A(RS) = (AR) S = R(\S) para todo \ € F.

Demostracién. La dejamos como ejercicio para el lector. m

EJERCICIOS

1. Sea U € M, (F) invertible y considere la funcién T : M,, (F) — M,, (F)
definida por T (A) = U=t AU, para todo A € M,, (F). (Es T un operador
lineal? ; Es inyectivo? ;Es sobreyectivo?

2. Sea M € M,, (F) y defina la funcién T : M,, (F) — M, (F) por T (A) =
AM — M A. Demuestre que 1" es un operador lineal.

3. Sea F : R? — R definida por F ( ; ) = zy. {Es F una transformacién
lineal?

4. Encuentre un operador lineal R : R? — R? que tome un vector de R? y:

a) lo refleje respecto a la recta y = x;
b) lo refleje respecto al eje y;

¢) lo proyecte sobre el eje y.

5. Sea F :R? — R? el tinico operador lineal que satisface
1 2 0 1
(2)=(5) 7 (V)-(3)
Encuentre una expresién explicita para F ( ;j ), donde ( 3?5 ) € R2.

6. ¢Existe una transformacién lineal T : R?® — R? tal que

1 1

()= () (1) (0)
1 1

7. (Existe un operador lineal T : R? — R? tal que

f(4)=(o)r(5)=(0)er ()=
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10.
11.

12.

13.

14.

3.2.

Sea V el espacio de los niimeros complejos considerado como espacio vec-
torial sobre R. Encuentre una transformacién lineal de V' en V pero que
no sea lineal cuando considere a V' como espacio vectorial sobre C.

Sea F' : V — W una transformacién lineal y suponga que vi,...,v, €
V son tales que F'(v1),...,F (v,) son linealmente independientes. De-
muestre que los vectores vq,...,v, también son linealmente independi-
entes.

Demuestre el Teorema 3.1.8.
Demuestre el Teorema 3.1.11.

Considere las transformaciones lineales F : R?® — R2,G : R? — R? y
H :R3 — R? definidas por

x x
. T+y+z [ 2z+z
F N ( T4y >’G Z ( T4z >y
2y
x

Demuestre que F, G y H son linealmente independientes como vectores de
L (R3 R?).

ISIINS

H

IS IS
Il

Encuentre dos operadores lineales S, T en R? tales que ST = 0 pero T'S #
0.

Sea P € £ (V) tal que P? = P. Demuestre que V = ker (P) & I'm (P).

El nicleo y la imagen

Una propiedad importante de las transformaciones lineales es que envia sube-

spacios en subespacios.

Teorema 3.2.1 Sea T € L(V,W) y U un subespacio de V. Entonces

TWUO)={T(u) :ueU}

es un subespacio de W.

Demostracién. Sean z,y € V y o € F. Entonces

T)+T(y)=T(x+y)eTU)

oT (x) =T (ax) € T(U)
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|

En particular, la imagen de V bajo T € L (V, W), que denotamos por I'm (T'),
es un subespacio de W.

Otro subespacio importante asociado a T' € L (V, W) es el niicleo de T

Definicién 3.2.2 Sea T € L (V,W). El nicleo de T, denotado por ker (T), es
el subconjunto de V
ker () ={veV:T(v) =0}.

Observamos que ker (T') es no vacio porque T (0) = 0.
Teorema 3.2.3 Sea T € L (V,W). Entonces ker (T') es un subespacio de V.

Demostracion. Sean z,y € ker (T) y a € F. Entonces al ser T una trans-
formacion lineal,

Tx+y =T(x)+T(y)=0+0=0

y
T(ax)=aT (x)=a0=0

porque z,y € ker (T'). En consecuencia, x +y y ax € ker (T'). m
Ejemplo 3.2.4 Veamos algunos ejemplos.

1. Sea A € Myxn (F) y1a € LF™,F™) la transformacion lineal inducida
por A. Entonces

ker (14) = {xe€F":74(xz)=0}
= {zelFf": Az =0}

Im(rs) = {ra(x):2€F"}
= {Az:x eF"}

Esto es, ker (ta) y Im(74) coincide con lo que llamamos en secciones
anteriores el nicleo y la imagen de A. Para calcular estos subespacios
usamos las técnicas estudiadas en el Capitulo 1.

2. La transformacion lineal ¥ : Suc (F) — Suc (F) definida por
v (I17I27 .. ) = (1‘2,173, .. )
tiene nicleo

ker (¥) = {(x1,2z9,...): (x2,23,...) =(0,0,...)}
= {($1,0,707...)Z.’E1€]F}

Es claro que Im (¥) = Suc (F).
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3. Sea D el subespacio de F (R,R) formado por las funciones f : R — R que
tienen derivadas de todos los drdenes y D : D — D definida por D (f) =
f'. Entonces

ker (D) = {feD:D(f)=0}
{feD:f =0}
{f €D: f es constante}

Para decidir si una transformacién lineal es inyectiva basta con revisar el
nucleo.

Teorema 3.2.5 SeaT € L (V,W). EntoncesT es inyectiva si, y sdlo si, ker (T') =

{0}.

Demostracién. Supongamos que T es inyectiva y sea « € ker (7). Entonces
T(0) =0 =T (z). De aqui se sigue que z = 0 y, por lo tanto, ker (T') = {0}.
Reciprocamente, sean x,y € V y supongamos que T (z) = T (y). Como T es
lineal entonces T (x —y) = 0 y asi, x —y € ker (T) = {0}. Esto prueba que
z =y y T esinyectiva. m

El resultado central de esta seccién establece una relaciéon entre las dimen-
siones del nicleo y la imagen de una transformacién lineal definida sobre un
espacio vectorial de dimension finita.

Teorema 3.2.6 SeaT € L(V,W) yV un espacio vectorial de dimensidn finita.
Entonces Im (T') es de dimensidn finita y

dim (V) = dim [ker (T')] + dim [Im (T')]

Demostracién. Consideremos una base wy, . .., wy, de ker (T'). Extendamos
este conjunto de vectores a una base wi,...,wk,v1,...,v, de V. Entonces es
claro que dim (V) = k + r. Faltarfa ver que dim[I/m (T)] = r. Para esto,
probamos que T (v1) ,...,T (v;) es una base de I'm (T). Primero, si y € Im (T)
entonces y = T (z) para algiin & € V. Luego existen escalares a1, ..., ax, 81, .., Or
tales que

T =ow + -+ apwg + Gron + -+ Groy
y como w; € ker (T') para todo ¢ obtenemos
y = T(z)=T(aqw1 + -+ apwg + frv1 + -+ + Bro,)

oanT (wr) + -+ T (wi) + 5T (v1) + -+ BT (vr)
= 51T (Ul) + - +ﬁrT (vr>

Esto prueba que T (v1),...,T (v,) generan a Im (T). Por otro lado, si v1,...,7,
son escalares tales que

’YIT('UI) +"'+’YTT(UT) =0
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entonces

0 :VlT(Ul) +.-.+7’I‘T(UT) :T('71U1 +"'+'YT'U7‘)
En particular, y1v1 + - - - + .0, € ker (T) y asi, existen escalares (1, ..., (x tales
que

Vv A+ e = Qwr + -+ Gewg

o equivalentemente,

Quwi+ -+ Guwg — 7101 — - = YU =0
Pero wy,...,wg,v1,...,v, es una base de V, por lo tanto, (; = --- = (x =
v =--- =7, = 0. En consecuencia, T (v1),...,T (v,) son vectores linealmente

independientes. m
En particular, si A € Myxn (F) y 74 € L(F™, F™) es la transformacién
lineal inducida por A, entonces

dim (F") = dim (ker (74)) + dim (Im (74))

0, equivalentemente,

n = nul (A) + rgo (A)

Este es el teorema de la dimensién para matrices (Teorema 2.7.8).
Una consecuencia inmediata del teorema anterior es la siguiente.

Corolario 3.2.7 SeanV y W espacios de dimension finita tales que dim (V') =
dim (W) yT € L(V,W). Entonces T es inyectiva si, y solo si, T es sobreyectiva.

Demostracién. Por el Teorema 3.2.6 sabemos que
dim (V) = dim [ker (T')] + dim [Im (T')]

SiT es inyectiva entonces ker (T') = {0} y asi, dim (W) = dim (V') = dim [Im (T)].
Se sigue del Teorema 2.6.9 que Im (T)) = W. Reciprocamente, si Im (T) = W
entonces dim [ker (T")] = 0 y, por lo tanto, ker (T') = {0}. Esto prueba que T es
inyectiva. m

EJERCICIOS
T r—y+2z
1. SeaT :R? — R3 definidaporT | y | = 2r +y . Encuentre
z —r — 2y + 2z

una base para ker (T') y Im (T).

2. Describa explicitamente un operador lineal de R? en R? que tenga como
imagen al subespacio generado por (1,0, —1)T y (1,2, Q)T.

3. Sea M = ( (1) § ) y considere el operador lineal T': M3 (R) — M3 (R)
definida por T (A) = AM — M A, para todo A € M5 (R). Encuentre una

base del nicleo de T.
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Sean A, B € M,, (F). Demuestre que si AB = I,, entonces BA = I,,.

Sea T : V. — W una transformacién lineal y S un subespacio de V.
Demuestre (a) Si dim (S) = 1 entonces T (S) es un punto o una recta; (b)
Si dim (S) = 2 entonces T (S) es un plano, una recta o un punto.

Sea T : V. — W una transformacién lineal y S un subespacio de V.
Demuestre (a) Si S es un recta arbitraria de V entonces T (S) es una
recta o un punto; (b) Si S es un plano arbitrario de V' entonces T (S) es
un plano, una recta o un punto.

Sea T : V — W una transformacién lineal. Demuestre que si dim (V) >
dim (W) entonces T no es inyectiva.

Sea V el subespacio de F (R,R) formado por las funciones que tienen
derivadas de todos los 6rdenes y sea D™ : V. — V el operador derivada
n-ésima. ;Cudl es el nicleo de D™?

;Cual es la dimensién del espacio S = {A € M,, (F) : Tr(A) =0}?

Demuestre que la funcién P : M,, (F) — M,, (F) definida por P (A4) =
% (A + AT) es un operador lineal. Ademds, ker (P) consiste en el espacio
de las matrices antisimétricas y I'm (P) el espacio de las matrices simétri-
cas. ;Cudl es la dimension del espacio de las matrices antisimétricas? En-
cuentre una base para el espacio de las matrices antisimétricas.

Suponga que U, W son subespacios de V.

a) Demuestre que la funcién T : U x W — V| definida por T (u,w) =
u — w, es una transformacion lineal.

b) Demuestre que dim (U + W) = dim (U) + dim (W) — dim (U N W).

3.3. Isomorfismos

Definicién 3.3.1 Un isomorfismo de V a W es una transformacion lineal T :
V' — W biyectiva. Si existe un isomorfismo de V.a W decimos que V' es isomorfo
a W y escribimos V =2 W.

Dos espacios isomorfos son esencialmente los mismos, lo inico que cambia

es la naturaleza de sus elementos.

Ejemplo 3.3.2 Presentamos algunos ejemplos de isomorfismos.

1.

A € M, (F) es invertible si, y sdlo si, T4 : F™" — F™ es un isomorfismo.
Esto se sigue del Corolario 3.2.7 y el Teorema 2.7.12.
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2. Sea Fx {0} el subespacio de F? definido como
Fx {0} = {(«,0) : x € F}

Entonces ¢ : F — Fx {0} definido por ¢ (x) = (x,0) es un isomorfismo.
Supongamos que x,y € F y a, 3 € F. Entonces
plazx+pPy) = (ax+Py,0)=a(z,0)+05(y,0)
= ap(x)+Bp(y)

Ast, ¢ es una transformacion lineal. Ademds, se verifica facilmente que
es biyectiva.

SiT € L(V,W) es un isomorfismo entonces, en particular, existe la funcién
inversa T~ : W — V tal que

TT =TIy yT 'T=1Iy

Teorema 3.3.3 Si T € L(V,W) es un isomorfismo entonces T~ € L (W, V)
es un isomorfismo.

Demostracién. Sabemos que T~ ! es biyectiva. Sean w,2 € W y o, 3 € F.
Como T es sobreyectiva, w =T () y 2 =T (y), donde z,y € V. Luego,

T (aw+fz) = T (T (2) + BT (y)) = T (T (ax + By))
— aw+fy=aT ™ (w) + BT (2)

]
Como consecuencia de este resultado tenemos que la relacion “ = 7 es

simétrica: si V es isomorfo a W entonces W es isomorfo a V. Por lo tanto,
a partir de ahora decimos simplemente que los espacios V' y W son isomorfos.
También es reflexiva porque la Iy, es un isomorfismo para cualquier espacio V', y
transitiva por el Teorema 3.1.9. Deducimos que la relacién “ = ” es una relacién
de equivalencia sobre el conjunto de los espacios vectoriales sobre F.

Teorema 3.3.4 Sean S € L(V,W) yT € L(U,V) isomorfismos. Entonces
Lo(r ) =Ty
2. ST es un isomorfismo y (ST)_1 =7-15°1
Demostracién. Probamos 2.

(ST)(T7's™) = S(TT7Y)s ' =8SIS ' =1y
(T7's ™ (ST) = T (S T=T""IyT=1Iy
Luego (T'S)™ ' = (S7'T71). m

Los conceptos de independencia, generacion y bases pasan a través del iso-
morfismo de un espacio a otro.
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Teorema 3.3.5 Supongamos que T € L(V,W) es un isomorfismo y X un
subconjunto de V. Entonces:

1. X eslinealmente independiente si, y sdlo si, T (X) es linealmente independiente;
2. X genera a'V si, y sélo si, T (X) genera a W;
3. X es una base de V' si, y sélo si, T (X) es una base de W.

Demostracion. 1. Supongamos que X es un conjunto linealmente indepen-

diente y > ;T (z;) = 0, donde los o; € F y los 2; € X. Como T es lineal
i=1

n n

entonces T’ (Z aixi> = 0 y en consecuencia, ». a;z; € ker (T') = {0} porque
i=1 i=1

T es inyectiva. Esto implica que a; = 0 para todo i. Reciprocamente, supong-

amos que T (X) es linealmente independiente. Sean (1,. .., escalares tales
n n n

que Y Bix; = 0 para ciertos ; € X. Entonces 0 =T (Z /Bl:m) = > 6T (x;)
i=1 i=1 i=1

y asi, §; = 0 para todo 1.
2. Supongamos que X genera a V' y sea w € W. Entonces existe v € V tal que
T (v) = w porque T es sobreyectiva. Sean =1, ...,7, escalares y x1,...,2, € X
T
tales que v = Y y;x;. Luego
i=1

3

w=Tw) =T (Z %‘%‘) = Z%’T (i)
i=1 i=1

Esto prueba que T (X) genera a W. Reciprocamente, supongamos que T (X)
genera a W y sea z € V . Entonces

T (z) = ZQ‘T () =T <Z Cz’%‘)

para ciertos x; € X y escalares (; € F. Se sigue por la inyectividad de T que
i
x =Y Gux;. Asi, X genera a V.
i=1
3. Es consecuencia inmediata de las partes 1 y 2. m

Corolario 3.3.6 Sean V y W espacios vectoriales de dimension finita sobre F.
Entonces V.2 W si, y sdlo si, dim (V) = dim (W).

Demostracion. Si V = W existe un isomorfismo T' € £ (V, W). Si X es una
base de V' entonces sabemos por el teorema anterior que 7' (X) es una base de
W. Como T es biyectiva, T (X) tiene exactamente el mismo ntimero de vectores
que X. Por lo tanto, dim (V) = dim (W).

Reciprocamente, sean vi,...,v, y wi,...,w, bases de V y W, respecti-
vamente. Consideremos la (inica) transformacién lineal T € L (V,W) dada
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por el Teorema 3.1.5 tal que T (v;) = w;. Entonces T' es sobreyectiva porque
W = gen (wy,...,wy,) C Im(T). El resultado se sigue ahora del Teorema 3.2.7.

|
Se desprende del corolario anterior que un espacio vectorial V' de dimensién
n es isomorfo al espacio F™. De hecho, si B = {v1,...,v,} es una base de V
n
entonces para v € V existen escalares Unicos aj, ..., a, tales que v = > a;v;.
i=1
T
Definamos [v]z = (1, ..., ap) .

Definicién 3.3.7 Sea V' un espacio vectorial y B una base de V. Para cada
v €V, el vector [v]z se llama el vector de coordenadas de v con respecto a la
base B.

Teorema 3.3.8 Sea V' un espacio vectorial de dimension n y B una base de V.
Entonces la funcion [z : V — F" definida por v ~ [v]z es un isomorfismo.

Demostracién. Sea B = {vy,...,v,} una base de V, z,y € V y a, 3 € F.
Entonces
=V + -+ ayu,

y
y:ﬁlvl+"'+ﬁnvn

donde «;, 5; € F para todo i =1,...,n. Asi

0495"‘@!/ = (OéOél +661)Ul + -+ (aan +ﬂﬁn)vn

Luego,

oz + Bylg = (a1 +BB1,..., a0 + B5,)"
= (aah...,aan)T+(ﬁ517~~~»ﬁﬁn)T
= afoq,...,o0) +8B1,....0.)"
= Oé[f]B‘Fﬂ[y]B

Asi tenemos una transformacion lineal. La biyectividad la dejamos como ejerci-
cio para el lector. m

EJERCICIOS

2 +y

2 ; T\ _
1. SeaSEL(R)deﬁmdaporS( y ) = ( Sz — by

es invertible.

). Demuestre que S

z 3z
2. SeaT e L (Rg) definidapor T | y | = T—y . ;Es T invert-
z 20 +y + 2

ible? De serlo, encuentre T 1.

3. Sea S € L(V) tal que S” = 0. Demuestre que I — S es invertible.
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4. Suponga quem >nyseanT € L(R™ R™) y U € L (R",R™). Demuestre
que UT no es invertible.

5. SeaT € L(V), donde V es un espacio vectorial de dimensién finita. Supon-
ga que existe U € L (V) tal que TU = I. Demuestre que T' es invertible
y T~! = U. Por medio de un ejemplo, demuestre que el resultado no es
cierto si V no tiene dimension finita.

6. Suponga que el espacio vectorial V' es suma directa de los subespacios U
y W. Demuestre que V es isomorfo al espacio producto directo U x W.

7. Sean V y W espacios vectoriales y sea U € L (V,W) un isomorfismo.
Demuestre que T ~ UTU ™! es un isomorfismo de £ (V) en L (W).

3.4. Matriz asociada a una transformacion lineal

En esta seccion demostramos que si V' 'y W son espacios vectoriales de di-
mensién n y m, respectivamente, entonces £ (V, W) = M« (F).

Teorema 3.4.1 Sean V y W espacios vectoriales sobre F de dimension finita.
Supongamos que B es una base de V y C es una base W. Para cada T € L (V,W)
existe una Unica matriz A € M, xn (F) tal que

[T (v)]e = Alvlg (3.1)
para todo v € V.

Demostracién. Supongamos que B = {v1,...,v,} es una base de V. De-
finamos la matriz A € M, x, (F) que tiene columna i a [T (v;)]., para todo

i=1,...,n. Sea v € V y supongamos que [v]z = (v, ... , o) . Entonces
T (Z awi>] = [Z Oé,'T (’Uz’)

i=1 I =1 C
= ZO{Z' [T (Ui)]C = ZaiAei = AZaiei

i=1 i=1 i=1

= Avg

[T (v)]e

Supongamos que B € M, ., (F) satisface

(T (U)]c =B [U]B

para todo v € V. En particular, Ae; = A[v;]z = Blvj]z = Be; para todo
1=1,...,n, lo que indica que A y B tienen todas las columnas iguales. m

Definicién 3.4.2 La matriz A que asociamos a la transformacion lineal T €
L(V,W) en el Teorema 3.4.1 se llama la matriz de T' respecto a las bases B y
C. La denotamos por A = [T ..
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Ejemplo 3.4.3 Sea T : R? — R? el operador lineal definido por

T(§>:<2ifgy)

Vamos a calcular la matriz [Tz donde B = {(

r()=( %) =2(1)+(3) ()

Por otra parte,

— =
~
7N
N O

)} . Para esto

calculamos

Ejemplo 3.4.4 Sea V = {p(z) € F[x] : grado de p (z) < 2}. Consideremos las
bases B = {1,x — 1,22 fx} y B = {3,:E,x2 — 1} de V' y la transformacion
lineal D : V — V definida por D (p (z)) = p' (z), la derivada de p (z). Vamos a
construir la matriz D) g .

D(1) = 0=0(3)+0(z)+0(z*—1)
D(x—1) = 1:%(3)+0(w)+0(x2—1)
D(2*—z) = 2x—1:—%(3)+2(x)+0(x2—1)
En consecuencia,
0 -3
Dlgw = 0 0 2
0 0

Teorema 3.4.5 Sea V y W espacios vectoriales sobre F de dimension finita.
Supongamos que B es una base de V y C es una base W. La funcion que asigna
a cada transformacion lineal T € L(V,W) su matriz respecto a B y C es un
isomorfismo entre los espacios vectoriales L(V,W) y Mayusn (F).

Demostracién. Sean S,T € L (V,W) y a € F. Entonces la columna i de la
matriz asociada a S + T es

[(S+T) (vi)le =[S (vi) + T (vi)le = [S (vi)]¢ + [T (vi)]¢
y la columna ¢ de la matriz asociada a aS es

[(@S) (vi)]e = @S (vi)le = @[S (vi)]e
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Luego [S + Tl ze = [Slge+ Tl ge v [aS]ge = @ [S]zc- Esto prueba que la funcién
definida por T ~» [T] 4. es lineal. Ademads, es biyectiva. En efecto, supongamos
que B={v1,...,u,}yC={wi,...,wn}.SiT € L(V,W)y [T]z. = 0 entonces,
por 3.1, [T'(v)], = 0 para todo v € V. Esto implica que T" = 0 y, por lo
tanto, la funcién es inyectiva. Para ver la sobreyectividad sea M € M, x,, (F)
y supongamos que Me; = (xy;,. .. ,xmi)T para cada ¢ = 1,...,n. Definamos
Q:V — W por Q (v;) = zjpwy + - - + TimWs, y extendamos linealmente a todo
V. Entonces Q € L(V,W) y [Qui], = Me; para todo i = 1,...,n. Por lo tanto,
[Q]ge = M. Esto termina la prueba. m

La matriz asociada a una composiciéon de transformaciones lineales es el
producto de las matrices asociadas a cada una de las transformaciones lineales.

Teorema 3.4.6 Sea T € L(V,W) y S € L(W,Z). Supongamos que B,C y D
son bases de VW y Z, respectivamente. Entonces

[ST|gp = [Slep [T e
Demostracién. Por la relacién (3.1),
[Sw]p = [Slep [w]e

para todow € Wy
[T ()] = [Tl [v] 5

para todo v € V. Luego, para v € V tenemos que

[(ST) ())p = [S(T()lp = [Slep [T (W)l

Por la unicidad, [ST]zp = [Slep [T]ge- ®

EJERCICIOS

Y

Considere la base B = { < i > , < 2. ) } de C? y € la base canénica de

C?. Calcule Tlge» [Tlep [Tlee v [T]pp-

1. Sea T : C2 — C?2 el operador lineal definido por T( :; ) = ( 0 )

x
2. Sea T :R3 — R? el operador lineal definidopor T | vy | = < sztzx >
z
-1
Considere la base B = 0 , de R? y las bases
1
canénicas £ y £ de R3 y R? respectlvamente Calcule lger v [Teer-
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3. SeaTeL (R3) cuya matriz en la base candnica es

2
3

-1

3 1
A= 0 2
2 1

Encuentre una base de I'm (T') y una base de ker (7).

4. Sea M = ;) i ) y T € L(M3(R)) definida por T (A) = M A, para
todo A € My (R). Si B ={I11, 12,1, I22} es la base candénica de My (R)

encuentre [T 5.

5. Demuestre que dim I'm (T') = rgo (A) y dimker (T') = nul (A), donde T €
L (V) y A= [T]|zz para una base arbitraria B de V.

6. Demuestre que la funcién definida por A ~» 74 es un isomorfismo entre
los espacios vectoriales M,, (F) y £ (F™).

3.5. Cambio de base y semejanza de matrices

Un caso particular del Teorema 3.4.5 ocurre cuando consideramos operadores
lineales sobre V. Si B es una base de V' y T € L (V') entonces la matriz [T la
denotamos por [T, y la funcién £ (V) — M,, (F) definida por T' ~~ [T 5 es un
isomorfismo. Surge de forma natural la siguiente pregunta: si C es otra base de
V' iqué relacién existe entre [T']z y [T].7 Para responder a esta pregunta anal-
icemos primero qué ocurre con las coordenadas de un vector cuando cambiamos
la base.

Teorema 3.5.1 Sean B = {vy,...,v,} vy C = {wi,...,w,} bases de V. La
matriz P € M,, (F) que tiene como columna i al vector columna [v;], es una
matriz invertible que satisface

[v]e = P[v]g
para todo v € V.. Ademds, P es unica con esta propiedad.

Demostracién. Sea v € V. Entonces existen escalares aq, ..., a, tales que

n
v =" a;v;. Luego,
i=1

[v]e =

En:aivi] = iai [vile = iaiPei = Pzn:aiei = P[vlg
i=1 c =1 i=1 i=1

Veamos que P es invertible. Sea () la matriz que tiene columna i al vector [w;]g.
Entonces por lo anterior P [w;|; = [w;i], = e; para todo i = 1,...,n. Esto es,
PQ = I. Finalmente, supongamos que R € M,, (F) satisface

[vle = Rv]g
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para todo v € V. Entonces, en particular,

Pel- = P[’Ui]B = R[Ui]g = Rei
paratodoityasi, P=R. m

Definicién 3.5.2 Sean B y C bases de un espacio vectorial V. La matriz P del
teorema anterior recibe el nombre de matriz cambio de base de B a C.

Ejemplo 3.5.3 Consideremos las bases

1 0 1 0
={00) () os={00)(5)}
de R2. Entonces para determinar las columnas de la matriz cambio de base de
E a B calculamos:
1 1 1 0
(o) (1)+(2)(2)
1 1 .
Luego, K ﬂ = ( ) Andlogamente,
0 /)], -
0 1 170
(1)=r(1)+3(5)
). En consecuencia, la matriz cambio de base de £ a B

1 0
2 2

Teorema 3.5.4 Sea V' un espacio vectorial de dimensidn finita y T € L (V).
Supongamos que B y C son bases de un espacio vectorial V. Entonces

N

h

V)

.
| — |
N
= o
~_
—_
(o]

I
7N
= O

[T)s =P~ [T P
donde P es la matriz cambio de base de B a C.
Demostracién. Por el Teorema 3.5.1 sabemos que
[vle = Pv]g
para todo v € V', donde P es la matriz cambio de base de B a C. En particular,
[T (v)]e = P[T (v)|g

Por otra parte, se sigue de (3.1) que
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para todo v € V' y, en consecuencia,

(P T P)Wly = P [Tl =P~ [T()]
= PP[T(v)lg =T (v)lp

para todo v € V. Por la unicidad del Teorema 3.4.1 concluimos que
P~ P =T]s

|
Este resultado nos lleva a la siguiente definicién.

Definicién 3.5.5 Sean A, B € M,, (F). Decimos que A es semejante a B si
eziste una matriz invertible Q € M,, (F) tal que B = Q7*AQ.

La relaciéon de semejanza es una relacion de equivalencia sobre el espacio
M,, (F) (ver Ejercicio 5) y, por lo tanto, divide a M,, (F) en clases de equivalen-
cia disjuntas. Lo esencial de esta relacién es que matrices en una misma clase
de equivalencia comparten muchas propiedades importantes, como veremos en
secciones posteriores.

Se concluye del teorema anterior que las matrices asociadas a un operador
lineal con respecto a bases diferentes son matrices semejantes. El reciproco tam-
bién es cierto, es decir, si A,B € M,, (F) son semejantes entonces A, B son
matrices asociadas a un operador lineal T' € £ (V) con respecto a dos bases de
V. Ese es nuestro préoximo resultado.

Teorema 3.5.6 Supongamos que A, B € M,, (F) son semejantes. Entonces ex-
isten bases B y C de un espacio vectorial V de dimension finita y T € L (V)
tales que [Tz = A y [T], = B.

Demostracién. Sea V' un espacio vectorial de dimensién n y B una base de
V. Por el Teorema 3.4.5, existe T € L (V) tal que [T]z; = A. Sea Q € M,, (F)
una matriz invertible tal que B = Q7 'AQ. Veamos que es posible construir
una base C de V tal que la matriz cambio de base de Ba C es P = Q~'. En tal
caso obtenemos que

[Tl =P[T)z P ' =Q '4Q =B

Recordando que [-] : V — F™ es un isomorfismo, consideremos la base C =
{v1,...,v,} de V determinada por la relacién

[vils = Qe
para todo ¢ = 1,...,n. Entonces

Q ' vil B = ei = [vile

para todo i y, en consecuencia, Q! [v] 5 = [v], para todo v € V. Como P es
Unica tal que
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para todo v € V, concluimos que P = Q~!. m

En resumen, concluimos que las diferentes representaciones de un operador
lineal T € £ (V) forman una de las clases de equivalencias determinadas por la
relacién de semejanza sobre M,, ().

EJERCICIOS

dx — vy
2x +y

{0 ()e={(3)(5))

a) Encuentre la matriz cambio de base P de € a B, la matriz cambio de
base @ de B a £ y compruebe que Q = P71,

1. Dada T € £ (R?) definida por T ( ;j ) = < ) y las bases de R?

b) Encuentre [T]. , [T]z y compruebe que

[Ty =Q7"'[11:Q

donde @ es la matriz cambio de base de B a £.

T 2y 4+ z
2. Sea S € L (R?’) definida por S| vy = T — 4y y considere las
z 3z
bases de R3
1 0 0 1 1 1
&= O |, 1|, O y B= 11,1 11,10
0 0 1 1 0 0

a) Encuentre la matriz cambio de base P de € a B, la matriz cambio de
base Q de B a £ y compruebe que Q = P71,

b) Encuentre [T]. , [T]z y compruebe que
[Ty =Q T Q
donde @ es la matriz cambio de base de B a £.

3. Considere las bases B = {1,i} y C = {1+ 1,1+ 2i} del espacio vectorial
C sobre R.

a) Encuentre las matrices cambio de base Py Q de Ba C y de C a B,
respectivamente;

b) Compruebe que Q = P71,

¢) Demuestre que [T]; = P~ [T, P, donde T es el operador lineal
T : C — C definido por T'(z) = Z.
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Sea V un espacio vectorial con bases B a £. Si P es la matriz cambio de
base de £ a By @Q es la matriz cambio de base de B a £ demuestre que
Q=P

Demuestre que la relacién de semejanza de matrices es una relacién de
equivalencia.

Demuestre que matrices semejante tienen la misma traza.



Capitulo 4

Espacios con producto
interno

4.1. Producto interno

Es nuestro interés ahora extender la geometria basica de los espacios R? y
R3 a espacio vectoriales de dimensién finita. En lo que sigue, V es un espacio
vectorial de dimensién finita sobre F, donde F =R o F = C.

Definicién 4.1.1 Un producto interno sobre V es una funcion que asigna a
cada par ordenado x,y € V un elemento (x,y) € F que satisface las siguientes
condiciones:

1. ({z,y) = (y,x) para todo z,y € V;

2. {z+y,z)={z,2)+ (y,2) para todo z,y,z €V ;
3. (Ax,y) = A(z,y) para todo N €F yx,y € V;

4. {x,x) > 0. Ademds, (x,x) =0 si, y sdlo si, x = 0.

Un espacio vectorial V' junto con un producto interno definido sobre V se
llama un espacio con producto interno.

La condicién 4 de la definicién de producto interno establece que (z,x) es
un numero real no-negativo, aun en el caso que F = C. Por otra parte, las
condiciones 2 y 3 establecen linealidad en la primera componente. En relaciéon
a la segunda componente tenemos que para todo z,y,z € Vy \,u e F

(@, Ay + pz) = Ny + pz,x) = Ay, o) + p(z,0) = Xz, y) + 7z, 2)
Veamos algunos ejemplos importantes de espacios con producto interno.

Ejemplo 4.1.2 Los siguientes espacios vectoriales son espacios con producto
interno:

(0]
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a El espacio F™ con el producto interno
n
<(l‘1,. .- ’wn) ) (yla cee 7yn)> = ley
i=1
donde (x1,...,%n), (Y1,...,Yn) € F". Este producto interno recibe el nom-

bre de producto interno candnico de F™.

b El espacio S = {f € F([a,b],R) : f es continua} con el producto interno

b

(f.9) = / f (@) g (2) da

a

donde f,g € S.
¢ El espacio My,xp, (F) con el producto interno
(A,B) =Tr (AB")
donde A, B € My, xn (F).
d Sea
S ={(xy) € Suc(F) : ,, = 0 para todo n excepto un nimero finito} .

Es facil ver que S es un espacio con producto interno
o0
(@a) () = 3 w7
i=1

En un espacio con producto interno es posible definir los conceptos de norma,
ortogonalidad y proyecciones de la misma manera como se realiza en los espacios
conocidos R? y R3.

Definicién 4.1.3 Sea V' un espacio con producto interno. La norma de un
vector v € V, denotado por ||v||, estd definida como

[0l = v/ (v, )

Teorema 4.1.4 Sea V' un espacio con producto interno. Si x,y € V. y A € F
entonces

1. || > 0. Ademds, ||z|| =0 si, y sdlo si, x = 0;
2. Ixall = Al le].
Demostracion. Probamos 2. Si z € V y A € F entonces
Az ]|* = (A, Ax) = AX (@, z) = |A]* (@, @)

Ahora tomamos raiz cuadrada en ambos miembros de la igualdad. m
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Definicién 4.1.5 Sea V' un espacio con producto interno. Los vectores x,y € V.
son ortogonales si {x,y) = 0.

En la definicién anterior no importa el orden de los vectores porque (z,y) = 0
si, y sélo si, (y,x) = 0, tomando en cuenta que (x,y) = (y,x). El vector 0 es
ortogonal a todo vector v € V' :

(0,v) = (0 +0,v) = (0,v) + {0, v)

Por lo tanto, {0, v) = 0 para todo v € V. De hecho, es el tinico con esta propiedad
(ver Ejercicio 9).

Teorema 4.1.6 (Teorema de Pitdgoras) Sea V' un espacio con producto inter-
no. Si x,y € V son ortogonales entonces

2 2 2
Iz +ylI” = ll=]” + llyll
Demostracion. Si z,y € V son ortogonales entonces (z,y) = 0. Luego

2
[ +yl

(t+y,x+y)
2 2
lz)” + (z, ) + (y, z) + [yl
2 2
)" + [lyll

]
Consideramos ahora el concepto de proyeccién de un vector sobre otro en
un espacio con producto interno V.

Teorema 4.1.7 Sean z,y € V yy # 0. Existe un tinico vector p € V que es un
multiplo escalar de y y que es ortogonal a © — p (ver Figura *).

(z,y)
llyll?

Demostracion. Sea p = y. Entonces

(z,9)>  (2,9)?

2 2
Iyl Iyl

Para ver la unicidad, supongamos que Ay es ortogonal a x — Ay. Entonces

0= (z—Ay,y) = (z,1)— A|ly||>, de donde deducimos que A = TIZ\?IJQ y, en

( —p,p) = (z,p) — [IplI” =

consecuencia, Ay =p. ®
Figura *

Definicién 4.1.8 Sea V un espacio con producto interno, x,y € V y y # 0.

TIZ\ 2):1/ recibe el nombre de proyeccion de x sobre y. El escalar
(z,y)

4 se llama el coeficiente de Fourier de x con respecto a vy.
Iyl

El vector p =
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Teorema 4.1.9 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sea V un espacio con pro-
ducto interno. Si x,y € V entonces

(@, )] < [l {lyll - (4.1)

La igualdad se satisface si, y solo si, uno de los vectores x,y es un maultiplo
escalar del otro.

Demostracién. Si y = 0 entonces ambos lados de la desigualdad (4.1)
son iguales a 0. Asi suponemos que y # 0. Sea p la proyeccién de x sobre y.
Entonces x = p+ (z — p) donde p y x — p son ortogonales. Se sigue del Teorema
de Pitagoras que

2 2 2 2
lzI* = [plI” + Iz —plI” > pl
(z,y) e, ) o )
= ) = 4 HyH = ) (4-2)
[yl [yl Iyl

Multiplicando ambos lados de la desigualdad por ||yH2 y luego tomando raiz
cuadrada se obtiene la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Para ver la segunda parte, notamos que (4.1) es una igualdad si, y sélo si
(4.2) es una igualdad. Esto ocurre si, y sélo si || — p|| = 0, o equivalentemente,
x es un multiplo escalar de y. =

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz a los espacios con producto
interno del Ejemplo 4.1.2 obtenemos

n n 9 % n 9 %
1> x| < <Z || ) (Z|yZ ) , para todo z;,y; € F,i=1,...,n;
=1 i=1 i=1
1 1
b b 2 /b 2
2. |[f(x)g(z)dz| < (f [f (x)]de> (f lg (x)]zda:> , para toda las fun-

ciones continuas f,g € F ([a,b],R);

3. |Tr(AB*)| < [Tr (AA*)}% [Tr (BB*)]%, para todas las matrices A, B €

M, (F);
3 3
4. |3 x| < (Z |xi|2> (Z |yi2> , para todas las sucesiones (x,,) , (y,) €
i=1 i=1 i=1

Suc (F) tales que x,, =0y y, = 0 para todo n excepto un nimero finito.

Teorema 4.1.10 (Desigualdad triangular) Sea V' un espacio con producto in-
terno. Si x,y € V entonces ||z +y|| < ||lz|| + ||yll. La igualdad se cumple si, y
solo si, uno de los vectores x,y es un multiplo no negativo del otro.
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Demostracién. Si z,y € V entonces se sigue de la desigualdad de Cauchy-
Schwarz que
lz+yl* = (z+yz+y)
2 2
= |lzlI” + (z,9) + (y,2) + ||yl
2 2
= lI” + (z, 9) + (z,9) + vl
2 2
= zl” +2Re (z,y) + |ly|
2 2
]I + 2 [{z, )| + [lyll
2 2
]I + 2l gl + llyll
2
(!l + 1yl

IN A

Tomando raiz cuadrada ambos lados obtenemos la desigualdad triangular.
La igualdad ocurre si y sélo si

2 2 2 2
)™ + 2z, y) + [yl = llzl” + 2[l] lyll + Iyl

o equivalentemente, (x,y) = ||z|| ||y||. El resultado se sigue del teorema anterior.
]

EJERCICIOS

1. Compruebe que los espacios vectoriales dados en el Ejemplo 4.1.2 son
espacios con producto interno.

2. Considere el espacio C* con el producto interno canénico y los vectores

3. Considere el espacio Maxs (R) con el producto interno
(A,B)=Tr (BT A)
donde A, B € Mays (R). Sean

a=(1 5 5)m=(05 5)ve=(337)
Calcule (2A + 3B,4C) , ||A|| v || B]|-
4. Demuestre que si = (z1,22) y ¥y = (y1,y2) son elementos de R? entonces
(T,y) = 21y1 — T1Y2 — T2y1 + 3T2y2

define un producto interno sobre R2.

5. Demuestre que si V' es un espacio sobre R con producto interno entonces
para todo x,y € V

1 2 2
@ y) =1 (e + > = llz — )
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10.

11.

12.

13.

14.
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Demuestre que si V' es un espacio sobre C con producto interno entonces
para todo z,y € V

1 9 2 { .2 .2
(@y) =1 (lo+ > = llz = 9l*) + 5 (I + iyl - llo — i)

Sea V' un espacio sobre R con producto interno. Demuestre que dados
z,yeV

a) |zl = |lyll si, y sélosi, {z +y,z —y) = 0;

2 2 2 . o
b) Nz +yl” = llzl” + llylI” si, y sélo si, (z,y) = 0.
Demuestre, por medio de contraejemplos, que las afirmaciones ante-
riores no son ciertas para C2.

En el espacio C? con producto interno canénico calcule el coeficiente de
Fourier y la proyeccién de (3 + 44,2 — 3i) sobre (5 + i, 2i).

Sea V' un espacio con producto interno. Demuestre que si (u,v) = 0 para
todo v € V entonces u = 0.

Sea V un espacio con producto interno y x,y € V. Demuestre que z =y
si, y sélo si, (x,z) = (y,z) para todo z € V.

Sea V' un espacio vectorial con producto interno y B = {vy,...,v,} una
base de V. Demuestre que si a4, ..., a, son escalares de I entonces existe
un dnico v € V tal que (v,v;) = o paratodo j =1,...,n.

Sea V un espacio vectorial sobre F con producto interno. Demuestre la ley
del paralelogramo:

lz +yI* + Il = yI* = 2 |l]* + 2 ly|I*

Sea V' un espacio con producto interno. Definimos la distancia entre los
vectores x y y en V por

d(z,y) = [l -y

Demuestre que

a) d(z,y) =0

b) d(x,y)=0si,y sélo si, x = y;

c) d(z,y)=d(y,z);

d) d(z,y) <d(z,z)+d(zy)

Sean vy, ..., v, vectores mutuamente ortogonales y tales que ||v;|| # 0. Sea

v € V y q; el coeficiente de Fourier de v con respecto a v;. Demuestre que

a) v—Y «a;v; es ortogonal a cada uno de los v;;
b) v —=">" vl < |lv—=>_ Bivs]| para todo 5; € F.
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4.2. Bases ortonormales

Si V es un espacio vectorial y vy, ..., v, es una base de V entonces para cada
vector v € V existen escalares unicos aj, ..., a, tales que

V=1V + -+ apU,

El procedimiento para calcular los escalares resulta en general complicado. Por
ejemplo, si los vectores vy,...,v, forman una base de R™ entonces debemos
resolver la ecuacién Az = v, donde A es la matriz (invertible) cuya columna
J es el vector v;. La solucién de esta ecuacién viene dada por x = A=y, por
lo tanto, debemos calcular la inversa de la matriz A de tamano n x n. En esta
seccién construimos bases para espacios con producto interno que, entre otras
cosas, facilitan este cédlculo.

Definicién 4.2.1 Sea V' un espacio con producto interno. Un conjunto de vec-

tores v1, ..., v, de 'V es ortogonal si (v;,v;) = 0 para todo i # j. Si ademds cada
uno de los vectores tiene norma 1 entonces los vectores vy, ...,v son ortonor-
males.

Ejemplo 4.2.2 Los siguientes conjuntos de vectores son ortonormales en el
espacio indicado:
1. Los vectores eq, ..., e, de F™ con el producto interno usual;

. 1 senx sen2x cosx cos2xk .
2. Las funciones T o m o m e 0T ortonormales en el espacio

S={feF(0,2r],R): f es continua}

con el producto interno

2w

() = [ F@)g(@)ds
0
3. Las matrices simétricas I1,..., I, con el producto interno dado por la
traza.
Teorema 4.2.3 Sea V un espacio vectorial con producto interno y uq,...,ux
un conjunto de vectores ortogonales diferentes de cero de V. Entonces los vec-
tores uq, ..., ur son linealmente independientes.

Demostracion. Supongamos que
oauy 4+ agup =0
donde ay, ..., ar pertenecen a F. Entonces para cada j = 1,...,k tenemos que

0 = (0,u) ={ur + -+ agug, u;)

= oq (ur,uy) + -+ o (U, ug) = oy (uj, uj)
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Como u; # 0 se sigue que (u;,u;) > 0y, en consecuencia, a;; = 0 para todo
j=1...k. m

En el siguiente resultado presentamos un método facil para encontrar las
coordenadas de un vector que se escribe como combinacién lineal de vectores en
un conjunto ortonormal.

Teorema 4.2.4 Sea V un espacio con producto interno. Siv € V es una com-
binacion lineal de los vectores ortonormales uy, ..., u entonces

1. v={(v,ur)us + -+ (v, u) u;
2 2 2
2. ll” = v, un)|” + -+ [{v, ug)|

Demostracion. Sea v € V y supongamos que existen escalares aq, .., ai
pertenecientes a [ tales que

UV =0o1U] + -+ apug
Tomando el producto interno ambos lados con u; obtenemos
(v,0) = (@ur + -+ + agug, uj) = o (uj, u5) = a;
Ademas, por el Teorema de Pitagoras,

2
o]l

loavur + -+ + agur]® = lavur |” + - + agur]|*
o [* ua|* 4 -+ e fu” = laa |* o+ - - + Jeu

|<U7u1>|2 +eet |<v7uk>|2

]

La pregunta que nos planteamos ahora es ;Cudndo existen bases ortonor-
males en espacios con producto interno? El siguiente teorema es crucial en este
sentido porque produce un algoritmo que permite convertir vectores linealmente
independiente en vectores ortonormales que generan exactamente el mismo sube-
spacio.

Teorema 4.2.5 (Gram-Schmidt) Sean vy, ..., vy vectores linealmente indepen-
dientes en un espacio con producto interno V. Entonces existen vectoresu, ..., ux
ortonormales de V tales que gen (vy,...,vx) = gen (uy, ..., ug).

Demostracién. La prueba es por induccién sobre k. Si k& = 1 entonces
v1 # 0y tomamos u; = Hz—iu Supongamos que el resultado es cierto para k > 1.
Sean vy, ..., v, Vg1 vectores linealmente independientes. Como w1, ..., v son
vectores linealmente independientes, existen vectores uq,...,u; ortonormales
de V tales que gen (vi,...,v;) = gen (ug,...,u). Consideremos el vector de
norma 1
U1 — (Upgt, Ur) up — - — (Ugg1, Ug) Ug
k1 — (Vi1 u1) wr — - — (Vi1 uk) |

Uk+1 = ‘
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En primer lugar notamos que el denominador de esta expresion es diferente de
cero, de lo contrario, vi+1 € gen (uy,...,ux) = gen (vy,...,v;) pero esto no
es posible por la independencia lineal de los vectores v, ..., vk, vg1+1. Por otra
parte, para cada j =1,... k

(st 1) = < Vg1 — (Vkg1,u1) Uy — -+ — (Urq1, Ug) Ug >
L) = )
e [ors1 = (Ongr, ) un — - = (Vkpr, ) ugl]”

_ (Vrt1,u5) = (Vrt1, u5) _0

[vk41 — (Urs1, ur) ur — -+ — (Vr g1, up) ug|
lo que prueba que los vectores uj, ..., U1 son ortonormales. Ademads, vg41 €
gen (ug,...,ug+1) v, por lo tanto,
gen (vi,...,v41) C gen(ug, ..., ups1)

Esto junto con el hecho que
dim [gen (v1, . .., Vk+1)] = dim [gen (uq, ..., Ukt1)]
nos lleva a la conclusién que

gen (v, ..., Vp41) = gen (up, ..., Ugi1)

Corolario 4.2.6 SiV es un espacio vectorial de dimension finita con producto
interno entonces V tiene una base ortonormal.

Demostracién. Seleccionamos una base vy,...,v; de V. Por el teorema
anterior, existen vectores ortonormales uq, ..., u; tales que
gen (u1,...,u;) = gen (vy,...,v5) =V
Se sigue del Teorema 4.2.3 que uq,...,u es una base ortonormal de V. m

Ejemplo 4.2.7 Aplicamos el proceso de Gram-Schmidt a la base {1,307952} del
espacio de polinomios de grado < 2 con coeficientes reales y el producto interno

(p,q) = /p(w)fJ(w) dx
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para obtener la base ortonormal

u1:1
|
T — | xdr
o toa] T
0

1
xQ—medx—H(x—%)
0

1

J

0

1 1
:Eszx2dx724(xf%)f
0 0

2 1
—r4 1
€T l‘+6 :6\/5<$2_$+6)

l2* =2 + 5]l

Definicién 4.2.8 Sea V' un espacio con producto interno. Si S es un subconjun-
to de V entonces el complemento ortogonal de S, denotado por S, lo definimos

como
St ={veV:(v,s) =0 para todo s € S}

Es un ejercicio facil demostrar que para cualquier subconjunto S de V', el
complemento ortogonal S+ es un subespacio de V.

Ejemplo 4.2.9 EnR? con el producto interno usual, el complemento ortogonal
de la recta gen (u), donde 0 # u € R?, es la recta gen (v), donde v es un vector
de R? diferente de cero tal que (u,v) = 0.

Teorema 4.2.10 Sea V' un espacio de dimension finita con producto interno.
Si U es un subespacio de V entonces V=U & U™'.

Demostracion. Sea uq, ..., u; una base ortonormal de U. Para cadav € V
definamos el elemento

U= (v,ur)u; + -+ (v,ur)u €U

Entonces v =T + (v — ©). Ademés, para cadai=1,...,k

= (v,u;) — ((vyur)ug + - + (v, up) ug, u;)
= (v,u;) — (v,u;) =0

En consecuencia, v — @ € U+L. Por otra parte, si € UNUL entonces 0 = (x,x)
y, por lo tanto, z = 0. Esto prueba que U N UL = 0 y el resultado sigue del
Teorema 2.4.14. m

EJERCICIOS
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1. Encuentre una base ortonormal para el subespacio W de R* generado por
los vectores

(1,1,1,1),(1,1,2,4),(1,2,—4,-3)

2. Considerando a C3 con el producto interno canénico, encuentre una base
ortonormal para el subespacio generado por (1,0,4) y (2,1,1 + ).

3. Encuentre una base ortonormal para el espacio de soluciones del sistema
homogéneo

3x—2yt+w+z =
T+y+2z =

4. SeaV ={f(z) e R[z]: grado de f (z) es menor o igual a 3} con el pro-
ducto interno

(f.9) = / f(2) g (x) da
0

a) Halle el complemento ortogonal del subespacio W de V' formado por
polinomios de grado 0;

b) Aplique el proceso de Gram-Schmidt a la base {1, x, 22, x?’}.
5. Considere el espacio M,, (C) con el producto interno
(A,B) =Tr (AB")

Halle el complemento ortogonal del subespacio W de M,, (C) formado por
las matrices diagonales.

6. Sea V un espacio con producto interno y B = {vi,...,v,} una base
ortonormal de V. Demuestre que para vectores z,y € V

(w.y) = 3 @, 00) o on)

k=1

4.3. Operadores lineales

Comenzamos esta seccion introduciendo el concepto de adjunto de un op-
erador lineal sobre un espacio con producto interno. Dado T € L (V), para
abreviar escribimos Tz en lugar de T (x), donde z € V.

Lema 4.3.1 Sea V un espacio con producto interno y B = {v1,...,v,} una
base ortonormal de V.. SiT € L(V) y A = [T'] entonces para todo 1 <i,j <n

[A],; = (To;,v3)

)
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Demostracion. Por la parte 1 del Teorema 4.2.4, Tv; = (Tvj,vi) v1+-- -+
(Tvj,vp) vy Luego,

Avj = [Tvj]g = (Tvj,01) ..., (Tvj,v0))
Asi, [A],; = (Tv;,v;). m

)

Teorema 4.3.2 Sea V' un espacio con producto interno de dimension finita y
T € L(V). Entonces existe un unico operador lineal T* € L (V') que satisface

(Tz,y) = (z, T"y)
para todo x,y € V. Ademds, para cualquier base ortonormal B de V' se cumple
[T"]5 = [T];5

Demostracién. Sea B = {v1,...,v,} una base ortonormal de V'y A = [T .
Por el Teorema 3.4.5, existe T* € L (V) tal que [T*]5; = A*. Se sigue del teorema
anterior que

[A]ij = (Tvj,vi) y [A*]ij = (T"vj,vi)
Luego, para todo 1 <14,57 <n

(vi, T*0;) = (T, 05) = [A],, = [A];; = [A]; = {Tvi, v;)

J

Se deduce de aqui que (T'z,y) = (z,T*y) para todo z,y € V.
Supongamos que R € L (V) satisface (Tx,y) = (x, Ry) para todo =,y € V.
En particular,

<R’Uj,’U7;> = <'UZ',R’UJ'> = <T1)Z',’Uj> = <'Uj,T’UZ'> = <T*’Uj,’Ui>
Luego [R]|;z = [T*]|z ¥, en consecuencia, R =T". m

Definicién 4.3.3 FEl operador lineal T* € L (V') del teorema anterior recibe el
nombre de operador adjunto de T .

Ejemplo 4.3.4 Encontremos el adjunto del operador lineal T : C3 — C3 definido
por

x 204+ (1—14)y
Tl v | = (3+2i)x — 4diz
z 2ix 4+ (4 —3i)y — 3z
Si & es la base candnica de C® entonces
2 1—1 0 2 3—21 -2
Tle=| 342 0 —44 Yy [T];: 1+ 0 44 30
21 4—-3i -3 0 44 -3

Por lo tanto, T* : C3 — C? estd definido por

x 2r+ (3 —2i)y — 2iz
Ty | = A+d)z+(4+30)z
z diy — 3z
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El siguiente teorema contiene las propiedades basicas del adjunto de un op-
erador lineal.

Teorema 4.3.5 Sean R,S operadores lineales sobre el espacio con producto
interno V' de dimension finita. Entonces

1. (R+8)"=R"+8%

2. (aR)" =aR*;

3. (RS)* = S*R*;

4 (R7) =

5. S8i R es un isomorfismo entonces (R~')" = (R*)™!

Demostracion. Probamos 1. Sean z,y € V. Entonces

(R+S)z,y) = (Rx+ Sz,y)=(Rz,y) + (Sz,y) = (z, R*y) + (z,57y)
= (o,R'y+S"y) = (z,(R"+S")y)

Por lo tanto, (R+ S)* = R* +5*. m
Sabemos que si By C son bases del espacio vectorial V' 'y T € £ (V') entonces
existe una matriz invertible P, la matriz cambio de base de B a C, tal que

[y =P~ [T P
Esto nos llevé a considerar la relacién de semejanza sobre M, (F) :
A es semejante a B < B =P 1AP

donde P € M,, (F) es una matriz invertible. Veamos ahora que ocurre si suponemos
ademds que B y C son bases ortonormales de un espacio con producto interior
V.Si B ={vy,...,v,} entonces recordamos que la columna j de P viene dada
por [vj]., la coordenada de v; con respecto a la base C. Esto es,

il = ((vj,w1), ..., <vj,u/n>)—r

donde C ={wy,...,w,}. Luego, la fila i de P* es <<vi,w1>, ce, <vi,wn)> y, por
lo tanto,

[P*P],; (vi, w1) (v, w1) + -+ + (v, wy) (vj, wn)
= (vj,<vi,w1>w1)+~-~+ <'1U]'7<U)Z',U}n> wn>
(vj, Vi, w1) w1 + -+ (Vi W) Wy)
(

[ Osii#j
”ﬂ’m_{ 1sii_j‘

En consecuencia, P*P = I,,.
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Definicién 4.3.6 Una matrizU € M,, (F) es unitaria si U*U = I,,. SiUTU =
I, decimos que U es ortogonal.

Es claro que si U € M,, (R) entonces U* = U y asi, matrices unitarias y
ortogonales coinciden.

Teorema 4.3.7 Sea U € M,, (F). Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. U es unitaria ;
2. U es invertible y U~ = U*;
3. U~* es unitaria;
4. Las columnas de U forman una base ortonormal de F™;
5. Las filas de U forman una base ortonormal de F";

Demostracion. 1 = 2. Si U es unitaria entonces U*U = I,,. Luego, por el
Ejercicio 4, UU* = I,,. En consecuencia, U y U* son invertibles y U* = U~ 1.

2 & 1. Es claro.

1 < 3. Esto es consecuencia de U** = U y la equivalencia U*U = I &
vu* =1.

1 < 4. El elemento ij de la matriz U*U es

[U*U]ij = (U*)i* (U)*j = (U)*Z (U)*j

Por lo tanto, U*U = I si, y sélo si, (U) i (U)*j = 05, donde §;; es el delta de
Kronecker.

3 < 5 Es similar. =

Tenemos también una versién de este teorema para matrices reales ortogo-
nales, sustituyendo unitaria por ortogonal, U* por U y F™ por R".

Como vimos antes, si B y C son bases ortonormales de V' y T € L (V)
entonces

T}y = P* (7] P

donde P es una matriz unitaria. Esto sugiere introducir una nueva relacién de
equivalencia sobre M,, (IF).

Definicién 4.3.8 Sean A, B € M, (F). Decimos que la matriz A es unitaria-
mente equivalente a la matriz B si existe una matriz unitaria U € M, (F) tal
que B = U*AU. Decimos que A es ortogonalmente equivalente a B si existe
una matriz O ortogonal tal que B = O AO.

Por el teorema anterior y el hecho que producto de matrices unitarias (resp.
ortogonales) es unitaria (resp. ortogonal) (ver Ejercicio 6), se deduce que las
equivalencias unitaria y ortogonal son relaciones de equivalencia.

Probamos que las matrices asociadas a un operador lineal con respecto a
dos bases ortonormales son unitariamente equivalentes. El reciproco también es
cierto, como vemos en nuestro préximo resultado.
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Teorema 4.3.9 Sean A, B € M,, (F). Las matrices A y B son unitariamente
equivalentes si, y solo si, A y B son matrices asociadas a un operador lineal de
L (V) con respecto a dos bases ortonormales de V.

Demostracion. Una de las implicaciones ya fue probada. Supongamos que

U es una matriz unitaria y B = U*AU. Sea B = {v1,...,v,} una base ortonor-
mal de un espacio vectorial V'y T € L (V) tal que [Tz = A. Por el Teorema
3.5.6, la base C = {wy, ..., w,} que satisface

[wi]B = Uei

para cada ¢ = 1,...n, cumple con [T], = B. Sélo debemos probar que C es una
base ortonormal de V. Para cada ¢ tenemos que
Wi = U1V1 + U24V2 + - -+ UniVn

donde Ue; = (u14, U4, - - -, Up;)  es la columna ¢ de la matriz unitaria U. Luego,
al ser B una base ortonormal de V se sigue que

n n n
(wi, w;) = E uki'UkaE u,U ) = E Upilr; = (Usi, Uyj)
k=1 =1

r=1

Como U es unitaria, se deduce del Teorema 4.3.7 que {Us1,...,U.n} €s una
base ortonormal de F". En consecuencia, C es una base ortonormal de V. m
El resultado para equivalencia ortogonal es similar.

Teorema 4.3.10 Sean A,B € M, (R). Las matrices A y B son ortogonal-
mente equivalentes si, y sélo si, A y B son matrices asociadas a un operador
lineal real de L (V') con respecto a dos bases ortonormales de R™.

Demostracién. Dejamos la prueba al lector. m

Definicién 4.3.11 Sea T € L (V). Decimos que T es unitario si TT* = T*T =
Iy.

Probamos en nuestro préximo resultado que en el isomorfismo £ (V) —
M., (F) definido por T' ~» [T']z, los operadores unitarios se corresponden con las
matrices unitarias.

Teorema 4.3.12 Sea T € L (V) y B una base ortonormal de V. T es unitario
si, y solo si, [Ty es unitaria.

Demostracion. Si T es unitario entonces T7* = T*T = Iy,. Luego, por el
Teorema 4.3.2,

[T}B [T]Z‘ = [T]B [T*]B = [TT*]B = [IV]B =1
Luego, [T], es unitaria. Reciprocamente, supongamos que [T es una matriz
unitaria. Entonces de nuevo usando el Teorema 4.3.2 obtenemos

[TT*] = [T)5[T"]5 = [T]5 [T]p = I = [Iv]g

En consecuencia, TT* = Iy y asi, T' es un operador unitario. m
Finalizamos esta seccién con una caracterizacion de los operadores unitarios.
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Teorema 4.3.13 Sea V' un espacio con producto interno de dimension finita y
T € L (V). Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. T es un operador unitario;
2. T envia bases ortonormales en bases ortonormales;
3. || Tz| = ||z|| para todo x € V;

4. Tz, Ty) = (z,y) para todo x,y € V.

Demostracion. 1 = 2 Primero que todo observamos que si T es unitario
entonces T es inyectiva. En efecto, si Tx = 0 entonces (x,x) = (T'z,Tz) =0 lo
que implica x = 0. Se sigue del Corolario 3.2.7 que T es un isomorfismo. Luego,
si B={v1,...,v,} es una base ortonormal de V" entonces por el Teorema 3.3.5,
{Tv1,...,Tv,} es una base de V. Falta ver que es ortonormal. Pero esto se sigue
del hecho de que T es unitario: para todo ¢, 7 tenemos

<T’U1',ij> = <U¢,T*TUJ‘> = <Ui,’Uj> = 5ij

2 = 3 Supongamos que {v1,...,v,} v {Tv1,...,Tv,} son bases ortonor-
males de V. Entonces para todo 1, j

<U2‘,’Uj> = (51‘j = <T’U7;,T7)j>

Luego, si x € V entonces x = Y a;v; v asi

(Tx, Tx) = <Z aiTvi,Zaijj> = Zaiaﬁ = (x,x)

3 = 4 Sean z,y € V. Entonces
(T(x+y),T(z+y) =& +yz+y)

lo que implica

(Tz, Ty) + (Tx, Ty) = (z,y) + (,9)
De aqui se deduce que Re ((T'z, Ty)) = Re ({x,y)). Por otra parte,
(T'(z+1iy), T (z +1iy)) = (z + iy, +iy)

Luego,

—i(Tz, Ty) + i(Tz, Ty) = —i{x,y) + i{x,y)

y, €n consecuencia,
Im ((Tx,Ty)) = Im ((x,y))

4 = 1 Sea x € V. Entonces para todo y € V tenemos
= (zy)—(z,y) =0



4.3. OPERADORES LINEALES 91

Por lo tanto, T*Txz = 2. m
Se desprende de este teorema que un operador unitario T preserva las dis-
tancias:
[Tz =Tyl = [l -yl

para todo x,y € V. Por esta razon, T se también recibe el nombre de isometria.
EJERCICIOS

1. Encuentre la matriz cambio de base de

{(1,0,0,(0,1,0, (0,0, 1)} a {(\%0 \‘é) .(0,1,0), (0,0,i)}

en C3. Verifique que la matriz obtenida es unitaria.

2. Encuentre el adjunto de cada uno de los operadores lineales siguientes:

T 3z + 4y — 5z
a) S:R®— R3definidopor S| vy | =| 22—-6y+72 |;
z o — 9y + 2
x 2e+ (1 —19)y
b) T:C3— C3 definidopor T | y | = (3+2i)x — 4diz
z 2ix 4+ (4 —3i)y — 3z

3. SeaV ={f(z) eR[z]: grado de f (z) es menor o igual a 3} con el pro-
ducto interno

(frg)= [ f(x)g(z)dz
/

Encuentre el adjunto del operador derivacién D.

4. Sea V = M,, (C) con el producto interno (A4, B) = Tr (AB*). Sea P una
matriz invertible en V y sea I'p : V' — V definido por I'p (4) = P~1AP.
Encuentre el adjunto de I'p.

5. Sea V = M, (C) con el producto interno (A4, B) = Tr (AB*). Para cada
M en V, sea Wy : V — V definida por ¥y (4) = MA. Demuestre que
W) es unitario si, y sélo si, M es una matriz unitaria.

6. Suponga que A, B € M,, (C) son unitarias. Demuestre que A~ y AB son
unitarias. Similarmente para matrices ortogonales.

7. Demuestre que T € L (RZ) es unitario si, y sélo si, T' es una rotacién o una
reflexién sobre el eje x seguida de una rotacién. (Sugerencia: si eq, es es la
base canénica de R? entonces u; = Teq, us = Tey es una base ortonormal

de R?. Existe 0 < 0 < 27 tal que uy = < cosf

senf
a up entonces ug = ( EZZ ((Zi%:)) >)
2

). Como ug es ortogonal
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10.

11.

12.
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Demuestre que si T*T = 0 entonces T = 0.

Sea T' € L (V) y suponga que W es un subespacio de V' tal que T' (W) C
W. Demuestre que T* (WT) cwT.

Sea T un operador unitario sobre V' y W un subespacio de V tal que
T (W) C W. Demuestre que T (WT) cCwrT.

Sea V' un espacio con producto interno de dimensién finita. Demuestre
que
Im (T*) = (kerT)"

En particular, rgo (T') = rgo (T™).

Demuestre que las relaciones equivalencia unitaria y ortogonal son rela-
ciones de equivalencia.



Capitulo 5

Determinantes

5.1. Permutaciones

Vamos a comenzar con una breve introduccion a las permutaciones que nece-
sitamos para desarrollar el tema de los determinantes.

Definicién 5.1.1 Una permutacion de {1,...,n} es una biyeccion
o:{l,....,n} —={1,...,n}

Usualmente la denotamos por

1 9 ... n .
< o(1) o(2) -+ o(n) ) o simplemente por o (1)---0 (n)
El conjunto de las permutaciones de {1,...,n} lo denotamos por Sy,.

El nimero de permutaciones en S, es n! (ver Ejercicio 1).

Ejemplo 5.1.2 Las permutaciones de Sy son 12 y 21. En Ss hay 6 permuta-
ciones:
123,132,231,213,312 y 321

Si o € S,, entonces la funcién inversa la denotamos por o~ !, de manera que

ool =07'o =¢, donde e = 1---n es la permutacién identidad. Claramente
_ _1y—1 L .

cteS,yo= (U 1) . Por otra parte, la composicién de permutaciones es

también una permutacién. Es decir, si 0,7 € S,, entonces o7 € S,,.

Ejemplo 5.1.3 Consideremos las permutaciones o = 13524 y 7 = 12543 de
S5. Entonces
o7l =14253 y o = 13425

Teorema 5.1.4 Las siguientes condiciones se cumplen:

93
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1. La funcion T : S, — S, definida por T (c) = 0~ es biyectiva;

2. Fijada la permutacion T € S,, la funcion A : S, — S, definida por
A (o) = 7o es biyectiva.

1:

Demostracién. 1. Si o,u € S, y I' (0) = T' () entonces o~! = =1, Luego,

o=( ) =) =n

Esto prueba que I es inyectiva. Por otra parte, dada n € S,, entonces n~! € S,,
yI(n7t) = (77_1)_1 =1, lo que prueba la sobreyectividad.

2. Supongamos que A (o) = A(u), donde o,u € S,. Entonces 70 = 7p.
Componiendo con 7~! ambos lados de esta ecuacién obtenemos

1

rlro =17 rp

y, por lo tanto, o = p. Para ver la sobreyectividad notamos que dada la per-
mutacién p € S, se tiene que 77 'p € S, y A(T_lp) =7 (T_lp) = p. Esto
termina la prueba. m

Definicién 5.1.5 Una inversion de una permutacidn o € S, es un par (j,k)
tal que 1 < j < k <n yo(j) > o(k). El signo de o € S,, se define como
sgn (o) = (—1)"™, donde m es el niimero de inversiones de o.

En otras palabras, el signo de una permutacién o € S, es 1 cuando tiene un
numero par de inversiones y —1 cuando tiene un niimero impar de inversiones.

Ejemplo 5.1.6 Consideremos la permutacion 142365 € Sg. Entonces las in-
versiones de ésta son
(2,3),(2,4),(5,6)

y, en consecuencia, sgn (142365) = —1.

Ejemplo 5.1.7 Fijemos 1 < i < j < n y definamos la permutacion T € Sy,
como 7(i) =7, 7(j) =1 y7(k) =k para todo k € {1,...,n} tal que k #i y
k # j. Esto es,

Pl )G 4D (=D G+ n
Entonces las inversiones de T son:

(4,i+1),(4,i+2),...,(4,7)

(l+1,]),(1+2,]),,(]_1,])

En la primera lista aparecen j — i inversiones y en la sequnda lista j — i — 1.
Por lo tanto, sgn (1) = (—1)2(]_1)_1 - 1.
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La permutacién definida en el Ejemplo 5.1.7 recibe el nombre de trasposicién.
Es claro que si o = o (1)---0(n) € S, y 7 es la trasposicién que mueve a i, j
entonces o7 es la permutaciéon que se obtiene a partir de ¢ intercambiando las
posiciones i y j. Luego, existen trasposiciones 7y, ..., T, tales que

O'Tl...TmZE

Desde luego, m no es unico: hay varias maneras de transformar una permutacion
en la identidad intercambiando dos posiciones en cada paso. Por ejemplo,

o =1423 %21 1324 25° 1934 = ¢

o bien )
o = 1423 354 1432 257 1342 251 1243 %51 1234 = ¢

Sin embargo, probamos en el siguiente resultado que hay unicidad en la paridad
de m.

Teorema 5.1.8 Las siguientes condiciones se cumplen:
1. sgn(ro) = sgn (1) sgn (o) para todo 7,0 € Sy;

2. sgn (o) =sgn(c7') para todo o € S,.

8. Sioc€eS,yr,...,Tm Son trasposiciones tales que oty - - - Ty = € entonces
sgn(oc) = 1= m es par
sgn(o) = —1=m esimpar
Demostracién. 1. Consideremos el polinomio p = p (21, ..., zn) = [] (2 — ;)
y sea 0 € Sy,. Definamos o (p) = H (xg(i) — xa(j)). Como o es biyelczijva en-
tonces vamos a tener o (p) =p o O'L?]J)) = —p. De hecho, o (p) = p si, y sélo si,

hay un nitimero par de términos en o (p) de la forma (x, — z,) tales que r > s.
Es decir, existen un nimero par de (i,5) tales que i < j, o (i) =7 > s = o (j).
Este es precisamente el nimero total de inversiones de o. Asi hemos probado
que para cada o € S,

o (p) = sgn(o)p

Ahora sean 7,0 € S,,. Entonces
sgn(ro)p = 7o (p) =70 (p)] =T [sgn (o))
= sgn(7)sgn(o)p
Esto implica que sgn (t0) = sgn (1) sgn (o).

2. Por una parte sabemos que sgn (¢) = (—1)
e=o00"} y, por la parte anterior,

0—1. Luego, si o € S,, entonces

1=sgn(e) = sgn (ao_l) = sgn (o) sgn (0_1)
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Esto prueba que sgn (o) = sgn (0’1).
3. Por la parte 1. y el Ejemplo 5.1.7,

1=sgn(e) = sgn (o -+ 7m) = sgn (o) sgn (11) - - sgn (1) = (=1)" sgn (o)
| |
EJERCICIOS

1. Demuestre que el nimero de permutaciones en S,, es n!.

2.  Determine el signo de las siguientes permutaciones de Sg:

a) o =421635
b) T =124653

3. Paralas permutaciones dadas en el Ejercicio 2, encuentre sgn (o7) , sgn (70)

y sgn (0_17_1) .

5.2. Determinantes

En esta secciéon introducimos la nociéon de determinante de una matriz y
desarrollamos algunas de sus propiedades bésicas.

Definicién 5.2.1 El determinante de una matriz A € My, (F), donde [A];; =
aij, se define como

|A| = Z sgn (o) A15(1)25(2) ** " Ano(n)
O'esn

Observamos que cada uno de los sumandos a;,(1)026(2) * * * Gno(n) (sin tomar
en cuenta el signo) que aparece en el determinante de A es el producto de n
elementos de A, tomando uno y sélo uno de cada fila y columna de A.

Ejemplo 5.2.2 Sea A € M>(F) con elementos [A],; = a;j, para todo 1 <
i,j < 2. Entonces Sa = {12,21}, donde sgn(12) = 1 y sgn(21) = —1 y, en
consecuencia,

|A\ = a11G22 — Q12021

, 2
En particular, 1

i‘=2-4—(3)(—1):11,

Ejemplo 5.2.3 Sea A € M3 (F) con elementos [A]ij = a;;, para todo 1 < 4,5 <
3. Entonces
S3 = {123,231, 312,321,213,132}

donde
sgn (123) = sgn (231) = sgn (312) =1
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sgn (321) = sgn (213) = sgn (132) = —1
Por lo tanto,
|A| = ai1a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32
—a13G22031 — @12021033-A11023032

Por ejemplo,

31 2
~10 2 | = 30-1)+(1-2-00+(2-(-1)-1)
0 1 -1

~(2:0-0) = (1+ (1) (-1)) — (3:2- 1)
= 2-1-6=-9

Comenzamos estudiando algunas propiedades bésicas del determinante.
Teorema 5.2.4 Sea A € M,, (F). Entonces |A| = |AT|.

Demostraciéon. Para cada o € S, tenemos que

Ao(1)1 """ Qg(n)n = Q1o=1(1) * " " Ano—1(n)

Ademsds, por el Teorema 5.1.8, sgn (o) = sgn (0‘1). Luego, si [ATLJ' = byj
entonces
|AT| = Z sgn (U) blo(l)b2o(2) co bna(n) = Z sgn (U) Ao (1)105(2)2 """ Ao(n)n
O'ESn UeSn
= Z sgn (071) alafl(l) e anafl(n) = ‘A|
oESy

La ultima igualdad ocurre porque, en virtud del Teorema 5.1.4, cuando o recorre
1

a S, también lo hace c™". m
3 1 2
Ejemplo 5.2.5 En el ejemplo anterior probamos que para la matriz A = -1 0 2
0o 1 -1
3 -1 0
se tiene que |A| = —9. Por otro lado, la traspuesta de A es AT = | 1 0 1
2 2 -1
)
AT = (3:0-(-1)+((-1)-1-2)+(0-1-2)
—(040-2) = (1) 1+ (-1)) = (3-1-2)
= -9

En el préximo resultado estudiamos el comportamiento del determinante
cuando efectuamos operaciones elementales a una matriz.
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Teorema 5.2.6 Sea A € M, (F). Entonces se cumplen las siguientes condi-
ciones:

1. Si B se obtiene a partir de A intercambiando dos filas (o columnas) en-
tonces |B| = — |A|;

2. Si A tiene dos filas (o columnas) iguales entonces |A| = 0.

3. Si B se obtiene a partir de A multiplicando una fila (o columna) de A por
a € F entonces |B| = a|A|;

4. Si B se obtiene a partir de A al sumar un maltiplo escalar de la fila i
(columna i) a la fila j (a la columna j), donde i # j, entonces |B| = |A|;

Demostracion. 1. Supongamos que B es la matriz que se obtiene al inter-
cambiar la columna 4 con la columna j de A. Consideremos la trasposicién 7
tal que 7 (i) = j y 7(j) = 4. Entonces, por el Ejemplo 5.1.7, sgn (1) = =1y
ademads, por el Teorema 5.1.8, para todo o € S,

sgn (to) = sgn (1) sgn (o) = —sgn (o)

Por lo tanto, si [B],; = b;; entonces
|B| - Z sgn (U) bl”(l)b20(2) T bna(n) = Z sgn (0) A175(1)A270(2) " * " Anro(n)
€Sy oESy

= - Z sgn (TU) A176(1)A270(2) " " Anro(n) = — |A| .
oSy

La ultima igualdad es por el Teorema 5.1.4 que nos asegura que cuando o recorre
todo S, también lo hace T7o. Aplicando el Teorema 5.2.4 obtenemos la versién
para filas.

2. Supongamos que la columna ¢ y la columna j (i # j) de A son iguales.
Entonces la matriz que se obtiene al intercambiar la columna ¢ y la columna j
es de nuevo la matriz A. Se sigue de la primera parte que |A| = —|A]| y, por lo
tanto, |A| = 0. De nuevo, por el Teorema 5.2.4 obtenemos la versién para filas.

Las partes 3. y 4. son consecuencia del siguiente hecho:

Aq Ay Ay
Aj_l Aj—l Aj—l
aX+pY |=a|l X |48 Y (5.1)
Aj+1 Aj—i—l Aj+1
A, A, A,
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donde A; = (ai1,...,0in), X = (zj1,...,2Zjn) ¥ Y = (y;1,...,Yjn). En efecto,
el determinante en la izquierda es igual a

Z 591 () a15(1) @5 -10(-1) (Ojo(5) + BYjo(5)) G410(i11) " Ano(n)
o€eS,

= a Y 59n(0) o) G—10(-1)Tjo()Bj+10(+1) - Gne(n)
oceS,

+8 D sgn(0) a10(1) 410G 1) Yjo ()L 10(41) *** Ano(n)
oES,

]

Ahora tenemos una técnica para calcular el determinante de una matriz:
efectuamos una sucesion finita de operaciones elementales hasta llegar a una
matriz triangular. Luego aplicamos el siguiente resultado:

Teorema 5.2.7 Si A es una matriz triangular entonces |A| = [A],; ---[4],,,,-

Demostracion. Supongamos que A es una matriz triangular inferior, es
decir, ag; = 0 siempre que k < [. Sea o € S, y supongamos que o (1) # 1.
Entonces 1 < o (1) y, en consecuencia, a;,(1) = 0. Luego, los términos de la
forma sgn (o) a15(120(2) - * - @no(n) son cero para las permutaciones o € S,
tales que o (1) # 1. Consideremos las permutaciones que tienen o (1) = 1. Si
0 (2) # 2 entonces 2 < 0 (2) y asi az,(2) = 0. Luego, los términos

sgn (0) 15(1)@20(2) " * Ano(n)

son ceros cuando o (1) = 1y 0 (2) # 2. Tomamos la permutaciones que satis-
facen o (1) =1y o (2) = 2 .... Continuando de esta manera es claro que el inico
posible sumando distinto de cero ocurre cuando o es la identidad. Por lo tanto,

Al = [Alyy -+ [Al,,- =

nn

1 3 =2
Ejemplo 5.2.8 Consideremos la matriz A= | 2 8 —3 |. Entonces
1 7 1
13 2\ 0 2) 13 2\ 1) 13 2\ ) 1 3 -2
2 8 -3 S 0 2 1 S 0 2 1 2y 0 2 1
1 7 1 1 7 1 0 4 3 0 0 1

Luego, usando los Teoremas 5.2.6 y 5.2.7 obtenemos

1 3 =2
2 8 3 |=1-2-1=2
1 7 1

EJERCICIOS
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1. Use el Teorema 5.2.6 para calcular el determinante de la matrices A y B
dadas a continuacién:

0 2 1 341 2
4 1 2 3

2. Demuestre que en general, |[A + B| # |A| + |B| .

3. Sea « € F. Demuestre que para cualquier matriz A € M,, (F) se tiene que
|aA|l = a™ | A

4. Demuestre quesi 4, B € M,, (F) son matrices triangulares entonces |[AB| =
Al B.

5.3. Funciones n-lineales y alternadas

La funcién determinante es la funcién
I : My (F) = F

que asigna a cada A € M,, (F) su determinante |A| € F. Notamos que el espacio
de las matrices M,, (F) esta en correspondencia biunivoca con el espacio vecto-
rial (F*)" = F™ x --- x F™ formado por n-uplas (X1,...,X,), donde cada X;
es un vector fila de F”, para i = 1,...,n. La correpondencia es natural: a cada
matriz A € M,, (F) le asociamos el vector (A, ..., A,), donde A; es la fila i de
A para todo ¢ = 1,...,n. Es facil ver que esta correspondencia es biyectiva vy,
aun mas, es un isomorfismo de espacios vectoriales. De esta manera, podemos
considerar a la funcién determinante como una funcién

5 ()" —
definida en n coordenadas.
Definicién 5.3.1 Sea f : (F*)" — F una funcion. Decimos que

1. f es n-lineal si para todo o, 3 € F y X, Y € F™ se tiene que

Faxtore ) —ar (ko) aar (T

para todo j =1,...,n.
2. f es alternada si f (X1,...,X,) =0 cuando X; = X; para algin i # j.

En la demostracién del Teorema 5.2.6 se obtiene que la funcién determinante
|| : F™ x --- x F* — F es n-lineal y alternada. Veremos a continuacién que estas
dos propiedades junto con el hecho de que el determinante de la identidad es 1
(Teorema 5.2.7) caracterizan a la funcién determinante.
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Lema 5.3.2 Sea f : F* x --- x F" — F wuna funcidon n-lineal, alternada y
Xq,..., X, €F". Si1<i<j<n entonces

% J i J
f(...,Xi,...,Xj,...> :—f(...,Xj,...,Xi,..)

Es decir, f cambia de signo cuando se intercambian la fila i y la fila j. Ademds,
st o €Sy, entonces

f (Xo(l)a-”aXa(n)) = sgn(o)f(Xl,...,Xn)

Demostracion. Al ser f alternada y n-lineal se sigue que

i J
0 = f<...,Xi+Xj,...,Xi+Xj,...)

i J i J
- f<XX>+f<XXj>

i J i J
+f(...,xj,...,xi,...>+f<...,xj,...,xj,...)

i J i J
- f(XX>+f<XX)

Supongamos ahora que o € S,,. Entonces existen trasposiciones 71, ..., 7, tales
que o1y -+ - Ty, = €. Luego, por la primera parte y la parte 3 del Teorema 5.1.8,

f (XU(1)7"'7XU(7Z)) = (—l)mf(Xl,...,Xn) = sgn(cr)f(Xl,...,Xn)

|
Teorema 5.3.3 Sea f : F" x -+ x F" — F una funcion n-lineal, alternada y
f(e1,...,en) = 1. Entonces f es la funcidn determinante.

Demostracién. Sean A; = (a;1,...,a:,) las filas de A, donde i = 1,...,n.
Entonces

n
Ai: E Qi;€4
Jj=1

Luego, por la n-linealidad de f deducimos que

f(Al,...,An) = f Zaljlejl,...,Zanjnejn

Ji=1 Jn=1
n n
= E : § :aljl”'anjnf(ejla'“aejn)
Jji=1 Jn=1

Ahora, como f es alternada, los términos diferentes de cero ocurren cuando
J1s---,Jn son diferentes. Es decir,

f(A,.. A = Z W10(1) * Gnom) f (€o(1)s -+ €om))

oESy,
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Por otra parte, como f es alternada y n-lineal se sigue del Lema 5.3.2 que
f (60(1)7 s aea(n)) = sgn (U) f (617 B en) = sgn (U)

Asi, concluimos que

f (Ah Ty An) = Z sgn (0) A1o(1) """ Ano(n) = ‘A|

ocESy,
|
EJERCICIOS
1. Demuestre que si f : F" x --- x F" — T satisface la condicion mas débil
f(Xy,...,X,) =0 cuando X; = X;;1 para algin ¢, entonces f es alter-

nada.
2. Sea f:F3 x F3 x F3 — F definida por

a11 aiz2 ai13
f a21 Q22 @23 = a1
azip azz ass

a22 Aa23
asz2 ass

Demuestre que f es 3-lineal, alternada y f (I3) = 1.

5.4. La expansion de Laplace

Vamos a presentar en esta seccién un método para calcular el determinante
de una matriz.

Definicién 5.4.1 Sea A € M,, (F) tal que [A];; = a;;. Consideremos la matriz
A;j € My _1 (F) obtenida a partir de A al eliminar la fila i y la columna j de A.
Entonces Ai; se llama el menor del elemento a;; de A. El escalar (1) |A]
se llama el cofactor de a;;.

Ejemplo 5.4.2 Para la matriz A dada en el Ejemplo 5.2.8, el menor del ele-

mento ass de A es
1 3
A23 - < 1 7 )

y el cofactor de azs es (—1)*T% . 4= —4,
Teorema 5.4.3 Sea A € My, (F) tal que [A],; = a;;. Entonces para cada i =
1,...,n

n
A= (=) ay |Ay)
j=1
y para cada j =1,...,n

n

Al =) (=1)" a4y | Ayl

i=1
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Demostracién. Probamos la segunda férmula. Por el Teorema 5.3.3 bas-
ta probar que para j fijo, la funcién ¥ : M, (F) — F dada por ¥ (A) =
S (1) a5 | Ay | es n-lineal, alternada y W (I) = 1. Supongamos que Ay, ..., A,
i=1
son las filas de Ay Ay = A;, donde 1 < k <[l <n.Sii#koi#Il entonces
claramente |A;;| = 0 porque es el determinante de una matriz que tiene dos filas
iguales. Por otra parte, como A;; se obtiene a partir de Aj; intercambiando la
filal —1 porlafilas k,k + 1,...,l — 2, se sigue de la parte 1 del Teorema 5.2.6

I—k—1 :
que |A;;] (—1) = |Ag;|. En consecuencia,

U(A) = (D" ag|Ar| + (=) ayy | Ay
= (=" ars [Ay] (1) + (1) @y | Ay
= (17" g [Ay] + (1) ag |4 = 0

Esto prueba que ¥ es alternada. Probamos ahora que V¥ es n-lineal. Para esto,
supongamos que la fila p de A tiene la forma A, = aB, + $C, y consideremos

las matrices B con elementos [B];; = b;; y C con elementos [C],; = ¢;5, que
tienen filas

A,y Ap 1, By Apia, .. Ay
y

Alv RN Ap*la Cp7Ap+1a te An
respectivamente. En primer lugar, si i = p entonces |A,;| = |By;| = |Cyp;| v, por
lo tanto,

apj [Apj| = (aby; + Beps) |Apjl
= aby; [Byj| + Bep; |yl
Si i # p, entonces sabemos por la (n — 1)-linealidad del determinante que
|4ij| = a|Bij| + B1Cyl
Ademaés, en este caso a;; = b;j = ¢;;, por lo tanto,
aij |Aij| = abij | Bij| + Beij |Cij

Esto prueba que U es n-lineal. Finalmente, es claro que ¥ (I) =1. =

Las férmulas para el determinante de una matriz encontradas en el Teorema
5.4.3 se llaman expansién de Laplace del determinante de A por la fila i y por
la columna j, respectivamente.

1 3 -2
Ejemplo 5.4.4 Sea A= | 2 8 =3 |. Consideremos las siguientes opera-
1 7 1
ciones elementales:
1 3 -2 1 3 -2 1 3 -2
o8 3 |02 1 |PEY [0 2 1
1 7 1 1 7 1 0 4 3
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1 3 =2
Luego, por el Teorema 5.2.6, |[Al=| 0 2 1 |. Usamos ahora la expansion
0 4
de Laplace por la columna 1 y obtenemos
2 1
|A|2011|A11|=1’ 43 ‘:6—4:2
EJERCICIOS
1. Paracadal <i,j <3, calcule los menores A;; y los cofactores de a;; para
2 8 -1
la matriz A = -2 3 1
3 1 5
1 -1 3 =2
. . 2 3 6 -1
2. Encuentre el determinante de la matrices A = 3 1 0 1 ,
2 2 -3 -1

1 2 3 0  1+i 142
B=| -1 1 2 |yc=| 1-i 0o 2-3i
1 -1 1 1-2 2+3i 0

3. Usando el Teorema 5.4.3 demuestre que el determinante de una matriz
triangular es el producto de los elementos sobre la diagonal.

4. Demuestre que si A € M,, (F) es antisimétrica entonces |AT| = (=1)" |A|.

5. Demuestre que si A € M,, (F) es antisimétrica y n es impar entonces

|A] = 0.
6. Demuestre que |[V|= [[ (z; —;), donde V es la matriz de Vander-
1<i<j<n
monde
1 1 1 1
I T2 T3 Tn
2 2 2 2
V — l‘l xz :I,‘3 l‘n
n—1 n—1 n—1 n—1
Ty Ty 3 Tn

5.5. La adjunta y la inversa de una matriz
Usamos en esta seccion los cofactores para construir la inversa de una matriz.

Definicién 5.5.1 La adjunta de A € M,, (F), que denotamos por A%, la defin-
1Mos como

[Aa}ij = (_1)i+j ‘Aji|
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1 3 -2
Ejemplo 5.5.2 Para la matriz A= 1| 2 8 —3 | tenemos que
1 7 1

(A%, =29 [A%,, =17 [A“]B =7
[A%]y) = =5 [A%y, =3 [Aa]zs =-1
[Aa]31 =6 [Aa}sz =—4 [A“]33 =2

Luego,
29 17 7
A= -5 3 -1
6 -4 2

Relacionamos la adjunta de una matriz con la inversa en nuestro préximo
resultado.

Teorema 5.5.3 Si A € M,, (F) entonces AA® = |A|I,,. Ademds, A es invert-
ible si, y sdlo si, |A| # 0, en cuyo caso

A= g
|A]

Demostracion. El término 7,5 de AA® es
[AAY),; Z air (1) | 4]

Si i = j entonces por el Teorema 5.4.3

n

[AAa]ii = Z (—1)k+i aqx |Aix] = |A]

k=1

Supongamos que i # j, digamos 7 < j. Si Ay,..., A, son las filas de A con-
struyamos la matriz C' con filas C1, ..., C, dadas por Cy = Ay para todo k # j
y C; = A,. Entonces es claro que ¢;x = a;x = ¢ji ¥ |4jx] = |Cjx| para todo k.
Ademids, |C| = 0 porque tiene dos filas iguales. Luego,

n

[AA7),; = Zazk VAl = (DM e [C
k=1

Esto prueba que AA* = |A| .
Para ver la segunda parte, si |A| # 0 entonces por lo anterior,
Aa

A— =
A
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Ademés, como AT (AT)a = |AT| I entonces
AT =|AT|I=AT (AT)" = AT (A" = (4°4)"

y, en consecuencia, A%A = (A*A)" " = |A|IT = |A|I. Esto prueba que

Asi, A esinvertibley A= = %. Reciprocamente, si A es invertible entonces, por
el Teorema 1.4.5, A es equivalente por filas a la matriz identidad. Por el Teorema
5.2.6, |Al = (=1)'ry - - rs donde ry,...,7s son los escalares diferentes de cero
que aparecen al multiplicar una fila y (—1)t es el signo que aparece cuando
intercambiamos dos filas. Esto prueba que |[A| #0. m

1 3 =2
Ejemplo 5.5.4 En un ejemplo anterior demostramos que | 2 8 =3 |=2y
1 7 1
13 —2\"“ 29 —17 7
2 8 -3 =1 -5 3 -1
1 7 1 6 -4 2

Se sigue del teorema anterior que

29/2  —17/2 7/2
At =1 -5/2 3/2 -1/2
3 -2 1

Teorema 5.5.5 Sean A, B € M, (F). Entonces:

1. |AB| = |A[|Bl;
2. Si A es invertible entonces |A‘1| = T
Demostracion. 1. Si A no es invertible tampoco lo es AB. Se sigue del
teorema anterior que |[AB| = 0 = |A]| |B|. Luego, suponemos que A es invertible,
en cuyo caso

A=FE;  Ey
donde F; es una matriz elemental para cada j = 1,...,n. Luego, el problema
se reduce a probar que |EB| = |E||B| para cualquier matriz elemental E. Por
el Teorema 1.4.3 tenemos
Epqg = fpq(In)
E,(A) = (N ()

bS]

LS

—
>

N
I

fra (V) (In)
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Luego, por el Teorema 5.2.6

‘qu| = -1 |In| =-1
|Ep (V)] = A=A
|qu (>‘)| = |In| =1
y asi,
|quB‘ = _1|B‘ :|qu||B‘
|Ep (A) Bl = A|B|=|E,(A\)||B]
|qu ()‘) B‘ = |B‘ = |qu ()‘)| |B|

2. Si A es invertible entonces AA~! = I. Luego por la parte anterior,
1=|I|=]AA7" = |A]|A7}]

En consecuencia, ]A*1| = ﬁ [ ]

Corolario 5.5.6 (La regla de Cramer) Sea A € M, (F) y B = (by,...,by)" €
F™. Si |A| # 0 entonces la ecuacidn matricial AX = B tiene una tinica solucion
dada por

n

w =AY (1) b Ay

i=1

para todo j =1,...,n.

Demostracion. A es invertible porque |A| # 0. En consecuencia, AX = B
tiene Wnica solucién X = A~!B. Pero por el Teorema 5.5.3,

1
X=A1'B=_"_4A°B
Al

EJERCICIOS

. Encuentre i) |B|; i) B* y iii)

O =~ =

1 1
1. Considere la matriz B = 2 3
5 8

B! usando B“.

2. Determine si las matrices dadas a continuacion son invertibles. Si son
invertibles, calcule la inversa.

11 1 1
2 -1 4

a—(3 SN -1 0 5).o=|t 2 12

—4 -8 o 7 3 1 -1 2 1

1 3 3 2
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Demuestre que si A es ortogonal entonces |A| = +1.
Demuestre que si U es unitaria entonces |U| = +1.

La matriz N € M,, (F) se llama nilpotente si N¥ = 0 para algtin entero
k > 1. Demuestre que si N es nilpotente entonces |N| = 0.

Una matriz A € M,, (F) se llama idempotente si A% = A. ;Cudles son los
valores posibles para |A|?

Resuelva cada uno de los sistemas de ecuaciones usando la Regla de
Cramer:

2r+y+2=26 2r+y—2=4

a) 3x—2y—3z=5 i b) xT+z=2
8xr +2y+5z=11 —y+5z=1



Capitulo 6

Diagonalizacion

6.1. Autovalores y autovectores

Uno de los objetivos principales de este curso consiste en estudiar los oper-
adores lineales definidos sobre un espacio vectorial V. En vista del isomorfismo
entre £ (V) y M,, (F), para estudiar un operador lineal T' es posible elegir una
base B de V' y estudiar a [T, la matriz asociada a T' con respecto a la base B.
Teniendo en cuenta que un operador lineal tiene distintas representaciones ma-
triciales, es natural elegir una base de V' de forma que la representacién resulte
lo més simple posible. Las matrices diagonales son bastante sencillas.

Definicién 6.1.1 Una matriz D € M, (F) es diagonal si cumple [D],; = 0
para todo i # j.

Es decir, todos los elementos fuera de la diagonal son 0. Si los elementos
sobre la diagonal son [D],, = A;, para i = 1,...,n, entonces escribimos

D =diag (M\,...,\n)

Presentamos en este capitulo criterios para decidir cuando existe una base B de
V tal que [T, es una matriz diagonal.

Definicién 6.1.2 Sea V' un espacio vectorial. Un operador lineal T € L (V) es
diagonalizable si existe una base B de V tal que [T]gz es una matriz diagonal.

Ejemplo 6.1.3 Consideremos el operador lineal T € L (Rz) definido por
z\ ([ 6z—y
T(y)<3m+2y>
1 1 9 .
Entonces B = 3 |1 es una base de R=. Ademds,

r(3)-(5)=2(5) ()

109
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Por lo tanto,

y ast, T es diagonalizable.

Ejemplo 6.1.4 Sea S € L (RQ) definida por

s(3)=(3)

. , L 1 ,
La matriz asociada a S con respecto a la base candnica es A = 8 0 ) Si

S fuera diagonalizable, existiria una matriz invertible Q tal que Q1AQ = D,
donde D es diagonal. Luego,

0 :A2 — (QDQ—1)2 _ QDQQ—I

Al ser @ invertible y D diagonal, concluimos que D = 0 y esto obliga a A =0,
una contradiccion.

El problema de decidir si un operador lineal es diagonalizable es equivalente
a determinar si una matriz es semejante a una matriz diagonal.

Teorema 6.1.5 Sea V' un espacio vectorial y A € M,, (F) una matriz asociada
aT € L(V). T es diagonalizable si, y sélo si, A es semejante a una matriz
diagonal.

Demostracién. Sea B una base de V' tal que [T]z; = A. Si T' es diagonaliz-
able entonces existe una base C de V' tal que [T], = D, donde D es una matriz
diagonal. Por el Teorema 3.5.4,

D=[T)],=P[T)|zP ' =PAP™!

Asi, A es semejante a una matriz diagonal. Reciprocamente, si A = [T es
semejante a una matriz diagonal D entonces por el Teorema 3.5.6, existe una
base C de V tal que [T], = D. Esto prueba que T' es diagonalizable. m

Definicién 6.1.6 Decimos que la matriz A € M, (F) es diagonalizable si existe
una matriz diagonal D tal que A es semejante a D.

Introducimos la teoria de autovalores con el fin de estudiar el problema de
diagonalizacién de una matriz.
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Definicién 6.1.7 Sea A € M,, (F). Un autovalor de A es un escalar A € F tal
que
Az = Xz

para algin 0 # x € F™. Decimos que x es un autovector de A asociado a .

7

Ejemplo 6.1.8 Consideremos la matriz A = ( 4

_12 ) € My (R). Entonces

3 es un autovalor de A porque

2)=2(s)

> es un autovector de A asociado a 3.

FEl vector < é

Teorema 6.1.9 Sea A € M,, (F). Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. X es un autovalor de A;
2. |AI—A|=0.

Demostracion. Esto es consecuencia de los Teoremas 2.7.12 y 5.5.3. =

Este resultado nos proporciona un método para encontrar los autovalores y
autovectores de una matriz. Si tratamos a A como una variable entonces |A\I — A|
es un polinomio en A y los autovalores de A son las raices de la ecuacién polinémi-
ca |\ — A| = 0. Después de encontrar los autovalores de A encontramos los
autovectores como la solucién no trivial del sistema de ecuaciones homogéneas
(M — A)z = 0. Es decir, los vectores diferentes de cero en ker (\] — A). Lla-
mamos a ker (A — A) el autoespacio de A asociado al autovalor \.

Definicién 6.1.10 El polinomio pa = pa(x) = |zl — A|] € Flx] se llama el
polinomio caracteristico de A.

El hecho de que los autovalores de una matriz A se obtienen como raices de
pa (z) nos indica que hay diferencias cuando tomamos F=R o F =C

Ejemplo 6.1.11 Consideremos la matriz B = ( _01 (1) ) € My (R). En-
tonces el polinomio caracteristico de B es
r -1 2
pB=| 4 =z°+1€eR[x]

Este polinomio no tiene raices sobre R y, por lo tanto, B no tiene autovalores.

0 1

Ejemplo 6.1.12 Consideremos la matriz B = ( 1 0

) € M5 (C). En-
tonces el polinomio caracteristico de B es

r —1

pPB = 1

’:x2+1:(ac+i)(x—i)
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En este ejemplo notamos que los autovalores de B son {—i,i}. El autoespacio

asociado al autovalor A = —i es el subespacio generado por el vector

. . . . 1
El autoespacio asociado a A =i es el subespacio generado por el vector ( ; )

El préximo resultado muestra que matrices semejantes tienen el mismo poli-
nomio caracteristico.

Teorema 6.1.13 Sean A,B € M, (F) matrices semejantes. Entonces py =
pB-

Demostracién. Sea P € M,, (F) una matriz invertible tal que B = P~1AP.

Entonces
pa=|zl — Al =|P ' (x] — A)P| = |2I — B| = pp

[ ]
En particular, matrices semejantes tienen los mismos autovalores.
Concluimos esta seccién con un importante resultado sobre la independencia
lineal de autovectores.

Teorema 6.1.14 Sea A € M,, (F) y A1,..., \x los diferentes autovalores de A.

1. Si x; es un autovector asociado a \; para cada i = 1,...,k entonces el
conjunto x1,...,x es linealmente independiente;

2. Sipara cada i = 1,...,k, B; es una base de ker (\;I — A) entonces B =
By U---UDBy es un conjunto linealmente independiente.

Demostracion. 1. Supongamos que el conjunto x1,...,xx es linealmente
dependiente. Entonces para algtin entero 1 < s < k tenemos que z1,...,xs es
linealmente independiente pero x1,...,zsy1 es linelamente dependiente. Luego

Tsr1l = 01T1 + -+ + QsTs (6.1)

donde no todos los «; € F son ceros. Multiplicando ambos lados por A obten-
€1mos
)\s—s—lxs-i-l = al)\lxl + -+ as/\sl's

y multiplicando ambos lados de (6.1) por ;41 obtenemos
/\s+1xs+1 = )\erlalxl + -+ >\s+1asxs

Por la independencia lineal de z1,...,z, concluimos que o;\; = Asy105 para
todo j =1,...,s. Sea r tal que a,. # 0. Entonces a. (A, — Asy1) =0y asi A, =
As+1, una contradiccién.

2. Vamos a probar que

ker (A\;I — A) N [ker (M I — A) +--- 4+ ker (\j_1] — A)] = {0}
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para todo j = 2,...,k. En efecto, supongamos que « € ker(\;I —A) y ¢ =
x1+---+2x;_1, donde x; € ker (MI — A) paratodoi=1,...,5 — 1. Entonces

j—1

j—1 j—1
D= N)mi=> Aimi— N Y @i =Az— Nz =0
i=1 i=1

i=1
Se sigue de la primera parte que todos los x; son cero y, por lo tanto, z = 0.

Ahora supongamos que B; = {%;1,...,%;¢,} y consideremos una combi-
nacién lineal

11T+ Ty e QR TRt Qg Ty, = 0

Sillamamos y; = v 1@i1+- -+, i, € ker (\;I — A) entonces y1 +- - -+y, =
0. Sea j el maximo entero positivo tal que y; # 0. Luego

Y; =+ tyj—1 € ker ()\jl — A)ﬂ[ker ()\1] — A) + -+ ker (/\j—II — A)] = {O}
Esto es una contradiccién. Por la tanto, y; = 0 para todo i y asi, a;; = 0 para

todo1 <i<kyl<t<t;. Esto termina la prueba. m

EJERCICIOS

-1 1
M (R), los autovalores y los autoespacios correspondientes. jQué ocurre

si considera a A = ( 23 > € My (C)?

. . L . 2
1. Encuentre el polinomio caracteristico de la matriz A = < 3 > €

-1 1

2. Sea A € M,, (F) una matriz triangular. Demuestre que los autovalores de
A son los elementos de la diagonal de A.

-9 4 4
3. Encuentre el polinomio caracteristico de la matriz A = -8 3 4 | €
—-16 8 7

My (R), los autovalores y los autoespacios correspondientes.

4. SeaT € L (V) donde V es un espacio vectorial de dimensién n. Si T' tiene
n autovalores diferentes demuestre que T' es diagonalizable.

5. Sean A,B € M, (F). Demuestre que si I — AB es invertible entonces
I — BA es invertible y que

(I-BA)'=I1+B(I-AB)"'A
Concluya que AB y BA tienen los mismos autovalores.

6. Sea V el espacio de las funciones continuas de Ren Ry T : V — V el
operador lineal sobre V' definido por

(Tf) (x) = / £ () dt

Demuestre que T" no tiene autovalores.
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7. Sea D € M,, (F) una matriz diagonal con polinomio caracteristico
(z—c)™ (= cp)™

donde ¢y, ..., ¢, son distintos. Sea V = {A € M,, (F) : AD = DA}. De-
muestre que la dimensién de V es d3 + - - - + dj.

8. Demuestre que 0 es un autovalor de A si, y sélo si, A no es invertible.

9. Suponga que A es un autovalor de la matriz invertible A. Demuestre que
A~ ! es un autovalor de A1,

10. Suponga que v es un autovector de las matrices A, B € M,, (F). Demuestre
que v es un autovector de A + BB, donde «, 3 € F.

11. Suponga que A es un autovalor de la matriz A con autovector asociado
v. Demuestre que para todo entero n > 0, A" es un autovalor de A™ con
autovector asociado v.

12. Sean A, B € M,, (F) tales que AB = BA. Sea A un autovalor de By W
el autoespacio de B asociado a A. Demuestre que AW C W.

13. Sea T € £ (V). Un autovalor de T es un escalar A € F tal que
Te =)z

para algin 0 # z € V. Se dice que x es un autovector de 1" asociado a A.
Sea A = [T']; la matriz asociada a T" con respecto a la base B. Demuestre
que A € F es un autovalor de T si, y sélo si, A es un autovalor de A.

6.2. Diagonalizacién

En esta seccién establecemos la conexion entre la teoria de autovalores y el
problema de diagonalizacién.

Teorema 6.2.1 La matriz A € M,, (F) es diagonalizable si, y sdlo si, existe
una base de F™ formada por autovectores de A.

Demostracién. Sea P una matriz invertible tal que AP = PD, donde
D =diag(M,..., ).

Por el Teorema 2.7.12, las columnas de Pkq,..., P, de P forman una base de
F™. Por otra parte, un calculo simple demuestra que

AP,j = (AP),; = (PD),; = \jPyj

para cada j = 1,...,n. Asi, cada P,; es un autovector asociado al autovalor
A;j. Reciprocamente, supongamos que yi, ..., Y, es una base de F" formada por
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autovectores de A, digamos Ay; = A;y;. Sea P la matriz cuya columna j es el
vector y;. Entonces P es invertible y para todo j =1,...,n

(AP)*j = ij = )‘jyj = (PD)*j

donde D = diag (A1, ..., \,). Esto prueba que P~1AP = diag (\1,...,\n). ®

Damos a continuaciéon un criterio util para decidir cuando una matriz A €
M, (F) es diagonalizable, en el caso que el polinomio caracteristico pa de A se
expresa como producto de factores lineales:

pa=(x—X)" (2= Ap)™F (6.2)
donde Aq,...,Ax son los autovalores diferentes de A y my + --- + mp = n.
Para cada j = 1,...,k, recordamos que la multiplicidad algebraica de A;, que

denotamos por ma4 (A;), es el nimero m;. Esto es, maa (A;) = m;.
Es importante notar que por el Teorema Fundamental del Algebra, si tomamos

F = C entonces cualquier matriz A € M,, (C) tiene polinomio p4 en la forma
dada en (6.2).

Definicién 6.2.2 Sea A € M,, (F). La dimensidn del autoespacio ker (A\I — A)
asociado a un autovalor \ de A se llama la multiplicidad geométrica de A y la
denotamos por mga (A).

En general, la multiplicidad algebraica y geométrica de un autovalor son
diferentes.

00
10
por lo tanto, el unico autovalor de A es el cero. En este caso dim [ker (0I — A)] =
dim [ker (A)] = 1. Esto es, mga (0) = 1 # 2 = may (0).

Ejemplo 6.2.3 Consideremos la matriz A = ( ) Entonces ® 4 = 22 v,

Teorema 6.2.4 Sea A € M,, (F) y Ao un autovalor de A. Entonces mga (Ag) <
maa ()\0)

Demostracién. Supongamos que mga (Aog) = r y sea Q1,...,Q, una base
de ker (Aol — A). Extendamos hasta una base

Qla"'vQTﬁQT-‘rla"'vQH

de F™ y consideremos la matriz invertible ) que tiene a (); como columna j,
para j = 1,...,n. Entonces

(Q7'4Q),, = Q7' AQ.; = Q71 AQ; = Q7 NQ; = Aoe;
para todo j = 1,...,r. Por lo tanto

_ Xl B
o= (4 2)
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para ciertas B € M, ,,_, (F) y C € M,,_, (). Se sigue del Teorema 6.1.13 que

(.13 - A0) Ir -B
PA =DPQ-14Q — 0 zl, . —C

Desarrollando este determinante por las primeras m columnas obtenemos que
pa = (x —Xo)" |zI,— — C| lo que prueba que

|
Ahora estamos en condiciones de presentar un criterio para decidir cuando
una matriz es diagonalizable.

Teorema 6.2.5 Sea A € M,, (F) tal que pa se expresa como producto de fac-
tores lineales. Entonces A es diagonalizable si, y sdlo si, mga (\) = maa (N\)
para todo A € o (A).

Demostracion. Supongamos que A es diagonalizable y sea A un autovalor
de A tal que maa (\) = r. Entonces

DY AN
PAP_<O e

donde B € M,,_, () es diagonal y A no es autovalor de B. En consecuencia,

(0 0 .
(M—A)_P( 0 M. —B )P

y asi,

0 0
rgo(AM — A) :rgo( 0 A, . —B > =rgo(Mu—r—B)=n-—r

Se sigue del Teorema de la dimensién que
mga(A) =dimker (Al —A)]=n—rgo(AMl—A)=n—(n—r)=r

Reciprocamente, supongamos que A1, ..., A; son los diferentes autovalores
de A y supongamos que mga (A;) = maa (\;) para todo i. Elijamos para cada
i = 1,...,k una base B; de ker (\;,] — A). Entonces por el Teorema 6.1.14, el
conjunto B = By U --- U By es linealmente independiente. Ademas, el nimero

k k
de vectores en B es > mga (A;) = > maa (N\;) = n. En consecuencia, B es

i=1 i=1
una base de F" formada por autovectores de A y el resultado sigue del Teorema
6.2.1. m
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2 11
Ejemplo 6.2.6 Sea A= 2 3 2 € M3 (R). Entonces
1 1 2
z—2 -1 -1
pa=| -2 x-3 -2 |=(x-5)(z—1)°
-1 -1 z-2

Por lo tanto, el conjunto de autovalores de A es el conjunto {1,5}, maa (1) = 2
y maa (5) = 1. Calculemos ahora las multiplicidades geométricas de los auto-
valores de A. Usando las técnicas del primer capitulo tenemos

3 -1 -1 10 —1
sI—A=| —2 2 —2 |~ 0 1 -2 (6.3)
1 -1 3 )7 \oo0o o

Luego, rgo (51 — A) = 2 y por el Teorema de la dimension, mga (5) = 1. Simi-
larmente,
-1 -1 -1 1 1 1
I-A=| -2 -2 2 ]~[0 00 (6.4)
-1 -1 -1 /7 \o0 o0 o0

y ast, rgo (I — A) = 1 lo que implica mga (1) = 2. El Teorema 6.2.5 nos garan-
tiza que A es diagonalizable. Para encontrar la matriz P invertible tal que
P7LAP es diagonal debemos construir bases de los autoespacios ker (5 — A)
y ker (I — A). De la relacion (6.3) obtenemos que

y—2z = 0

r—z = 0

Luego, la solucion del sistema homogéneo (51 — A) X = 0 wviene dado por los

T 1 1
vectores de la forma | 2z | =x | 2 |. Es decir, 2 es una base de
x 1 1
ker (51 — A). Por otra parte, se sigue de la relacidn (6.4) que
z+y+2z=0
0 1
Luego el conjunto 1 , 0 forma una base de ker (I — A). La
-1 -1
matriz invertible P que buscamos es
1 0 1
P = 2 1 0
1 -1 -1

En efecto,

AP = (AP, ,AP., AP.3) = (5P, Pi2, Pi3)
(Ps1, Py2, Pi3) diag (5,1,1) = Pdiag (5,1,1)
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31 0
Ejemplo 6.2.7 Sea B=| 0 3 1 | € M3(R). Entonces
0 0 3
r—3 -1 0
pp=| 0 z-3 -1 |=(z-3)>°
0 0 z—3

0 -1 0
3[-B=10 0 -1
0 0 O

En consecuencia, rgo (31 — B) =2 ymgp (3) = 1. Concluimos que la matriz
B no es diagonalizable.

EJERCICIOS

2 2 . . T\ 6 —y
1. Sea F' : R — R” el operador lineal definido porF( Y ) = ( S+ 2y )

.Es F diagonalizable? En caso de serlo, encuentre una base B de R? tal
que [F]; es diagonal.

T 2+ vy
2. SeaT : R® — R? el operador lineal definidopor T | vy | = Yy—z
z 2y + 4z

.Es T diagonalizable? En caso de serlo, encuentre una base B de R3 tal
que [T es diagonal.

6 -3 -2
3. Sea A= 4 —1 =2 |.Es A semejante, sobre C, a una matriz diag-
10 -5 -3

onal?

4. Sea A € Mj (R) simétrica. Demuestre que A es diagonalizable.

00 0 0
5. ;Bajo que condiciones es la matriz A = 8 (; 8 0 diagonalizable?
0 0 ¢ O

6.3. Diagonalizaciéon unitaria

En las secciones anteriores estudiamos el problema de decidir cuando un
operador lineal T' € £ (V) (o, equivalentemente una matriz) es diagonalizable,
donde V es un espacio vectorial. En esta seccién nos planteamos el mismo proble-
ma pero con la condicién adicional de que V' es un espacio con producto interno.
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En este caso, es posible elegir una matriz asociada al operador lineal T' € £ (V)
con respecto a una base ortonormal. Luego la pregunta que nos planteamos es la
siguiente: ;cuando existe una base ortonormal de V' de tal manera que la matriz
asociada a T es diagonal?

Definicién 6.3.1 Sea V un espacio con producto interno. Decimos que T €
L (V) es unitariamente diagonalizable si existe una base ortonormal B de V' tal
que [Tz es diagonal.

Esta seccién tiene como objetivo determinar cudndo un operador T' € L (V)
es unitariamente diagonalizable. Como antes, trasladamos el problema a las
matrices.

Teorema 6.3.2 Sea V' un espacio con producto interno, T € L(V) y A una
matriz asoctada a T con respecto a una base ortonormal de V. Entonces T es
unitariamente diagonalizable si, y solo si, A es unitariamente equivalente a una
matriz diagonal.

Demostracién. Sea B una base ortonormal de V' tal que [T]; = A. Si T
es unitariamente diagonalizable entonces existe una base ortonormal C de V' tal
que [T], = D, donde D es una matriz diagonal. Por el Teorema 4.3.9,

D =[T]e = P* [T}y P

donde P es una matriz unitaria. Asi, A es unitariamente equivalente a una
matriz diagonal. Reciprocamente, si A = [T]; es unitariamente equivalente a
una matriz diagonal D entonces por el Teorema 4.3.9, existe una base ortonormal
C de V tal que [T], = D. Esto prueba que T es diagonalizable. m

Definicién 6.3.3 Decimos que una matriz A € M, (F) es unitariamente (or-
togonalmente) diagonalizable si A es unitariamente (ortogonalmente) equiva-
lente a una matriz diagonal.

Uno de los resultados mas importantes en la teoria elemental de matrices
establece que cualquier matriz A € M,, (F) es unitariamente equivalente a una
matriz triangular superior que tiene los autovalores de A en la diagonal.

Teorema 6.3.4 (Schur) Sea A € M, (F) con autovalores Ay, ..., \,. Euxiste
una matriz unitaria U € My, (F) tal que U"*AU = T, donde T es una matriz
triangular superior con elementos sobre la diagonal [T, = \; para cada i =
1,...,n. Ademds, si A € M, (R) y si todos los autovalores de A son reales,
entonces U la tomamos real ortogonal.

Demostracién. Sea z; € F™ un autovector de A asociado a A; y supong-
amos que ||z || = 1. Extendemos este vector a una base de F" y luego aplicamos
el proceso de Gram-Schmidt para obtener una base ortonormal x1,¥s,...,Yn
de F™. Consideremos la matriz U; € M,, (F) que tiene primera columna a x; y



120 CAPITULO 6. DIAGONALIZACION

para 2 < j < n, la columna j de U; es y;. Entonces un calculo simple muestra

que
A *
-1 _ 1
o= (% 1)
donde A; € M,,_1 (F) tiene autovalores Ag, . .., A,. Sea 2 € F*~1 un autovector
de A; asociado al autovalor Ag y supongamos que ||zz2|| = 1. Por el mismo

procedimiento anterior construimos una matriz unitaria Uy € M,,_; (IF) tal que

_ A
Us 1A1U2 - ( 02 /;kz )

donde Ay € M, _5(F) tiene autovalores Asz,...,A,. Sea Wy = < (1) (}) )
2

Entonces U; W5 es unitaria y

(UL Wo) L AUW, = Wy U AU W, = Wyt ( A01 ;1"1 >W2
)\1 *
= 0 X
0 As

Continuamos este procedimiento para obtener matrices unitarias Uy, € M,,_ 1) (F)
y matrices Wy, € M,, (F) para k =1,...,n— 1. La matriz U = UyWy--- W,,_
es unitaria y U~1 AU tiene la forma deseada.

Si A € M, (R) y si todos los autovalores de A son reales, entonces los
autovectores correspondientes los tomamos reales y el procedimiento anterior se
repite. m

Notamos que en el Teorema de Schur, ni la matriz unitaria U ni la matriz
triangular 7" son tnicas, como vemos en el siguiente ejemplo.

1 1 4
Ejemplo 6.3.5 Sea A=| 0 2 2 | € M, (R). Entonces
0 0 3

2 -1 3V2 11 4
vtAau=10 1 V2 el A= 0 2 2
0 0 3 0 0 3

Una primera aplicacion del Teorema de Schur demuestra que las matrices
reales simétricas son ortogonalmente diagonalizables.

Definicién 6.3.6 Una matriz A € M,, (F) es hermitiana si A* = A.
1 2t 1—14

Ejemplo 6.3.7 La matriz A = —2i 2 1+ es hermitiana.
144 1—¢ O
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Teorema 6.3.8 Los autovalores de una matriz hermitiana son reales. En par-
ticular, una matriz simétrica real es ortogonalmente equivalente a una matriz
diagonal.

Demostracién. Sea A una matriz hermitiana y A un autovalor de A. Sea x #
0 un autovector asociado. Como Az = Az entonces z*A = Az*. Multiplicamos
por z* a la izquierda de la primera relacién y por z a la derecha en la segunda,
para obtener

¥Ax = M'z

*Axr = Mo¥zx

Se sigue que A\z*z = Az*z y como z # 0, A = \. Es decir, A es un niimero real.
Para ver la segunda parte, si A es simétrica real (con autovalores reales)
entonces U AU = T, para una matriz real ortogonal U y una matriz triangular
superior T. En particular, UT AU es simétrica y triangular, y, por lo tanto,
diagonal. m
Nos planteamos ahora el problema de determinar cuando una matriz A €
M,, (F) es unitariamente diagonalizable.

Teorema 6.3.9 Sea A € M, (F) con autovalores A1,...,\,. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. A es unitariamente diagonalizable;

2. AA* = A*A;

2 n 9

5 2 lAl] = X P
i,J i=

4. FExiste una base ortonormal de autovectores de F™.

Demostracién. 1 = 2. Si A € M, (F) es unitariamente equivalente a la
matriz diagonal D, entonces U* AU = D, donde U es una matriz unitaria. Luego
A=UDU* y A* =UD*U*. De aqui se sigue que

AA* = UDU*UD*U*=UDD*U* =UD*DU*
UD*U*UDU* = A*A
y asi, A es normal.

2 = 1. Por el Teorema de Schur exite una matriz unitaria U y una matriz
triangular superior T tal que

Aotz tiz o tin
0 Ay taz -+ ton

UvAU=T=| 0 0 Az - s (6.5)
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donde Aq,..., A, son los autovalores de A. Como U es unitaria y A es normal
entonce es facil ver que T es normal. Por lo tanto,

(T* ) 11 — Al/\l ( )11 :TlAl +Et12 + - +Et1n

En consecuencia,
tig=-"=1t1,=0

Anélogamente,
(T*T)gy = Aadg = (TT")gy = ApAa + Tagtog + - - - + fanton

y por lo tanto,
logg ="+ =1t =0

Continuando asi concluimos que T' = diag(A1, A2, ..., An).
1 = 3. Supongamos que D = U*AU, donde U es unitaria y D diagonal.
Entonces usando el hecho de que la traza es invariante por semejanza obtenemos

STINP = Tr(D*D) =Tr(U*A*UU*AU)

= Tr(U*A*AU) = Tr (A*A Z‘ y

3 = 1. Sabemos por el Teorema de Schur que existe una matriz unitaria U tal
que U*AU = T, donde T tiene la forma dada en (6.5). Luego, A = UTU* y
A* =UT*U* y, por lo tanto, AA* = UTT*U*. Se sigue que

>N = Z\ w
Z|/\|+Z|t”|

i<j

= Tr (AA*) = Tr (TT")

n
En consecuencia, |tij|2 = 0y asi, t;; = 0 para todo i < j. Esto prueba que
i<j
T es diagonal.
1 = 4. Supongamos que AU = UD, donde D = diag (\1,...,\,). Por el

Teorema 4.3.7, las columnas de U forman una base ortonormal de C™. Ademds,
A[U],; = [AU],; = [UD],; = U[D],; = Ukje; = A; [U],;

lo que prueba que las columnas de U son autovectores de A.
4= 1. Es claro. m

Definicién 6.3.10 Una matriz A € M, (F) es normal si AA* = A*A
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Es claro que las matrices unitarias y las matrices hermitianas son matrices
normales. También lo son las matrices anti-hermitianas: A € M,, (F) es anti-
hermitiana si A* = —A.

Ejemplo 6.3.11 La matriz ( 1 _11 ) es normal pero no es unitaria, hermi-

tiana ni anti-hermitiana.

EJERCICIOS
1. Considere las matrices
1 1 —i -1+ 3 1-27 447
A = 3 ) 1 1414 , B= 1+ 24 —4 —21
14+7 —-1+14 0 4 -7 21 2
_ 2+ 3 1
c = (%, 1)

Demuestre que A es unitaria, B es hermitiana y C' es normal.

2. Sea A € M3 (R) una matriz normal. Demuestre que A es simétrica o A es
suma de una matriz multiplo de la identidad y una antisimétrica.

3. Suponga que A € M,, (C). Demuestre que AA* y A*A son ambas hermi-
tianas.

4. Suponga que A € M,, (C). Demuestre que A+ A* es hermitiana y A — A*
es antihermitiana. En particular, cualquier matriz de M., (C) se escribe
como suma de una matriz hermitiana y una antihermitiana.

5. Suponga que A,U € M,, (C), A es normal y U es unitaria. Demuestre
que U*AU es normal.

6. Calcule una forma de Schur para cada una de las siguientes matrices:

1 1 1 1 1 1
10 2 1, 0 0 2
1 1 2 1 1 1
7. Dada la matriz
1 —14 -10
A= -14 -2 -4
-10 -4 10

encuentre una matriz ortogonal Q tal que QT AQ es diagonal.

. 2 4 .
8. Compruebe que la matriz A = - ! ) es normal. Encuentre una matriz

2
unitaria U tal que U* AU es diagonal.
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9. Sea V un espacio con producto interno y T' € L (V). Defina

a) T es un operador hermitiano o autoadjunto si T* = T
b) T es un operador unitario si T* = T~1;

¢) T es un operador normal si TT* = T*T.

Sea B una base ortonormal del espacio V sobre F . Demuestre que
T € L£(V) es hermitiano (resp. unitario o normal) si, y sélo si [T],
es una matriz hermitiana (resp. unitaria o normal).



