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NUMEROS REALES

INTRODUCCION

En el presente Capitulo nos dedicaremocs a estudiar el conjunto de
nimeros con el cull trabajaremos : el conjunto do los nimeros reales,
el cudl ser§ para nosotros - &n 12 mayoria de los casos - nuestro con-
Junto Universo.

Nos acercaremos a su estudio de una manera intuitiva¥ Tamboco dedi-
caremos espacio al desarrollo histérico de los distintos sistemas numéricos;
sinembargo para aquellcs que desecen hacerlo se anexan algunos tftulos in-
teresantes tales como el libro de Dantzig y ¢l de Ore.

_ Partiremos del conjunto de los nimeros "que sirven para contar" y luego,
iremos ampliandc nuestrc conjunto nhasta obtencr un conjunto de nimeros
adccuado a nuestras necesidades.

Nimeros Naturales

Con este nombre se designan a los "nidmeros de contar" y 15 repre-
sentaremcs por :

M= (1,2, 3, 4, 5, .....}

Locs puntos suspensivos indican que N es un conjuntc infinito, en dénde
sus alementos sé suceden en l1a manera usual : n, n + 1, (n+l)+1, etc ...

En i sc¢ "defincn” dos operacicnes que tu conoces: suma y productc. Esto
quiere decir 10 siguicnto

Si ae iN y be IN, entonces

(i) a+ bg ¥
(i1) a.. be ™

La "resta", sinembargc, no siumpre ¢std definida en i, asf por cjemplo:
7-7¢ N y 2-54¢ .

Puesto_que restar es una necesidad muy antigua fué nccesario "agregarle"
a N el cero y los negativos de los naturales; es asf come s¢ forman los

Nameros Enteros :-

Definimcs :

2= {......,-3,-2,-1,0,1,2, 3, ....}

* Para un estudic formal se puede consultar “Foundations of Analysis" de
E. Landau.
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La letra Z proviene de 1a dnicia 1vde_1a palabra Zahl que en alemén
quiere decir : nlmero. S . R '

Como es de suponer NCZ y, por 1o tanto, suma y producto estén de-
finidas en Z (ademds de la resta). -
A menudo aparecen nctacicnes tales como Z y. 7 La primera de
'el]as se refieré a] conjunto de Tos enteros positivos. ( N) y 1a segunda
7, denota ar con untc dc 105 Dn.eres negat1vcs.: E1 cero.no. pertenece
mi a ba ‘wia 7. ‘ ) : ‘

Una nueva deficiercia en Z 1levd a ampliar tal conjunto.:.en. Z nc siempre
86 pcsible hacer Te divisitn; asi 8.+ 2.si tiene so\uc1on en Z. (que ya
‘tgabes: os 4) péro, pﬁr LJemp]o 8: 5 o 7— 3 .ho 1a tiene. (esto es :

‘%C'Zly%él)

L A A

Ndmeros Racionales

PO

E1 conjunto de nlimercs racionales estid formado por aque]]os numeros

de la forma g en GCﬁd; a y b son numeros enterns y b no es e] cero.

Ast
Q =1t /aE‘Z,bE Z.b#3Q
_IMPORTANTE : Recordar que. la divisidn por cero NO TIENE SENTIDO..

NOTA : L3 Tetra Q con que s& denota el (onJunto de 1os rac1ona1es
prov1gne de l1a paiabra inglpsa Quotient : c“c1ente

Ahora tenemes que N Z y ZC G, por 1o que en Q quedan de-
finidas : suma, producto, resta y divisidn.

Por 1o que hemos hechc, el conjuntc de los racionales, Q, tiene como
elementos a todos lous nimercs que conccemos hasta ahora. Por ejemplo

<+ 8 .pucde escribirse como %g~ & - E%g-, etc....
; 3 H 11 " _15 é 21
= . . . , - . 5 Co ?/‘ ’ etC...
| n‘ H u‘ 9_ FS “ 0 o
0 7 9 B" s et\,.... .
0’5 1] H f 1 (‘;

3
g ,etc.‘..
)

0,3_‘ i ' W "

Wi
(@)
[
o
-

ete....
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Observaciones

a

1. Una fraccién, b, s¢ dice que es irreducible si no existern divisores
comunes (distintes de 1) entre el numerador (2) y el derominador (b):
en casc contraric se dice que la fraccidn es reducible.

Asi, por ejomple

%-es reduciblc pues 2 cs divisor comin de 6 y 4.
%% as irreducible ....... ¢ por qui?

2. Hcmos escrito en nuestro ¢jemplic una barra sobre ol tros, esto es:
0,3. Tal notacidn quiere significar que el tres se rcpite indefini-
damente : 0,3332333 ....

Asi, por cjemplo 2,545454 ... puedc oscribirse 2, B4,

E1 digitc - o grupo de digites - que esta bajo 1a_barra _se 1lama
eriocdo del decimal, por 1c¢ que decimales como 0,3; 2,54; 0,6 ; etc
se llaman :

decimales periddicos

Un hecho importante en el conjuntc £ es el siguiente
(i) Todc nGmero racional puede escribirse come un
decimal racional.

(ii) Todo decimal periddict es una expresién decimal
de un ndmero perildico.

"1

| =

Problema 1 : Determinar 21 pericdc de

&

Solucidén : Comc se sabe %—= 0,25, as decir : 1a divisidn
es exacta. AsT que podemos considerar que %—=
0,25000 ... & T = 0,250.
d

ecimal comc 0,25 se  1lama decimal exacto
y se ocmite escribir su pericde : O.

Eiercicios

1. Determina cudles de las siguientes fraccicnes son irreducibles
y escribelas como tales en caso de ser reducibles.

() § () § () 2 (q) %2
o 2 @ 2 (1) 5 () "%
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a
2. Sean dos ndmeros racionzles B Y ¢
Entonces

o

<=> 2,8 = b.d.

T

LCudles de los siguientes pares de nimeros son iguales :
3,2 2,6 52 2,6
() Y20 (&) 7Y () WYT () FYTE

3. Determina ol perfode de los siguientes ndmeros. Usa la
notacidén acordada. '

(a) 2,5312531253 .... - {c) 0,325... (¢) 5,2313131...
(b) 73,2525252 ... (d) 5,6665... () 27,283333...
4. Sean g-y’f-dosvnﬁméros racicnalies con denominadoréS-positivos.

'Entonces%-< %<==> p.S. < r.q,

Muestra que les siguientes aformacicnes son ciertas :

.

LN

(a) %g-< %- (b) €§-< :% (C) - < 0,45 (d) 095< 0351

Densidad de (

E1 Ejercicic 5 de la seccidn anterior nos introduce en una carac-
teristica muy particular de 4

.

. 4
Decimos. que p.ej.. £ borque es clarc que §-<A§
3 N

. L ’ 3
y que‘?-<.é~ 16 que usudlmeate se escribe
. L4

i

Ry

cmtpn &
gntre 3 Yy

(%

P S
<

>

<

«
~

L3 e

25
_S.

wijry

En general diremos cue : "Dados a, be Q existe ce Q tal que

a< ¢ < b

que traducido al lerguaje cotidiano nos dice

"Si tenemos dos nimercs racicnales tan préximos como queramos
siempre es posible encentrar otre nimero racional:-que esté
entre ambos."

Por esta razén se dice que Q es denso.



Problema 2 :  Encontrar dos nimercs racionales, x ¢ y, tales que

a<x<y<b.; dados a =%,b==%
S : . l + l .
+ » ' - o o+ & n -
Solucidén : Bastard hacer y = = 5 2 =4 5 < =u%
. 1 3 1 .
ara teoner qué +~< < 5 8 a< y< 5.

icic encontrar x, tal cuc

Se deja como ejerc
2z heche 8ste so t;rdr; que

Q< X<y; uha v
a<x<y<b,

NOTA :Observa quc en 7 nc existe esta "propicdad
dc densidad™. AsT, entre 2 y 3 no existe
ningln entero.

1‘Numeros Irr*c1onﬂlgs

Pur muchs t1smpo s¢ pensS que 10s nldmercs racicnaloes "agotaban®
todos 1os ndmeros posibles : con elles se podia sumar, restar, multi-
plicar y dividir, ademds de tener la propiedad de dens1dad

Alrededor del afic £10 A.C. un hecho consternd a 19 cjmun1dad
matemdtica griega cuando la Escuela Pitagérica se encontré ante
un problema irresoluvic (e solucidn parec1a conducir & una "irra-
cicnalidad"™)..

E1 problema surgié al tratar de encontrar ol valor de 1a hipo-
tenusa ¢ de un triingulsc rectdnguic cuyos catetos tenian pcr longitud
a la unidad. -

2_ 2 2

La "irracionalidad” consistia
en que ¢ste nameroy 2, no podfia
expresarsc como 12 razdn de dos

entercs ;. a .
T b # 0. *

* Una demonstracidn de la irracionalidad dc /2 va mis a]]a de los objetivos

de nuestro curso, si bien puede encontrarsec en varios textos de Analisis.
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Este probiema - junts con otros similares (come el de la “cuadra-
tura del circvlc, " etc) - 7Ll dejado a un lado por los griegos

y hubc que esperar
a reconocar y usar

ﬁs'ﬂ's"

/3
Una caracteristica
representacidn dec’

3

hasta que lcs Hindles y Arabtes se dedicaran
estos numercs como tales

2 etc.

de esos "nimeros irracionales" es que en su
mal nc hay neriodo, Asi

V2

1

—t

©
f.a

posy

WO 3
N W
-

tc.

AsT surgid un nuevo conjurto de nimercs: aquellos que no tienen
una representacidn decimel periddica; y se lc 11am6 conjunto
de numeros 1vracionales y se denota por la letra

I
Observacidn

De 1o dicho anteriormente, estards de acuerdo enque Qe I son
conjuntos no comparasles; mds ain: son disjuntos, es decir :

QNi

7
Ejercicio
Completa ias afirmeciones siguientes

a) Si x es un decimal periddico. entonces xe

b) Si x es un decima’ no periddico, entonces xe

Ndmeros Reales

¢ ¥

Llamaremos, a 12 unidn do
reales. Esto es

j vd el conjunto de ndmeros

R

Qud

Este nuevo conjunto, R, nos scrvivd para casi todas las ne-
cesidades que niantea un Cuiso de z&lculo crdinario. '
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Simbé1icamente podemus hacer 1a siguiente representacion :

' conjuntc de 1
'R: nimercs reales

!
1

|

QeR TCR

Q: conjunto de

]H . conjunte de
ndmeros racicnaie

i nimeros irracionales

L.

2<Q

ve

7 . conjunto de i
nimercs entercs |

NCZ

.conjunte de , j
- “nameros ‘naturales

NOTA : En R se definen 12s operaciones ya conocidas. Para una
' visi6n extremadanente sintdtica de los axicmas Yy princi-
pales Tecremas reiativos a las operaciones en R Se remite
al lector al Apendice anexo al final del Capitulo. Se supone
que son conocidas las regias elementales del algebra de los
nimeros reales, por esta razdn no se las incluye aquf.

Ejercicics

1. Identifica los siguientes nidmeros como : naturales, enteros,
racionales ¢ irracionaies. Recponde corsiderando el menor
subconjuntc al cudl pertenece : N Z CQ CRy O CR.

(@ 2 {0 (a2 (9 (1) o8
(6) /& () -397,57 () £ (h) /Zen () §

2. En los siguientes ejzreicios detewmineg cudl.es verdadero y
cudl es falsc. In caso de ser falso, dd la respuesta cor-

recta.
“

(@) S ={x/x" =17 xos unniseropar} - =8
? L

(b) P = {x/x" =1"x 25 ur nirere impar} =@

A

(c) A {(x/x° 5 6x+ 9 = O = {-3}
(d) {x/xe®p O L/x"-1 =060 =¢
() RAT =9 (f) WI =9 (g) RCZ.(hY WCZ

I



3. Considera qua R eos 2l congurto Universal y resuelve
10 siguiente

(&) INNG= () My g = ({

c) (Qnm)-=
(d) {a} = (e} G= (d) I =

Numeros Complajos

Paveceria que vcn @) coriunto 2 nimeros reales se agotaran
todas Yas posibilidades, {En rea]f“n” 0=r3 nuestro curso - y
salvy en 1a resc?u:i@n de ciertas acuacio polindmicas - nos
basta con los nimercs rasies),

Sinembargo czevca de 1540 apaiece uvn nuevo tipo de nidmeros:
Tos “niimeros compiejos™. “os cuales requiricron de 200 afics antes
de aue su uso fuera corrients.

Tales nimeros aparecievon or 1a sclucidn de ccuaciones tales como:

,v24 i o~ D (1)
. Vi ]
lc que implicatz e .
Pero se sabe que pa.a nyzlouie- nﬁmewo roaal x, su cuadrado siempre
es positive a cero. Do modo sue ta couvacidn (1) no tiene solucisn

en R.

Por esa razdn fud nucasaric cxrarair ol conjunte de Tos nimeros
reales parz intiuic nimaros cuvss Juadradcs fueran negativos.

ET nuevo ceajunin dobaris retenor, tanty oo fuera nosibie, las
propicdades usuales ‘e
De esta manera <2 idearon Yo PIENYS ¢ CutDiajos ¥y cuyo conjunto
se dencta por €

pud S

Un nimero compicjo s vne =o° que puede oscritirse de 1a forma
a + bi, dornde 2,b = y 1a ;3e‘r1 i reoresenta a la unidad
imaginariz; i es wal -

AsT, 1 -3ieC vy v2 - mic €. Puesic que a + 0= ae C ,
entonces para todo pimerp yeat a, st tiene gue acg
Estc es :

n
< W
D
P

H
fa e

RC O

El siguiente diagvema nce muestyz Jes Zistintos sistemas de
nimeros que heros descri®o.



Por 1¢ que se tienc la siguicnts relacidn 1 KL ZCQCRC C.

Ejercicios

1. Completa las siguientes afirmacicnes
() Si U = Z, entonces N~ = .
(t) si U = R, entonces Q° = .
(¢) Si U = € , entonces R™ = )

2. D1 cual dc las siguientes proposiciones as verda-dera y
cudl =s falsa. Explica per qué si es falsa.

{a) 3¢R (c) 2ie R (e)we R (g) oec
(b} -3, 2% &K (d) 4¢eC (f) V<7e R (h) /2¢ R.

Aclaratoria @ Volveremes chera a nuestrc conjunto de nimeros
rcales, R, para estudiarlc on més dotalle.
Al final del presente capituls regresaremos a
estudiar mejor el conjunts de 1os nimercs com-
plejcs . @



UNLVoRSaLaib Lo
FACULTAD DE CIENCIAS
AMENTO MATEMATICAS

DEPART!

IT.-

o ot
we

MERIDA

CRRESPON

aed

Dr

Vo Las LS

- -
MCLA BIUNLVECH

Vistcs 1lo

vamos a IR

cug prepleda

P

E?z, sep

como el conijunto

>

o

N

DEFINTCION

2iz

Hel

O,

e

Y
or

.

1

1.1,

Lo

. .L~
intos con

e
+

rLCZTA REAL

Juntos de nldmeros ue

rzmes un estudio
S, [ara .o
1 *tener una

Dos conjuntosz,

biunivoca

(o u

o P ]

n0-a@--uno !

ST A . e

a2 puntos

by

dice gque eztdn en coL

iy

o
et

0.0

Biunivoca).

-y,

le corresponde uno-y solo uic- elemento de T

a cada elar

mento de T le corresponde unc- v colo uno- elenernto

PROBLEMA

3

Dados 1os conijuntos

= Ya, v, or 3 T = {1,
1,
T en ura cor condencia Hiunivoce
tre Sy Vo jPornué?,

cer 1o mismo ent:

Hay wvarias maneras en que

biunivocamente; una d

Es decir:

A

®

agociancs

1"

20T

N
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Es claro que, por la Def. 1.i., S y V no pueden ponerse en

tal correspondencia pues tienen distinto ndmero de elementos

La idea de correspondencia biunivoca *iene especial importan
cia para ccnstruir "la recta real” pues asociaremos con cada
nmero real un punto -y solo uno- de la recta, y a cada punto

de la recta le asociaremos un Unico nimero real.

Comenzaremos tomando sobre una linea recta un punto cualquie-

ra y lo considereremos el origen: "0". Luego seleccionamos -

una unidad arbitraria y marcamos, scbre la recta, los puntos
correspondientes al con-
junto de los nlmerocs cnte

Y, ros, teniendo en cuanta co

N

N

locar los enteros positi-
ves a4 la gBierecha del cero
7 1los enteros negativos a
1a 1zauierda del cero.

3 7 T ihora, en el espacio res-

~
V/P / V4 .

, \ , y . ¥ tante 3e colocan los nime

¢ ' =

roc racionales (que son -

fracciones de utnidades).

Como sabemos, Q es denso; sinembargo quedan "huecos" en la rec

ta que deben ser "llenados" por los irracionales (w, v2, V3, e,-
-n/2, etc. . .). Ahora nuestra recta estd completa.

La correspondencia fundamental entre el conjunto de los nimeros rea

les, R, y el conjuntc de puntos de la recta es la siguiente:

(i) A cada nimero real (racional o rrracicnal) le correspon-
de uno, y sélo un, punto de la recta, ¥

(ii) Cada punto de la recta representa un Onico nfimero rezl

OBSERVACIONES

*Al conjunto de nlmeros reales a la derecha del cero se lo lla
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**DEFINICION 1.3.

Sean a, b € IR . Entonces:

a > b <=> a>b v a-=2>»s
Similarmente:

a<b<=> a<b v a=b

Asi, por ejemplo,

cierto que:

@
9]

2 < 2 pues se cumple: 2 = 2

2 > 2 1 1 " . 2 = 2
2 < 5 " 1" 1" 2 < 5
EJERCICIOS.
1.- Decir, y explicar porqué, cuiles de las siguientes afir

maciones son verdaderas y cudles son falsas.

a) m< Y3 o %_i % e) 3> 371 g) % = 90
b) V2 < Y7 A 4 > 0 £) 23 > 273 n) w = 3,1416.
2.- Escribir las negaciones de las relaciones dadas:
a) "Mayor que" c) "igual que" e) "menor o igual que"
b) "Menor que" d) ''mayor o igual que"
ALGUNAS PROPIEDADES IMPORTANTES DE LA RELACION DE ORDEN
Sean a, b &€ R.
1. Si a>b ~"'b > ¢ entonces a > c (transitiva)
2. Si a > b, entonces a + c x 5 + c (aditiva)
3. Sia>b . ¢ >0, entonces ac > be (multiplicacién por
un real positivo)
4, Sia>b . ¢ < 0, entonces ac < be (multiplicacién por

un real negativo)

T emIedt A
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IMPORTANTE: En una desigualdad el sentido de 1a mi
cambia si se multipiica ambos t&rmincs por un niiner
vo.
Por EJEMPLO: 8 > 2 | gi multiplicamos per -3

nos queda: (-3} 8 =-24 < - B = (-3)2

EJERCICIOS

1. Completa
al 2 <
b)Y V2 <
c) 5 <
d) a =
e) x + 5
) x> 3
) - X <
) 1 - x

Z. Las

plica en

nicicnes

a) 3 >

b)

c) -a

da X >

e) 1 >
a

f) 0 <«

g)

INECUACIONES

la

cadin caso 1 por

implicacién llenando el espacio en

R 20 =
==> a3 - L z
7 ==> ¥ M_______z
—=> 2y ____E
S K R 5
2=z . 1

Sigiilerntes

Priimacicnas son vargaderas o f

que. (usa para oile

dacdas y/o un cecntraciemplo’.
5 <=> /2 : 3
-D <= o > 2
-C <===> a > o
N <z==> bie > M
1 » ) .
<== ;‘\ s bl H -
B l==> a < o {a F 3) b T ]
4 - 2
a < l <==> a > a
2
1 <==> 3 < a
TTrim o vormivyes o = B 3 .1 N N n

blanco:

alsas.



~)17-

lo que se conoce como una ecuacidn, la cual se satisface

para determinado(s) valor(es) de x.

. b
En nuestro caso!si % = = .,

a

Consideraremos aqui desigualdades del tipo:
ax < b cx > d, ete.
Las cuales se satisfacen para ciertos valores de x.

Tal desigualdad considerada con respecto a los valores que

adopta x se llama inecuacidn.

PROBLEMA 5.
Sea la inecuacidn P(x) : X < 7
a) Dar tres nlmeros reales que satisfacen P(x).

b) Dar tres nlmeros rcales que no satisfacen P(x),
SOLUCION:
a) 1y - 1033

b) 832532

¢Puedes dar otros ejemplos en (a) y en (b)?2

PROBLEMA 6.

Sea la inecuacidn P(x): x - 3 < 2 (Para qué valores de x

(x € R) se cumple la desigualdad?.
SOLUCION:

x - 3<2=> x-3+3< 2+ 3 (Por Propiedad 2)

es decir: x < 5,

Por lo tanto P(x) es verdad para todo %, X < 5

Usando la notacidén de conjuntos, el conjunto solucidn seri:

S={x/ xeaR .x<5%
o mis corrientemente (si entendemos que x es un némero real)

S = {x/ x < 5}
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PROBLEMA 7. Representar sobre la recta real los conjuntos

de nlmeros que satisfacen las siguientes desigualdades:

a) -2 < x < 2 (se lee: "x es mayor o igual que -2 y me-

nor o igual que 2").

b) - 1< x < 3.

SOLUCTION

a) e
-2 O 2

b) CP VAT T A A A AA A D

- ) X

En (a) los circulos sombreados en los extremos, -2 y 2, signi
fican que -2 y 2 pertenecen al conjunto deseado.
En (b) los circulos vaéios, en -1y 3, indican que -1 y 3 no

pertenecen al conjunto deseado.

PROBLEMA 8.7

a) Resolver la desigualdad
3x - 4 < x - 8
SOLUCION:
3x.— b < x -8 => 2x < -4 6 x < -2 (multiplicando por %
en ambos miembros)

Asf que S = {x | x < -2}

Geometricamente esto se representa asi:

IO IVINIIISIDIIIY &
QKPI77PT77TTy 77777 > T

+
—z -\ O

b) Resolver: x - 7 < 3x - 2

SOLUCION: Xx -7 < 3x -2 => -2x< 5 ahora multipli-

o ot

%> -

)

cando por -



NOTA:

-19-
Hemos multiplicado ambos miembros de la desigualdad por

un n@imero negativo por lo tanto EL SENTIDO DE LA DESIGUALDAD

CAMBIA.
Asf que S = { x/ x > - % geometricamente:
S
b
/
ol ot bk
-5, 0

c) Resolver: (x - 3)(x - 7) < 9

SOLUCION:

Sabemos que el producto de dos factores es negativo si y solo
si un factor es positivo y el otro es negativo. Por lo tanto

»

tenemos dos posibles soluciones:

(x -~ 3) <0y (x~-7)>0 6 (x-3)>0 vy (x - 7)< 0

. CASO 1.: (x = 3)<0 y (x=-7)>0

Aqui tenemos que debe ser: x < 3 y x > 7, y puesto que estas

condiciones deben satisfacerse aimulténeamente para x tendre

mos la interseccidén de dos conjuntos (¢Por qué?)

(x{x<3}N (x| x>71)=¢

CASO 2.: (x=-13)>0 y (x - 7)<o0

Por un razonamiento anidlogo al anterior tenemos que:
X >3 yv x<7

esto es:
x| x>33IN{x|x<7}={x]3<x<7}

La solucidn del problema vendrd de la unidn de estos dos

resultados (caso 1 y caso 2). (¢Por qué?)

Tendremos:
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Geométricamente:

[ Fan L o
na Or 77T
9] 5

EJERCICIOS

Resolver las siguientes inecuaciones. Escribe el conjunto

solucidn y represdntalo sobre la recta real.

+
a) 2x > 5 d) X 3 1 > -5
o]
b) 2 - x> 8 e) X E 3,
-2
c) 2x + 3< 5+ x

SUBCONJUNTOS DE IR: INTERVALOS. OPERACIONES

CONJUNTISTAS CON INTERVALOS.

Como se pudo apreciar en el Gltimo problema (# 8c), resolver
inecuaciones en R algunas veces puede resultar engorroso si
se usa la notacidén conjuntista. Por eso presentaremos una -
manera abreviada de representar ciertos conjuntos de nimeros

reales.

*DEFINICION 1.4. {intervalos)

Seaa<by ae€R, beg R, entonces podemos escribir:

REPRESEATA CIOAD .
1. (a,b) = {x | a < x < b},

Ottt oty O
a3 b {a,b)
2. {a,p] = {x | a < x < b}. oot e i
4
3 b [a,b]
3. [a,b) - {X | a _i x < b} . Ll fohfo ol ’/‘/1/'1

a b [a,b)
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4. (a,b] = {x | a<x< b}). et 4 oyl
e b  (a,b]
5. (a,=) = {x | a <x} e o e e e
a3 (a,»)
8. [aaoo) = {X l a _<_ X } - QL-'J,LI.’/“/ ’:',7’//,/,1 {zrr/'//’,'l’J >
A [aam)
7. (" w,a):{x I X < a } - P75 ITIPIIII N
» ~ 4 7 NS
= (-» , a)
8. (e=sa] ={x | x<a} . e
& (—°°,a]
4
9, (~2,2) ={x | x es un nlmero reall}
:{X 'Xe IR} . <= L —
g o (- @ LY °°)
OBSERVACIONES

Los nfimeros a y b se llaman extremos del intervalo.

Un paréntesis-(;)- indica que el extremo no pertenece al in-

fervalo.

Un corchete -[;] - indica que el extremo pertencce al inter-
valo.

Los intervalos: (a,b) ; (a, @) ; (-», a) y (-», ») se llaman
intervalos abiertos

Los intervalos: (a,b] ; [a , b)Y, [m, =) v (i« al se llaman

intervalos semi-abiertos (8 semi-cerrados)

El intervalo [a , b] se llama intervalo cerrado.

Los simbolos «, - ©® no representan nfimeros; son solamente
notaciones abreviddas para intervalos dados.

Se leen respectivamente: "m&s infinito" y "menos infinito"

EJERCICIOS
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conjuntos:
a) A ={x | - 5x < 3} d) D= {x | xe R}
B) B={x | x>2} e) E= {x | xeR"}
e) C = {x | x < -3/4} f) F= {x | x GIR;}
2.- Escribe, usando la notacién conjuntista, los siguientes
intervalos:
a) (0, 2] ey [- 5, 4]
b)Y  [2 , «) d) (- 1/3, 5)

3.- Representar sobre la recta real los siguientes conjuntos:

a) A= {2, 3, u, 5} c) C = (-3, /3)
bp) B = [2, 3] d D={x] x> 0}
- H
e) E = [2, + ) £) F=[3, 1] =
L.~ Escribe por extensidén el conjunto de los niimeros enteros

que pertenecen a cada uno de los intervalos dados:
a) (-2, W b)) [-2, 8) o) (-2, 4] @ [-2, 4]

5.- ¢Serd cierto que {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} = [1 s 7]? Expli

ca.

OPERACIONES CONJUNTISTAS CON INTERVALOS

Puesto que los intervalos son conjuntos, podemos efectuar con
ellos las operaciones de unidén, interseccidn, etc...

Veamos un ejemplo.

PROBLEMA 9. Sean los intervalos : A = (1, 8) ; B = [-2, u];

C=(5,® ;3 D= (-, 3]

Lo
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Determinar los siguientes conjuntos y expresarlos como inter

valos o unién de intervalos.
a) AUB b)) ANB c) (BUDY N A a) A

SOLUCION: las graficas de A, B, C yv D son:

(5 \WLaLl sy ot YXTIITITY nsf
B: ,
R i ac s oo 22 L S ST
-2 0 H
C: + O//,1//7[7/,//’11 v
0
D: WA DIPINEVEDWIIIINY
T72 777D 4 LA
9]
Entonces:
a) AUB = (1,8)N[-2,4] = [-2,8)
b) ANB = (1,8)N[-2,4] = (1, u)

c) (BUD)NA; para ello hacemos primero
BUD = [-2,4] U (~=, 3] = (-=, 4] y luego
(BUDINA = (-=, 4] () (1,8) = (1,u4]

d) A' =R - A

R - (14 8) = (- ©,0)- (1,8) =

(- w, 1] QU |8, =)
SUGERENCTIA: Dibuja la grédfica en cada caso.

EJERCICIOS

Efectfia las operaciones indicadas y dibuja el grifico corres

pondiente al conjunto de puntos que representa:

a) (2,51 O [3,7] ¢) (-, -5)’
b) (==, 1) N [-1, a] a (2,80 [-6, 2]

Ahora vamos a resolver algunas inecuaciones utilizando lo

que hemos aprendido para presentar el resultado con la nota
cidén de intervalos.
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PROBLEMA 10 Encontrar el conjutno de nimeros reales x, que

satisfacen la siguiente desigualdad:

2 + 5 < x + 10

SOLUCION:

2x + 5 <Xeupn => 2x <:®R + 5

luego 2% - x < 5

esto es x < 5

Asfi que S = ( - ® , 5)
PROBLEMA 11. Resolver la siguiente desigualdad compuesta.
2 < 5% - 3<7

SOLUCION.

Agregando 3 a cada miembro de la desigualdad tenemos:

2+ 3 < 5%x-3+3< 7+ 3

5 < bx < 10

multiplicamos ahora cada miembro.de la desigualdad por %

nos queda que:

Asi, que s = {%, 2).

PROBLEMA 12. Resolver la desigualdad:

(x + 2)(x - 1) > O
SOLUCION, Esta desigualdad se satisface si ambos factores

tienen igual signc, es decir 'si:

(x + 2) <0y (x-1) <0

O

(x +2) >0y (x -~ 1) >0

. &
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Entonces tenemos dos casos.

CASO 1: x+2>0 v x-1>0

Aqui vemos que : x > - 2 y x > 1 (%)
5 Lo . . ¢ - R
Ambas desigualdades en (*) se mantienen si x esti en el inter

valo (1, =). Observa que en realidad estamos encontrando la

interseccién:

(-2, ») N (1, «) = (1, =)

CASO 2: x+2<0 y x-1¢<0,.

En este caso tenemos:

x < -2 y x <1, ambas desigualdades se
mantienen en el intervalo:

( - o, -2) ¢Por qué?

La solucidén vendri de la unidn de los resultados de los dos

casos:
S = (1, ®) U (-», ~2) (¢(Es &ste un intervalo?)

su representacidn es:

2L LLLL L . Vavyi Lol i L
::::: gavs Acaamare o e oo e

=7z ) i

PROBLEMA 13. Resolver la desigualdad:

SOLUCION Sea (*) la desigualdad dada.
Para resolverla deseamos multiplicar ambos lados de (%) por
(x - 4), sinembargo debemos notar que el sentido de la desi-

gualdad cambia si X - 4 es negativo y se mantiene si x - 4

es positivo. Asf que debemos considerar dos casos:

(x = 4) >0 y (x ~1U4) <0
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CASO 1: X -4 > 0, es decir : x < 4

Multiplicando ambos lados de (*) por x - 4 tenemos:

X > 5 (x - Y4)
O X >5 %x - 20 , de donde

-Ux > - 20 y

X < 5 (justifica cada paso!)

Asi que para el caso 1, tenemos como solucidn al conjunto
de todos los nlmeros reales tales que:

x>’4‘,a‘x<5

es decir: 4 < x'< §
luego S1 = (4,5)
CASO 2: X -4 <0, es decir x < i

De manera similar de (*) tenemos que:
®x < 5(x - 4) ¢por qud cambia el sentido 1a

desigualdad?.

o x < 5x - 20
-bx < 220 , de donde
X > 5

La solucidn para el caso 2 estard representada por el conjun

to de nlmeros reales que satisfacen:

X< b v ®x > 5

Es claro gque no existe ningfin nfimero que satisface tales con

diciones simult&neamente asi que:

De los casos 1 y 2 conluimos que el conjunto solucidn es:
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wn
1
w
C
wn
1l

(4,5) U ¢ * Luego:

EJERCICIOS

En los siguientes ejercicios, resuelva la desigualdad y repre
sente el conjunto solucidén, S, con la notacidn de intervalos

o

Efectle una representacidn grifica de S.

1.- a) 2x - 3<5 ¢) 3% - 2 > -2x + 10
b)Y 7x - 4 < 4x + 11 d) - 2x >68
2. - @) (x-3(x*8 <0 o 7-2<12 (x40

b) (x

2)(x + 3) > 1 @) —E— < _ 2 (x % 1)

" VALOR ABSOLUTO DE UN NUMERO REAL

El "valor absoluto" de x, denotado por |x| es un concepto

importante muy usado en el estudio de desigualdades.

' DEFINICION 1.5.

Sea x un nimero real, entonces, el valor absoluto de x es:

( %, si x

v
[on}

b

x| = l -X, 81 X < 0

Aclaremos la definicién mediante un ejemplo.

PROBLEMA 1u, Encontrar los siguientes valores absclutos: . ..

a) |71 5 b)Y |o] c) {-2]

SOLUCION :
a) |7| = 7 puesto-que x = 7 > 0 (ver definicidn). Es de- ..
cir: el valor absoluto de un nfimero positivo es posi

- tivo.
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b) lo]

1]

0. E1 wvalor absoluto de cero es cero.

i

) |-2] ~-(-2) = 2. El valor absoluto de un nimero nega-
tivo es un nimero positivo.

OBSERVACIONES

(i) E1 valor absoluto de un nimero es siempre positivo con
una excepcidn: el valor abscluto del cero es cero.

(ii) Ahora sabemos gue, p.ej, |3} = |-3| = 3.

Si obervamos la recta real, se aprecia que 3 y -3 son

equidistantes del cero.

Asf que, geométricamente el valor absoluto de un nfimero

x es su distancia desde el cero, sin importar su direccidn.

e 1731 S i3l
-+~ -+ +
-3 D 3

(iii) En general |x - y| denota la distancia entre x ey
sim importar su direccidén. Entonces serd igual la dis-

tancia de x a y que de y a x3; esto es:

lx - y| = |y - x| (¢por qué?)

'é——-s‘y —» v TR
= \x-wl T {x-y)

X Y 4 X,
Algunas propiedades sobre el valor absoluto y que deben
ser recordadas son: |

PROPIEDADES. Sean x, ¥y € R *

1) Si a > 0, entonces |x| < a <=> -a<x<a

Graficamente:
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2) Si a > 0, entonces [x| > a <=> x >a o %< a.
graficamente:
Z, /J,/,//,A;A — e, W
-G o I8
(ixl2a)
D lxl z Iyl <= xcy & x = oy ,
L) l%,v] = |x] . |y| (en consecuencia: |%! = :5! .y 0
¥ Yi

Estas cuatro propiedades se ejemplificarin en 1a resolucién

de las’siguientes igualdades y desigualdades:

PROBLEMA 14 Resolver las sigulentes igualdades:

a) |x = 3] =4 5 B) |22 - 3] =3 c) |2x -~ 1] = |5x + 9
SOLUCION:
A) |x - 3] = 4. Para encontrar el conjunto solucidn, S,
debemos considerar dos casos:
x-3 > 0 y %x-3<090
CASO 1.
X ~-3> 0 => |x-3] =x - 3
luego x - 3 = 4
v X = 7—
CASO 2.
X - 3<0 => Ix - 3] = - (x-23)=-x+ 3
luego - x + 3 = &
vy ox=-1
S = {“19 7}

B) |2x - 3] = 5.
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Nuevamente se consideran dos casos:

2x - 3>0 y 2x - 3 <0

Asf: |2x - 3| = 2x - 3 & |2x - 3] = -2x + 3
1o que nos dgja las dos ecuaciones:
2x - 3 =5 é -2% + 3 = 5
2x = 8 -2y £ 2
®x = U x = -1 .
. s = { -1, 4}
c) l2x - 1] = |5% + al Usamos la propiedad 3 que nos dice

que:
2x - 1 =5x+a 6 2x -1 = -(5x +9 )
luego -3x = 10 7x = -8
- .10 . _ 8
X 3 x._..._7.
s = { - 10 , - 8 }
3 7

PROBLEMA 15.7 Resolver las siguientes desigualdades:

A Ixl <2 5 B |x-2] <1 5 @ |x|>2 D) |x- 3>

SOLUCION. -
a) =] < 2. Aplicando la propiedad 1, tenemos que:
x| < 2 <=> -2 <x< 2.
esto es: S = [—2, 2]
Graficamente:
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b) lx - 2] < 1. Nuevamente,
de donde, 1i x < 3

Asi, S = [1,3]

Graficamente:

R i D e R o —

0 3 z
c) |x| > 2. De la propiedad 2 sabemos que
x| > 2 <=> x > 2 5 x < -7
Por lo tanto S = (-w, -2] |2, + =)
Graficamente:
gt s e 2 - - e e
-2 2

d) |x - 3] > 1.
Como en (), |x - 3]> 1 <=>%x-3>1 & %x - 3 < -1
luego x > 4 & X < 2

Es decir S = (- , 23 U (1, + o

Graficamente:

Observa que 2n este CGitimc ejemplo la Jesi
ta" y los extremos, 2 y 4, no pertenecen a S.

Ahora, es posible representar ciertas desigual.iades como va-
lor absoluto y vicevarsa, esto lo veremos mediante el sigulen

te ejemplo:

*PROBLEMA 16. Escribir propcsiciones aquivalontes nara:

(A) Ix - 2] < 3
(B) |x + 4] < 5

) 6 <« x = 24



SOLUCION. (A) [x - 2| < 3 <=> -3 < x -2 < 3
<=> -1 < x <5,
(B) |x + 4]<5 se puede escribir como:

Ix - (-4)] < 5 <=> -5 < x -(-4) < §

<==> ~5-4 < x < 5 -4

<=> -9 < x < 1,

(C) 8 < x < 14 esta desigualdad la podemos

escribir como: 10 - 4 < x < 10 + 4
ahora : -4 < x - 10 <y
<=> |x - 10| < u.

*PROBLEMA 17. RESOLVER:

2 - 3%

X &+ 1]

5 5, (x # -1

SOLUCION, -
Por la propiedad 1 tenemos que:

2 - 3%

x + I

223 5 (1)

< 5 <=> “Si
x + 1

Para resolver (1) necesitamos multiplicar por x + 1 cada
miembro de esta desigualdad doble. Como ya hemos visto el
sentido de la desigualdad dependerid del signo de x + 1; asi

que tenemos que considerar dos casos:

x+ 1 >0 y x + 1 < 2,
CASO 1. x + 1 >0 , es decir =x > -1
De (1) @ - 5(x + 1) < 2 - 3x < 5(x + 1) es decir

- 5x - & <2 -3 < 5x + 5

De manera que deben satisfacerse simultdneamente dos desi-

ocnialadadec .
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(1) -5 - 5 <2 - 3x <=>x> -

(ii) 2 - 3%x < 5x + 5 <=>x > -

® |w N

Ahora tenemos las condiciones de que, en el caso 1 se deben

satisfacer, a la vez;

~

»

v

I
N~

-

b

v

1
@ jw

Esto es: x € (-1, + ») f\[; 7 , + =) N [_ 3 , + )
Z 8

luego S1 = [ - 3, + )
CASO 2. X + 1 < 0, es decir x < -1

Ahora el sentido de la desigualdad (1) cambia, esto es:

- 5% - § > 2 - 3x > 5x + 5

-5% - 5 > 2 - 3x <=> x < - 7/2

entonces:

2 - 3x > 5x + 5 <=> < - 3/8

De manera que (1) se mantiene cuando simultineamente:

x < -1 5 x < - 7/2 5 x < - 3/8
Es decir, (1) es cierto para todo x tal que:

x €(- o, 1) () (~=, - 7/2] N (- =, - 3/8)

luego Sp = (-, - 7/27]

Combinando los dos resultados S1 y 82 obtenemos la solucién

del probléma:

8= 5,0 8,= (-w,-7/2]0[- 3/8, + =
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EJERCICIOS.

o unién de intervalos).

Representar

Encuentra el conju nto solucién (en forma de intervalos

lo sobre la recta -

real.
a) x| < 4 (e) |x - 2] >3
b) |3x + 4| <5 (£) J2x + 1] > 5
c) |5 x - 3] < 7 (g) lx - 2 < -1
-5
a x| > -2 (my 1322 =3 | > 8
-2
o - Escribir como valor absoluto las siguientes desigualda-
des:
a) -3 <x <3 (@) - 1 <x+ 3 <3
b) -2 < x + 2 X< (e) x < -4 o x >l
c) -1 < x -4 < () X < = T o x > 7
5 5
3.- Resolver y representar sobre la recta real:
a) |7 - 3x| > |5%] s S = |-7/2, 7/8]
b) |3 - ux| < |6x + 1] i S = (-o, -2] ) [1/5, + =)

NUMEROS COMPLEJOS.

Ya al comienzo de este Capitulo hablamos introducido la idea

de "n@meros complejos";

vamos aqui a "definir" el conjunto -

de tales nQmeros y a revisar brevemente algunas de sus propie

dades.

#%DEFINICION 1.5.

El conjunto

¢ de los nfimeros complejos

consiste de aquellos



nlimeros que pueden escribirse de la forma (a+bi), dfinde a y

.2
b son nlmeros reales e i° = -1,

C={a+bpiVa b R, i2=-1}

NOTAS # Si =z ([ escribiremos que z = a + bi

% £E1 simbolo a + bi es llamado forma standard de un nimero

complejo; de igual manera lo es a + ib la que algunas veces

resulta Gtil para evitar confusiones Ej: 3 + i/2 etc.

* E1 nfimero real a se llama componente real de z y se deno

ta por: a = Re(z).

* E1 nmero real b se llama componente imaginaria de Z vy se

denota por: b = Im(z).

PROBLEMA 18

Determinar las partes reales e imaginarias de los nimeros com

plejos siguientes:

a) Z1 = 3 + 21 (c) 23 = - % i
b) Z, =Y2 -1 () 2z, = V2
SOLUCION.

a) Re(Zl) = 3 , Im(21) = 2

b) Re(ZQ) = V2 s Im(ZZ) = - 1

c) Re(Za) =0 5 Im(Z3) = - 1/2

d)  Re(Z) = V2, Im(z,) = 0

Del Problema anterior podemos extraer las siguientes observa-

ciones:
1) Un nGmero complejo como el de la parte (c¢) donde Re(Z3)

es cero, se lo denomina imaginario purd.
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Esto es: 7 es un imaginario puro si Z = 0 + bi = bi
. . . 3 . .

Ejemplo: 21 ; - w1 ; - oo iv3 5 ete. . .
2) Un niimero real es un nmero complejo cuya parte imaginaria

- Im{Z) - es _cero, tal como en la parte (d).

Esto es ¥xeR 3 x = x + 01

de manera que resulta que:

R (.

EJERCICIQOS
1.- Encuentra el valor de las siguientes potencias de la uni-

dad imaginaria (1 = /- 1).

. . ’ .- . . . +
(a) 12 (c) it (e) 1 3 (g) 127 (1) 1un 2, ne Z
.3 .5 .10 a . . .

) 17 @ 0 o i iMaez ) 1%, a0 18
2.- En los siguientes nfimeros complejos determina la parte

real v la parte imaginaria.

a) -i ) o0 e) m g) 1 - iv?2

3 2 . . .

b) 5 A 5-3i 0 7w-i h) V3 - iv7

Asociado con cada nimero complejo z = a + bi existe otro

nimero compleijo: su conjugado, denotado por Z = a - bi.
PROBLEMA 19. Dados los siguientes nlmeros complejos; encon-

trar sus conjugados.

a) Z4 3+ i/2 c)

b) 7. = V2 -1 )

SOLUCION: a) 7 i3
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El conjugado de un complejo es interesante para nosotros por
una razdén que serd revelada en los Gltimos canftulos del cur

so. Por ahora basta para nosotros recordar que si Z € vy

w € [ entonces:

(i) 7+ w = 7 +w
(ii) Z.w = 7. w

(iii) Z = Z <=> 7€ R

La representacién geométrica de un nimero complejo es algo
que hasta ahora hemos mantenido en suspenso, e€lld se debe a
un agrimensor noruego y a un tenedor de libros francés, ellos
son: Wessel y Argand. Tal representacidén lleva el nombre

del Gltimo y se le conoce como diagrama de Argand. Hé&la aqui:

A ) .
€3¢ \maqinario

ii————/ﬂz,":z'f‘(“

/ Ese Recd

~

)
!
)
i
t
!
[

27_:"“3;. k..->3{

Como puedes apreciar consiste de dos copias perpendiculares de
la recta real.

En la horizontal se tienen las partes reales del complejo Z:
Re(Z). En la vértical se tienen las partes imaginarias de

Z : Im(2).

Aparecen representados en la figura 21 =2+ 1, 22= -1 - 31

EJERCICIOS

1.- Dados los complejos siguientes, escribe el conjugado de



czda vno de ellos .
Dibuja las representaciones de ambos : Z y 7 .

a) 24 = 2% 31 c) =31

(b) Z, = b d) - Y2 + 51

Vvamos a terminar este aparte definiendo las operaciones en

¢.

OPERACIONES EN (.

Sean z =a+bi ,w=oc¢+di cona, b, ¢, de€ R .
SUMA .-

z+w=(a+ bi) + (c+ di) = (a +c) + (b + di
PRODUCTO

z.w = (a + bi) (c + di) = (ac - bd) + (bec + ad)i

PROBLEMA 20.

Realizar las operaciones indicadas. Dejar el resultado en la

forma standard.

a) (2 - i) + (3 + 71) d) (3 - 24)(4 + 1)
B) (4 - i) - (6 - 2i) o Lrd
1 -1
SOLUCION
a) (2 - 1) + (3+71) = (2 + 3) + (-1 + 71i) = 5 + 61
b) (4 - 1) - (6 - 2i) = (4 - 1) + (-6 + 2i) = -2 + 1
c) (3 - 2i)(y + i) = (12 -(-2)) + (-8 + 3)i = 14 - 51
e) Para hacer la divisidn:
% = } t i multiplicamos numerador y denominador por el

conjugado de w : W



_3q._

Asi: 1+ i _ 1t i 1+1 _ (A-1)+(1+1)i _ 0+ 21 _—
1 -1 1 -1 1 + 1 (1+1)+(-1+1D)1 2 + 01

EJERCICIOS

1.- Efectua las operaciones indicadas:

1.- a) (2-i) + (3+71) c) (ni)+(gi) e) (m+id(1- 7i)

b) (%—i)-(B-Zi) d) (1+1)-(1-1) £) (V3-1)(i+V2)

2,~ Efectia las siguientes operaciones. Escribe el resultado

en la forma standard.

a) - 113 c) :..2_._1-__3_]_‘. e) 1
2 -71 -2 - 31 : 1.+ 1
| + o1 . _ .
b) 3 1 a) 13 + 101 £) 2 + 31
6 + 1 - 71 -2 - 31
3.- Resuelve las siguientes ecuacicnes para x e y. Tener pre

sente que a + bl = ¢ + di <=> a = ¢ b = d

(a, b, ¢, d € R).

a) 5 - yi = x + 31 c) 2x - 1 = i (x-yi) e) 6i(x+yi) =9

b) 5 + 3i

1 - yi d) = 1 f) x + yi =0

aarm.
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