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LIMITES
Introduccidn:

La idea de limite aparece intuitivamente en muchas situaciones.
En Geometria euclidiana se define 1la longitud de una Circunfe -
rencia como el "Limite" a que tiende una Sucesidén de perimetres -
de poligonos incriptos o circuncriptos en ella, cuando la longi-

tud de cada lado tiende a cero.

-, »
La misma idea se utiliza para definir el area de un circulo me-

diante drea de poligonos inscriptus : circunscriptos

Nuestro problema por resolver plantea una variante distinta, aun
que tambidn es un "limite" el concepto que examinaremos. Eso si,
este andlisis serd desde un punto de vista esencialmente geomé -
trico y sin desmostraciones, con algunos cdlculos algebraicos de

limites simples.

Por tanto, a través de esta "visual" geométrica podemos aspirar
a tener una idea aproximada de lo que realmente ocurre y de las

condiciones que deben darse para ello. El andlisis riguroso de-

beria realizarse recurriendo a definiciones y formas que implican

neeesidades de otros conceptos (pero tambien de mayor tiempo para

su desarrollo ) y enseguida complementar la idea con la "visual"
geométrica.

En el programa no estd comtemplado este tratamiento, en cambio, -

se ha considerado pertinente introducir el concepto de limite




funcional en su expresidn geométrica, por razones de necesidad

que acéd no es del caso precisar.
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ILimite Finito en un Punfé?‘ Idea GeomStrica.

Enunciado del Problema:

Nos interesa ver en que condiciones los valores de una fun—
cidén (es decir, los valores de la ordenada) se aprox1man C se

acercan a un valor determlnado, cuando los valores del doml--

nio (es de01r les valores de 1aab501sa) ee acercan d.punto a,

'que puede 0 no pertenecer a dlcho domlnlo.

Dos cuestiones fundamentales no estd sefialando lo enunciado -

anteriormente:

1.~ En la medlda que los valores del dominio se aproximan a

un punto 8 , en cierta funciones, los valores de la funcion

'(medldos en la ordenada) también se aprox1man a un valor -

que llamaremos llmlte de la funcidn y que denotaremos por

L.
2.- E1 punto a, no importa que pertenezca o no, al dominio de
la funcidn, es decir, no interesa si existe o no existe -

el valor de la funcidn en el punto a .

Ilustremos cdn dos ejemplos y sus gréaficas.

Ejemplo 1.-
snalizar el limite en x=3 de la siguiente funcidn

R ~¥{R tal que f(x) = Pl




Consideremos. su gréafica:

Ay

Tomemos valores del dominio cada vez
més préximos a 3, pero sin considerar

sl numero 3.

x v

Como podemos acercarncs a 3 tanto por la izquierda como por

la derecha;'héblaremos de un "entorno® del punto 3 ihdicando

con ello

que considerrmos todos los valores prdximos y cada

vez més proximo a 3, tanto por la izquierda como por la dere-

. cha,

Escribamos "algunos" valores de e¢sta aproximacidén al punto 3

en la tabla siguie-te:

adscisa ,
b'e 2,8....2,9....2,99....2999 5,001...3,01...3,1..3,2..
f(x)= |
2X"'l q4’6aoon4,9oo¢o4’,98o.oa4’998} QB,OOZ--.5,02--05,2.-5,4}.
: ™\ ‘s
ordenada por la izquierda por la derecha.
NOTA:

e



Es 1~ -~ av 4.je. L ¢ . .en cicro que podemos anotar solamete
algunos valores de la aproximecidn, pues en el envorno exis
ten infinitos valiores.

Si ahora comparamcs la grafica con la tabla de valores, e€s
claro que ambos nos "induce" a pensar que mientras mis pré-
ximos estamos de le atscisa 3, en la ordenada estamos més

P'd .
proximos a 5.
En el caso que hemot analizado, hemos podido observar la -
idea geométrica de limite, en consecuencia, adoptaremos una

notacidén matematica para la misma. Escribiremos.

lim f(x)= lin (2x-1) = 5
X3 X273

que significa vy se lee:

"Cuando x tiende & 3, gl iimite de la funcién f es igual a
SH“

Ejemplc 2.

Aclaremocs con este ejemplo porque se dijo anteriormente que
el punto abscisa & (el cual tiende x) "puede o no pertenecer
al dominio de la funcidn'®.

Analizar el 1limite c¢n x=2 de la siguiente funcién:

2
g: R -52} -~ R tal gue g(x)= x4
X - 2

Nétese gque esta funcidén no esté definida en el valor 2, lo-

que significa que en la grafica no existe punto de abscisa 2.

Asi lo observaremos en la grafica donde quedard un punto -

"hueco" en la recta




——.

Gréfica:

v

Tenemos en un "entorno" de 2,
ciores del dominio cada vesz
nd4s préximo a 2 y escribbmoslos

en una tabla:

X
astoiaa
X 1,5...1,9,,,1,89...1,993 2,001..2,01..2,1..2,5
|

g(x)=

X2-ﬂ4 -
P e ,\3,5,..3;9:..3,99@.,3,999‘ \ﬁ,OGl..4,0l..4,l..4,5,
x-2 TN T T N

rdena

da por la izquierda por la derecshna

Como en el casc anterior or la grafica la %abla de wvalores
’

podemos cbservar gue al aproximarnos a 2, el valor de la fun -

cidn se aproxima al numero 4, y anotamos para este caso, en la

forma sefialada anteriormente:

lim g(x) = 1lim x2-4 = 4

X -2 X2 xX=2

Observacidn:

Es importante insistir y resaltar

que la funcién
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g(x) = x°- 4
X =2 no estd definida para x=2, sin embargo cuando

x Tiende a 2, el limite de g existe y es igual a 4.
Notacidn:
En general denotaremos por L el limite finito, si existe, de

. I .
una funcidén f, cuando x! se aproxima a un punto _a; luego es-

cribiremos:

lim £ (x) =1L y L €R.
X~ 2

Teorema sobre limites

Ahora daremos algunos teoremas. Es e~idente que no podremos
demostrarlos, pero sus enumciados 1los necesitamos para usar-

lo en el cdlculo preopiamente tal de 1imites.
Teorema 1. (De la unicided del 1{mite)

Si,

iim f(x) = Ly y lim f(x) = L, , entonces se cumple
X 1a X 8

Observacidn:

Este Teorema nos afi®*ma que una funcidén no puede aproximarse
a dos 1limites distintos simultaneamente. Asi queda garantiza

do que si el limite de una funcidén existe,éste es dnico

Teorema 2.




lim C = C (C una constante real)
X3 a

Teorema'B.

lim X = =1
X>a

Dados 1lim f(x) = L , Lim g(n) = L,
X=a | X8

y lim h(x) = L3 ; Ll’LZ’ y L3 numeros reales
X928

entonces:
Teorecma 4.

dim E(X)ig(x)ih(xj = lim fx)¥1lim g(x)t}gg h(x) = Lli

+
LZ-L3

Observacidn:

Puede ser extendido a cualquier nUmero finito de funciones.

Teorema a_5.

lim (:(x) g(%;] lim f(x) 11m glx)= L. L,.
x»a
Observacidn:

Puede ser extendido a cualquier niimerc finito de funciones.

Teorema 6.



6.3

Tim f(x)

lim f(x) _ =z-va - _Ll Siempre ue L, £ 0.
maa gix) Jlm g(x) Lo

"“’/

Teovrema 7.

et T s oA < 47—

n —- a 3 n —
i Pl Y =
Lic \V’ Tz} = \J[Ilm f(X) N 11 Siempre que L, 3> O

x3a X2

y NEWNyNp2 § Llfo vy N entero impar positivo

Tzorens 8.

]n ' ~-?n n
1im [?(X) = [;ig I(XL{ = Iy 5 WneN,

X=2a

Aplicacion de los Teoremas al cdlculo de limites:

1.~ Czlcular: %&@ (2x - 1).

eta fué la funcidn cuya gréfica dibujamos y cuya tabla de

valores en un entorno dc 3, nos insinuaron gue su limite es

1
e

Ahora calcularemos su 1lfmite por la aplicacidn de los Teore-

mag

i en - 1) = lim 2x - 1 1
gi%l (2n ) 2 2x lné ( Teo 4)

i

%Q?.Z l;g X - l%? 1 ( Teo 5)

2.3 - 1 (Teo 2 y 3)




Ejemplo 2. Célculer 1lim 3x - 1

X1
X2 + 2
lim (3x - 1)
]jji 3x - 1 x->1 - ( Teo 6)
X - ———= =
%% 4+ 2 lim (x2 + 2)
x—1
lim 3x - 1im 1
lim 3x -1 _ x=1 X1 (Teo 4)
X9l  x2+2 lim x2+ 1lim 2
X1 x4+1
lim 3., lim x - 1lim 1. (Teo 5 y &)
X1 x>l X=->1

. D,
[}im x| + 1lim 2
Pl T x5 1

2,01 -1 ' (Teo 2 y 3)

3
Ejemplo 3
a 5 R
Célcular  1lim X7+ 2x + 3

X% 2 L x2 4+ 5




Se¢ observa que el limite del numerador serd positivo y tam-
hién el limite del denomnador, luego el limite de la funcién

dada existira. Recuerde aqui ques el indice de la raiz es par.

Por tanto:r

lim /;é + 2X + 3 _ {lim X3 + 2x + 3
e\ N e
x~ 4+ 5 X~ + 5

3 3
liz (x7+2x + 3)
X2

P ( x

ot et ..

2\ (@LL&%;Q _\ 115
=\ v - :
[ 2% 4+ &= \

1
. hs

3

P
(justifiquense los ==i:n).

Formas Indeterminadas del tipo wgm

- -

En el teorema 6; si fuese lim £(x) = 0 y lim g(x) = O
X a X~ a
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no podria asegurarse nada a respecto al limite del cociente

£(x)

g(x) este puedo existir o nd y en caso de existencia puede
tomar cuslquier valor real. Pero entonces diremos que esté

planteado un caso de indeterminacidén (el cual representare-

mos simbolicamente por la expresién O ) & que el limite de
0

f(x)

g(x) esté indeterminado en el punto a.

Por ejemplo, si se nos pidiera cllculsr el limite siguiente:

Podemos verificar que, al célculo el 1limite en el punto 2

con la aplicacidén de los teoremas, estos son O en el numera
dor y denominador simulteneamente, es decir, nos encontrakos
con una expresidn del tipo 0 (que debe conmiderarse carente
de sentido y solo como un ngbolo)

Estamos entonces ante una indeterminacién del limite en x=2,
y por consiguiente no podremos c&lcular su limite hasta tanto
no hallamos eliminadoc esta indeterminacidn.

En algunos casos sencillos, precisamente como este ejenmplo,
se puede cdlculer el limite mediante transformeciones simples,
perc en otros casos habréd que resolverlo recurriendo a otras
herramientas mateméticas. Estos (ltimos ciertamente no se -
estudian en este curso.

Nuestro ejemplo admite la siguiente Transfomacidn.
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y ahora puede ser dividim en su numerador y denominador por
el factor (x-2).siempre que x # 2, pues si no, estariamos -

dividiendo por cero (lo cual no es permitido)

Efectivamente, al calcular el 1lim xz— 4 estamos considerando
X2 X =2

valores de x muy préximos a 2, pero distinte de 2 ( ademds -

esta funcidn no estd definida para x = 2)

Tuego realizamos la divisidén del numerador y del denominador

por (x-2) y la solucidn se desarrolla asi:

lim x°-4 _ lim  (x+2) (xf’?/) -

X42 X =2 x*2 )

Notomos gque esta Ultima expresidénno estf indeterminada.

kg (42

En consecugncia aplicamos log teoremas de limite y calculamos

su valor.

Recuerdese que también dibujamos la grdifica de esta funcidn
y éste era el valor que habia "mostrado™ la gréfiea y habia

"insinuado™ la tabla de valores gue dimos.

Indicaciones para evitar la indeterminacidén O en casos que
. 0

admita simplificaciones.
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/
Estas indicaciones podran ser utilizadas en funciones frac-
cionarias que contengan polinomios en su numerador y denomi-

nador, siempre gue existan la indeterminacidn del limite.

1.- Si la variztle independiente x tiende a un valor a
valor a siempre serd raiz del polinomio del numerador

y del polinomio del denominador.

2.~ Sabiendo que @ es raiz en el numerador y en el deno-

minador, factorizamos ambos polinomios.

3.~ Hecha la factorizacién se simplifica la francecidn divi-

diendo numerador y denominador por (x-a)

4.- Si persistiera la indeterminacidn procedemos repitiendo

los pasos anteriores.

Ejemplo: 1

Cécular : lim X3~X2—x+10
x32

2
XT+3%x4+2

Cuando aplicamos los teoremas de limites, surge la indeter -

minacién O Debemos eliminarla antes de aplicar los teoremas
0

Observamos que el polinomio del numerador no es simple de fac-

torizar. Pero por Ruffini:




4.~

entoces:

'x3—x2~x+lo = (x+2) (x2-3x+5), luego:

lim _x°-x°-x+10 _ lim (x%é)(x2-3x+5)
T ox+2
x -2 x2+3x+2 ‘ (gf@)(x+l)

- lim  x°-3%45

X4 -2 X+1

ya‘no existe la indeterminacidén para el punto x = -2 luego

aplicamos los teoremas y se obtiene:

—3 5 2) =3(=2)+5
12 X — i(“f"l - (‘2)-’- T ( ) __‘5

Ejemplo:2

Célcular: lim x
X7-1 X“+2x+1

3+x ~X-1

Realizando una primera factorizacidn queda:

lim x3+x2—x-l _  lim (x#1) (xz—l)
x7-1  x°+2x+l x>-1 (§yI)(x+l)
= lim x%-1

X9-1 x+1

Pero nuevamente aparece indeterminacidén en el punto -1

Por tanto factorizamos otra vez y simplificamos.
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lim  x°- 1
x+-1 X+ 4 o

lim(xs1) (x-1) _
x>-T =

(x4)

Lim (z-1) = -2
Ejémplo 3.
v/ )
Célcular : lim 2-N4 -¥X
x>0 -—*‘if-*——

En este tipo de ejemplo (aparecen raices de funciones no po-
Y . . , ..
linomicas) para evitar la indeterminacidn en el punto 0. Es

preciso racionalizar (el numerador), por tanto:

+ ;Z
Lim 2= \(4-x lim J —\/4—xi!2 \/4—X
0 vy =0 Xa O

b’ {2+\/Z:s£

De donde:
lim 2=V 4-x _ lim - X
x+0 X - x=0

X [é+\/2:;;]

Podemos .gpcelar tanto numerador y denominador por x y -~

entonces:

lim 2-V 4-x  1lim 1

»x -0 X x-+0 _
2+V4—X




6.6.-
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2+2

Ahora estudiaremos la geometrfa de otras variantes del con-

cepto de limite, pero antes nos daremos el significado de rec

ta Asintota.

Recta Asintota

Definicidn: Si para una curva dada, existe una recta tal que

un punto P de la curva se aleja indefinidamente del origen y
la distancia de ese punto a la recta decrece continuamente y
tiende é cero, a dicha recta la llamaremos Asistota de 1la cur
va,

Esta definicién implica para una curva dos cosas:

1.- TUna curva que tiene una asintota no es de extensidn fi-

nita sino que se extiende indefinidamente.

2.~ Una curva se aproxima a su asintota mis y mis, a medida
que se extiende més y més en el plano.
Siendo lagsintota una limea, recta puede tener cualquiera de

las tres posiciones particulares.

a.~ ©Si es paralela o coincide con el eje X, se llama asintota
horizontal con ecuacién y = b

Ejemplo:
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Y= o) ) AS\’V\*Qm-
J chisomtd\

2 el

'9 {/ﬁ/\ Coava Ae ecation YW= Q(‘K)

N
(=
Xy

b.~ Si es paralela o coincide con el eje Y se llama asintota

vertical con ecuacidn x = a

Ejemplo:

v

X = o

/ riecta Asintote
Ventical

K CU'\U‘&. AQ

acuacioun W= Q(x)

i
|
|
l
|
a
l
|
I
l
l
|
|
:

XV

‘]P

i
[
!
!
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c) Si no es paralela a ninguno de los ejes coordenados se

llama Asintota oblicua

Ejeﬁblo:

Y /s Lac®
/ de " (k(i\
Cunv™ »w~
e
7
.-// D\o\u’\)f
/{\\ AQ'\V‘)(D{O— /
/ -

N
\
N
>V

Limite Infinito en un Punto: Idea Geomdtrica

Ilustremos con dos ejemplos:s

Ejemplo 1.

Dada la funcidn f:{R-§2}aJR tal que: f£(x)= 3

(x-2)

Examinemos su gréficass

Y 4 |

poy
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Tomemos en un "entorno" de 2, valores del dominio préximos
a 2 y analizemwos los valores de la funcidén en la tabla si-
guiente:

Por la izquierda de 2

X ol-iooé:-noéeocoloooc‘lﬁo-no_];g_g-..31999naoo
2 3 4 10 100 1000
£(x)= 3 5 3e0012...27...48...300...3%0.000 3.000.000
(x-2)

NO caben dudas que, 2 medida que x se acerca a 2, a través
de valores menores que 2, el valor de la zuncidn f (x)

crece enormente, y continuard creciendo sin 1limite.

Por la dercecha de 2

x J..i...5...7...9...21...201...2001
3 4 10 100 1000

2(x )= o efe 3.L00.27,.430.%00.,50,000. .3.000. 000

(x=2)

lo mismo, al acercarse a 2 por valores mayores que 2, los -

valores de f(x) crecen sin limite.

Y como a medida que X se aproxime & 2 por la izquierda o por
la derecha f(x) crece sin limite, anotamos:

72
-~

lim —— =+ 00
®+2 p(—?ﬁz




. m,\ .
aTe ™

! ’
que se lee: Cuando x tiende a 2 el limite de la funcidn

144
f(‘f 3 es mds infinito, pero entendiendo con esto
X) = —
&
(x-a)
4 v
que el limite y el simbolo " +®" (o en algin otro caso "- ®")
indica tUnicamente el comportemiento de los valores de la fun

cidén que en este caso, crecen sin limite.

Ahora bien sabemos que x=2 representa una recta paralela al
eje Y y a una distancia 2 de este eje. Hemos visto que pode-
mos tomar valores todo lo prdéximo que deseamos en el "entorno
de 2. Pudimos comprobar que las imjgenes son muy "grandes",

todo lo"grande" que desearemos.
g a

Pero en la medida que tomamos valores del dominio cada vez -
més préximos a 2, podemos observar que las imdgenes estan cada

vez mds préximasa la recta x = 2

En conclusidn, estamos en presencia de una asintota vertical

de la curva dibujada. Asintota de ecuacién x=2 y que tem -

bién estd dibujada en la gréfica.

Comportamiento similar ocurre en la gréfica de la fﬁncién

() -3 con la diferencia que cuando x tiende a 2, los

(x-2)°
valores de la funcidn decrecen sin limite, tanto por 1la izqui~

erde como por la dercha.

'y
Grafica:




Observemos su grafica:

Y4

b - e

-

-

X A
|
I
|
) iz >
0
|
i
l
I
i
L1
Ejemplo 2.
Dada g : R-{lj—>R tal que

1

|
|
l
z
|
:
!
|
|

l

1
2

<V
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Por ello escribimos:
X =2
(x~2)%

= - 0

que se lee: "cuando x tiende

a2, el 1limite de - 3 es
(x-2)°

menos infinito" vemos tambien

gque la curva tiene una asintota

vertical de ecuacidn x=2

g(x)_ _%r

Se puede ver que, cuando x
tiende a 1, la funcién no tiene
1imite, pues: |

lim 1 _ .~ (Por la derecha)
x@FQ:ﬁI-F+CU

lim 1

(Por la izq)
x>l x-1

=-00
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Para esta situacidn anotamos:

1lim g(x) = T w
x +1

A medida que la curva se aleja del eje X, cualquiera sea el

sentido, se nota su acercamiento a la recta de ecuacidén x=1.

Por tento x=1 es una asintota vertical de la funcidn g.
Resumiendo diremos que x=a es una asintota vertical de la -
grifica de una funcidn y= f(x) si se cumple cualquiera de los

1limites siguientes:

a,~ 1lim f(x) = + @ b) 1lim f(x)= - oo ¢) lim £f(x)= ¥ @
X+a X* a X*+a

6.8.« Determinacidn de asintotas verticales de una funcidn

y = f(x) dada (cuando existan).

&

l.- ©Se sabe que las-aesintotas-verticales tiene ecuscidn-_del— - ~—_

tipo x = a (a constante real)

2,~ En gemperal, para hallar las asintotas verticales de una
funcién f se busca todos los valores reales a para los
cualeé se sospecha que el limites de f resulte infinito.

En efecto, bastara cédlcular eso limite para ﬁno de esos
valores " Sospechosos” ¥y quedard claro si corresponden

-0 no a sintotas verticales: Si el limite de f cuando x

tiende a gf*+ oo ( f crece sin limite)gp es -~ (f decre-)




23."‘

ce sin 1imite) ¢ es * o (f crece por un lado y decrece =-

por el otro sin limite), entonce x=a es una recta asintota

de f.

Observacidn:

Para el caso particular de una funcidén fraccionaria, los -
valores a que anulan al denominador y no al numerador
correspomd.> * a rectas asintotas verticales de la curva pues

en ese caso resulta lim f(x)

X5 (Stx\ _ =@
en virtud del teorema 6.
Ejemplo:
Encontrer las ecuaciones de las asintotas verticales de la

giguiente funcidn:

1
G(x32= —
x -1
Solucidn:
En este ejem+ onc cabe duda gue los valores que anulan al
denoxi’‘nadcr 1o anuvla al numerador, y por tanto, deben ser pun

to por donde pasa una asintota vertical a la curva de f.

luego: x =1 vy x= -1

Son rectas asintotas verticales.

La verificacidn la obtenemos tomando el limite de f para los
puntos mencionados (debe dar +m, -8 T )

Entonces calculaucs y obtenemos:

1im 1 o y 1lim 1

x>l T

x"-1 x"=1
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En ambos casos estamos indicando solamente que cuando nos
acercamos al punto - 1 & 1 la funeidn crece por un lado y
decrece por el otro sin limites.

La gréfica inlustra la situacién:

!
n
|
i
l
|
|
!
|
i
!
|

Asintotas Veticales de las Funciones:

log x, tgx ¥ %1

Estas funciones las hemos graficaedo anteriormente.

Conocemos tambien sus dominios y rangos. Ahora ressltaremos

sus asintotas verticales y las ecuaciones de éstas.

l.- a) y= log,x con ax1l

y

0 { a ,X




Tiene una asintota vertical de ecuacidn:

250-

x=0 es decir el

eje Y.
b) y= log x “con 0< ac<l
i
|
|
i 5
o ) \ '

Una asintota vertical de. ecuacidn:

2.~ y= tg x
| l

|

|

| |
|

|

X=0 tambien el eje Y.

-
|
|
|
|
|
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Infinita asintotas, expresadas todas por la ecuacién ge-

neral:

o X+ con K €A
2

30- =

Y

_Una asintota-verticael -de—-ecuacidn.-x=0-es decir el eje ¥

e e

6.10.- Otros teoremas sobre limites.

Dad lim f = 1i =L; LE&E entonces
ados lim, (x) = o y Lim g(x)=L; R

1) %ig [£§X)+g(x§] = @

2) 8i I # O entonces:

T
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3) 1lim f(x
x3a g(x).

= Q00

4) lim g(x)_ 4
xsa f(x)

J

5) Si lim f(x)= ® vy lim g(x) = o0 entonces:

X2 a x=3a
1lim E‘(x) g(xi( = ®
X=$a

6) Si lim f(x)= L # 0 y lim g(x) = O entonces:
xya X2 a

lim £(x) .

X3 g(x)

Formas Indeterminadas del tipo: 0O.® & ®.0.

En el teorema 2 Ultimo Si I=0 (es decir 1lim g(x)=0)
. X} a

astamos en presencia de un caso de indeterminacidén en el punto
a,el caso : 0. ® ¢ ®.0. Nada se puede asegurar entonces res-

pecto al limite de la funcidn producto f.g en el punto a.

Luego para aplicar los teoremas y cdlcular el limite de una -
expresidén de este tipo previamente habré que eliminar la indeter_

minacién con transformaciones o simplificaciones algebraicas.

Ejemplos:
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1- Sean f: R - lo}=R tal que f(x)a_?lc_.

g: RS> R tal que g(x)= 3x
Cadlcular: 1lim [%(x).g(xi]
- x 0

4

Solucidn: lim f(x)= lim —— = ®
X =0 X- 0

lim g(x) =0
x +0

———

Vemos entonces que el limite tiene indeterminacidn--del tipo——

mo en el punto x=0
Resolvemos .la_indeterminacidn:

lim‘ 1l . Bx\ = lin% 3 = 3 —~{(hemoa. divididec por x pueata_gue —__

x+0 X +
x#£0).
2) 8 f:- -31¢~> R .tal que f(x 2x
) Sean ® f } qu )= 2
’ . "
g: R =R tal que g(x) = xz-l
C&lcular: lim 2x ,(xz-l)
=8-cuzar ooy —<Ee

Solucidn:
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lim 2x . 2
= 0 . lim (x°-1)= 0
x-1 (x-l)}l ! X1

s — ,

El 1limite estd indeterminado en x=1.

Resolvemos la indeterminacidn:

11m 2x (x -1) = 1lim [2x (%<1)(x+1)
{L('—x:?l:y X-y‘l X-—l)(X—l)

= 1lim 2x(x+1) _
%1 —-}%-T—_" R

Forma Indeterminada del tipo: oo- o
Si se tiene que lim f(x) = oo y 1lim g(x)= ® y se desea
X2

X»a

cbtener el limite de f-g cuando x tiende a a se estd en pre-

sencia de otro caso de limite indeterminadoc o~ 0.

Por tanto para encontrar el limite de esta diferencia de fun
cién habra previamente que resolver la indeterminacidn con

transformaciones algebrédicas.

Ejempios:
l.- Sean f: [R - gj;?ﬁQGR tal que £(x) =

X -l

g: (R -{lj ——> R tal que g(x) =X~:__LL

C4lcular:
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Se observa claramente que el limite pedido estd indetermina

do en el punto x=1.

Resolvemos la indeterminacidén :

-
lim 2 - 1 = lim 2=X=1
x +1 P x® 1 5
x =1 x-1 x°=1
~
= lim 1-x
x 1 5
x“=1
= lim |- C&ffj
x21 (x+l)£x‘I3
= 1lim - 1
21 o1
N S
2
/
2.~ Calcular
. 2
lim 2x+1 + x
-1 2 .
(x+1) (x+1)
-
lim 2x+1 + x2 = lim +2x+1
x+-1 {2 - 2 xr-1
(x+1) (x+1) (x+l)
=lim 1 = 1

x>-1




3.~ Célcular

lim 2X xz

X37 [T T

2X + x2 = 1lim x2+2x
(’)H_;)l /;gﬂ)z _ x F7)Z
oy - : o0

lim | x(x+2) { _ _
U [T [ = -

lim
X9

Forma Indeterminada del tipo :
®

Si se tiene que 1lim f(x) = @ y 1lim g(x)= o
X-ra X2
- 1

/
vy se desea el 1limite de f en el punto a, entoces se esta

_ g
en presencia’ de otro caso de limite indeterminado, @
@

4
luego para resolver el limite habra previamente que resolver

la indeterminacidn.

Ejemplo:
Sean f: R -JO0(— R tal que f(x) = _
fof <

g: R - {o}-—)(R tal que g(x) = 2x+1

x
Célcular: 2
7
. X
Liwmg ———
X+
X—y0 =7
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I A o o2 A it

g

/
Es claro que el limite esta indeterminado en la forma Q0

®
en el punto X=0.
Resolvemos la indeterminacidén y calculamos el limite;
lim -3x> _  lim -3x _ 0 - h
x 0 5 - x >0 - 1 C
x“(2x+1) 2x+1
Limite Finito cuando " x tiende a + ® y cuendo x tiende a oo

Idea Geométrica.

En esta voriante observamos que en ciertas funciones cuando

la variante independiente toma valores infinitamente alejados
del orige entonces los valores de la funcidn se van aproxi—-— _

mando a-un-valor_finito,--que -indicaremos por b, vator finito

por el cual pasa una recta paralela al eje X de ecuacién y=b.

./
En. otras palabras las imagenes se van acercando a esta recta.. ..
horizontal. En consecuencia estamos otro vez en presencia de
una asintota pero en este caso con posicidén horizontal:

Esto lo escribimos asi:

lim f£(x)= h,’ §  1lim f(x)= b,

X+ X3-w

Pueden derivarse los casos siguientes:

1.~ Puede ser que bi vy b2 coincidan:

Ejemglo:
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Una sola asintota horinzontal.

2.- Puede ser que b1 y b2 sean distintas

Ejemglo:
AY
b* bZ b = b.
— T
-~
_
,-‘/

2 >

b ><

Dos asintotas horimontales.




“_.__’-——-/‘.'—\/'—'
3.~ Puede ser que exista bl ¥y b2 no exista y viceversa.
nY nY
///”-——" /
> r// >
e X o~ X
y w/
No existe \Oz ’ Wi wo existe
Unee asintota \/\onisomtal . Uwo QS:V\JCOEO\ t"o’\‘\.‘m.- e
zoutal .
6.15.~ Determinacidn de asintotas horizontales en una funcidn

y= f(x) dada (cuando existan)

Se sabe que una recta asintota horizontal tiene ecuacidn del
tipo y=b siendo b el valor al cual se aproxima la funcidn,

cuando x tiende a " + oo a - o,

Por tanto para hallar las asintotss horizontales (si existen)
de una curva se deben célcular los limites de la funcidn dada
cuando x tiende a +00 y cuando x tiende a - ®

En el caso de dar algunos de esos limites un valor finito estos




- T

estos puntos indican por donde pasan rectas Asintotas hori-
zontales.

Ejemglos:

Asintotas horizontales de las funciones:

ax; arctgx; 1

x
Esta funciones las hemos graficado anteriormente, conocemos

tambien sus dominios y sus rangos. Indicaremos ahora sus asig

totas horizontales con sus ecuaciones

1.~ yzax

a-3 Caso a> 1

Asintote de ecuacién y=o (el eje X) Cuando x tiende a - .



b) caso a<1l

’ s

e ————
o g

Asintota de _gouwsaidn_y~o- (o1 =30 -X)-ouandoptionde 2 - —_—
2) y= arctgx

(N
Rz

——— — — ——— — B . caad tr—— ———— ———— et a—— - o

Q

—3

X

— —— —— apana— ——— —— "‘P" —————— ——— — —— P, — —— —
%




Dos asintotas horizontales:

y= - L. cuando x tiende a - w
2
= v cuando x tiende a +
2
_ .~1 _ 1
3) y=xT = =5

Y A

Una asi{ntota horizontal de ecuacidn y=o

Cuando x tiende a +®» o cuando x tiende a - oo

Cuando se intente cédlcular el limite en una funcidn fraccio-
naria con polinomios en el nimerador y el denominador para
cuando x tiende a + m, o, para cuando x tiende a - ®, no encon

tramos que el limite se presenta indeterminado en la forma

o0 Por lo tanto para cédlcular el l1imite habr& previamente

68



que resolver la indeterminacidn.

Es recomendable la siguiente regla para tal efecto:

l.- Ubicar la mayor potencia de x, no importa si se encuen-

tra en el polinomio del numerador o del denominador.

2.- Cada término del numerador y del denominador se divide

por la mayor potencia de x encontradc en 1)

3.- Formado el cociente en cada término del numerador y del

denominador se se aplica el teorems siguiente:

Teorema " Si n eg cualquier entero positivo se tiene"
a) lim 1 _
———.—-ﬁ_o
X= +m x
b) lim 1 o
. X+-o -

4.~ Resuelva la indeterminacidén en el paso 3, a continuacidn

mediante los teoremas scbre lifiites.

Ejemglo:
l- Sea f:ij+]R_ tal que f£(x)= 2x2
x2+1

a) Céleular

. 2
i) 1im -2X
X=$ +0 x2+1
2
ii) lim 2X
2

X = =D X"+1




b) Indicer la o las ecuaciones de rectas asintotas horizon--

tales si existen.

Solucidn:
Como se observa el limite de f estd indeterminado cuando x

tiende 2 +00 0 x tiende a =00 y tiene la forma o
w

fomo se trate de volinomios en el numerador y denominador

procedemos de acuerdo con la regla. Potencia mayor es x2,

luego:
2x2 '
a)i)lim x2 _ . 2 =
= lim  ———— = 2
X+t 5 Seb+00 7
X + 1 1+ -1
x2 x2 x2
: 2x2
b)ii) lim _2x®  _  lim _x> _ =32,
X +1 x  + 1
x2 x2

b) Cuesndo x tiende a + w, el limite de f es 2, luego la recta
asintotz horizantal es y=2
Cuando x tiende a ~w el limite de f es 2, luego la recta
agintota horinzontal tambien es y=2

Por tanto esta funcidn tiene una sola asintota.

Gréfica:



[
x A

2) Céleular: 1lim 2x2-x+5

R0
4x3—1
limite inderterminado en la forma o, luego:
®
A S
2_ _ 2 3 -
R+—e0 3 xr=eo . 4q
4x- -1 41
o

ecuacidn de la asintota horizontals y=o (eje X )

3) Calcular: lim x°-3
x>-too
X
1- 3
lém XZ—Q = lim xz = 1=0 = 4+ @
bramard
X = 0
X

no existen asintotas horizontales.
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6.16.- ILimite Infinito Cusndo " x tiende a +®m " y cuando "x tiende

g =" Idea Geométrica

a3 Existen funciones que presenta el siguiente comportamien-
to. Cusndo x tiende a +cu cntoces f(x) tiende a +oo.

Se escribe @

%&E&f(x) = +00

y significa gbmetricamente que la curva se aleja de ambos =

ejcs coordenados constantemente por el primer cuadrante.

Ejemplo:

1) y =a%¥ con a»1l 2) y=log_x con a>1
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e

n.
3) y= +\/ con n par positivo

b) Cuando x tiende a +m entonces f(x) tiende a -~ y se escribe:

iim f(x) = - o Geometricamente significa que la curva
X0

se aleja de ambos ejes coordenadas constantemente por el -

cuarto cuadrante.—

Ejemplo:
1) y= log,x con o<a<l

YA
\
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c¢) Cuando x tiende a -oo entonces f(x) tiende a +0y se

escribe:

lim f(x) =4 Geométricamente significa que la fun-
X+

cién se aleja de ambos ejes coordenadas constantemente por
el 2do. cuadrante.-
d) Cuanc . tiende a2 -m entonces f(x) tiende a -my se escribe:

lim f(x)= - © Geométricamente significa que la funcidn
x*)..(b

se aleja de ambos ejes coordenadas constantemente por el
tercer cuadrante.-
Ejemplos:

1) y=x" n par positivo.

yA

of

)V

Esta funcidn se aleja de la forma c¢) pero similarmente se

aleja de la manera a).
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2) y= lx ‘

XV

Se. aleja tambien de la forma c) y a) al igual que el ejemplo

anterior.

n
3) y= \V/;-1 n  imper positivo (n>1)

AY

-

d

i

/ W~

/(« 5:\/

i

/

xJ(

7

/

Se aleja de la forma d) y de la forma a)Asimulténeamente.

ir./



